Zur Zerlegung der Ideale in abzahlbaren Ringen.
Ven
Shinziro MORI.

(Eingegangen am 22. 9. 1934.)

Herr W. Krull hat in seiner Arbeit® den folgenden Satz angegeben :

Jedes Ideal aus einem kommutativen Ring ist dann und nur dann
als Durchschnitt endlich vieler Primdrideale darstellbar, wenn im Ring
der Doppelkettensatz von isolierten Komponentenidealen jedes Ideals gilt.

In diesem Aufsatz mochte ich die Krullsche Bedingung durch eine
noch schirfere ersetzen. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit,
die schirfere Bedingung fiir die endliche Zerlegung jedes Ideals im
abzihlbaren Ring anzugeben. Unter einem abzihklbaren Ringe verste-
hen wir einen Ring, in dem jedes Ideal eine abzihlbare Basis besitzt.

Die notwendige Bedingung.

In diesem Paragraphen verstehen wir unter dem Ring R einen
allgemeinen kommutativen Ring ohne jede Bedingung.

Satz I. Ist jedes Ideal aus R als kurzester Durchschnitt von endlich
2u verschiedenen Primidealen gehorigen Primiridealen darstellbar, so
stimmen bei zwet verschiedenen kiirzesten Darstellungen eines Ideals die
zugehvrigen Primideale uberein.

Es sei a ein beliebiges Ideal und es seien

a=1[01, 02y coees qms «---1s a=1[01, G5y «ovey Gl

zwei kiirzeste Darstellungen von a durch die zu verschiedenen Prim-
idealen p; bzw. p; gehorigen Primiérideale g; bzw. qi. Setzen wir

% =1[q1, .0, Gim1, Gis1y o2+ qm» -~ -], SO Wird
GE0(®),%F0@), a=10[D,al,

da [q1,..., Qm, ...] eine kiirzeste Darstellung ist. Ist d; ein durch a
unteilbares Element aus b;, so ist das Produkt von d; mit einer Potenz

(1) W. Krull, Ueber einen Hauptsatz der allgemeinen Idealtheorie, Sitzungsbe-
richte Heidelberg (1929).
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eines beliebigen Elementes p; aus p; durch a teilbar. Wire p/d;==0 (a)
fir ein durch p; unteilbares Element p/, so wiirde d;=0 (q.), und wir
hitten einen Widerspruch d;=0 (a). Hiermit ist d; ein durch a unteil-
bares Element von der Art, dass das Produkt von d; mit einer Potenz
jedes Elementes p; aus p; durch a teilbar, aber das Produkt von d; mit
jedem durch p; unteilbaren Element durch a unteilbar ist. Wire p; von
jedem aus pi, b3, ..., p; verschieden, so wiirden p{, ..., y. die echten
Teiler von p;, und pis1, ..., P, wiirden kein Teiler von p; sein. Daher
folgte d;=0 (q5+1), (q5+2), ..., (q%), und wir konnten ein durch p;
unteilbares Element d’ aus [qf, a2, ..., q7] finden. Damit sollte nach
der obig gewonnenen Eigenschaft von d; d:d’==0 (a) sein, und ferner
wire d;d’=0 (q1), . .., (q5), also ergéibe sich ein Widerspruch d;d’=0 (a).
Damit soll p; mit einem aus pf, ..., p, identisch sein. Da dieses Re-
sultat fiir jedes p; (2 =1, 2, ...) gilt, so ist unser Satz bewiesen.

Satz 2. Ist jedes Ideal aus R als Durchschnitt von endlich vielen
Primiridealen darstellbar, so wird

t=a:()=a:("Y)=a:(r"mH)=........

fur eine hinreichend grosse ganze Zahl m, wobei a ein beliebiges Ideal
und r irgendein Element aus R bedeutet. Ferner ist die Anzahl der
verschiedenen Idealquotienten t fiir ein Ideal a endlich.

Es seil a =[q1, g2, ..., q.] eine kiirzeste Darstellung von a durch
die endlich vielen zu versehiedenen Primidealen b;, gehorigen Primér-
ideale q;, und zum Beweise nehmen wir an, dass fiir jede grosse ganze
Zahl m immer a: (™) ==a: (»™*!) ist, wo 7 ein beliebiges Element aus R
bedeutet. Dann ist das Element ¢ durch das zugehorige Halbprim-
ideal h von a unteilbar, und ferner soll r ein Nullteiler in bezug auf a
sein. Ist » durch die zugehorigen Primideale py, ..., b, teilbar, aber
durch kein anderes teilbar, so ist r*! durch [q1, ..., qs] teilbar, aber
durch kein anderes Primiirideal teilbar, wenn m hinreichend gross ist.
Aus a: (*) d=a: (@) folgt die Existenz eines Elementes »/, so dass

r'rm 320 (a), r'rmtt =0 (a)

ist, und dabei soll =0 ([qm, cens qn]) sein. Darm=0 ([ql, cees qs])
ist, so folgt daraus +'r=0 (a), und wir erhalten einen Widerspruch.
Hiermit soll a: (@) = a: (r™*!) = a: (r™*2) = ... fir eine hinreichend
grosse ganze Zahl m sein.
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Da fiir eine hinreichend grosse Zahl m

'r”‘EO([ql, ....,qs]), t=a:()=a: 0™ =....,
t=0(qs1), «..., (qn)

sind, soist (™) [qs+15 - - - » G=]==0 (a) und folglich muss t=[qs+1, - .. , qul
sein.® Als Spezialfall ist t = a fiir s =0, und t = R fiir s =n. Nach
Sats I sind die zugehorigen Primideale eindeutig bestimmt; also ist die
Anzahl der verschiedenen Idealquotienten t fiir das Ideal a endlich.

Die hinreichende Bedingung.

Ist ein Primideal p ein Teiler eines Ideals a, und gibt es ein Element
p von der Art, dass das Produkt von p mit einer endlichen Potenz jedes
Elementes aus p stets durch a teilbar, aber das Produkt von p mit
jedem durch p unteilbaren Element durch a unteilbar ist, so heisst p
ein zugehoriges Primideal von a, und p ein p entsprechendes Element in
bezug auf a. :

Wenn einem Ideal a die abzidhlbar vielen Elemente w;, @:,....
angehdren, und wenn sich jedes Element a aus a in der Form

a = (a1+’r])(01+.... +(at+’rt)wg (t = 1, 2,3, .. ..)

darstellen ldsst, wobei «; die rationalen ganzen Zahlen, und r; die Ele-
mente aus R bedeuten, so heissen diese Zahlen w;, wz, ... die abzdhlbar
viele Basis von a .

Besitzt jedes Ideal vom Ring R stets eine abzidhlbar viele Basis,
S0 heisst der Ring R ein abzdhlbarer Ring.

Satz 8. Ist der Ring R abzihlbar, und ist b: (r™) =b: (r™*1) =b:
(rm*2) = ,... fur eine hinreichend grosse ganze Zahl m, wobei b ein
beliebiges Ideal und r irgendein Element aus R bedeutet, und ist p ein
zugehoriges Primideal eines Ideals a, so gibt es ein zu p gehoriges Primar-
ideal q, das ein Teiler von a ist, und kein p entsprechendes Element in
bezug auf a enthalt.

Da jedes Ideal eine abzihlbar viele Basis besitzt, so konnen wir

p=(a’ T, T2, T3, ....)

(1) Daher folgt der Satz: Wenn jedes Ideal aus % als Durchschnitt von endlich
vielen Primdridealen darstellbar ist, so ist jedes isolierte Komponentenideal eines
Ideals eindeutig bestimmt. Vgl. B. L, van der Waerden, Moderne Algebra 2. 48.
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setzen. Aus unserer Voraussetzung folgt
ar(rm)=a:(@Em™mY)=a:(rmPH=....,

(a, r™*) : (ra™) = (a, r{™") @ (™) = (a, ™) () = ...,
1) (a, ™, ")« (rg™) = (a, remt, ) (™)

= (a, ™™, vl o (res'?) = .. ..

D R I R R e I N Y

fiir die hinreichend grossen ganzen Zahlen m;, mz, ms, ... . Setzen wir
e (T R R ),

so wird p das zugehorige Halbprimideal von a/. Ist q die Gesamtheit
von allen und nur den Elementen aus p, das Produkt von denen mit
einem durch p unteilbaren Element durch o’ teilbar ist, so ist q ein zu p
gehoriges Primérideal, und wir kénnen

q=(/, 70, 75, 5y ceueen.. )

setzen. Ist ein p entsprechendes Element p in bezug auf a durch g
teilbar, so wird fiir ein durch p unteilbares Element r

. ) 41
rp = (ai1 +w2)'r,-lm‘1+1+ (ai2 + vig) Tizmm;l +....F (ain + Vi, )’I"inmln ¥ (a) ,
O <a<ltz<l....<liw,

wo « die natiirlichen Zahlen, und v die Elemente aus R bedeuten. Aus
rprE =0 (a) fur eine hinreichend grosse Zahl & folgt nach (1)

. 1 1 +1 .41 N
(ain + v":ﬂ,)rinm’bn ’ = 0 ((a; 7‘1’”’”1 ¢ ’ szg 9 s ey Tin__]ml'n 1 )) .
Daher folgt
1 1 ; 1+l
o= (o + o) (G e (@ v ) e (a)

Auf solche Weise erhalten wir endlich rp=0 (a), wo »=£0 (p) ist. Das
widerspricht der Eigenschaft des Elementes p, dass das Produkt von p
mit jedem durch P unteilbaren Element = durch a unteilbar ist.
Hiermit enthilt das zu p gehorige Primérideal q kein p entsprechendes
Element in bezug auf a.
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Satz 4. Ist R ein abzihlbarer Ring, und ist t = b: (™) = b: (r™*?)
=b: (*?) = ... fiir eine hinreichend grosse ganze Zahl m, wobei b ein
beliebiges Ideal, und r ein beliebiges Element aus R ist, und ist die
Anzahl der verschiedenen Idealquotienten t fiir ein Ideal b immer
endlich, so ist jedes Ideal aus R als Durchschnitt von endlwh vielen
Primiridealen darstellbar.

Es sei a ein beliebiges Ideal, das nicht primér ist, und es sei 7 ein
Nullteiler in bezug auf a. Setzen wir t = a: (1), so ist 1, ein echter
Teiler von a. Ist das zugehorige Halbprimideal §; von t; prim, so ist
h; ein zugehoriges Primideal von a, und 7; ein ); entsprechendes Ele-
ment. Im anderen Fall gibt es zwei Elemente 72, 74, so dass

rery=0 (v), 720 (h), 330 (b)

ist. Daher folgt m722=0 (a), und der Idealquotient r2 = a : (r172) enthilt
das Element 75. Ist das zugehorige Halbprimideal §, von t: prim, so
ist b2 ein zugehoriges Primideal von a, und 77 ein §; entsprechendes
Element. Im anderen Fall konnen wir auch zwei Elemente rs und 74
finden, so dass

rr=0 (x5, =0 (b)), 220 (5

ist. Wir setzen wieder vs = a: (r7ars), wo rirers==0 (a) ist. Eine
endliche Fortsetzung dieses Verfahrens muss ein zugehoriges Primideal
von a liefern. Denn die Elemente 74, 75, .... sind sdmtlich nicht
nilpotent in bezug auf a, und nach unserer Voraussetzung sind die
Idealquotienten

B=a:0) =a: N =...., d=a: () =a:(4"H=....,

oooooooooooooo

von R und a verschieden. Ferner enthélt t; das Element 7172, und g
das Element rrers, u.s.w. Wire rre=0 (13), so wiirde " =0 (x3) , -
und folglich wiirde 75=0 (%2); also hitten wir einen Widerspruch.
Damit muss 7,730 (x) sein, und in gleicher Weise konnen wir
beweisen, dass :

rreE0(h), (W), ... rrers==0 (1), (1)), -...;
r17arsra == 0 (v5), (), +eves oennn

ist. Folglich sind alle 1, 1}, .... verschieden. Da nach unserer
Voraussetzung die Anzahl solcher Idealquotienten tz, 13, .... endlich
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ist, so ist unsere Behauptung richtig, dass wir durch einen endlichen
Prozess ein zugehoriges Primideal von a gewinnen konnen.

Es seien b1, 92, ..., Pm die verschiedenen zugehorigen Primideale
von a, und es seien p1, P2, ..., Pm die 91, P2, ..., Pn entsprechenden
Elemente in bezug auf a. Ist p; durch p,, ..., p» unteilbar, aber
durch i, P2, ..., ps-1 teilbar, so konnen wir in p, ein Element 7,
finden, so dass r; durch p,, ..., b, unteilbar ist. Denn wir konnen
Pty oees Pm AUS Ps, ..., P finden, so dass p:, ..., P, durch einander
unteilbar, und ps, ... p:-1 wenigstens durch eines aus p, ..., pn teilbar
ist. Damit konnen wir ein Element 7., finden, so dass

"'£+i $ 0 (ptﬂ‘)’ 7':+iE 0 (pl): (pt)’ ey (pt+i—1)’ (pt+i+l)’ seeey (pm)
Z=0,....,m-1)

ist. Setzen wir ri=7r,+ 71+ ... + 7, so wird r1=0 (p1), =50
(ps+s) @=0,1,...., m-s). Der Idealquotient v, =a: (/1) =aqa:
(rm*) = ... enthdlt die Elemente pi1, p2,..., Ds-1, aber keines aus
Dss -ees Pm. ZLwei verschiedene zugehorige Primideale p;, p; besitzen
verschiedene Primidealteiler aus p1, ..., pn. Damit sind die Idealquot-
ienten 11, t2, ..., tmn von einander verschieden. Da die Anzahl der
verschiedenen Idealquotienten ¢ fiir a endlich ist, so soll die Anzahl
der zugehorigen Primideale von a auch endlich sein.

Es seien nun p,, pz, ..., p. alle verschiedenen zugehorigen Primi-
deale von a. Nach Satz 3 entspricht aber ein zugehoriges Primérideal
q; von a dem Primideal p;, Setzen wir d» =[q1, g2, ..., qa], S0 muss
b=a sein. Sonst gibe es in b ein Element d von der Art, dass d einem
zugehorigen Primideal p von a entspricht. Folglich wire p mit einem,
etwa p;, aus p1, ..., p, identisch. Aber q; enthélt das Element d, und
wir héitten damit einen Widerspruch gegen die Eigenschaft von q;.
Hiermit muss a = [q1, g2, ..., q,] sein.

Zusammenfassend ist bewiesen :

Hauptsatz. Es sei R ein abzihlbarer Ring. Jedes Ideal aus R ist
dann und nur dann als Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen
darstellbar, wenn fir eine hinreichend grosse ganze Zahl m

t=a: () =a: (™) =a:(r™H)=.....

ist, wobet a ein beliebiges Ideal und r ein beliebiges Element aus R
bedeutet, und wenn die Anzahl der verschiedenen Idealquotienten t fiir
ein Ideal a endlich ist.
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