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Unter Voraussetzung der Existenz einer Hauptkompositions-reihe
von Idealen hat zuerst Herr Prof. M. Sono die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir gefunden, dass jedes Ideal sich
eindeutig als Potenzprodukt von Primidealen darstellen ldsst.® Im
allgemeinen kommutativen Ring ist dieses Problem nachtriglich durch
Frl. E. Noether behandelt worden.? Durch Umformung des Begriffs
der Zerlegung von Idealen hat aber Frl. E. Noether die Darstellung
vom Ideal als Durchschnitt von Primidrkomponenten eingeleitet.®
Dabei ist ein kommutativer Ring mit Teilerkettensatz zugrunde gelegt.
Statt dieses Ringes hat Herr Prof. M. Sono einen Ring mit Hauptkom-
positionsreihe zugrunde gelegt, und unter neuer Definition von primér-
em Ideal hat er wieder die Reduktion von Idealen als Durchschnitt
von primiren Idealen untersucht.® So liegt es nahe, die folgende
Frage zu stellen :

In welchem Ring ist jedes Ideal im Sinne von Sono, oder im Sinne
von Noether eindeutig zerlegbar ?
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Bei der Voraussetzung des Teilerkettensatzes habe ich schon auf
diese Frage Antwort gegeben.® In der vorliegenden Arbeit werde ich
ohne jede Voraussetzung auf diese Frage antworten. Leider ist aber
die Antwort auf die Frage bei Reduktion im Sinne von Sono noch nicht
vollstindig.

Zuerst werde ich die Struktur der kommutativen Ringe, in denen
nur der Vielfachenkettensatz vorausgesetzt wird, bestimmen. Daraus
folgt unmittelbar, dass die Reduktion jedes Ideals in diesem Ring
eindeutig ist. Im allgemeineren Ring, in dem der Vielfachenkettensatz
ohne nilpotentes Ideal vorausgesetzt wird, gilt auch die eindeutige
Reduktion von Idealen. Wir konnen damit behaupten, dass die
Voraussetzung vom Teilerkettensatz fiir die eindeutige Reduktion von
Idealen nicht notwendig ist.

Im dritten Kapitel werde ich einen kommutativon Ring, in dem der
Teilerkettensatz von Primidealen gilt, zugrunde legen, und die Beding-
ungen fiir die eindeutige Reduktion jedes Ideals aus diesem Ring
untersuchen. Aus dem gewonnenen Ergebnis erhalten wir schliesslich
die Antwort auf die oben erwidhnte Frage den allgemeinsten Ring
betreffend.

Definitionen der wichtigsten Grundbegriffe.

Besitzt ein Ideal a aus dem Ring R kemen echten Teiler ausser R,
s0 heisst a ,, maximales Ideal ‘*

Ein Ideal p aus R heisst ,, Pmmideal,“ wenn aus ¢ =£0 (p), b==0 (v)
stets ab==0 (p) folgt; wenn also der Restklassenring R |p ein Ring
ohne Nullteiler ist. Wenn ein Primideal p keinen echten Primidealteiler
ausser R besitzt, so heisst b ,, maximales Primideal ‘. '

Ein Primideal p, das Teiler von a ist, und kein echtes Primideal-
vielfaches mit der gleichen Eigenschaft besitzt, heisst ,, hochstes
Primideal von a *‘, oder ,, minimales Primideal von a ‘¢ :

Ein Ideal § heisst ,, Halbprimideal ‘‘, wenn § gleichzeitig mit o”
(r 22 1) stets auch a enthilt, d. h. wenn es in dem Restklassenring R | §
kein nilpotentes Element gibt. Ist a ein beliebiges Ideal, so ist das
Ideal §, das aus allen und nur den Elementen besteht, von denen eine
Potenz zu a gehort, halbprim, und § heisst das ,, zugehirige Halbpri-
mideal von a ‘

Ein Ideal q aus ‘R heisst ,, Primirideal,‘’ wenn im Restklassenring
N | q eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet ; wenn also aus ab=0
{q), a==0 (q) notwendig b* =0 (q) folgt.



Ueber eindeutige Reduktion von Idealen in Ringen ohne Teilerkettensatz. 217

Ein Ideal q aus R heisst ein ,, zu p gehoriges primires Ideal ‘, wenn
das zugehorige Halbprimideal von q-ein Primideal p ist; wenn also aus
ab=0 (q) notwendig a* =0 (q), oder &*==0 (q) folgt. Ist p ein hochstes
Primideal eines Ideals a, und ist 2 ein zu p gehoriges priméres Ideal,
das Teiler von a ist und kein echtes primires Vielfaches mit der
gleichen Eigenschaft besitzt, so heisst Q das ,, zu b gehorige minimale
primére Ideal von a “

Eine Darstellung [q1, a2, -..., 9] heisst eine ,, kiirzeste ‘‘, wenn
kein ¢q; im kleinsten gemeinsamen Vielfachen der iibrigen Ideale
aufgeht.

Der Ring R heisst ,, direkte Summe der Ideale a1, az,...., ap*
in Zeichen R =a; + a2+ .... + a,, wenn jedes Element r(3=0) aus %
sich auf eine und nur eine Art darstellen ldsst in der Form

r=da+azt....+a,,

wo jeweils a; Element aus q; ist. Sind a und b zwei Ideale aus R
derart, dass (a, b) = R, [a, b] = (0) ist, so wird R offenbar die direkte
Summe von a und b und umgekehrt.

KAPITEL 1.
Idealtheorie in kommutativen Ringen mit Vielfachenkettensatz.

I. Struktur der Ringe mit Vielfachenkettensatz.

In diesem Paragraphen sei ein kommutativer Ring R zugrunde
gelegt, fiir den nur der Vielfachenkettensatz erfiillt ist.

Satz 1. Es set a ein Ideal aus dem Ring R. Ist jedes Element aus
a stets nilpotent, so ist a auch nilpotent. ’

Ist a das Nullideal, so ist unsere Behauptung schon einleuchtend.
Wir nehmen daher an, dass a vom Nullideal verschieden ist. Es sei
nun b ein beliebiges Ideal, das durch a echt teilbar ist, und es sei @, ein
durch b unteilbares Element aus a. Dann ist der Idealquotient

q=b:(a)

von b verschieden, da a; nilpotent ist. Ist q; kein Primideal, so exis-
tieren zwei Elemente a; und ay’ derart, dass

aa; =0 (q1), az==0 (q1), az == 0 (qn)
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ist. Dabher folgt, dass a; a2==0 (b) ist, und dass der Idealquotient
| g2 =b: (ar1a2)
ein echter Teiler von q; ist, da a2’ =0 (q2), a2’ ==0 (q1) ist. Damit soll
(@) =+ (a1 02)

sein; also ist (a1 a,) ein echtes Vielfaches von (a;). Wenn g2 aber noch
nicht Primideal ist, so ist der Idealquotient

3= 0: (@102 03)
wieder ein echter Teiler von gz und folglich wird
(@) > (mra2) > (a1aza3) .

Indem man so fortfahrt, erhdlt man eine Kette von Ideaien

(@) > (@1a9) > (10203 > ... .
Nach dem Vielfachenkettensatz soll endlich

(a1as. .. .08 = (& G20 « o . O Agp 1)
sein. Damit soll gz ein Primideal sein, und ferner sind

qrl@@z. .. .ar) =0 (0), a@e....ar, =0 (0), ads....ar=0(a).

Da jedes Element aus a nilpotent ist, so soll damit a=0 (qz) sein.
Daher folgt die Existenz eines echten Totalnullteilers von a in bezug
auf 6,9 der in a enthalten ist.

Die Gesamtheit a; aller Totalnullteiler von a in bezug auf (0), diein
a liegen, bildet ein vom Nullideal verschiedenes Ideal, das durch a
teilbar ist. Ist a = a;, so folgt unmittelbar a2 = (0), und der Satz ist
schon bewiesen. Im anderen Fall sei a; die Gesamtheit aller Totalnull-
teiler von a in bezug auf a;, die in a enthalten sind, dann ist az offenbar
ein echter Teiler von a;. Wenn wir nach einer endlichen Anzahl von
Schritten des Verfahrens zur Beziehung a = a, kommen, so wird

a2=0 (an-1), =0 (n-2), e a™tl = (0),

und daraus folgt unser Satz.

1) Istna=0(b), nE0 (b), so heisst das Element n der ,, echte Totalnullteiler
von a i bezug auf b .
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Nun muss gezeigt werden, dass wir nach endlicher Wiederholung
des obigen Verfahrens schliesslich zu a = a, kommen. Aus dem
Vielfachenkettensatz folgt, dass fiir eine bestimmte endliche ganze
Zahl n

1) ar=q"l= ... =qo*

ist. Andererseits existiert {iir a; eine ganze Zahl 4; von der Art, dass

2) a’ka; = (0) a#La =k (0)

ist. Denn esist aar=0 (az-1), ®az=0 (az-2). Aus (1) und (2) folgt
3 i< n,

Wir kénnen aber
@ . =k

beweisen, wenn fiir jedes ¢ (<(k) stets a;==a;41 ist. Denn aus der
Konstruktion von a; folgt

(5) aaz=0 (ax-1), aax 220 (az-2),
sonst wiirde a; = az-;. Ferner erhalten wir
a(aar) =0 (ax-2) , =0 (ax-9),

sonst wiirde a az == 0 (ax-2), und wir hitten einen Widerspruch gegen (5).
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir endlich

a*la, =0 (a), =0 (0), a*ar = (0).

Nehmen wir an, dass filr jedes ¢ immer a;=F ;4 ist, so ergibt sich ein
Widerspruch aus (3) und (4), da wir & beliebig gross nehmen konnen.
Fiir eine endliche Zahl 2 soll damit a, = a,.; = a sein, womit der Satz
bewiesen ist.

Satz 2. Ist ein Ideal n aus R nicht nilpotent, so existiert in a ein
von Null verschiedenes idempotentes Element.

Nach dem Vielfachenkettensatz und unserer Voraussetzung wird

am = a’m+1 __¥: (0)
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fiir eine endliche ganze Zahl m. Aus Satz I folgt die Existenz eines
nicht-nilpotenten Elementes ¢ von a. Nach dem Vielfachenkettensatz
folgt auch

(1) (@) = (@) ==0), (aa)": = (aa)*:=(0).

Es sei k& die grossere aus %; und %z, und es sei (@ o) = .

Ist
a?b =0,

wo b ein von Null verschiedenes Element aus b bedeutet, so wird
b=a*r=0, ar =0,

wobei r ein von Null verschiedenes Element aus R ist. Damit enthilt
der Idealquotient q; = (0) : (a*) nicht das Element ». Aber gz = (0):
(a®) enthilt das Element ». Also ist qi=g=aq2. Aus (I) folgt aber
(a*) = (a®), und folglich soll q1= g2 sein, also erhalten wir einen
Widerspruch. Damit ist stets

2 2%p 4= 0

fiir jedes von Null verschiedene Element b aus 0. Aus (I) folgt weiter

. a? = g2V ,
wo b’ ein von Null verschiedenes Element aus b ist. Fiir jedes Element
b aus b ist damit

a?(b—0bb') =0, b—bb' =0 (),
und nach (2) wird folglich
b—bb' =0.

Da b ein beliebiges Element aus b ist, so konnen wir auch b = b’ setzen.
Dann erhalten wir ¥’ = b23=0, b’=0 (a) .

Satz. 8. Ist a ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus dem Ring
R, und ist a = a2, so existiert in a das Einhettselement in bezug auf a.

Da a = a2==(0) ist, so existiert nach Satz 2 ein Element a; von der
Art, dass

a;==0, @ =a, a; =0 (a)
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ist. Die Gesamtheit aller Elemente x aus a derart, dass xa; = 2 ist,
bildet ein Ideal m;, das vom Nullideal verschieden ist. Da a;=0 (nu)
ist, so soll dabei

1) ny = m?

sein. Die Gesamtheit der Elemente y aus a derart, dass ya; = 0 ist,
bildet auch ein Ideal n; und dabei ist [m;, n;] = (0). Fiir jedes Element -
a aus a wird

aa; = aay, ala—aa;) = 0,
und daraus folgt
(2 a=nmy+n.
Aus (1), (2) und a = a? ergibt sich unmittelbar
n=mn.

Ist n; = (0), so wird a = u1; und folglich besitzt a das Einheitselement
a;. Im anderen Falle erhalten wir in gleicher Weise eine Zerlegung
von n; in die direkte Summe

(3) m = nz+ng, mi = e, n =1,
wo das Ideal m, auch das Einheitselement az hat. Aus (2) und (3) folgt
a=nuy+net+ng.

Ist n2 noch nicht das Nullideal, so konnen wir fortfahren und erhalten
auch

a = ny+ng+ms+ns.

Aber das Verfahren muss im Endlichen abbrechen; sonst hitten wir
eine unendliche Kette von Idealen

a>metng+.... Ougt.... DL,

.

bei der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des vorangehenden ist, was
aber unmoglich ist. Hiermit erhalten wir nach einer endlichen Anzahl
von Schritten des Verfahrens

a=ny+ngt+....+m,,
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wobei jedes m; das Einheitselement a; besitzt. Setzen wir nun
a=aat+at....+a,,

so wird a das Einheitselement in bezug auf a.
Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes 3 beweisen wir jetzt als
Ziel dieses Paragraphen

Satz 4. Der Ring R wird eine direkte Summe
R=nm+nme....+m+m+....+n,

wo m; direkt unzerlegbares Ideal ist, das nur aus Einheiten und nilpo-
tenten Elementen besteht, und n; ein nilpotentes Ideal bedeutet, dessen
Elemente eine Potenz einer Primzahl p; als Ordnung besitzen.\) Die
Darstellung von R als direkter Summe von Idealen, die die oben ausges-
prochenen Eigenschaften besitzen, ist eindeutig bestimmdt.

Nach dem Vielfachenkettensatz wird

m=yo"=p""l=.,.. =0 =md.

Ist R nicht nilpotent, so folgt aus Satz 3, dass m ein Ring mit Einheits-
element ist. Aus dem Beweis von Satz 3 erhalten wir

m=nmy+nzt+....+m,.

Wenn m; = m;; + m;, ist, so wird auch mf = m; , mj, = m;, und nach
Satz 3 haben m; und m;, Einheitselement. Nach dem Vielfachen-
kettensatz bricht die Zerlegung der Ideale im Endlichen ab, und wir
erhalten die direkte Summe

1) m=umy+ne+....+m,

von endlich vielen direkt-unzerlegbaren Idealen m;, die Einheitselement
besitzen. Ist m; ein nicht-nilpotentes Element aus m;, so existiert in
m;o ein idempotentes Element e;’. Es sei e¢; das Einheitselement von
m;, dann wird (e;—e})? = e;—eé}, ei(e;—e}) = 0. Iste;—el=F0, so wird
m; direktzerlegbar. Das ist aber unmoglich. Damit soll ¢; = ¢, sein,
also ist m;p = m;. Daher folgt unmittelbar, dass jedes Element aus
m; Einheiten oder nilpotent ist. Aus der Existenz des Einheitsele-
mentes von m ergibt sich unmittelbar

(1) Ist r ein Element aus %, und ist » die kleinste, von Null verschiedene positive
ganze Zahl, fiir welche nr = 0 ist, so heisst » die ,, Ordnung von r *“. Vgl. S. Mori,
Struktur des Sonoschen Ringes, dieses Journal, 3, S. 183.
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(2) p=m+n, n* = (0).

Da n nilpotent ist, so soll jedes Element aus n auch nilpotent sein.
Nach dem Beweis von Satz I ist die Gesamtheit n,’ der Totalnullteiler
von n in bezug auf (0), die in n liegen, vom Nullideal verschieden. Da
nach (2) ony” = (0) ist, so ist nach dem Vielfachenkettensatz kn;’ =0
fiir jedes Element n,’ aus n,’, wo k eine endliche von 7’ abhingige
ganze Zahlist. Wenn n,’=kn ist, so gibt es einen echten Totalnull-
teiler von n in bezug auf n;’ und die Ordnung des Totalnullteilers in
bezug auf n;’ ist endlich, da im Restklassenring R | w,’ der Vielfachen-
kettensatz auch gilt. Folglich ist die Ordnung des Totalnullteilers in
bezug auf (0) auch endlich. Durch Wiederholung des Verfahrens
konnen wir nach dem Beweise von Satz I einsehen, dass die Ordnung
jedes Elementes aus n in bezug auf (0) immer endlich ist. Die Gesamt-
heit n; aller Elemente %; aus n, deren Ordnung eine Potenz einer
Primzahl p; ist, bildet ein Ideal. Wenn p;, p; die verschiedenen
Primzahlen sind, so wird

[ni1 n]]=(0) ?':itj (iyj=172’ "'-);

wo n;, n; die p; bzw. p; entsprechenden Ideale sind. ,
Aber nach dem Vielfachenkettensatz soll die Anzahl der Ideale

1, ny, 3, o...

die den verschiedenen Primzahlen pi, p2, ps, .... entsprechen, endlich
sein. Es sei jetzt n ein beliebiges Element aus n, so ist » als eine
Summe der Elemente aus n; darstellbar, und folglich wird®

n=1+tet....+1.

Der zweite Teil des Satzes ist ganz ersichtlich.

2. Struktur der Ringe mit eingeschranktem
Vielfachenkettensatz.

Wird in einem kommutativen Ring R der eingeschrinkte Vielfa-
chenkettensatz vorausgesetzt, und ist p ein vom Nullideal verschiedenes
Primideal aus R, so gilt im Restklassenring R’ = R | p der Vielfachen-
kettensatz und in R’ gibt es keinen echten Nullteiler. Nach Satz 4 soll
R’ damit ein Korper sein. Hieraus ergibt sich

(1) Vgl etwa S, Mori, Zusammenhang zwischen Primiridealen und Minimalidea-
len, dieses Journal 1, S. 96.
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Satz 5. Es sei R ein kommutativer Ring mit eingeschranktem
Vielfachenkettensatz. Dann ist jedes vom Nullideal verschiedene Prim-
ideal stets ein maximales Ideal.

Fiir die Struktur vom Ring ‘R mit eingeschrinktem Vielfachenket-
tensatz gilt

Satz 6. Ist das Nullideal aus ‘R kein Primideal, so wird
R=m+ne+....+m,+n,

wo W die direkt-unzerlegbaren Ideale sind, die nur aus Einheiten und
nilpotenten Elementen bestehen, und n ein nilpotentes Ideal ist.? Ist das
Nullideal prim und gibt es in N kein vom Nullideal verschiedenes
Primideal, so ist jedes vom Nullideal verschiedene Ideal ein Teiler einer
Potenz von R .

Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptung gebe es in R
zunidchst kein echtes nilpotentes Element. Ist r ein echter Nullteiler,
so ist q = (0) : () vom Nullideal verschieden, und es ist » ==0 (q). Sonst
wiirde r nilpotent. Da (ro, q) ein echter Teiler von q und nicht
nilpotent in bezug auf q ist, so gibt es nach Satz 2 ein Element e’ = rv/
von der Art, dass .

e?=¢ 0 (q)
ist. Aus [(7), q] = (0) folgt damit
e?=e20 (), €q=00).
Hiermit wird
R =nuu+m, m? = my ==(0), nt == (0) .

Nach Satz 4 sind ny und m in direkter Summe von endlich vielen
direktunzerlegbaren Idealen zerlegbar, die nur aus Einheiten und
nilpotenten Elementen bestehen. Da es aber kein nilpotentes Element
gibt, so wird

R =ny+uet....+n,,

wo jedes Ideal m; ein Korper ist.

(1) Ist % nilpotent, so soll die Ordnung jedes Elementes nicht notwendig endlich
sein. Die Darstellung von R als direkter Summe von Idealen, die die im Satz ausges-
prochenen Eigetischaften besitzen, ist auch eindeutig bestimmt.
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Es sei nun » ein Element derart, dass »==0, 2= 0 ist. Dann gilt
im Restklassenring R’ = R | (r) der Vielfachenkettensatz. Wenn es
kein Primideal in R’ gibt, so wird

Rr=0 (),
und folglich ist
R = (0) .
Im anderen Fall existiert ein solches Element ¢/, dass
?=e 20 (1)
ist. Daher folgt unmittelbar
(2—¢€)? =0, et =%, et = ¢y’
wo r’ = 2e'—e'? ist. Damit konnen wir
et = ¢t

setzen, dabei ist 7’/ ein Element aus R. Setzen wir nun e; = e'?r'’, so
wird

ee=¢e+0.

Damit wird
R=nmy+m, my = m? == (0) .

Es sei R vdirekt unzerlegbar, dann ist o = o? und ¢, ist das Einheitsele-
ment von K. Ist 7 kein nilpotentes Element aus R, so wird

10 =0.
Denn nach Satz 2 wird
(nr)i=rr==0 (1),

wo 7} ein Element aus R bedeutet. In gleicher Weise wie bei obigem
Beweis kénnen wir ein Element ¢f finden, so dass

e=e’0, e =nrl
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ist. Wire e;—ej=3=0, so folgte aus (e;—e))?> = e1—ej,ej(e1—e}) = 0, dass
R direkt zerlegbar ist. Hiermit soll e; = €] sein; also muss 0 =0
sein. Damit ist jedes Element aus R Einheit oder nilpotent. Ist R
direkt zerlegbar, so wird nach Satz 4

R=m+....+00,+n,

wo m; die Ideale sind, die aus Einheiten und nilpotenten Elementen
bestehen, und n ein nilpotentes Ideal ist. Zusammenfassend ergibt
sich der erste Teil dieses Satzes.

Zum Beweis des zweiten Teiles sei a ein vom Nullideal verschiedenes
Ideal. Da es nach unserer Voraussetzung kein Primideal im Restklas-
senring R | a gibt, so soll R nach Satz 4 nilpotent in bezug auf a sein.
Hiermit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen. .

Satz. 7. FEssei R ein Ring mit eingeschrianktem Vielfachenkettensatz
und es set a ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus N. Ist a = a?, so
enthilt a das Einheitselement in bezug auf a.

Da a vom Nullideal verschieden ist, so kénnen wir ein von Null
verschiedenes Element a von a finden. Ist a’ das a entsprechende
Ideal im Restklassenring R’ = R | (a), so wird a’ = a’?, da a = a? ist.
Ist a==(a), so existiert nach Satz 4 das Elnheltselement ¢ ina’, und
folglich wird

a=(,a).

Aus a = a2==(0) folgt, dass eines aus ¢/, a, etwa a, nicht nilpotent ist,
und ferner dass

e =ad+ma, a=ase+aa

ist, wo a; die Element aus a bedeuten. Durch Multiplikation mit a
ergibt sich

1) e(am—a)+ama =0, eaaz+ a(aas—a) = 0.
Durch Elimination von e’ aus (1) erhalten wir
a | aa—a  aar |

i =0.
aas aas—a |

Daher folgt
) =a®a' =0,
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wo a’ ein Element aus a bedeutet, da a nicht nilpotent ist. In gleicher
Weise erhalten wir auch

(3) e® =ée%a’ .
Da jedes Element o’/ aus a in der Form
a' =@+ ae”
darstellbar ist, so ergibt sich aus (2) und (3)
a"a =a"

fiir jedes Element o’/ aus a. Hiermit ist das Element a’ das Einheits-
element in bezug auf a; also ist unser Satz bewiesen.
Ist a = (a), so gilt nach Satz 6 auch unser Satz.

3. Reduktion von Idealen im Ring mit eingeschrinktem
Vielfachenkettensatz.

Satz 8. Ist in einem kommutativen Ring der eingeschrinkte Viel-
Jachenkettensatz erfillt, so sind in jeder kiirzesten Darstellung eines
Ideals durch die grossten Primirideale die primdren Komponenten
eindeutig bestimmit®,

Zunichst nehmen wir an, dass das Ideal a vom Nullideal verschieden
ist. Nach Satz 4 ist der Restklassenring R’ = R | a als direkte Summe

R =mi+....+m +1, 't = (0)

darstellbar, und diese Darstellung ist eindeutig bestimmt. Da wnt) nur
aus Einheiten und nilpotenten Elementen besteht, so sind

Oi=mi+.. . Fmigtmia . A

die verschiedenen Primidealen zugehorigen Primirideale, und q’ = mj
+ ....+ 1, ist das zu R gehdrige Priméirideal, und ferner wird

(0)_—_-[q{, e, q:u q']

eine kiirzeste Darstellung von (0) in R’. Die Eindeutigkeit der Darstel-
lung von (0) durch Primirkomponenten folgt offenbar aus der Ein-

(1) Ohne Hilfe der Sitze 4 und 6 konnen wir den Satz auch beweisen. Vgl. den
Beweis von Satz 12.
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deutigkeit der Darstellung von R’ als direkter Summe. Hiermit ldsst
a eine eindeutige Darstellung als kiirzesten Durchschnitt von endlich
vielen, zu verschiedenen Primidealen gehorigen Priméridealen zu.

Es sei nun a das Nullideal im Ring M. Ist a prim, so ist unsere
Behauptung schon einleuchtend. Im anderen Fall ist die Behauptung
nach Satz 6 auch richtig.

Aus den Sétzen 4 und 6 folgt auch

Satz 9. Es sei R ein kommutativer Ring mit eingeschrinktem
Vielfachenkettensatz. Jedes Ideal o aus R ist als Durchschnitt von
endlich vielen minimalen primiaren Idealen eindeutig darstellbar.

4. Unabhangigkeit von Teilerkettensatz und
Vielfachenkettensatz.

Dass im kommutativen Ring die Bedingungen, Teilerkettensatz
und Vielfachenkettensatz, von einander unabhiingig sind, zeigt das
folgende

Beispiel. Es sei R der Polynombereich von abzihibar vielen
unbestimmten z; mit ganzzahligen Koeffizienten. In R gebe es aber
kein ganzzahliges Element.

a= @}, 23, ..., DT, T1—PL2, Tp—PAz, -...)

ist ein Ideal aus R, wobei p eine Primzahl bedeutet. Im Restklassen-
ring R’ = N /a sind

=0, p01=0, ;= D%, T2 =Dz, «ecv, Bi=DBisly +ovo s
Setzen wir nun
ap= (), ap= (¥, ®), az= (&1, %2, %), -....

Dann erhalten wir eine Kette von Idealen

bei der jedes Ideal ein echter Teiler des vorangehenden ist. Aber die
Kette bricht nicht im Endlichen ab, also gilt der Teilerkettensatz nicht
im Restklassenring R’.

Es sel
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eine beliebige Kette von Idealen aus R’, bei der jedes Ideal ein echtes
Vielfaches des vorangehenden ist. Wenn 0 aus endlich vielen ver-
schiedenen Elementen besteht, so bricht die Kette offenbar im Endlichen
ab. Im anderen Fall soll

0 = R

sein, und daraus ergibt sich ein Widerspruch gegen die Tatsache, dass
0] ein echter Teiler von b} ist. Denn, wenn b ein von Null verschiedenes
Element aus b} ist, so wird

pPb=0, pb=:0

fiir eine ganze Zahl », da im Ring die Summe von unendlich vielen
Elementen nicht definiert ist. Wir konnen das Element b in der Form

=g X1+ta¥et.... ta, Ty

darstellen, wo «; eine zu p relativ prime ganze Zahl, oder Null und o, =0
ist. Daher folgt die Existenz des Elementes x; in b5 und daraus folgt
auch die Existenz von 2, %3, ...., %, inb5. Da b, unendlich viele
Elemente besitzt, so gibt es in b ein solches Element b/, dass

/b =0 P =R 0 n' >N
ist, wo N eine beliebig gegebene grosse ganze Zahl bedeutet. Hiermit
enthilt bt} stets das Element z,,, wenn n’ jede grosse ganze Zahl ist.
Also soll b, = R’ sein.

KAPITEL II.

Idealtheorie in Ringen, in denen der Vielfachenkettensatz
ohne nilpotentes Ideal gilt.

5. Struktur dieser Ringe.

Es sei R ein kemmutativer Ring, in dem keine Bedingung voraus-
gesetzt wird. Ein ,, nilpotentes Ideal’’ von R ist ein Ideal, das aus
lauter nilpotenten Elementen besteht. Besitzt ein Ideal wenigstens
ein nichtnilpotentes Element, so heisst das Ideal ,, nicht-nilpotentes
Ideal ‘. Tst ein Ideal b ein Teiler eines Ideals a und ist eine Potenz
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jedes Elementes von b stets durch a teilbar, so heisst b ,, nilpotent in
bezug auf a‘‘, oder ,,nilpotenter Teiler von a ‘‘. Ist wenigstens ein
Element aus b nicht-nilpotent in bezug auf a, so heisst b ,, nichi-
nilpotenter Teiler von a **.

In diesem Kapitel sei R immer ein kommutativer Ring, in dem die
folgende Annahme gilt:

Vielfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal. Eine unendliche Kette
von nicht-nilpotenten Idealen, in der jedes Ideal ein echtes Vielfaches
des vorangehenden ist, ist unméglich.

Aus der Annahme ergibt sich nach Satz 4

Satz 10. Jedes von R wverschiedene Primideal aus R ist etn maxi-
males Ideal.

Satz 11. Der Ring N wird die direkte Summe
R=m+ne+....+m,+n,

wo n etn nilpotentes Ideal ist,?Y und m; nur aus Einheiten und nilpotenten
Elementen besteht und direkt unzerlegbar ist.

Ist h die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus R, so gibt es
im Restklassenring R’ = R|h kein nilpotentes Element. Nach Satz 4
wird R’ die direkte Summe

R =mi+ng+....+m,,

wo jedes i ein Korper ist. Es sei ¢/ das Einheitselement von m;.
Dann wird in R

(ei—eH)™ =0,
da jedes Element aus ) nilpotent ist. Folglich wird
1) emi = g2miy; <=0 .
Setzen wir damit
emip; = e,
so wird

2

€; = ¢;, 016_,:0(?4—‘*-':])

(1) Dabei gilt in n weder der Teilerkettensatz noch der Vielfachenkettensatz.
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Hiermit wird
R=my+....+n0,+n,

wo n ein nilpotentes Ideal bedeutet. Dabei ist ¢; das Einheitselement
in bezug auf m;. Wire m, direkt zerlegbar, so wiirde ¢; = ey + €12,
ey e;2 = 0 und folglich wiirde nach (1) m{ auch direkt zerlegbar. Damit
ist jedes m; direkt unzerlegbar, und folglich besitzt nach Satz 10 jedes
m; ein einziges Primideal, das zugleich ein maximales Ideal ist, und
unsere Behauptung ist bewiesen.

6. Reduktion der Ideale in Ringen mit Vielfachenkettensatz
ohne nilpotentes Ideal.

Mit Hilfe von Satz 11 konnen wir den folgenden Satz leicht bewei-

sen. Aber ich mochte hier einen Beweis ohne Benutzung von Sats 11
geben.

Satz 12. Jedes Ideal aus dem Ring R, in dem der Vielfachenket-
tensatz ohne nilpotentes Ideal gilt, ist als Durchschnitt von endlich vielen
Primaridealen eindeutig darstellbar.

Es sei a ein beliebiges Ideal aus R. Das Ideal §, das aus allen
und nur den Elementen besteht, von denen eine Potenz zu a gehort, ist

offenbar halbprim. Ist 5 nicht prim, so existieren zwei Elemente p;
und pz, so dass

pp:=0 (9, m=EO®GH), 20

ist. Setzen wir §; = % : (p1), so wird b, ein echter Teiler von §. Ist §;
noch nicht prim, so existieren auch zwei Elemente | und p}, so dass

P =0 (b)), =0 (b)), ;20 ()

" ist. Da pip,==0 () ist, so setzen wir H] =h:(ppf). Dann ist ] ein
echter Teiler von §); und von R verschieden. Dabei ist

(pr2D) F (p1) -

Sonst wiirde p; = pipi(a+7), also wiirde durch Multiplikation mit p;

mpy=0 (h) .
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Damit ergéibe sich ein Widerspruch, dass p5=0 () ist. So fortfahrend,
erhalten wir eine Kette von Idealen

@) > (o) > (o) > .. .o

wobei jedes Ideal nicht nilpotent ist. Da der Vielfachenkettensatz
ohne nilpotentes Ideal gilt, so hat das Verfahren nach einer endlichen
Anzahl von Schritten ein Ende. Damit gibt es ein Primideal p;, so
dass

p="Yh:(m), r=20 (h)

ist. Dabei soll 7,20 (py) sein, da Y halbprim ist. Nach Satz 10 ist p;
auch ein maximales Ideal aus R. Die Anzahl n der Primideale mit
den soeben erwihnten Eigenschaften soll auch endlich sein, da im
Restklassenring R’ = R | § jedes ; R’ ein Korper ist, und da r;r;=0
() G=ky) ist. Es seien p1, ...., p, alle Primideale mit den obig
ausgesprochenen Eigenschaften. Ist §’ = [p1, P2, .... po] mit h nicht
identisch, so konnen wir ein Primideal p finden, so dass p =% :(r), r==0
(), r=0(h’) ist. Damit soll eines, etwa p;, aus p1, ...., P, mit p
identisch sein und folglich ist r2=10 () , womit wir einen Widerspruch
erhalten. Hiermit soll

I)’:[pl’ P2, «.ovy v'n]

sein.

Da p; ein maximales Ideal ist, so wird
(pz ’ h’%) = ER y

wo h; ein Element aus b =[p1, ...., Pi-1, Pis1, ..., pu] bedeutet.
Aus der Tatsache, dass R | p; ein Korper ist, folgt damit

ré—ri=mp;, 10 (y),

wo 7; ein Element aus ; und p; ein Element aus p; bedeutet. Daher
ergibt sich

7.22_7.; =h ’

wo h ein Element aus §) ist. Da % aber nilpotent in bezug auf a ist, so
wird
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(r2—r)=0 (a), oder r¥=rZFr=0 (1,
wobei 7’ ein Element aus (v}) ist. Setzen wir

€; = 'rv,[k/r, ’

so folgt daher
a=d @, @=00), 0.
Da aber e;e;=0 (h) (4 3=7) ist, so muss
ee;=efef =0 (1) (i-=7)
sein. Es sei nun
qg="(e1, €2, «o.., €n, q),

so ist q ein zu R gehoriges Primérideal. Denn, wenn jede Potenz eines
durch q unteilbaren Elementes » aus R durch q unteilbar wire, so wire
q durch ein von R verschiedenes Primideal p teilbar. Da h==0 (p) ist,
so sollte p nach Satz 10 identisch mit einem, etwa y;, aus p1, ...., P
sein. Aus der Tatsache, dass ¢;=20 (p;), ;=0 (q) ist, ergibe sich ein
Widerspruch. Damit ist q ein zu R gehoriges Primérideal.

Es sei q; die Gesamtheit aller Element ¢; von der Art, dass
¢iq;i=0 (a)

ist. Dann ist g; durch p; teilbar und zugleich ein zu p; gehoriges
Primirideal. Denn, wenn jede Potenz eines Elementes p; aus p; durch
q; unteilbar wire, so gibe es ein von R und p; verschiedenes Primideal
p, das ein Teiler von q; ist, da in R | q; der Vielfachenkettensatz gilt,
falls n==1 ist. Aus H=0 (p) wire p identisch mit einem, etwa p;
(==7), aus P1, ... Pu. Aus ee;=0 (a) folgte aber ¢;,=0 (p;), womit
ein Widerspruch sich ergibe. Ist aber n =1, so wird ) = p;. Hiermit
soll eine Potenz jedes Elementes aus p; nilpotent in bezug auf q; sein.
Wire

ripi=0 (q5),

wobei 7; ein durch p; unteilbares Element, und p; ein durch g; unteilbares
Element aus p; bedeutet, so wiirde fiir ein Element p; aus p;

) /
riv; = €—P;,
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da ¢; das Einheitselement in R | p; ist. Aus p{”=0 (q;) folgte
(e;—p)er ' +er?pi+. ... + ™) = er—pim=er (q.) .

Daher folgte
el =0 (q:) .

Nach der Eigenschaft von g; wiirde
pie™'=0 (a), oder "pie=0 (a).

Also sollte p;=0 (q;) sein, wobei wir einen Widerspruch hitten. Damit
soll q; ein zu p; gehoriges Primirideal sein.
Ista’=1{q1, ...., qa] von a verschieden, so setzen wir

allz[qu QZ, ce ey Q'n’ CIJ-

Dann ist o’/ offenbar ein Teiler von a. Ist ¢’/ ein beliebiges Element
aus a’/, so wird nach der Struktur von g

o' =ea+r)+....+elont+rs) (),

wo «; die ganzen Zahlen und r; die Elemente aus R bedeuten. Da
o'’ =0 (g, ist, so soll

efa;+7) =0 (a), oder efa+7) =0 (a)
sein. Daher ergibt sich a’’ =0 (a) ; also erhalten wir
0=[Q1, e ve ey Q'ny Q],

und die Darstellung ist offenbar eine kiirzeste, da ¢;==0 (q;) (4 3=7) ist.

Schliesslich miissen wir die Eindeutigkeit der Darstellung von a
als Durchschnitt von Primiridealen zeigen. Die Eindeutigkeit der
isolierten Primédrkomponenten ist aber trivial. Es seien damit

a=1[d, q1=1[d, q']

zweil kiirzeste Darstellungen von a. Ist g'2=0 (q), so wird fiir ein
durch q unteilbares Element ¢’ aus g’

e(@—ed)=0 (1), q—ed=01(@), =01,
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woe=¢ +e+ ...+ e,ist. Nach der Eigenschaft von Priméridealen
q; folgt daraus ¢’ —eq’ =0 (a’). Damit erhalten wir einen Widerspruch
[a’ g'lF=a. Wire q’ durch q echt teilbar, so konnte g’ kein zu R
gehoriges Primérideal sein. Hiermit ist unser Satz vollstindig
bewiesen.

Aus Satz 11 folgt unmittelbar

Satz 13. Jedes Ideal aus dem Ring mit dem Vielfachenkettensatz
ohne nilpotentes Ideal ist als kitrzester Durchschnitt von endlich vielen
minimalen primdren ldealen eindeutig darstellbar.

7. Ueber Reduktion der Ideale im Ring, in dem der eingeschrankte
Vielfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal gilt.

Fir den zugrunde gelegten kommutativen Ring R werde das
folgende Axiom vorausgesetzt :

Eingeschrinkter Vielfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal. Jede
Kette von Idealen, die sdmtlich Teiler eines festen, nicht-nilpotenten
Ideals sind, und bei der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des vorange-
henden ist, bricht im Endlichen ab.

Satz 14. In R g¢ilt die eindeutige Darstellbarkeit jedes Ideals als
Durchschnitt von endlich vielen minimalen primiren Idealen, aber es
gilt micht die eindeutige Darstellbarkeit jedes Ideals durch grosste Pri-
marideale (im Sinne von Noether).

Es sei a ein nicht-primires Ideal und es sei §) das zugehorige
Halbprimideal von a. Dann ist § nicht prim, und folglich existieren
zwei Elemente 71, 7] derart, dass

rr{=0 (), m=0O), riF®
ist. Ist  =10h:(r), so ist B nicht nilpotent, da §; ein echter Teiler

von f) ist. Ist by noch nicht prim, so existieren auch zwei Elemente 72,
74, so dass

rery =0 (b)) , 2720 (b)), 7,520 (by)
ist. Daher folgt

he=b:(mr), Do >0, rre==0 (), (1, b)) > (mre, By) .
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Denn, wire (r1, §1) = (172, 61), so wiirde (rr)2=0 (§), also wiirde
rireg=0 (), womit wir einen Widerspruch 7,=0 (;) hiitten. Indem
wir so fortfahren, erhalten wir eine Kette von Idealen

ri, D) > mre, b)) > ... Dby,

wo §; nicht nilpotent ist. Nach unserer Voraussetzung bricht die
Kette im Endlichen ab, und wir erhalten ein Primideal derart, dass

m=b:(m), m=F0 (p)

ist. Hiermit konnen wir genau wie bei Satz 12 beweisen, dass

f)‘:h)l’ ceeey pn]

ist. Da jedes p; nicht nilpotent ist, so ist p; auch ein maximales Ideal
und folglich wird

R=R|p=m+mi+....+m),

wobei jedes m} ein Korper ist. Da § das Halbprimideal von a ist, so
wird auch

s

R'=Rla=m/+....+m/+n",

wobei jedes -m; nur aus Einheiten und nilpotenten Elementen besteht,
und n’’ ein nilpotentes Ideal ist. Aus dieser Struktur des Ringes
konnen wir leicht einsehen, dass (a, m{+....+ m, + m; +....+ m))
minimales primires Ideal von a ist. Hiermit ist die erste Behauptung
bewiesen.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, geniigt es, einen
Ring zu zeigen, in dem die eindeutige Zerlegung jedes Ideals (im Sinne
von Noether) nicht gilt. Es sei R ein Polynomring von einer Unbes-
timmten x mit ganz rationalen Koeffizienten. Dabei sei aber 22 =0,
32 =0. Dann gilt in R der eingeschrinkte Vielfachenkettensatz ohne
nilpotentes Ideal. Aus x (x—3) = 0 folgt aber

0) = [@, 3] = [@), @—3)],

wo (3) und (x—38) die zum Primideal (3, ) gehorigen Primirideale und
von einander verschieden sind. Also erhalten wir zwei verschiedene
Darstellungen durch grosste Primirideale. Hiermit ist unser Satz
vollstindig bewiesen.
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KAPITEL III.

Idealtheorie in Ringen, in denen der Teilerkettensatz
von Primidealen gilt.

8. Bedingung fiir die Endlichkeit von hochsten
Primidealen jedes Ideals.

In diesem Kapitel legen wir nur den kommutativen Ring R
zugrunde, der die folgende Bedingung erfiillt:

Teilerkettensatz von Primidealen. Jede Kette von Primidealen, bei
der jedes Primideal ein echter Teiler des vorangehenden ist, bricht im
Endlichen ab.

Ist b ein echter Teiler von a, so ist b nilpotent in bezug auf a, oder
nicht. Nach dieser Tatsache werden wir den folgenden speziellen
Teilerkettensatz definieren :

Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen. Es gibt keine unend-
liche Kette von Idealen, bei der jedes Ideal ein nicht-nilpotenter Teiler
in bezug auf das vorangehende ist. _

Satz15. Ist jedes Halbprimideal aus R als Durchschnitt von endlich
vielen Primidealen darstellbar, so gilt in R der Teilerkettensatz von
nicht-nilpotenten Idealen.

Es sei
(1) AT AT a3 veennenn

eine unendliche Reihe von Idealen, bei der jedes Ideal nicht-nilpotent
in bezug auf das vorangehende ist. Dann sind die zugehorigen
Halbprimideale b; von a; voneinander verschieden, und daraus erhalten
wir eine Kette von Halbprimidealen ‘

|/ R X

Es seien p{?,...., p% die simtlichen hochsten Primideale von b;.
Dann ist nach unserer Voraussetzung 9; = [p{?, ...., p@]. Wir strei-
chen die zugehoérigen Primideale von §); aus, die zu jedem aus b2, 02, ..
.... gehoren, und es seien p?, ...., p die librig gebliebenen zuge-
horigen Primideale von §;. Dann kionnen wir ein Halbprimideal by,
finden, so dass jedes zugehérige Primideal von br, von jedem aus
O oo, D verschieden ist. Wir streichen wieder die Primideale
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aus, die Teiler von jedem aus Y .1, b2, .... sind, und es seien
pld plE0 L, 3:;31 die iibrig gebliebenen zugehorigen Primideale von
br,. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir die ver-
schiedenen Primideale

N k1) .
pil)’ él)’ e psrlziy p{kl)’ pglrl), ceeey (k1) e

’Iﬂ.kl s

Dabei soll jedes p{ ein Teiler eines aus p{s-? sein. Wir betrachten
nun die Ketten von Primidealen

k2)
e { b { ..
) : ‘
pf! .
W (L

(2)

pél) { pg:i)l (

Dabei sind p&) .1, ...., p{ die Teiler von p{, pi2 1, ..., pik? die
Teiler von p{’, und so weiter. Da die Kette (1) unendlich ist, so soll
wenigstens eine Kette von (2) unendlich sein. Hiermit erhalten wir
eine unendliche Teilerkette von verschiedenen Primidealen gegen die
Voraussetzung des Teilerkettensatzes von Primidealen; also ist unser
Satz bewiesen.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt auch

Satz 16. Wird in R der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten
Idealen vorausgesetzt, so gilt in ‘R der Teilerkettensatz von Primidealen,
und jedes Halbprimideal ist als Durchschnitt von endlich vielen Prim-
idealen darstellbar.

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend.

Es sei § ein Halbprimideal, das kein Primideal ist. Dann existieren
zwei Elemente 71, 72 von der Art, dass

nre=0 (), nZFE0(®), 70D

ist. Es sei hi =9:(2). Ist §; noch nicht prim, so gibt es auch zwei
Elemente 7{, r; derart, dass

Ir{’r; =0 (bl) ’ T{ $ 0. (r)l) ’ Té $ O (bl)
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ist. Damit wird
De="9:(rer), ra15=20 (),

und b ist ein nicht-nilpotenter Teiler von 9, da ;=0 (02), 7{*==0 (1)
ist. Wire 7*=0 (b;), so wiirde ({r2)*=0 (9), oder r{r:=0 (§), da §
Halbprimideal ist. Daher folgte r1==0 (§;). Indem wir so fortfahren,
erhalten wir eine Kette von Idealen

| Rl PR | N ,

dabei ist jedes Ideal ein nicht-nilpotenter Teiler des vorangehenden.
Nach unserer Voraussetzung bricht die Kette im Endlichen ab, also
gibt es ein Primideal p; derart, dass p; = 5: ('), ' ==0 (p) ist.

Da 7’ durch §) unteilbar ist, so ist #’ nicht nilpotent in bezug auf §,
und folglich ist

bl’:(b’ 'rl)

ein nicht-nilpotenter Teiler von . Ist §’ das zu b; gehorige Halbprim-
ideal, so wird :

[b’y pl = ‘f)-

Denn eine Potenz des gemeinsamen Elementes ¢ von §’ und p; ist durch
by teilbar, und folglich ist die Potenz von g durch § teilbar, also muss ¢
durch § teilbar sein. Nach dem obigen Beweis hat §” auch ein hichstes
Primideal p; und ferner wird

[, p]=1".

Dabei ist §’/ ein Halbprimideal und zugleich ein nicht-nilpotenter Teiler
von §’. So fortfahrend und bedenkend, dass die Kette von nicht-
nilpotenten Teilern im Endlichen abbricht, gelangt man nach einer
endlichen Reihe dieses Verfahrens zu der Beziehung

b=1[p1, p2, .con, Pal,

wobel p1, ...., Pn verschiedene Primideale bedeuten. Damit ist der
Satz bewiesen.

Satz 17. Ist ein Ideal a aus R als Durchschnitt von endlich vielen
Primirkomponenten darstellbar, so bildet die Gesamtheit aller Nullteiler
in bezug auf a endlich viele Primideale.
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Nach Voraussetzung sei

a=1[q, G2, «vevy Gl

eine kiirzeste Darstellung von a durch Primirkomponenten. Es seien
auch p,, .... p,; die zugehorigen niedersten Primideale von a. Ist p
ein beliebiges Element eines aus P, ...., Pr;, das durch a unteilbar
ist, so kénnen wir zwei verschiedene Fille betrachten. Zum ersten sei
p durch q1, ...., q teilbar, aber nicht durch q;41,...., g». In diesem
Fall ist p offenbar ein Nullteiler in bezug auf a, da a = [[01 s eeees O,
lais1, oone qn]] , [qie1, «oev s Gu] 220 (a) ist. Zum zweiten sei p durch
keines aus qi,...., g, teilbar. Dann gibt es eine solche ganze Zahl
A(=2), dass p*~! durch keines aus qi, ...., q. teilbar ist, p* aber
durch wenigstens eines aus q;, ...., G, teilbar ist. Nach dem ersten
Fall folgt unmittelbar die Existenz des Elementes r derart, dass

pr=0 (), r=0 (1)
ist. Folglich konnen wir auch eine ganze Zahl x (= 1) finden, so dass

p'r=0 (a), P r=0 (1)

ist. Damit ist p auch ein Nullteiler in bezug auf a.

Ist ein Element » durch keines der zugehorigen Primideale teilbar,
so soll » kein Nullteiler in bezug auf a sein. Denn, wére

' =0 (a), r”==0 (a),
so wiirde nach der Eigenschaft der Primérideale
r=0() =12, ....,m)),

und wir erhalten einen Widerspruch, dass ' =0 (a) ist.

9. Bedingungen fiir eindeutige Reduktion jedes Ideals
durch endlich viele Primarideale.

Satz 18. Ist jedes Ideal a aus R als Ekiirzester Durchschnitt von
endlich vielen Primdrkomponenten eindeutig darstellbar, so ist das
zugehorige Primideal von a, das kein hochstes ist, mit dem Einheitsideal
o identisch, und fiir das zu o gehorige Primirideal q von a gilt
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(=040 =...., Rla=q'+1,

wo jedes Element aus n' nilpotent ist, und das q entsprechende Ideal ¢’
das Einheitselement besitzt.

Ist § ein Halbprimideal, so soll jedes q; in der kiirzesten Darstellung
b=1[q1, «..., qn] €in Primideal sein. Folglich gilt nach Satz 15 der
Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen im Ring R.

Es sei
a=[q1, ceee qn]

die kiirzeste Darstellung von a durch grosste Priméirideale, und es
seien p1,...., p, die zugehdrigen Primideale und p;,...., ps die
hochsten Primideale und p,.q, ...., . die nicht-héchsten Primideale.
Dann folgt die Existenz eines Elementes r; von der Art, dass

’rl$0(pi) (’b=1, 2, .... ,S), rn=0 ([qs-equw’ ceeny q'n])

ist. Denn wir konnen ein Element p; finden, so dass

DiEO0 M), Pi=0/), ..o, (Pc), Bs)s vvvey (), (Pes1)
t=1,2, ...., 3.

ist. Setzen wir 7, =1+ .... + ps, dann wird
7.1 =0 (ps+l), 7‘-sr+l$0 (39«») (’L=-‘1, 2, ..., S)'

Setzen wir wieder r, = r%{! .. .. v, so besitzt r; die oben angegebene
Eigenschaft. Es wird offenbar

a=[q, «-v., Gs, (10, a)]
eine kiirzeste Darstellung, da 720 (p;) (=1, ....,s) ist, und q:
t=1,2,....,s) zu dem hichsten Primideal von a gehort. Nach der

eindeutigen Zerlegbarkeit von a bestehen alle qs41,...., 0» in der
Darstellung von (0, a) durch grosste Primérideale. Es sei damit

(7'10, 0)=[q{1 ceeey q;, Qstls eone Qn]-

Wenn keines aus qsi1, ...., q» €in isoliertes Primérideal von (r0, a)
ist, so konnen wir auch ein Element r; finden, so dass
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(1’10, O) = [Qf----q;, (”‘107 7120, Cl)], 7'2$0(p:) (7' = 1, 2’ ey t)y
72==0 ([Qfs1s «+ ey Qas Qosts ~vvv s Gul)

ist. Weiter ist a=1[qi,...., qs, (rv,720,a)] auch eine kiirzeste
Darstellung. (r20, 710, a) ist aber nicht nilpotent in bezug auf (10, a).
Ist keines aus qs+1, +... , q» die isolierte Primdrkomponente von (72 0,
r10,a), so wiederholen wir das Verfahren. Nach Satz 15 bricht das
Verfahren im Endlichen ab, und schliesslich erhalten wir, dass

a=[q1, coee,qs(mo, ..c., 10, a)]

eine kiirzeste Darstellung ist, und eines, etwa qsi1, aUSs Gss1y - e+ 5 Gn
eine isolierte Primidrkomponente von (rio,...., 7o, a) ist. Dabei
ist offenbar

(r10, @) T (re0, 10, Q) T evevennn

eine Teilerkette von nicht-nilpotenten Idealen. Ein hochstes Primideal
Pr-1 von (r-3o, ...., 710, a) soll durch p,.1 teilbar sein, da p..; ein
zugehoriges nicht-hochstes Primideal von (ri-;0,...., 7 0,a)ist. Es
sei nun P41 von R verschieden, dann soll

(T)\D‘y N AT U a):%:(,r)\psﬁl’ Tr-10 5 eeeny, 710, C[)

sein ; sonst wiirde
' =rput.... o0 (@),

wo r’ ein durch p,., unteilbares Element, und 71pa+ . ... +7: 101 €in
Element aus pi-1, und p, ein Element aus ps.1 bedeutet. Da r==0
(pa-1) ist, so ergiibe sich ein Widersprueh, dass #'—pu=0 (pr-1), ' =0
(Ps+1) ist, da pa-1=0 (Pes1) ist. Da (7aPsi1, 72-10, ...., 710, a) 30 (p)
=12 ....,8,=0 ([qm Y e qn]) sind, so ist die Darstellung

1) a=[q, o0 s Qsy MaPsr1s 72210, vevn sy 710, Q)]

auch eine kiirzeste. Jedes hochste Primideal von (.0, ...., 710, a)
ist zugleich das hochste Primideal von (791, #2-10, ..., 071, a), da
=0 (ps+1) ist. Gibt es in der kiirzesten Darstellung von (7 Pss1,
7r-10, ...., 710, a) das Primérideal qs41, so wird

rog+ ....+ra $ 0 «’I";DS“ sy Ta210 e v ee , 710, O)) ,
1""(’7’1&14’ vese +’r;(l;) =( ((T)‘ps.n y ssee y 710, a)) s
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wo 7" 220 (ps+1) ist. Denn qs.y ist eine isolierte Primédrkomponente von
(0, ....,710,0a). Also wird »"'riax— rapss1=0 (pa-1). Aber aus
72220 (pa-g) folgt r"7on — Ps21=0 (pa-1). Da pir_1==0 (ps.1) ist, so ergibt
sich daraus 7"’ax==0 (p,+1). Hiermit erhalten wir ax=0 (p;.1), und
daher folgt

oyt oo e =0 (("\Pss1, T2-10, « -« , 710, Q) .

Das widerspricht unserer Voraussetzung. Folglich besteht q,.1 nicht
in der kiirzesten Darstellung (1) von a und damit ist ein Widerspruch
bewiesen. Hiermit soll ps.; mit R identisch sein, und der erste Teil
des Satzes ist bewiesen.

Ist in der kiirzesten Darstellung a =[qi, .... s, q] q das zu o
gehorige Primirideal, so wird a=[qi,...., gs (@, g9] auch eine
kiirzeste Darstellung von a, und (a, ¢?) ist auch ein zu o gehoriges
Primérideal. Aber nach der Eindeutigkeit der Darstellung von a folgt
unmittelbar

(a7 q):(ﬁ, q2)= ........ .

Es sei ¢/ das q entsprechende Primirideal im Restklassenring R’ = R]a.
Dann gibt es in ¢’ ein nicht-nilpotentes Element r{. Es seil 7% ein
nicht-nilpotentes Element aus q’ in bezug auf (r7), und 74 ein nicht-
nilpotentes Element aus ¢’ in bezug auf (v, r3) und so weiter. Dann
wird nach Satz 15 und nach der eindeutigen Zerlegung

O =,1 .. r)=0, 15, .., 7)== (0).
Damit besitzt q’ das Einheitselement ¢’® und daher folgt
R =q +1’,

wobei jedes Element aus n’ nilpotent ist, und q’ das Einheitselement e’
besitzt.

Satz 19. E's sei R direkt unzerlegbar, und es sei jedes Ideal aus R
eindeutig zerlegbar tm Sinne von Noether. Dann ist jedes maximale
Primideal p; (== (0)) 2ugleich ein maximales Ideal.

* (1) S. Mori, Ueber Ringe., dieses Journal, 1. S. 174.
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Es sei r; ein nicht-nilpotentes Element aus p;. Gibt es in p; noch
ein nicht-nilpotentes Element 72 in bezug auf (r;), so betrachten wir das
Ideal (11, r2) . Gibt es in p; noch ein nicht-nilpotentes Element 73 in
bezug auf (r;, r2), so bilden wir das Ideal (1, 72, rs). Da in R der
Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt, so kommt dieser
Prozess zum Abschluss und liefert ein Ideal 1 = (1, ...., 7a) voOn der
Art, dass alle Elemente aus p; nilpotent in bezug auf 1, sind, und r;=0
(py) ist. Wenn alle Elemente aus p; aber nilpotent sind, so soll t; = (0)
sein.

Zunéchst nehmen wir an, dass 12 kein Primérideal ist. Dann wird

r'f’=[q1, QJ;

wo q1 zu P;, und q zu R gehort, da p; ein maximales Primideal ist.
Nach Satz 18 ist

R =R |1t =q+7q,
wo q’ das Einheitselement e’ besitzt. Dabei bedeuten g und q’ die g
bzw. q entsprechenden Ideale in R’. Damit ist R | p; ein Korper, da p,
ein maximales Primideal ist und da es in R |p; das Einheitselement
¢’ gibt.
Es sei 17 p; und ¢ primér. Besitzt p; einen von R verschiedenen
echten Teiler a, so wird

plz'l‘.“:‘o ((pla ] r‘f)) ) ‘
wo p; ein durch 1% unteilbares Element aus 1 bedeutet. Denn, wiire

mn=0 (pa, 13),

so wiirde rp, = ap; (t}), wo r ein durch a unteilbares Element ist. Da 12
primdr ist, so sollte

r—a==0 (p)), oder r=0 (a)

sein, und ein Widerspruch ergibe sich. Also ist (pja, 12 nicht primar,
und folglich wird '

(pla ’ r%) = [ql ’ q] .
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Daher folgt genau wie bei obigem Fall, dass R | p; ein Korper ist. Das
widerspricht unserer Varaussetzung. Hiermit soll p; ein maximales
Ideal sein.

Es sei endlich ¢} = p;. Dann ist offenbar
(ri, e, oo, )= (1, 72, ..., 1)23=(0).
Daraus folgt
ri=pPatit....+0are E=1,2,....,n),

wo p;; die Elemente aus p; sind. Durch Multiplikation mit 7, erhalten
wir daraus

Tl = DalsTit oo e+ Din¥srn G=1,2, ....,n).
Durch Elimination von 71, .... 7-1, 7541, . ..., 7o ergibt sich
el —prtly =0 (s=1,2,....,n),

wo p; auch ein Element aus p; bedeutet. Dabei ist offenbar r2*1=F0.
Aus 1, = 12 = p; folgt damit p; = p%, und folglich ist N direkt zerleg-
bar, und wir gelangen zu einem Widerspruch gegen die Annahme, dass
M direkt unzerlegbar ist. Hiermit ist unsere Behauptung richtig.

Satz 20. Es sei jedes Ideal aus R eindeutig zerlegbar im Sinne von
Noether. Ist ein vom Nullideal verschiedenes Primideal p durch ein von
R verschiedenes Primideal v, echt teilbar, so soll

R=p+m
sein.

Wie beim Beweise des Satzes 19 sei
12=(?‘1y7'2; ceee !Ir’n)

ein durch p teilbares Ideal von der Art, dass jedes Element aus p stets
nilpotent in bezug auf 1 ist, und dass jedes ;(=F 0) nicht nilpotent ist.

Es sei zunichst vi!==1¢ fiir eine ganze Zahl ¢ >1. Dabei ist
©*=p. Dann gibt es in p ein Ideal a;, das nicht primér und ¢~ >a; 21
ist. Denn, ist 1 nicht primir, so setzen wir a; = t*. Dann ist unsere
Behauptung einleuchtend. Im anderen Fall sei
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a = (mp, 19,

wo p ein durch t* unteilbares Element aus ¢*!und p; ein durch p
unteilbares Element aus p; bedeutet. Dann ist

p==0 (pip, 1Y),

sonst wiirde rp=rpip (x'), wobei r ein durch p; unteilbares Element
ist. Folglich wire

’I’-p{TEO (P) ’ piTEO (Pl) ’
da 1 primér ist. Also ergibe sich ein Widerspruch, dass »==0 (p,) ist.
Damit soll a; nicht primér, und v* > q; 2 ¢° sein. Folglich wird nach
Satz 18
a=1[a, ql,

wo g; die isolierte Primédrkomponente und q das zu R gehorige Primér-
ideal ist. Nach Satz 18 ist weiter

Q) §R’=$Rla«;=q§+q',

wo q’ das Einheitselement e’ besitzt.

I. Esseit=(0). Dann wird
(€—e)m™ =0, oder e™=¢"™qa,

wo a'=0 (q) ist. Setzen wir ¢ =¢'™a’, so wird &=¢, e=0 (q).
Daher folgt

R=m+n, n==(0),

wo m das Einheitselement ¢ enthélt. Da jedes Element aus p nilpotent
ist, so soll n=0 (p) sein. Wire p==n, so folgte nach Satz 18, dass ein
von R verschiedenes Primideal mit R identisch sein solle, da [m, p]
== (0) widre. Daher folgt R =m + p.

II. Esseitilg=1*(:2>38). Dann ist nach dem Fall 1
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sonst folgte nach Satz 18, dass ein von R verschiedenes Primideal mit
R identisch sein solle. Aus (1) und (2) folgt

ep=0 (1)), =0 (p).
Da ra;==0 (¢") ist, so soll
dt=0 (), (1>=3)
sein, und folglich wird

’ W
€ri=purit.... + w1y

Lo % /
1y = Dyt .o oo F Dun,s

wobei t2 = (v], 74, ...., 7)) ist, und p; die Elemente aus p bedeuten.
Durch Elimination von 7{, . ..., iy, i1 ... . 75, ergibt sich

rie”—p)=0 (=12, ....,7),

wo p ein Element aus p ist. Wenn ¢/*—p=:0 (p) wire, so wiirde e¢/”=0
(p). Das widerspricht der Tatsache, dass ¢’ ==0 (p) ist. Hiermit soll

(—pt=(0), €€“—p=F0 (v)

sein. Folglich ist ¢?(¢ 2> 8) nicht priméir, und aus der Struktur von a;
wird a; = . Wir erhalten damit

(€™ —p)e™ =¢" (1Y), oder (e”—p)%™ = (™ —p)e™.
Wir setzen jetzt e = e’? (¢’—p). Dann wird e=¢?>350 (p). Daher folgt
R=m+n,

wo m das Einheitselement e hat. Aber aus e12 = (0), ¢==0 (p) folgt
n=0(p). Wie beinr ersten Fall konnen wir beweisen, dass n = p ist.
Also erhalten wir

R=m+p.
Endlich sei ¢ = t#*1=+=(0) fiir eine ganze Zahl. 2. Dann wird

R=m+n.
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Dabei enthilt m das Einheitselement e und das Ideal r*. Daher folgt,
dass t* = m==0 (p) ist. Ist m=Fp, soist nach dem Fall 1 das Ideal n
direkt zerlegbar, und wir erhalten auch

R=yp+n

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Satz 21. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann als kiirzester
Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen, die zu verschiedenen
Primidealen gehoren, eindeutig darstellbar, wenn in R die folgenden
Bedingungen erfullt sind :

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in R .

2. Ist p(== (0) ein maximales Primideal, so ist p zugleich ein maxi-
males Ideal von R, oder R = m + p, wobet eines aus m, p das Einheits-
element besitzt.

3. Ist pi(5F (0) ein nicht-maximales Primaideal, so ist R = my + p;,
wo eines aus My, p1 das Einheitselement hat.

Zunichst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus R die eindeutige
Zerlegung durch grosste Primérideale zuldsst. Nach Satz 15 gilt in R
offenbar der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen. Es sei
p(== (1) ein maximales Primideal. Ist R direkt unzerlegbar, so wird
nach Satz 19 p ein maximales Ideal. Im anderen Fall ist aber die
Anzahl der unzerlegbaren nicht-nilpotenten Ideale, aus denen R als
direkte Summe besteht, endlich, da in R der Teilerkettensatz von
nicht-nilpotenten Idealen gilt. Ein nicht-nilpotentes unzerlegbares
Ideal R, ist durch p unteilbar, und R = (N4, p). Ist [Ry, p]:F+=(0), so
soll nach Satz 19 p zugleich ein maximales Ideal von R sein. Ist aber
R4, p]= (0), so wird offenbar

ER=2R1+D.

Ist ein Ideal a durch p echt teilbar, und ist jedes Element aus b
nilpotent in bezug auf a, so wird

0=[p’(ay ER])]

eine kiirzeste Darstellung durch grosste Primérideale. Aus der
eindeutigen Zerlegbarkeit von a folgt, dass WR; = R} ist. Da N; kein
nilpotentes Element hat, so soll :R; das Einheitselement besitzen. Denn
Jedes zu R, gehorige Primérideal soll mit R; identisch sein. Fiir jedes
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durch v teilbare Ideal a gebe es in p immer ein nicht-nilpotentes
Element in bezug auf a. Dann besitzt p das Einheitselement, da
p=1(r,7,...., r)2ist, wo (1) < (r1, r2) < .... eine Teilerkette von
nicht-nilpotenten Idealen ist. Hiermit ist die zweite Bedingung
nptwendig.

Ist pi(F (0)) ein nicht-maximales Primideal, so wird nach Satz 20
R=nmu+p.

Wir kénnen ganz genau wie beim vorigen Fall beweisen, dass p; oder
m; das Einheitselement besitzen. Damit ist die dritte Bedingung auch
notwendig.

Es werden nun die drei Bedingungen vorausgesetzt. Es sei a ein
beliebiges Ideal, das nicht primir ist, und es sei § das zugehorige
Halbprimideal von a. Dann wird nach Satz 16

b=1[p1,pz, ..., Pul.
Ferner wird der Restklassenring R’ = R | a die direkte Summe
1) R =mj+mi+....+ml+0,
wo n’ ein nilpotentes Ideal ist, oder
2) R =mj+mg+ ...+ +1,

wobei n’/ ein Ideal ohne Nullteiler ist, in dem jedes von (0) verschiedene
Primideal zugleich ein maximales Ideal ist. In beiden Fillen ist
direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, aber ohne Nullteiler, in
dem jedes von (0) verschiedene Primideal ein maximales Ideal ist, oder
direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, das nur aus Einheiten
und nilpotenten Elementen besteht.

Denn, wenn ; ein nicht-maximales Primideal ist, so wird nach der
dritten Bedingung

R = i+,

wo mj oder p| das Einheitselement besitzen, und mj ein Ideal ohne
Nullteiler ist. Ist ps ein maximales Primideal, so ist p, zugleich ein
maximales Ideal oder R’ = mj+yp;. Im ersten Fall ist

pr=0(5), r=0(, 7==0(ps, Pz, co..Pul) .
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Da R | p; ein Korper ist, so wird damit
(@' P—rr'=0 (p)), r"=E0 (p2).

Also wird (rr")2—rr'=0 (§). Damit konnen wir ein Element ¢; finden,
so dass

/2 —

e=e (), &=F0(@{), =0 ([p1, Pz, cevr, Pul)
ist. Folglich wird auch
R =m'+1', =0 (b)),

wo m’ das Einheitselement ¢, hat. Dabei ist m’ dirket unzerlegbar,
sonst wiirde in St/

VAN | 4 S /2 /2 4 VA
G =¢éyte,, € =65, enp==¢ehs, exey=0~0.

Da p; prim ist, so wiirde etwa e5,=0 (p5). Aus et =0 ([p1 ps... Pxl)
folgte ebes =0 (a), womit wir einen Widerspruch hitten. Ist m’ ein
nicht-nilpotentes Element aus m’, so soll m’==0(p}) sein, sonst wiirde
aus m'e; = m’ offenbar m'* = 0. Damit ist m'm’’ = ¢5, da (ejph)* =
ist, wo p; ein Element aus pj ist. Also besteht m’ nur aus Einheiten
und nilpotenten Elementen. Im zweiten Fall ist

R =m + pz,

wobei m; oder p; das Einheitselement hat, und mj ein Ring ohne
Nullteiler ist. Daher erhalten wir die soeben erwihnte Darstellung
von R’. Hiermit ist jedes Ideal als Durchscenitt von isolierten Primér-
komponenten und dem zu R gehorigen Primérideal darstellbar. Es
wird ndmlich a = [q1, g2 -+.. , Gn, q], oder a =[q1, G2, .+« , Gul-

Es sei jetzt
a=1[q1, 92, «ovr, Q]

eine andere kiirzeste Darstellung von a durch grosste Primérideale.
Dann ist fiir jede isolierte Primdrkomponente leicht zu beweisen, dass
g=q;(t=1,....,n) ist. Ist g, nicht isolierte Primdrkomponente,
so ist das zu q;, gehorige Primideal p;, ein Teiler eines, etwa p;, aus
Pis.... Pn. Dabei soll p; kein Einheitselement hahen, da die Darstell-
ung von a eine kiirzeste ist. Nach der dritten Bedingung ist p,, = R,
sonst wiirde qi=0 (q,/). Aus der Darstellung von R’ als direkter
Summe folgt damit q;, = q, und der Satz ist vollstdndig bewiesen.
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10. Bedingungen fiir eindeutige Reduktion jedes
Ideals durch primare Ideale.

Satz 22. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann als Liirzester
Durchschnitt von den endlich vielen zu hichsten Primidealen gehorigen
primiren Idealen eindeutig darstellbar, wenn in N die folgenden Beding-
ungen erfullt sind :

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in R .
2. Ist ein Ideal a nicht primir, so besitzt R | a das Einheitselement.
3. Zwei gegenseitig relativprime Primideale sind stets teilerfremd®.

Zundchst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus R die eindeutige
Reduktion zulidsst. Dann ist die erste Bedingung nach Satz 15 offenbar
notwendig.

Ist
a=1[a1, g2, cv..s qQu] =2,
so wird nach unserer Voraussetzung
=@, =0,PD=.... (=1,2,....,n).
Aus eindeutiger Reduktion von a erhalten wir auch
qi = (@, rir, rizy vevey Tomy),

woa T (a, ra) < (a, ra, re) < .... eine Teilerkette von nicht-nilpoten-
ten Idealen bedeutet. Im Restklassenring R’=%R|a hat das q; entspre-
chende Ideal ¢/ damit das Einheitselement e, und folglich wird in R’

—_— / 7 7 o S — ;o »
€ =€....0 1€ 1....6,=F0, ee....e, =0, ee; =0 (1=F))

R = mi+mp+....+m,+n',

wo m, das Einheitselement ¢; hat. Da e;2=0 (b)) ist, so soll m{+....
+mig+miag+.. . +mi+n’ =0 (p)) sein, und folglich ist jedes Element
aus n’ nilpotent. Nach der Eindeutigkeit von ¢; muss n’ = (0) sein.
Damit ist die Bedingung 2 notwendig.

(1) Zwei Ideale a und b heissen ,, teilerfremd ¢‘, wenn (a, b) = R ist. Zwei Primi-
deale p; und p, heissen ,, gegenseitig relativprim ¢, wenn p; 5 0 (ps), P = 0 (p,) ist.
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Da
@g(el‘!‘ oot aFeat.oo. o te)=ea+....+e;1teat ... .0,

ee,=0.

ist,sosoll gf =m{+....+miy+mia+....+m) sein. Im Ring m! soll
das Nullideal damit primér sein, und folglich ist m; direkt unzerlegbar.
Daher folgt, dass (p;, p;) = R ist, wenn p;, p;die verschiedenen hochsten
Primideale von a sind. Es seien p, b’ zwel gegenseitig relativprime
Primideale, dann wird o’ =[p, p’] eine kiirzeste Darstellung durch
primére Ideale. Nach dem soeben gewonnenen Ergebnis folgt unmit-
telbar, dass

(p,p)="
ist. Hiermit ist die dritte Bedingung auch notwendig.

Es werden die drei Bedingungen vorausgesetzt. Ist a ein beliebiges
Ideal und ist § das zugehorige Halbprimideal, so folgt nach Satz 16

H=1[P1, Po, eevvy Pul,
WO P1, P2, ...., Ds alle hochsten Primideale von a bedeuten. Istn =1,
50 ist a ein priméres Ideal. Im anderen Fall folgt aus dem Bedingungen
(2) und (3), dass R | a das Einheitselement e hat, und dass

(i, p) =R (@ =F))
ist. Folglich wird

?R=(pi’ 6), e=1DP; (pz) (7:’_‘*:.7')’

wo p; ein Element aus p; bedeutet. Daraus folgt

1) e=7p; (), Pi=PteeeDiciDis1e-- D0 (ps) .

Andererseits ist aber
ef=ce (p).

Nach (1) ist damit

pF—pi=0 (), ppi=0(H.
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Daher folgt
@r—p) =0 @, pr=pimr @,
wo 7 ein Element aus R ist. Setzen wir e = p{”r, so wird
ef=¢e(a), €e=0() (=),
und folglich ist
R =Rla=mi+mi+....+m,+n'.

Da ¢/ ==0 (p;) ist, so soll mi+....+m/j+m/+....+m,+n"=0 (%;|a)
sein. Damit ist jedes Element aus n’ nilpotent. Wire n’==(0), so
sollte ‘ ‘

e=mi+....+m,+n, n=0

sein. Da n nilpotent ist, so folgte daraus e = m{*+. ... +m.* und wir
hiitten einen Widerspruch. Hiermit ist R’ = m/+mi+....+m.. Aus
b =1[p1, P2, ...., pu] folgt auch, dass jedes Element aus [m/, p:|al
nilpotent ist. Damit ist das Nullideal in R’ als Durchschnitt

O)=[mi+....m, mi+mi+....4+m, eov., M+ ... +ms ]

von priméren Idealen m{+....+m/_;+ml;+....+m) eindeutig dar-
stellbar.

11. Bedingungen fiir eindeutige Reduktion jedes Ideals

durch endlich viele minimale primare Ideale.

Satz 23. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann als Kkiirzester
Durchschnitt von endlich vielen minimalen primiren Idealen eindeutig
darstellbar, wenn in R die folgenden Bedingungen gelten :

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in R .

2. Je zwei gegenseitig relativprime Primideale v und ps aus R sind
teilerfremd, und R | 1 und R | p: besitzen das Einheitselement.

Zupndchst beweisen wir, dass die Bedingungen notwendig sind.
Nach Satz 15 ist die erste Bedingung notwendig. Sind zwei Primideale
p1 und v, gegenseitig relativprim, so setzen wir a = [p;, ], und es sei
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a =[Q1, Qs] die Darstellung von a durch minimale primire Ideale.
Dann werden nach der Voraussetzung in R’ = R |a

Q1 = QF, Qp = QF,
wo Qf = (151, Tizy « v .. Ting) ist, und (1) < (151, ri2) < .... =p/ eine
Teilerkette von nicht-nilpotenten Idealen bedeutet. Daher folgt die
Existenz des Einheitselementes von Q. und

R = Q+Q5+m’ .

Aber aus Q{=0(), Qi=0(p) [vi, pz] = (0) folgt m’ = (0). Damit
ist die zweite Bedingung auch notwendig.

Die Bedingungen sind auch hinreichend. Es sei ein Ideal a nicht
primér, dann ist das zugehorige Halbprimideal § von a als Durchschnitt
von endlich vielen Primidealen darstellbar. Nach der Bedingung 2
wird ‘

R=R|p=m+mi+....+m,,

wobei jedes t; das Einheitselement, aber kein nilpotentes Element hat.
Denn es gibt ein Element »; derart, dass

ri—r;=0(p;) 7:E0@) 7:=0 ([P1eeeePiz1, Dicis cvvvs Pul)
ist. Da 5 das Halbprimideal von a ist, so wird auch
R'=Rla=m{"+my’+....+m}/ +n",

wobei jedes m}’ das Einheitselement hat, und n’/ nilpotent ist. Ferner
ist [m{’, p/’] nilpotent. Damit ist jedes (a, m{’+... +m/Zj+mii+....
+m,’) das minimale primére Ideal von a. Also ist a als Durchschnitt
von endlich vielen minimalen priméren Idealen eindeutig darstelibar.

KAPITEL 1IV.

Idealtheorie im allgemeinsten Ring.

12. Bedingungen fiir eindeutige Reduktion jedes Ideals.

Hilfssatz. FEs set jedes Ideal aus dem allgemeinsten Ring R als
Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen (im Sinne von Noether)
eindeutig darstellbar. Dann ist jedes Halbprimideal b als Durchschnitt
von endlich vielen Primidealen darstellbar.
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Nach der Voraussetzung ldsst §) eine kiirzeste Darstellung

}:)=[qu q21 s ey C[n]

durch grosste Primérideale zu. Es sei y; das zu q; gehorige Primideal.
Dann soll p; = g; sein, und alle P; sollen durch einander unteilbar sein.
Denn, wére p; durch p, teilbar, so wiirde jedes Element aus q; nilpotent
in bezug auf g2. Aus b2 = [q1, 3, ...., q.] folgte aber, dass

he=0 (0), he==0 (), hE=0 (q2)
ist. Also wiirde
he2=0 (), Rf=0 ().

Das widerspréche der Eigenschaft eines Halbprimideals. Damit sind
alle p; durch dinander unteilbar. Wire p;=F q;, so wiirde

p:i=0 (), 20 (g0, pir =0 (),

wo 7 ein durch p; unteilbares Element aus [qi...., qi=1, Qis1, <+« Qnl
bedeutet. Daraus folgte
i pir==0 (b), (pir) =0 (b) .

Das widerspriache der Eigenschaft vom Halbprimideal. Damit ist
unsere Behauptung richtig.

Satz 24. FEs sei R ein kommutativer Ring ohne jede Bedingung.
Ist jedes Ideal aus R als Durchschnitt von endlich vielen Primiaridealen
(tm Sinne von Noether) eindeutig darstellbar, so gilt in R der Teiler-
kettensatz von Primidealen.

Es sei
PPl psT i,

eine Teilerkette von Primidealen, und es sei b3 von R verschieden. Es
sei ps ein durch Y; unteilbares Element aus b und §; das Halbprimideal
von (91, p2). Dann gibt es nach dem Hilfssatz ein hochstes Primideal
b von (p1, p2), das durch p, teilbar ist. Es sei ps ein durch i unteil-
bares Element aus p; und §2 das Halbprimideal von (v, ps). Dann gibt
es auch ein hochstes Primideal ps von (93, ps), das durch p; teilbar ist.
Setzen wir

a= (p1, pep3),
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so wird p2==0 (a) . Sonst wiirde
rpe==0 (a), oder rp=pep; (p1),

wo 7 ein durch p} unteilbares Element und pj ein Element aus 2{ ist.
Da p; prim und p22=0 (p,) ist, so folgte daraus r==0 (p§), und wir
hitten einen Widerspruch. Damit ist a kein Primérideal. Nach
unserer Voraussetzung ist damit

a=1[q, q, cvee, Gu]l =2);

dabei seien p{’, ...., p,/ die zugehorigen Primideale von a. Es seien
auch p{’, ...., p}’ die Primideale, die kein Teiler von pj sind, und
peh1, -«.., ps/ die Primideale, die Teiler von %5 sind. Dann ist

0y P2=0 () (=12 ....,5),

da p2pi=0(a)und ps=E0(p})(Z=1,2,....,s) ist. Damit soll s<n
sein. Sind alle plly,...., ! echte Teiler von pi, so existiert ein
Element q von der Art, dass

2 ¢q=0(w (GE=s+1,....,m), q=0()
ist. Ferner wird
3) ' P29 =0 (a) .

Sonst wiirde pzq==p2 9% (p1), ¢—25=0(p1), ¢=0(pf). Aus (1) und (2)
folgt p2q=0 (a), und das widerspricht (3). Hiermit soll pj ein zu a
gehoriges Primideal sein, und folglich gehort eine Primidrkomponente
qs von a zu p3. Da ps auch ein hochstes Primideal von a ist, so gehort
gz auch zu p{. Damit ist

a = [Pé, CI‘%]

auch eine kiirzeste Darstellung von a; durch grosste Primérideale. Da
pj ein hochstes Primideal von (s, ps) ist, so wird

(4) psr =0 (o),

wo r ein durch pi unteilbares Element ist. Aus der Eigenschaft des
Primérideals gz folgt

Py =0 (93 .
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Es sei jetzt az = (p§", a1), und q} die Gesamtheit aller Elemente p} aus
p; derart, dass :

v’ =0 (az), 7' =0 (p})

ist. Dann ist g3 auch ein zu p} gehoriges Primirideal.
Denn, wire

pfr"=0 (03, py=0(ps), PY=E0 @), =0 (v,

so wiirde pir""" =0 (az), """ ==0 (pj). Also ergibe sich ein Wider-
spruch, dass p¥'=0 (q3) ist. Ist p4’’ ein beliebiges Element aus pj, so
wird nach (4)

(P71 =0 ((pz, ), 70 (p3).

Da jedes Element aus p; nilpotent in bezug auf a; ist, so soll (p4/'r)*=0
(az) sein, also wird ps' " ==0 (q3) .

Damit ist o4 ein zu v} gehoriges Primérideal.
Wire ps» =0 (af) , so wiirde

prri=0 (a7, ri=E0 (py) .
Daher folgte
prri=(re+a) p¥" (p3), oder ri—(ra+a)p=0(p5), r1==0 (p3).

Also ergibe sich ein Widerspruch. Damit muss nach der Struktur
von g4

’

93 < Qs
sein, da az=0 (qs) ist. ~
Da a; aber durch qf teilbar ist, so soll

am = [qs, p:]

auch eine kiirzeste Darstellung durch grosste Primérideale sein. Wir
erhalten damit einen Widerspruch gegen die Tatsache, dass die
Darstellung jedes Ideals eindeutig ist. Also soll p; mit dem Einheits-
ideal identisch sein, und der Satzist vollstédndig bewiesen.

Nach dem Sitzen 21 und 24 erhalten wir endlich



318 S. Mori.

Satz 25. F's sei R ein allgemeinster kommutativer Ring ohne jede
Bedingung. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann als kiirzester
Durchschnitt von endlich vielen, zu verschiedenen Primidealen gehorigen
Primiridealen (im Sinne von Noether) eindeutig darstellbar, wenn in R
die folgenden Bedingungen erfillt sind :

1. Der Teilekettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in R.

2. Ist p(=F(0)) ein maximales Primideal, so ist p zugleich ein
maximales Ideal von R, oder N = m+Pp, wober eines aus m, » das
Einheitselement hat. '

3. Ist p; (= (0)) ein nicht-maximales Primideal, so ist R = niy+y;,
wobet etnes aus my und p1 auch das Einheitselement besitzt.

Mit Hilfe des Beweises von Satz 21 ergibt sich aus Satz 25

Satz 26. E's sei R ein allgemeinster kommutativer Ring ohne jede
Bedingung. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann (im Sinne von
Noether) eindeutig zerlegbar, wenn in R die folgenden Bedingungen
erfullt sind :

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in R .

2. R wird die direkte Summe

R=m+me+....+m,+n,

wo m; ewn direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, aber ohne
Nullteiler bedeutet, in dem jedes von (0) verschiedene Primideal zugleich
ein maximales Ideal ist, oder wo m; ein direkt unzerlegbares Ideal mit
Einheitselement ist, das nur aus Einheiten und nilpotenten Elementen
besteht. Dabei ist n ein nilpotentes Ideal, oder ein Ideal ohne Nullteiler,
an dem jedes von (0) verschiedene Primideal zugleich ein maximales Ideal
1st.

Herrn Professor M. Sono bin ich fiir seine Anregung zu dieser
Arbeit und sein dauerndes Interesse an ihrem Fortgang zu grossem
Dank verpflichtet.
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