
Ueber eindeutige Reduktion von Idealen in 
Ringen ohne Teilerkettensatz. 

Von 

Shinziro MORI. 

(Eingegangen am 20, 5, 1933.) 

Unter Voraussetzung der Existenz einer Hauptkompositions-reihe 
von Idealen hat zuerst Herr Prof. M. Sono die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür gefunden, dass jedes Ideal sich 
eindeutig als Potenzprodukt von Primidealen darstellen lässt. <1l Im 
allgemeinen kommutativen Ring ist dieses Problem nachträglich durch 
Frl. E. Noether behandelt worden.<2l Durch Umformung des Begriffs 
der Zerlegung von Idealen hat aber Frl. E. Noether die Darstellung 
vom Ideal als Durchschnitt von Primärkomponenten eingeleitet.<3> 
Dabei ist ein kommutativer Ring mit Teilerkettensatz zugrunde gelegt. 
Statt dieses Ringes hat Herr Prof. M. Sono einen Ring mit Hauptkom­
positionsreihe zugrunde gelegt, und unter neuer Definition von primär­
em Ideal hat er wieder die Reduktion von Idealen als Durchschnitt 
von primären Idealen untersucht.(41 So liegt es nahe, die folgende 
Frage zu stellen : 

In welchem Ring ist jedes Ideal im Sinne von Sono, oder im Sinne 
von Noether eindeutig zerlegbar? 
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Bei der Voraussetzung des Teilerkettensatzes habe ich schon auf 
diese Frage Antwort gegeben_(5> In der vorliegenden Arbeit werde ich 
ohne jede Voraussetzung auf diese Frage antworten. Leider ist aber 
die Antwort auf die Frage bei Reduktion im Sinne von Sono noch nicht 
vollständig. 

Zuerst werde ich die Struktur der kommutativen Ringe, in denen 
nur der Vielfachenkettensatz vorausgesetzt wird, bestimmen. Daraus 
folgt unmittelbar, dass die Reduktion jedes Ideals in diesem Ring 
eindeutig ist. Im allgemeineren Ring, in dem der Vielfachenkettensatz 
ohne nilpotentes Ideal vorausgesetzt wird, gilt auch die eindeutige 
Reduktion von Idealen. Wir können damit behaupten, dass die 
Voraussetzung vom Teilerkettensatz für die eindeutige Reduktion von 
Idealen nicht notwendig ist. 

Im dritten Kapitel werde ich einen kommutativon Ring, in dem der 
Teilerkettensatz von Primidealen gilt, zugrunde legen, und die Beding­
ungen für die eindeutige Reduktion jedes Ideals aus diesem Ring 
untersuchen. Aus dem gewonnenen Ergebnis erhalten wir schliesslich 
die Antwort auf die oben erwähnte Frage den allgemeinsten Ring 
betreffend. 

Definitionen der wichtigsten Grundbegriffe. 

Besitzt ein Ideal a aus dem Ring tR keinen echten Teiler ausser lll, 
so heisst a , , maximales Ideal ''. 

Ein Ideal p aus ITt heisst „ Primideal," wenn aus a $ 0 (lJ), b $ 0 (µ) 
stets ab$ 0 (lJ) folgt; wenn also der Restklassenring ffi l l-1 ein Ring 
ohne Nullteiler ist. Wenn ein Primideal p keinen echten Primidealteiler 
ausser ffi besitzt, so heisst lJ , , max1:males Prim ideal''. 

Ein Primideal lJ , das Teiler von a ist, und kein echtes Primideal­
vielfaches mit der gleichen Eigenschaft besitzt, heisst „ höchstes 
Primideal von a ", oder „ minimales Primideal von a ". 

Ein Ideal fJ heisst „ Halbprimideal ", wenn lj gleichzeitig mit a1• 

(r ~ 1) stets auch a enthält, d. h. wenn es in dem Restklassenring lR l lJ 
kein nilpotentes Element gibt. Ist a ein beliebiges Ideal, so ist das 
Ideal lj, das aus allen und nur den Elementen besteht, von denen eine 
Potenz zu a gehört, halbprim, und lj heisst das „ zugehörige Halbpri­
mideal von a ". 

Ein Ideal q aus ~l: heisst , , Primärideal,'' wenn im Restklassenring 
'ff{ 1 q eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet; wenn also aus ab= 0 
(q), a $ 0 (q) not-wendig bk == 0 (q) folgt. 
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Ein Ideal q aus ~H heisst ein , , zu p gehön:ges primäres Ideal'', wenn 
das zugehörige Halbprimideal von q-ein Primideal p ist; wenn also aus 
ab= 0 (q) notwendig ak = 0 (q ), oder b" == 0 (q) folgt. Ist µ ein höchstes 
Pdmideal eines Ideals a, und ist D ein zu p gehöriges primäres Ideal, 
das Teiler von a ist und kein echtes primäres Vielfaches mit der 
gleichen Eigenschaft besitzt, so heisst D das , , zu i1 gehörige m1:nimale 
primäre Ideal von a ". 

Eine Darstellung [q1, q2, .... , (Jn] heisst eine „kürzeste", wenn 
kein qi im kleinsten gemeinsamen Vielfachen der übrigen Ideale 
aufgeht. 

Der Ring ffi heisst , , direkte Summe der ]deale a1 , 02, ••.• , On '', -

in Zeichen ffi = 01 + 02 + .... + On, wenn jedes Element r(+ 0) aus \R 
sich auf eine und nur eine Art darstellen lässt in der Form 

wo jeweils a; Element aus ai ist. Sind a und b zwei Ideale aus ffi 
derart, dass (a , b) = ~ , [a , b] = (O) ist, so wird ffi offenbar die direkte 
Summe von a und fJ und umgekehrt. 

KAPITEL I. 

Idealtheorie in kommutativen Ringen mit Vielfachenkettensatz. 

I. Struktur der Ringe mit Vielfachenkettensatz. 

In diesem Paragraphen sei ein kommutativer Ring ffi zugrunde 
gelegt, für den nur der Vielfachenkettensatz erfüllt ist. 

Satz 1. Es sei a ein Ideal aus dem R-ing ffi. Ist jedes Element aus 
a stets nilpotent, so ist a auch nilpotent. 

Tst a das Nullideal, so ist unsere Behauptung schon einleuchtend. 
Wir nehmen daher an, dass a vom Nullideal verschieden ist. Es sei 
nun fJ ein beliebiges Ideal, das durch a echt teilbar ist, und es sei a1 ein 
durch f:J unteilbares Element aus a. Dann ist der Idealquotient 

von (J verschieden, da a1 nilpotent ist. Ist q1 kein Primideal, so exis­
tieren zwei Elemente a2 und a2' derart, dass 
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ist. Daher folgt, dass a1 a2 $ 0 (b) ist, und dass der Idealquotient 

q2 = b : (a1 a2) 

ein echter Teiler von q1 ist, da ai = 0 (q2), a2' $ 0 (q1) ist. Damit soll 

(a1) =!= (a1 ~) 

sein; also ist (a1 a2) ein echtes Vielfaches von (a1). Wenn q2 aber noch 
nicht Primideal ist, so ist der Idealquotient 

qs = b: (a1a2as) 

wieder ein echter Teiler von q2 und folglich wird 

(a1) ::::, (a1 a2) :> (a1 a2 a3) • 

Indem man so fortfährt, erhält man eine Kette von Idealen 

(a1) ::::, (a1 ~) ::::::, (a1 a2 as) ::::::, ••••• 

Nach dem Vielfachenkettensatz soll endlich 

sein. Damit soll qk ein Primideal sein, und ferner sind 

qk(a1a2 • ••• ak) = 0 (b) , a1a<J • ••• ak $ 0 (b) , a1a2 • ••• ak = 0 (o). 

Da jedes Element aus o nilpotent ist, so soll damit o = 0 (qk) sein. 
Daher folgt die Existenz eines echten Totalnullteilers von o in bezug 
auf b , <1> der in o enthalten ist. 

Die Gesamtheit 01 aller Totalnullteiler von o in bezug auf (0) , die in 
o liegen, bildet ein vom Nullideal verschiedenes Ideal, das durch o 
teilbar ist. Ist o = a1 , so folgt unmittelbar 02 = (0), und der Sat.z ist 
schon bewiesen. Im anderen Fall sei a2 die Gesamtheit aller Totalnull­
teiler von o in bezug auf 01, die in o enthalten sind, dann ist 02 offenbar 
ein echter Teiler von 01 • Wenn wir nach einer endlichen Anzahl von 
Schritten des Verfahrens zur Beziehung o = Om .kommen, so wird 

.... ' 0"'+1 = (0), 

und daraus folgt unser Satz. . 

(1) Ist n a = 0 (li), n $ 0 (li), so heisst das Element n der „ echte Totalnullteiler 
von a in bezug au/ li . " 
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Nun muss gezeigt werden, dass wir nach endlicher Wiederholung 
des obigen Verfahrens schliesslich zu a = a_. kommen. Aus dem 
Vielfachenkettensatz folgt, dass für eine bestimmte endliche ganze 
Zahln 

(1) an = (ln+l = ... • = 02n 

ist. Andererseits existiert für ak eine ganze Zahl Ak von der Art, dass 

(2) 

ist. Denn es ist a ak = 0 (ak-1), a2a1c == 0 (ak-2). Aus (1) und (2) folgt 

(3) 

Wir können aber 

(4) A1c = k 

beweisen, wenn für jedes i (<k) stets Oi =t= a;+1 ist. Denn aus der 
Konstruktion von CTk folgt 

(5) 

sonst würde ak = a1c-1. Ferner erhalten wir 

sonst würde a a1c == 0 (a1c-2), und wir hätten einen Widerspruch gegen (5). _ 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir endlich 

aka1c = (0). 

Nehmen wir an, dass für jedes i immer a; =t= Ui+l ist, so ergibt sich ein 
Widerspruch aus (3) und (4), da wir k beliebig gross nehmen können. 
Für eine endliche Zahl ; soll damit a>- = a1+1 = a sein, womit der Satz 
bewiesen ist. 

Satz 2. Ist ein Ideal n aus m nicht nilpotent, so existiert in a ein 
von Null verschiedenes idempotentes Element. 

Nach dem Vielfachenkettensatz und unserer Voraussetzung wird 
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für eine endliche ganze Zahl m. Aus Satz I folgt die Existenz eines 
nicht-nilpotenten Elementes a von CT. Nach dem Vielfachenkettensatz 
folgt auch 

(1) (a)1c1 = (a)"1H =l= (0), 

Es sei k die grössere aus k1 und kz, und es sei (a o)" = b. 

Ist 

wo b ein von Null verschiedenes Element aus b bedeutet, so wird 

wobei rein von Null verschiedenes Element aus m ist. Damit enthält 
der Idealquotient q1 = (0) : (ak) nicht das Element r. Aber q2 = (0): 
(a3k) enthält das Element r. Also ist q1 =4= qz. Aus (I) folgt aber 
(a") = (a31c) , und folglich soll q1 = qz sein, also erhalten wir einen 
Widerspruch. Damit ist stets 

(2) 

für jedes von Null verschieden~ Element b aus b. Aus (I) folgt weiter 

a21c = azkb', 

wob' ein von Null verschiedenes Element aus b ist. Für jedes Element 
b aus b ist damit 

a2k(b-bb') = 0, 

und nach (2) wird folglich 

b-bb' == O (b) , 

b-bb' = O. 

Da b ein beliebiges Element aus b ist, so können wir auch b = b' setzen. 
Dann erhalten wir b' = b'2 =4= 0, b' ·= 0 (a) . 

Satz. 3. Ist n ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus dem Ring 
~H , und ist a = a2 , so existiert in a das Einheitselement in bezug auf a . 

Da a = a2 =4= (0) ist, so existiert nach Satz 2 ein Element a1 von der 
Art, dass 

a1=4=0, 
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ist. Die Gesamtheit aller Elemente x aus a derart, dass x a1 = x ist, 
bildet ein Ideal m1, das vom Nullideal verschieden ist. Da a1 '== 0 (1111} 
ist, so solldabei 

(1) 1111 = 111i 

sein. Die Gesamtheit der Elemente y aus a derart, dass y a1 = 0 ist, 
bildet auch ein Ideal n1 und dabei ist [1111, n1] = (O). Für jedes Element. 
a aus a wird 

und daraus folgt 

(2) a = 1111 + 111 • 

Aus (1), (2) und a = a2 ergibt sich unmittelbar 

Ist ni = (0), so wird a = 1111 und folglich besitzt a das Einheitselement 
a 1 • Im anderen Falle erhalten wir in gleicher Weise eine Zerlegung 
von n1 in die direkte Summe 

(3) 11~ = 112, 

wo das Ideal m2 auch das Einheitselement a2 hat. Aus (2) und (3) folgt 

Ist n2 noch nicht das Nullideal, so können wir fortfahren und erhalten 
auch 

a = m1 + 1112 + 1113 + 113 • 

Aber das Verfahren muss im Endlichen abbrechen; sonst hätten wir 
eine unendliche Kette von Idealen 

0 :::::i llt2 + lll3 + .... :::::i llt3 + ..•• :::::i • • • • , 

bei der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des vorangehenden ist, was 
aber unmöglich ist. Hiermit erhalten wir nach einer endlichen Anzahl 
von Schritten des Verfahrens 

a = m1+m2+ .... +m>-, 
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wobei jedes mi das Einheitselement ai besitzt. Setzen wir nun 

.so wird a das Einheitselement in bezug auf a • 
Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes 3 beweisen wir jetzt als 

Ziel dieses Paragraphen 
Satz 4. Der Ring ffi wird eine direkte Summe 

wo m, direkt unzerlegbares Ideal ist, das nur aus Einheiten und nilpo­
tenten Elementen besteht, und ni ein nilpotentes Ideal bedeutet, dessen 
Elemente eine Potenz einer Primzahl p, als Ordnung besitzen. <ll Die 
Darstellung von ~R als direkter Summe von Idealen, die die oben ausges­
prochenen Eigenschaften besitzen, ist eindeutig bestimmt. 

Nach dem Vielfachenkettensatz wird 

m = 0 71 = On+l = . •,. = 0271 = Ul2 • 

Ist ffi nicht nilpotent, so folgt aus Satz 3, dass m ein Ring mit Einheits­
element ist. Aus dem Beweis von Satz 3 erhalten wir 

Wenn m, = mi1 + m.::i ist, so wird auch m~1 = llli1 , mt = m .. ~ und nach 
Satz 3 haben mi1 und m;2 Einheitselement. Nach dem Vielfachen­
kettensatz bricht die Zerlegung der Ideale im Endlichen ab, und wir 
erhalten die direkte Summe 

1) 

von endlich vielen direkt-unzerlegbaren Idealen mi, die Einheitselement 
besitzen. Ist mi ein nicht-nilpotentes Element aus m., so existiert in 
mio ein idempotentes Element e/. Es sei e. das Einheitselement von 
mi, dann wird (ei-e~)2 = e.-e~, ~(ei-e:) = 0. Ist ei-e: + 0, so wird 
llli direktzerlegbar. Das ist aber unmöglich. Damit solle.= e/ sein, 
also ist m. o = mi. Daher folgt unmittelbar, dass jedes Element aus 
m. Einheiten oder nilpotent ist. Aus der Existenz des Einheitsele­
mentes von 111 ergibt sich unmittelbar 

(1) Ist rein Element aus in, und ist n die kleinste, von Null verschiedene positive 
ganze Zahl, für welche n r = 0 ist, so heisst n die „ Ordnung von r ". Vgl. S. Mori, 
Struktur des Sonoschen Ringes, dieses Journal, 3, S. 183 .. 
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(2) o = m+n, tlk = (Ü). 

Da n nilpotent ist, so soll jedes Element aus n auch nilpotent sein. 
Nach dem Beweis von Satz I ist die Gesamtheit ni' der Totalnullteiler 
von n in bezug auf (O), die in n liegen, vom Nullideal verschieden. Da 
nach (2) o n1' = (0) ist, so ist nach dem Vielfachenkettensatz kni' = 0 
für jedes Element ni' aus ni', wo k eine endliche von ni' abhängige 
ganze Zahl ist. Wenn ni' =1= n ist, so gibt es einen echten Totalnull­
teiler von n in bezug auf n1' und die Ordnung des Totalnullteilers in 
bezug auf ni' ist endlich, da im Restklassenring m I ni' der Vielfachen­
kettensatz auch gilt. Folglich ist die Ordnung des Totalnullteilers in 
bezug auf (0) auch endlich. Durch Wiederholung des Verfahrens 
können wir nach dem Beweise von Satz I einsehen, dass die Ordnung 
jedes Elementes aus n in bezug auf (O) immer endlich ist. Die Gesamt­
heit ni aller Elemente ni aus n , deren Ordnung eine Potenz einer 
Primzahl Pi ist, bildet ein Ideal. Wenn Pi, Pi die verschiedenen 
Primzahlen sind, so wird 

i,4=j (i,j=l,2, .... ), 

wo Hi, llj die Pi bzw. Pi entsprechenden Ideale sin1L 
Aber nach dem Vielfachenkettensatz soll die Anzahl der Ideale 

na ' .•.. 

die den verschiedenen Primzahlen P1, P2, Pa, •..• entsprechen, endlich 
sein. Es sei jetzt n ein beliebiges Element aus n , so ist n als eine 
Summe der Elemente aus Hi darstellbar, und folglich wird<1> 

Der zweite Teil des Satzes ist ganz ersichtlich. 

2. Struktur der Ringe mit eingeschränktem 

Vielfachenkettensatz. 

Wird in einem kommutativen Ring \H der eingeschränkte Vielfa­
chenkettensatz vorausgesetzt, und ist p ein vom Nullideal verschiedenes 
Primideal aus ~R, so gilt im Restklassenring 1R' = )R 1 µ der Vielfachen­
kettensatz und in 9l' gibt es keinen echten Nullteiler. Nach Satz 4 soll 
m' damit ein Körper sein. Hieraus ergibt sich 

(1) Vgl. etwa S. Mori, Zusammenhang zwischen Primäridealen und Minimalidea­
len. dieses Journal 1, S. 96. 
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Satz 5. Es sei ~H ein kommutativer Ring mit eingeschränktem 
Vielfachenkettensatz. Dann ist jedes vom Nullideal verschiedene Prim­
ideal stets ein maximales Ideal. 

Für die Struktur vom Ring :n mit eingeschränktem Vielfachenket­
tensatz gilt 

Satz 6. Ist das Nullideal aus :H kein Primideal, so wird 

wo llt; clie direkt-unzerlegbaren Icleale sind, die nur aus Einheiten und 
nilpotenten Elementen bestehen, und n ein nilpotentes Ideal ist.t1> Ist das 
Nullideal prim und gibt es in '.H kein vom Nullideal verschiedenes 
Prirnideal, so ist jedes vom Nullideal verschfodene Ideal ein Teiler einer 
Potenz van ITT • 

Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptung gebe es in \H: 
zunächst kein echtes nilpotentes Element. Ist r ein echter Nullteiler, 
so ist q = (0): (r) vom Nullideal verschieden, und es ist r $ 0 (q). Sonst 
würde r nilpotent. Da (ro , q) ein echter Teiler von q und nicht 
nilpotent in bezug auf q ist, so gibt es nach Satz 2 ein Element e' = rr' 
von der Art, dass , 

e'2 == e' $ 0 (q) 

ist. Aus [(r), q] = (0) folgt damit 

e'2 = e' $ 0 (q) , 

Hiermit wird 

e'q = (0). 

m = nt1+m, lllI = 1111 =-t-(O) , m ,t (0) . 

Nach Satz 4 sind 1111 und m in direkter Summe von endlich vielen 
direktunzerlegbaren Idealen zerlegbar, die nur aus Einheiten und 
nilpotenten Elementen bestehen. Da es aber kein nilpotentes Element 
gibt, so wird 

wo je::les Ideal llli ein Körper ist. 

(1) Ist lR nilpotent, so soll die Ordnung jedes Elementes nicht notwendig endlich 
sein. Die Darstellung von ffi als direkter Summe von Idealen, die die im Satz ausges­
prochenen Eigetischaften besitzen, ist auch eindeutig bestimmt. 
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Es sei nun r ein Element derart, dass r + 0, r2 = 0 ist. Dann gilt 
im Restklassenring m' = ~i 1 (r) der Vielfachenkettensatz. Wenn es 
kein Primideal in ffi' gibt, so wird 

mn = 0 ((r)), 

und folglich ist 

:R2" = (O) • 

Im anderen Fall existiert ein solches Elemente', dass 

e'2 === e' $ 0 ((r)) 

ist. Daher folgt unmittelbar 

e12 = e' 2r', e'2 = e'2 r'k , 

wo r' = 2e' -e'2 ist. Damit können wir 

setzen, dabei ist r" ein Element aus ffi . Setzen wir nun e1 = e12r", so 
wird 

Damit wird 

lR=1ni+m, m1 = mr ,-=1= (0) . 

Es sei ~R direkt unzerlegbar, dann ist o = o2 und e1 ist das Einheitsele­
ment von '."R • Ist r1 kein nilpotentes Element aus tR, so wird 

Denn nach Satz 2 wird 

wo ri ein Element aus m bedeutet. In gleicher Weise wie bei obigem 
Beweis können wir ein Element e~ finden, so dass 

e~ = e? + 0, 
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ist. Wäre e1-ei 0 1= 0, so folgte aus (e1-e~)2 = e1-e{,e~(e1-eD =(),dass 
iR direkt zerlegbar ist. Hiermit soll e1 = ei sein; also muss r10 = o 
sein. Damit ist jedes Element aus ffi Einheit oder nilpotent. Ist :R 
direkt zerlegbar, so wird nach Satz 4 

!fl = m1+,,,, +mn+n, 

wo m, die Ideale sind, die aus Einheiten und nilpotenten Elementen 
bestehen, und n ein nilpotentes Ideal ist. Zusammenfassend ergibt 
sich der erste Teil dieses Satzes. 

Zum Beweis des zweiten Teiles sei a ein vom Nullideal verschiedenes 
Ideal. Da es nach unserer Voraussetzung kein Primideal im Restklas­
senring m I a gibt, so soll ffi nach Satz 4 nilpotent in bezug auf a sein. 
Hiermit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen. 

Satz. 7. Es sei ffi ein Ring mit eingeschränktem Vielfachenkettensatz 
und es sei a e-in vom Nullideal verschiedenes Ideal aus 9t . Ist a = a2, so 
enthält a das Einheitselement in bezug auf a . 

Da a vom Nullideal verschieden ist, so können wir ein von Null 
verschiedenes Element a von a finden. Ist a' das a entsprechende 
Ideal im Restklassenring ffi' = :)i 1 (a), so wird a' = a 12, da a = a2 ist. 
Ist a =!== (a), so existiert nach Satz 4 das Einheitselemente' in a', und 
folg lieh wird 

a=(e',a). 

Aus a = a2 =!== (0) folgt, dass eines aus e', a, etwa a, nicht nilpotent ist, 
und ferner dass 

e' = a1 e' + a2 a , 

ist, wo ai die Element aus a bedeuten. Durch Multiplikation mit a 
ergibt sich 

(1) e'aaa+a(aa4-a) = 0. 

Durch Elimination von e' aus (1) erhalten wir 

Daher folgt 

(2) 

= 0. 

a3 = a3 a' =I== 0, 
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wo a' ein Element aus a bedeutet, da a nicht nilpotent ist. In gleicher 
Weise erhalten wir auch 

(3) e'3 = e'3 a'. 

Da jedes Element a" aus a in der Form 

darstellbar ist, so ergibt sich aus (2) und (3) 

a" a' = a" 

für jedes Element a" aus a. Hiermit ist das Element a' das Einheits­
element in bezug auf a; also ist unser Satz bewiesen. 

Ist a = (a) , so gilt nach Satz 6 auch unser Satz. 

3. Reduktion von Idealen im Ring mit eingeschränktem 
Vielfachenkettensatz. 

Satz 8. Ist in einem kommutativen Ring der eingeschränkte Viel­
fachenkettensatz erfiillt, so sind in y'eder kiirzesten Darstellung eines 
Ideals durch die grössten Primärideale die primären Komponenten 
eindeutig bestimmt<!). 

Zunächst nehmen wir an, dass das Ideal a vom Nullideal verschieden 
ist. Nach Satz 4 ist der Restklassenring Hl' =\HI a als direkte Summe 

~' = nti + .... + m~ + n' , n'k = (O) 

darstellbar, und diese Darstellung ist eindeutig bestimmt. Da m; nur 
aus Einheiten und nilpotenten Elementen besteht, so sind 

die verschiedenen Primidealen zugehörigen Primärideale, und q' = mf 
+ .... + m~, ist das zu ~H gehörige Primärideal, und ferner wird 

(0) = [ q~ ' .... ' q~ ' q'] 

eine kürzeste Darstellung von (0) in ITT'. Die Eindeutigkeit der Darstel­
lung von (0) durch Primärkomponenten folgt offenbar aus der Ein-

(1) Ohne Hilfe der Sätze 4 und 6 können wir den Satz auch beweisen. Vgl. den 
Beweis von Satz 12. 
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deutigkeit der Darstellung von ffi' als direkter Summe. Hiermit lässt 
a eine eindeutige Darstellung als kürzesten Durchschnitt von endlich 
vielen, zu verschiedenen Primidealen gehörigen Primäridealen zu. 

Es sei nun a das Nullideal im Ring ffi. Ist a prim, so ist unsere 
Behauptung schon einleuchtend. Im anderen Fall ist die Behauptung 
nach Satz 6 auch richtig. 

Aus den Sätzen 4 und 6 folgt auch 

Satz 9. Es sei ffi ein kommutativer Ring mit eingeschränktem 
Vielfachenkettensatz. Jedes Ideal a aus ffi: ist als Durchschnitt von 
endlich vielm minimalen primären Idealen eindeutig darstellbar. 

4. Unabhängigkeit von Teilerkettensatz und 

Vielfachenkettensatz. 

Dass im kommutativen Ring die Bedingungen, Teilerkettensatz 
und Vielfachenkettensatz, von einander unabhängig sind, zeigt das 
folgende 

Beispiel. Es sei ffi der Polynombereich von abzählbar vielen 
unbestimmten X; mit ganzzahligen Koeffizienten. In ffi gebe es aber 
kein ganzzahliges Element. 

ist ein Ideal aus ffi:, wobei p eine Primzahl bedeutet. Im Restklassen­
ring 'iH' = ffi / a sind 

i7 = 0 , PX1 = 0 , X1 = PX2, Xz = px~, •••• , Xi = PX.;+1 , • •. • • 

Setzen wir nun 

Dann erhalten wir eine Kette von Idealen 

Oi C a~ C a~ C . . . . . . . . , 

bei der jedes Ideal ein echter Teiler des vorangehenden ist. Aber die 
Kette bricht nicht im Endlichen ab, also gilt der Teilerkettensatz nicht 
im Restklassenring :R'. 

Es sei 

bi :::_.::, bf _j o; .:;, ........ , 
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eine beliebige Kette von Idealen aus ffi', bei der jedes Ideal ein echtes 
Vielfaches des vorangehenden ist. Wenn b~ aus endlich vielen ver­
schiedenen Elementen besteht, so bricht die Kette offenbar im Endlichen 
ab. Im anderen Fall soll 

b~ = :H' 

sein, und daraus ergibt sich ein Widerspruch gegen die Tatsache, dass 
bi ein echter Teiler von b~ ist. Denn, wenn b ein von Null verschiedenes 
Element aus b~ ist, so wird 

für eine ganze Zahl n , da im Ring die Summe von unendlich vielen 
Elementen nicht definiert ist. Wir können das Element b in der Form 

b = a1 X1 + a2 X2 + .... + a,,, .:l'n 

darstellen, wo ai eine zu p relativ prime ganze Zahl, oder Null und an=!= 0 
ist. Daher folgt die Existenz des Elementes xi in b~ und daraus folgt 
auch die Existenz von X2, Xa, •••• , Xn in b~. Da b~ unendlich viele 
Elemente besitzt, so gibt es in b~ ein solches Element b', dass 

p'"' b' = O n'>N 

ist, wo N eine beliebig gegebene grosse ganze Zahl bedeutet. Hiermit 
enthält b~ stets das Element Xn1, wenn n' jede grosse ganze Zahl ist. 
Also soll b~ = \R' sein. 

KAPITEL II. 

Idealtheorie in Ringen, in denen der Vielfachenkettensatz 

ohne nilpotentes Ideal gilt. 

5. Struktur dieser Ringe. 

Es sei '.R ein kommutativer Ring, in dem keine Bedingung voraus­
gesetzt wird. Ein „ nilpotentes Ideal" von \H ist ein Ideal, das aus 
lauter nilpotenten Elementen besteht. Besitzt ein Ideal wenigstens 
ein nichtnilpotentes Element, so heisst das Ideal „ nicht-nilvotentes 
Ideal". Ist ein Ideal b ein Teiler eines Ideals et und ist eine Potenz 
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jedes Elementes von b stets durch a teilbar, so heisst b , , nilpotent in 
bezug auf a '', oder , , nilpotenter Teiler von a ''. Ist wenigstens ein 
Element aus b nicht-nilpotent in bezug auf o, so heisst b „ nicht­
nilpotenter Teiler von a ''. 

In diesem Kapitel sei 9l immer ein kommutativer Ring, in dem die 
folgende Annahme gilt : 

V1'elfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal. Eine unendliche Kette 
von nicht-nilpotenten Idealen, in der jedes Ideal ein echtes Vielfaches 
des vorangehenden ist, ist unmöglich. 

Aus der Annahme ergibt sich nach Satz 4 

Satz 10. Jedes von~ verschiedene Primideal aus ITT ist ein maxi­
males Ideal. 

Satz 11. Der Ring ffi wird die direkte Summe 

wo n ein nilpotentes Ideal ist, <1> und mi nur aus Einheiten und nilpotenten 
Elementen besteht und direkt unzerlegbar ist. 

Ist ~ die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus iR, so gibt es 
im Restklassenring iH' = ffi l f) kein nilpotentes Element. Nach Satz 4 
wird )Ti.' die direkte Summe 

in'= nti +m~+ .... +m~, 

wo jedes m~ ein Körper ist. Es sei e~ das Einheitselement von m~. 
Dann wird in :li 

(e~-e?)'lni = 0 , 

da jedes Element aus fJ nilpotent ist. Folglich wird 

(1) 

Setzen wir damit 

so wird 

~ = ei, e; ei = 0 (i + J) . 

(1) Dabei gilt in n weder der Teilerkettensatz noch der Vielfachenkettensatz. 
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Hiermit wird 

m = m1+ • • • • +mn+n, 

wo n ein nilpotentes Ideal bedeutet. Dabei ist ei das Einheitselement 
in bezug auf mi. Wäre. m1 direkt zerlegbar, so würde e1 = eu + e12 , · 
en e12 = 0 und folglich würde nach (1) mf auch direkt zerlegbar. Damit 
ist jedes mi direkt unzerlegbar, und folglich besitzt nach Satz 10 jedes 
mi ein einziges Primideal, das zugleich ein maximales Ideal ist, und 
unsere Behauptung ist bewiesen. 

6. Reduktion der Ideale in Ringen mit Vielfachenkettensatz 

ohne nilpotentes Ideal. 

Mit Hilfe von Satz 11 können wir den folgenden Satz leicht bewei­
sen. Aber ich möchte hier einen Beweis ohne Benutzung von Sats 11 
geben. 

Satz 12. Jedes Ideal aus dem Ring ffi , in dem der Vielfachenket­
tensatz ohne nilpotentes Ideal gilt, ist als Durchschnitt von endlich vielen 
Primäridealen eindeutig darstellbar. 

Es sei a ein beliebiges Ideal aus ffi. Das Ideal 9, das aus allen 
und nur den Elementen besteht, von denen eine Potenz zu a gehört, ist 
offenbar halbprim. Ist fJ nicht prim, so existieren zwei Elemente p1 

und P2 , so dass 

Pi$ 0 (fJ), P2 $ 0 (fJ) 

ist. Setzen wir t.)1 = fJ: (p1), so wird lh ein echter Teiler von fJ. Ist Q1 
noch nicht prim, so existieren auch zwei Elemente Pi und p~, so dass 

ist. Da P1Pi $ 0 (f)) ist, so setzen wir f)f = fJ : (p1pf). Dann ist f)f ein 
echter Teiler von f)1 und von ~!½ verschieden. Dabei ist 

Sonst würde Pi= P1Pi(a+r), also würde durch Multiplikation mit p~ 

P1P~=0 (lJ), 
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Damit ergäbe sich ein Widerspruch, dass p~ = 0 (l)1) ist. So fortfahrend, 
erhalten wir eine Kette von Idealen 

wobei jedes Ideal nicht nilpotent ist. Da der Vielfachenkettensatz 
ohne nilpotentes Ideal gilt, so hat das Verfahren nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten ein Ende. Damit. gibt es ein Primideal l,,1, so 
dass 

ist. Dabei soll r1 $ 0 (p1) sein, da fJ halbprim ist. Nach Satz 10 ist l,)1 
auch ein maximales Ideal aus iR • Die Anzahl n der Primideale mit 
den soeben erwähnten Eigenschaften soll auch endlich sein, da im 
Restklassenring lR' = ffi l lJ jedes ri lR' ein Körper ist, und da ri r{== 0 
(lJ) (i =½=j) ist. Es seien l,)1, •••. , Pn alle Primideale mit den obig 
ausgesprochenen Eigenschaften. Ist lJ' = [\J1, \)2, .... ~n] mit fJ nicht 
identisch, so können wir ein Primideal p finden, so dass 1.1 = lJ : (r), r $ 0 
(lJ), r = 0 (lJ') ist. Damit soll eines, etwa p1, aus 1J1, .••• , \Jn mit p 
identisch sein und folglich ist r2 = 0 (l)) , womit wir einen Widerspruch 
erhalten. Hiermit soll 

f) = [ \.11 , \.12 , • • .. , i<] 

sein. 

Da :Pi ein maximales Ideal ist, so wird 

(:Pi , hi) = ITT , 

wo hi ein Element aus lJi = [:P1, ...• , :Pi-1, Pi+1, •••• , \.)n] bedeutet. 
Aus der Tatsache, dass \H 1 :Pi ein Körper ist, folgt damit 

r?-r~ = p;, 

wo r; ein Element aus Qi und Pi ein Element aus i\ bedeutet. Daher 
ergibt sich 

r;2-r~ = h, 

wo h ein Element aus fJ ist. Da h aber nilpotent in bezug auf a ist, so 
wird 
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(r?-rDk = 0 (a) , oder r? === r?k r' $ 0 (a) , 

wobei r' ein Element aus (r;) ist. Setzen wir 

so folgt daher 

ei == e; (a) , 

Da aber eie3 -== 0 (fJ) (i =pj) ist, so muss 

(i'4=j) 

sein. Es sei nun 

q = (e1, e2, ...• , e,., a), 

so ist q ein zu :R gehöriges Primärideal. Denn, wenn jede Potenz eines 
durch CJ unteilbaren Elementes raus fll durch q unteilbar wäre, so wäre 
q durch ein von ill verschiedenes Primideal .p teilbar. Da 'fp~O (p) ist, 
so sollte p nach Satz 10 identisch mit einem, etwa l-)3 , aus P1, .... , Pn 
sein. Aus der Tatsache, dass C{=?O (p3), e3 == 0 (q) ist, ergäbe sich ein 
Widerspruch. Damit ist q ein zu ill gehöriges Primärideal. 

Es sei q, die Gesamtheit aller Element qi von der Art, dass 

ist. Dann ist qi durch Pi teilbar und zugleich ein zu Pi gehöriges 
Primärideal. Denn, wenn jede Potenz eines Elementes Pi aus Pi durch 
CJi unteilbar wäre, so gäbe es ein von :Rund ·Pi verschiedenes Primideal 
p , das ein Teiler von q; ist, da in m I qi der Vielfachenkettensatz gilt, 
falls n =I= 1 ist. Aus l) = 0 (p) wäre p identisch mit einem, etwa P; 
(i=!=j), aus .\:)1, •••• Pn. Aus eie3=0 (a) folgte aber C3 ==0 (p;), womit 
ein Widerspruch sich ergäbe. Ist aber n = 1 , so wird l) = Pi . Hiermit 
soll eine Potenz jedes Elementes aus Pi nilpotent in bezug auf qi sein. 
Wäre 

riPi = 0 (qi), 

wobei ri ein durch Pi unteilbares Element, und Pi ein durch q, unteilbares 
Element aus Pi bedeutet, so würde für ein Element Pi aus p; 
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da ei das Einheitselement in~ I Pi ist. Aus p~m= 0 (qi) folgte 

Daher folgte 

Nach der Eigenschaft von qi würde 

Also so11te Pi= 0 (qi) sein, wobei wir einen Widerspruch hätten. Damit 
soll qi ein zu p. gehöriges Primärideal sein. 

Ist a' = [q1, ...• , qn] von a verschieden, so setzen wir 

" - [ ] 0 - q1, q2 , , • • , , qn , q , 

Dann ist a" offenbar ein Teiler von a. Ist a" ein beliebiges Element 
aus a", so wird nach der Struktur von q 

wo ai die ganzen Zahlen und r1 die Elemente aus :n bedeuten. Da 
a" == 0 (q3) ist, so soll 

sein. Daher ergibt sich a" = 0 (a); also erhalten wir 

Q = [ q1 , • • • • , Qn , Q] , 

und die Darstellung ist offenbar eine kürzeste, da e1 =-= 0 (q;) (i 4:j) ist. 
Schliesslich müssen wir die Eindeutigkeit der Darstellung von a 

als Durchschnitt von Primäridealen zeigen. Die Eindeutigkeit der 
isolierten Primärkomponenten ist aber trivial. Es seien damit 

a = [a', q] = [a', q'] 

zwei kürzeste Darstellungen von a. Ist q' $ 0 (q), so wird für em 
durch q unteilbares Element q' aus q' 

e(q' -eq') = 0 (a) , q'-eq' $ 0 (q), = 0 (q'), 
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wo e = e1 + e2 + ... + en ist. Nach der Eigenschaft von Primäridealen 
qi folgt daraus q' -eq' === 0 (a'). Damit erhalten wir einen Widerspruch 
[a' q'J =f= a. Wäre q' durch q echt teilbar, so könnte q' kein zu ffi 
gehöriges Primärideal sein. Hiermit ist unser Satz vollständig 
bewiesen. 

Aus Satz 11 folgt unmittelbar 
Satz 13. Jedes Ideal aus dem Ring mit dem Vielfachenkettensatz 

ohne nilpotentes Ideal ist als kürzester Durchschnitt von endlich vielen 
minimalen primären Idealen eindeutig darstellbar. 

7. U eher Reduktion der Ideale im Ring, in dem der eingeschränkte 

Vielfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal gilt. 

Für den zugrunde gelegten kommutativen Ring tll werde das 
folgende Axiom vorausgesetzt : 

Eingeschränkter Vielfachenkettensatz ohne nilpotentes Ideal. Jede 
Kette von Idealen, die sämtlich Teiler eines festen, nicht-nilpotenten 
Ideals sind, und bei der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des vorange­
henden ist, bricht im Endlichen ab. 

Satz 14. In 1R gilt die eindeutige Darstellbarkeit jedes Ideals als 
Durchschnitt von endlich vielen minimalen primären Idealen, aber es 
gilt nicht die eindeutige Darstellbarkeit jedes Ideals durch grösste Pri­
märideale (im Sinne von Noether). 

Es sei a ein nicht-primäres Ideal und es sei fJ das zugehörige 
Halbprimideal von a. Dann ist lj nicht prim, und folglich existieren 
zwei Elemente r1, r~ derart, dass 

ist. Ist fJ1 = [): (r1), so ist Q1 nicht nilpotent, da fJ1 ein echter Teiler 
von 1j ist. Ist fJ1 noch nicht prim, so existieren auch zwei Elemente r2, 
r~, so dass 

ist. Daher folgt 
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Denn, wäre (r1 , fJ1) = (r1r2, fJ1), so würde (r1~)2 == 0 (f)), also würde 
r1r~ == 0 (f)), womit wir einen Widerspruch r~ = 0 ({)1) hätten. Indem 
wir so fortfahren, erhalten wir eine Kette von Idealen 

wo fo nicht nilpotent ist. Nach unserer Voraussetzung bricht die 
Kette im Endlichen ab, und wir erhalten ein Primideal derart, dass 

PI$ 0 (\.1t) 

ist. Hiermit können wir genau wie bei Satz 12 beweisen, dass 

'fJ = [ +11, •••• , Pn] 

ist. Da jedes Pi nicht nilpotent ist, so ist +1i auch ein maximales Ideal 
und folglich wird 

ffi' = ffi l tJ = mi + m~ + .... + m~ , 

wobei jedes m~ ein Körper ist. Da fJ das Halbprimideal von a ist, so 
wird auch ,, 

ffi" = ffi I a = m?+ .... +m:z' +n", 

wobei jedes ml nur aus Einheiten und nilpotenten Elementen besteht, 
und n" ein nilpotentes Ideal ist. Aus dieser Struktur des Ringes 
k.. . I . ht . h d ( II " lf ") onnen wir e1c emse en, ass a, m 1 + .... + mi-1 + mi+i + .... + mn 
minimales primäres Ideal von a ist. Hiermit ist die erste Behauptung 
bewiesen. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, genügt es, einen 
Ring zu zeigen, in dem die eindeutige Zerlegung jedes Ideals (im Sinne 
von Noether) nicht gilt. Es sei ffi ein Polynomring von einer Unbes­
timmten x mit ganz rationalen Koeffizienten. Dabei sei aber x2 = 0, 
3 x = 0. Dann gilt in ffi der eingeschränkte Vielfachenkettensatz ohne 
nilpotentes Ideal. Aus x (x-3) = 0 folgt aber 

(0) = [(x), (3)] = [(x), (x-3)], 

wo (3) und (x-3) die zum Primideal (3, x) gehörigen Primärideale und 
von einander verschieden sind. Also erhalten wir zwei verschiedene 
Darstellungen durch grösste Primärideale. Hiermit ist unser Satz 
vollständig bewiesen. 
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KAPITEL III. 

Idealtheorie in Ringen, in denen der T eilerkettensatz 

von Primidealen gilt. 

8. Bedingung für die Endlichkeit von höchsten 

Primidealen jedes Ideals. 

In diesem Kapitel legen wir nur den kommutativen Ring lR 
zugrunde, der die folgende Bedingung erfüllt : 

Teilerkettensatz von Primidealen. Jede Kette von Primidealen, bei 
der jedes Primideal ein echter Teiler des vorangehenden ist, bricht im 
Endlichen ab. 

Ist 6 ein echter Teiler von a, so ist 6 nilpotent in bezug auf a, oder 
nicht. Nach dieser Tatsache werden wir den folgenden speziellen 
Teilerkettensatz definieren : 

Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen. Es gibt keine unend­
liche Kette von Idealen, bei der jedes Ideal ein nicht-nilpotenter Teiler 
in bezug auf das vorangehende ist. 

Satz 15. Ist jedes Halbprimideal aus ffi als Durchschnitt von endlich 
vielen Primidealen darstellbar, so gilt in ffi der Teilerkettensatz von 
nicht-nilpotenten Idealen. 

Es sei 

(1) 01 C02 C 03 C ....... . 

eine unendliche Reihe von Idealen, bei der jedes Ideal nicht-nilpotent 
in bezug auf das vorangehende ist. Dann sind die zugehörigen 
Halbprimideale tJ; von Oi voneinander verschieden, und daraus erhalten 
wir eine Kette von Halbprimidealen 

Es seien l,)fil, •••• , p~J die sämtlichen höchsten Primideale von tJ;. 
Dann ist nach unserer Voraussetzung lJi = [ plil, .... , p~il]. Wir strei­
chen die zugehörigen Primideale von 'f}1 aus, die zu jedem aus tJ2, I)a, •• 

h.. d . <n °> d' ·· b . bl' b .... ge oren, un es seien p1 , •••• , +'mi 1e u rig ge 1e enen zuge-
hörigen Primideale von lh. Dann können wir ein Halbprimideal lJk1 
finden, so dass jedes zugehörige Primideal von 9k, von jedem aus 
1-'P>, •••• , p~> verschieden ist. Wir streichen wieder die Primideale 
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aus, die Teiler von jedem aus Qk,+1, Qk,+2, •••• sind, und es seien 
Pik1l, .p~k1l, • • • • , ~r, die übrig gebliebenen zugehörigen Primideale von 
9ki. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir die ver­
schiedenen Primideale 

Dabei soll jedes pf'sl ein Teiler eines aus :pjks-1l sein. Wir betrachten 
nun die Ketten von Primidealen 

f pfk1) { µti { .... 
+1 (1) 

l l ~~k1) { p(k2) { .... t1 +l 
(2) 

f \)(kt) { plll . s1 +1 
2 l 

Dabei sind p~~t+l, .... ' tiiJ1> die Teiler von pl1l' vi:~1 +1' •••• ' v1~:) die 
Teiler von p}k1J, und so weiter. Da die Kette (1) unendlich ist, so soll 
wenigstens eine Kette von (2) unendlich sein. Hiermit erhalten wir 
eine unendliche Teilerkette von verschiedenen Primidealen gegen die 
Voraussetzung des Teilerkettensatzes von Primidealen; also ist unser 
Satz bewiesen. 

Die Umkehrung dieses Satzes gilt auch 
Satz 16. Wird in ~R der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten 

Idealen vorausgesetzt, so gilt in ffi der Teilerkettensatz von Primidealen, 
und jedes Halbprimideal ist als Durchschnitt von endlich vielen Prim­
idealen darstellbar. 

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend. 

Es sei 9 ein Halbprimideal, das kein Primideal ist. Dann existieren 
zwei Elemente r1 , r2 von der Art, dass 

ist. Es sei I)t = 9: (r2). Ist 91 noch nicht prim, so gibt es auch zwei 
Elemente ri, r~ derart, dass 
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ist. Damit wird 

und lJ2 ist ein nicht-nilpotenter Teiler von 91, da ri = 0 (1)2), r? $ 0 Cth) 
ist. Wäre rf!' = 0 (f)I), so würde (r{r2)" = 0 @, oder rir2 :::=a O ({_1), da tJ 
Halbprimideal ist. Daher folgte ?1 = 0 (1J1). Indem wir so fortfahrt:n, 
erhalten wir eine Kette von Idealen 

dabei ist jedes Ideal ein nicht-nilpotenter Teiler des vorangehenden. 
Nach unserer Voraussetzung bricht die Kette im Endlichen ab, also 
gibt es ein Primideal 1)1 derart, dass 1)1 = 1): (r'), r' $ 0 (lj) ist. 

Da r' durch lj unteilbar ist, so ist r' nicht nilpotent in bezug auf 6 , 
und folglich ist 

b1 = ({J, r') 

ein nicht-nilpotenter Teiler von lJ . Ist lj' das zu h1 gehörige Halbprim­
ideal, so wird 

[{)', pi]= fJ. 

Denn eine Potenz des gemeinsamen Elementes g von lj' und Pi ist durch 
b1 teilbar, und folglich ist die Potenz von g durch r, teilbar, also muss g 
durch lj teilbar sein. Nach dem obigen Beweis hat f)' auch ein höchstes 
Primideal P2 und ferner wird 

Dabei ist 1J" ein Halbprimideal und zugleich ein nicht-nilpotenter Teiler 
von lj'. So fortfahrend und bedenkend, dass die Kette von nicht­
nilpotenten Teilern im Endlichen abbricht, gelangt man nach einer 
endlichen Reihe dieses Verfahrens zu der Beziehung 

fJ = [ Pi , l-12, •••• , p.,.] , 

wobei P1, .... , p.,. verschiedene Primideale bedeuten. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Satz 17. Ist ein Ideal a aus ~ als Durchschnitt von endlich vielen 
Primärkomponenten darstellbar, so bildet die Gesamtheit aller Nullteiler 
in bezug auf a endlich viele Prim ideale. 
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Nach Voraussetzung sei 

a = [ Q1, Q2, •••• , q,.] 

eine kürzeste Darstellung von a durch Primärkomponenten. Es seien 
auch .Pn1 •••• .p„i die zugehörigen niedersten Primideale von a . Ist p 
ein beliebiges Element eines aus .p„1 , •••• , .p„i , das durch a unteilbar 
ist, so können wir zwei verschiedene Fälle betrachten. Zum ersten sei 
p durch q1, •••• , Qi teilbar, aber nicht durch Q1+1, •••• , Qn. In diesem 
Fall ist p offenbar ein Nullteiler in bezug auf a, da a = [[q1, .•.. , q,J, 
[Q1+1, ••.. , q„J], [Q1+1, ••.. , q,.] $ 0 (a) ist. Zum zweiten sei p durch 
keines aus q1, •••• , q,,. teilbar. Dann gibt es eine solche ganze Zahl 
Ä ( >- 2) , dass p>--1 durch keines aus q1 , •••• , q,,. teilbar ist, p>- aber 
durch wenigstens eines aus q1, ••.• , q„ teilbar ist. Nach dem ersten 
Fall folgt unmittelbar die Existenz des Elementes r derart, dass 

r$ 0 (a) 

ist. Folglich können wir auch eine ganze Zahl µ ( ~ 1) finden, so dass 

p..,__1r$ 0 (a) 

ist. Damit ist p auch ein Nullteiler in bezug auf a. 
Ist ein Element r durch keines der zugehörigen Primideale teilbar, 

so soll r kein Nullteiler in bezug auf a sein. Denn, wäre 

rr' = 0 (a), r'$ 0 (a), 

so würde nach der Eigenschaft der Primärideale 

r' == 0 (qi) (i = 1, 2, .... , n) , 

und wir erhalten einen Widerspruch, dass r' == 0 (a) ist. 

9. Bedingungen für eindeutige Reduktion jedes Ideals 
durch endlich viele Primärideale. 

Satz 18. Ist jedes Ideal a aus fR als kürzester Durchschnitt von 
endlich vielen Primärkomponenten eindeutig darstellbar, so ist das 
zugehörige Primideal von a , das kein höchstes ist, mit dem Einheitsideal 
o identisch, und für das zu o gehörige Primärideal q von a gilt 
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(q, a) = (q2, a) = .... , ITT I a = q' + n', 

wo jedes Element aus n' nilpotent ist, und das q entsprechende Ideal q' 
das Einheitselement besitzt. 

Ist f) ein Halbprimideal, so soll jedes qi in der kürzesten Darstellung 
[J = [q1, .... , qn] ein Primideal sein. Folglich gilt nach Satz 15 der 
Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen im Ring ITT. 

Es sei 

die kürzeste Darstellung von a durch grösste Primärideale, und es 
seien Pi, .... , Pn die zugehörigen Primideale und P1, •••• , Ps die 
höchsten Primideale und Ps+I, •••• , Pn die nicht-höchsten Primideale. 
Dann folgt die Existenz eines Elementes r1 von der Art, dass 

r1 $ 0 (pi) (i = 1, 2, .... , s) , 

ist. Denn wir können ein Element Pi finden, so dass 

Pi$ 0 (pi) , Pi~ 0 (\,J1) , ...• , (Pi-1) , (pi ~1) , 

(i = 1, 2, .... , s). 

ist. Setzen wir r.+1 = P1 + .... + Ps, dann wird 

.... ' 

rs+l $ 0 (\.li) (i = 1, 2, .... , s) . 

Setzen wir wieder r1 = r!!P .... r~n, so besitzt r1 die oben angegebene 
Eigenschaft. Es wird offenbar 

0 = [ q1, • • • • , qs, (rio, a)] 

eine kürzeste Darstellung, da r1 $ 0 (pi) (i = 1, .... , s) ist, und qi 
(i = 1, 2, .... , s) zu dem höchsten Primideal von a gehört. Nach der 
eindeutigen Zerlegbarkeit von Ct bestehen alle qs+1, •••• , qn in der 
Darstellung von (r10 , a) durch grösste Primärideale. Es sei damit 

(r1 O, Cl) = [ q~, •.•. , q~ , q•+l, .... , qn] . 

Wenn keines aus qs+I, •••• , Qn ein isoliertes Prirnärideal von (r10, Ct) 

ist, so können wir auch ein Element r2 finden, so dass 
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(r10, a) = [qi ... . qi, (r10, r20, a)], r2$ 0 M) (i = 1, 2, .... , t), 

r2 = 0 ( [qi+l' •.•• ' q~' q.+1 ' .... ' qn]) 

ist. Weiter ist a = [ q1, .... , q., (r1o , r20, a)] auch eine kürzeste 
Darstellung. (r2 o, r1 o, a) ist aber nicht nilpotent in bezug auf (r1 o, et). 
Ist keines aus q.+1 , ..•. , qn die isolierte Primärkomponente von (r2 o , 
ri o, et) , so wiederholen wir das Verfahren. Nach Satz 15 bricht das 
Verfahren im Endlichen ab, und schliesslich erhalten wir, dass 

a = [ q1, .... , q. (r;.o , •• , • , r1 o, a)] 

eine kürzeste Darstellung ist, und eines, etwa q.+1, aus q.+1, .••• , Qn 

eine isolierte Primärkomponente von (r;.o, .... , r10 , a) ist. Dabei 
ist offenbar 

eine Teilerkette von nicht-nilpotenten Idealen. Ein höchstes Primideal 
P>--1 von (r;.-1 o, .... , r1 o, et) soll durch Ps+t teilbar sein, da \.1s+1 ein 
zugehöriges nicht-höchstes Primideal von (r;._1 o, .... , r1 o, a) ist. Es 
sei nun ).1.+1 von ffi verschieden, dann soll 

(r;.o, .... , r10, a) =!= (r;.\.).+1, r;.-1 o , .... , r10, a) 

sein ; sonst würde 

wo r' ein durch Ps+1 unteilbares Element, und r1 PH+ •••• + r;.-1Pn--1 ein 
Element aus P>--1 , und p;.;. ein Element aus .Ps+t bedeutet. Da r;. $ 0 
(lJ>--1) ist, so ergäbe sich ein Widerspruch, dass r' -p;.;. == 0 (lJ;.-1) , r' = 0 
(p, e1) ist, da h-1 = 0 (Ps+t) ist. Da (r;. Ps+I' r;.-1 0' ...• ' r1 0' a) $ 0 (pi) 

(i = 1, 2, .... , s), =O ([q.+1, .... , qn]) sind, so ist die Darstellung 

(1) a = [q1, ..... 'q., (r;.\.)s+J, r;.-10, •.•. ' r10' a)] 

auch eine kürzeste. Jedes höchste Primideal von (r;. o, .... , r1 o, a) 
ist zugleich das höchste Primideal von (r;. Ps+1, r;.-1 o, .... , o r1, a), da 
r;. ~ 0 (v.+1) ist. Gibt es in der kürzesten Darstellung von (r;. Ps+i, 
r;.-1 o, .... , r1 o, a) das Primärideal q.+1 , so wird 

r1a1 + .... +r;.a;. $ 0 ((r;.l,Js+t, r;._1o .••• , r10, a)), 

r"(r1a1+ .••. +r;.a;.)=O((r;.Ps+l1 •••• , r10,a)), 
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wo r" $ 0 (Ps+1) ist. Denn qs+1 ist eine isolierte Primärkomponente von 
(r„ o, .... , r1 o, a). Also wird r"r„ a,. - r„Ps+1 = 0 ().1,._1). Aber aus 
r,. $0 (\h-1) folgt r." a,. - PHI= 0 (\.h-1). Da \h-1 = 0 (Ps+1) ist, so ergibt 
sich daraus r" a,. = 0 (\)s+1). Hiermit erhalten wir a,. = 0 ().)s+1), und 
daher folgt 

Das widerspricht unserer Voraussetzung. Folglich besteht qs+1 nicht 
in der kürzesten Darstellung (1) von a und damit ist ein Widerspruch 
bewiesen. Hiermit soll \)s+t mit :R identisch sein, und der erste Teil 
des Satzes ist bewiesen. 

Ist in der kürzesten Darstellung a = [q1 , .... qs , q] q das zu o 
gehörige Primäridea], so wird a = [ q1, ...• , q. (a, q2)] auch eine 
kürzeste Darstellung von a, und (a, q2) ist auch ein zu o gehöriges 
Primärideal. Aber nach der Eindeutigkeit der DarstelJung von a folgt 
unmittelbar 

(a , q) = (a , q2) = ........ . 

Es sei q' das q entsprechende Primärideal im Restklassenring :W = ffil a. 
Dann gibt es in q' ein nicht-nilpotentes Element rf. Es sei r~ ein 
nicht-nilpotentes Element aus q' in bezug auf (r~). und r~ ein nicht­
nilpotentes Element aus q' in bezug auf M, r~) und so weiter. Dann 
wird nach Satz 15 und nach der eindeutigen Zerlegung 

q' = (r;, ~ .... r~) = (r{ , r;, .... , r~)2 =!= (0) . 

Damit besitzt q' das Einheitselement e'<1l und daher folgt 

ffi' = q' + n' , 

wobeijedes Element aus n' nilpotent ist, und q' das Einheitselement e' 
besitzt. 

Satz 19. Es sei ffi direkt unzerlegbar, und es sei jedes Ideal aus ffi 
eindeutig zerlegbar im Sinne von Noether. Dann ist jedes maximale 
Primideal \.)1 ( =+= (0)) zugleich ein maximales Ideal. 

· (1) S. Mori, Ueber Ringe., dieses Journal, 1. S. 174. 



304 S. Mori. 

Es sei r1 ein nicht-nilpotentes Element aus Pt. Gibt es in Pt noch 
ein nicht-nilpotentes Element r2 in bezug auf (r1), so betrachten wir das 
Ideal (r1, r 2) • Gibt es in P1 noch ein nicht-nilpotentes Element ra in 
bezug auf (r1, r2), so bilden wir das Ideal (rt, r2, rs). Da in 1R der 
Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt, so kommt dieser 
Prozess zum Abschluss und liefert ein Ideal t1 = (rt, .... , rn) von der 
Art, dass alle Elemente aus p1 nilpotent in bezug auf tt sind, und r1 = 0 
(p1) ist. Wenn alle Elemente aus p1 aber nilpotent sind, so soll r1 = (O) 
sein. 

Zunächst nehmen wir an, dass rr kein Primärideal ist. Dann wird 

rr = [ q1, q], 

wo q1 zu Pt , und q zu iR gehört, da p1 ein maximales Primideal ist. 
Nach Satz 18 ist 

wo q' das Einheitselement e' besitzt. Dabei bedeuten q~ und q' die q1 
bzw. q entsprechenden Ideale in ffi' .. Damit ist ffi 1 +11 ein Körper, da Pt 
ein maximales Primideal ist und da es in ffi 1 +11 das Einheitselement 
e' gibt. 

Es sei tj =I= +11 und rr primär. Besitzt p1 einen von ~H verschiedenen 
echten Teiler a , so wird 

wo P1 ein durch rr unteilbares Element aus p1 bedeutet. Denn, wäre 

so würde rpt == ap1 (rr), worein durch a unteilbares Element ist. Da rj 
primär ist, so sollte 

r-a = 0 {p1) , oder r O (a) 

sein, und ein Widerspruch ergäbe sich. Also ist (p1a, tj) nicht primär, 
und folglich wird 

(pta , tj) = [q1 , q] • 
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Daher folgt genau wie bei obigem Fall, dass iR I p1 ein Körper ist. Das 
widerspricht unserer Varaussetzung. Hiermit soll. p1 ein maximales 
Ideal sein. 

Es sei endlich rr = P1 . Dann ist offenbar 

Daraus folgt 

wo p,3 die Elemente aus 1)1 sind. Durch Multiplikation mit rs erhalten 
wir daraus 

Durch Elimination von r1, .... rs-1, rs+l, .... , rn ergibt sich 

r:+1 -r:+1p1 = 0 (s = 1, 2, .... , n) , 

wo Pt auch ein Element aus p1 bedeutet. Dabei ist offenbar r:+ 1 + 0. 
Aus tt = ti = Pt folgt damit Pt = p\, und folglich ist lR direkt zerleg­
bar, und wir gelangen zu einem Widerspruch gegen die Annahme, dass 
m direkt unzerlegbar ist. Hiermit ist unsere Behauptung richtig. 

Satz 20. Es sei jedes Ideal aus lR eindeutig zerlegbar im Sinne von 
Noether. Ist ein vom Nullideal verschiedenes Primideal p durch ein von 
~R verschiedenes Primideal p1 echt teilbar, so soll 

m =p+m 

sein. 

Wie beim Beweise des Satzes 19 sei 

ein durch p teilbares Ideal von der Art, dass jedes Element aus p stets 
nilpotent in bezug auf r ist, und dass jedes rl=I= O) nicht nilpotent ist. 

Es sei zunächst ri-1 =I= t' für eine ganze Zahl i ·2: 1 . Dabei ist 
t 0= p . Dann gibt es in p ein Ideal Oi , das nicht primär und ri-I:::::, Oi ;:;=; ri 

ist. Denn, ist ti nicht primär, so setzen wir ai = ti. Dann ist unsere 
Behauptung einleuchtend. Im anderen Fall sei 
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wo p ein durch ti unteilbares Element aus tH und P1 ein durch µ 
unteilbares Element aus +31 bedeutet. Dann ist 

sonst würde rp == rp'ip (ti), wobei r ein durch .p1 unteilbares Element 
ist. Folglich wäre 

p{r = 0 (p1), 

da tj primär ist. Also ergäbe sich ein Widerspruch, dass r = 0 (p1) ist. 
Damit soll a; nicht primär, und ti-l:::::, ai 2 ti sein. Folglich wird nach 
Satz 18 

CTi = [ qi, q] , 

wo Qi die isolierte Primärkomponente und q das zu ffi gehörige Primär­
ideal ist. Nach Satz 18 ist weiter 

(1) ffi' = ffi f o; = q~+q', 

wo q' das Einheitselement e' besitzt. 

I. Es seit= (0). Dann wird 

(e' -e'2)m = O. oder e'm = e12m a', 

wo a' = 0 (q) ist. Setzen wir e = e''ma', so wird e2 = e, e :._-:: 0 (q). 
Daher folgt 

ffi=m+n, n + (0), 

wo m das Einheitselement e enthält. Da jedes Element aus p nilpotent 
ist, so soll n = 0 (p) sein. Wäre p + n, so folgte nach Satz 18, dass ein 
von ffi verschiedenes Primideal mit ffi identisch sein solle, da [m, p] 
+ (O) wäre. Daher folgt 'ffl: = m + p • 

II. Es sei ti-i + ti (i > 3). Dann ist nach dem Fall 1 

(2) 
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sonst folgte nach Satz 18, dass ein von ili verschiedenes Primideal mit 
1)1 identisch sein solle. Aus (1) und (2) folgt 

e'p = 0 (ai), e' $ 0 (p) • 

Da r ai "== 0 (ri) ist, so soll 

e't:2 - 0 (ri) , (i:?:. 3) 

sein, und folglich wird 

wobei r2 = (r~, rf, .... , r~,) ist, und Pii die Elemente aus p bedeuten. 
Durch Elimination von r~, .... , r;_1 , r;, 1 •••• r~, ergibt sich 

1( In' ) - 0 ( • - 1 2 1) ri e -p - 1, - , , •••• , n , 

wo p ein Element aus p ist. Wenn e'n' -p= 0 (p) wäre, so würde e'n' = 0 
(p). Das widerspricht der Tatsache, dass e' $ 0 (p) ist. Hiermit soll 

(e'••' -p)t:2 = (0) , e'n' -p $ 0 (p) 

sein. Folglich ist ri (i? 3) nicht primär, und aus der Struktur von ai 
wird ai = ri. Wir erhalten damit 

(e'n' -p)e'2n - e'n (ri) , oder (e'n' -p)2el2n = (e'n' -p)e'n. 

Wir setzen jetzt e = e'n (e'n-p). Dann wird e = e2 $ 0 (p). Daher folgt 

ffi = m+n, 

wo m das Einheitselement e hat. Aber aus e t 2 = (0), e $ 0 (p) folgt 
n = 0 (p). Wie beim ersten Fall können wir beweisen, dass n = p ist. 
Also erhalten wir 

~ = m+p. 

Endlich sei ri = ri+I =I= (0) für eine ganze Zahl. i. Dann wird 

ffi=m+n. 



308 S. Mori. 

Dabei enthält m das Einheitselement e und das Ideal r•. Daher folgt, 
dass rn = m = 0 (p) ist. Ist m =J= \), so ist nach dem Fall 1 das Ideal tt 
direkt zerlegbar, und wir erhalten auch 

';Jt = p+n' 

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 

Satz 21. Jedes Ideal aus m ist dann und nur dann als kiirzester 
Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen, die zu verschiedenen 
Primidealen gehören, eindeutig darstellbar, wenn in m die folgenden 
Bedingungen erfiillt sind : 

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in m . 
2. Ist µ(=J= (0)) ein maximales Primideal, so ist p zugleich ein maxi­

males Ideal von m , oder :R = m + p , wobei eines aus m , v das Einheits­
element besitzt. 

3. Ist p1(=J= (0)) ein nicht-maximales Primideal, so ist ffi = m1 + \:)1, 
wo eines aus m1 , \)1 das Einheitselement hat. 

Zunächst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus ffi die eindeutige 
Zerlegung durch grösste Primärideale zulässt. Nach Satz 15 gilt in ff{ 
offenbar der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen. Es sei 
p(=J= (0)) ein maximales Primideal. Ist 1ll direkt unzerlegbar, so wird 
nach Satz 19 p ein maximales Ideal. Im anderen Fall ist aber die 
Anzahl der unzerlegbaren nicht-nilpotenten Ideale, aus denen ffi als 
direkte Summe besteht, endlich, da in ffi der Teilerkettensatz von 
nicht-nilpotenten Idealen gilt. Ein nicht-nilpotentes unzerlegbares 
Ideal % ist durch p unteilbar, und :R = (:H1, p). Ist [ffi1, \_1] ,4= (0), so 
soll nach Satz 19 lJ zugleich ein maximales Ideal von ffi sein. Ist aber 
(%, p]= (0), so wird offenbar 

Ist ein Ideal a durch p echt teilbar, und ist jedes Element aus p 
nilpotent in bezug auf a , so wird 

a = [p, ( a, lRi>] 

.eine kürzeste Darstellung durch grösste Primärideale. Aus der 
eindeutigen Zerlegbarkeit von a folgt, dass :111 = ffij ist. Da :H1 kein 
nilpotentes Element hat, so soll :R1 das Einheitselement besitzen. Denn 
jedes zu ffi1 gehörige Primärideal soll mit lR1 .identisch sein. Für jedes 
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durch p teilbare Ideal a gebe es in .p immer ein nicht-nilpotentes 
Element in bezug auf a. Dann besitzt p das Einheitselement, da 
p = (r1, r2, .••• , rn)2 ist, wo (r1) C (r1, r2) C .... eine Teilerkette von 
nicht-nilpotenten Idealen ist. Hiermit ist die zweite Bedingung 
notwendig. 

Ist pkl= (0)) ein nicht-maximales Primideal, so wird nach Satz 20 

ffi = m1 + Pt • 

Wir können ganz genau wie beim vorigen Fall beweisen, dass p1 oder 
m1 das Einheitselement besitzen. Damit ist die dritte Bedingung auch 
notwendig. 

Es werden nun die drei Bedingungen vorausgesetzt. Es sei a ein 
beliebiges Ideal, das nicht primär ist, und es sei fJ das zugehörige 
Halbprimideal von a . Dann wird nach Satz 16 

Ferner wird der Restklassenring ffi' = ffi I a die direkte Summe 

(1) ffi' = nti+m~+ .... +m~+n', 

wo n' ein nilpotentes Ideal ist, oder 

(2) ilt' = tni+m~+ .... +111;,-1+n', 

wobei n' ein Ideal ohne Nullteiler ist, in dem jedes von (0) verschiedene 
Primideal zugleich ein maximales Ideal ist. In beiden Fällen ist m; 
direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, aber ohne Nullteiler, in 
dem jedes von (0) verschiedene Primideal ein maximales Ideal ist, oder 
direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, das nur aus Einheiten 
und nilpotenten Elementen besteht. 

Denn, wenn p1 ein nicht-maximales Primideal ist, so wird nach der 
dritten Bedingung 

ffi' = llli+Pi' 

wo lni oder Pi das Einheitselement besitzen, und lni ein Ideal ohne 
Nullteiler ist. Ist \)2 ein maximales Primideal, so ist +12 zugleich ein 
maximales Ideal oder i"R' = m~+p~. Im ersten Fall ist 

\)2r = 0 (fJ) , r "-F 0 (\.12) , r = 0 ( [lh, p3, •• , • Pn]) • 
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Da m I p2 ein Körper ist, so wird damit 

rr' $ 0 (lh). 

Also wird (rr')2-rr' = 0 {lj). Damit können wir ein Element e~ finden, 
so dass 

e?= e~ (a), 

ist. Folglich wird auch 

m' = m'+n'' n'=O M), 

wo m' das Einheitselement e~ hat. Dabei ist m' dirket unzerlegbar, 
sonst würde in ~1' 

Da .p~ prim ist, so würde etwa e~1 == 0 M) . Aus '2~ = 0 ( [p1 ps ... Pn]) 
folgte '2'21 == 0 (a) , womit wir einen Widerspruch hätten. Ist m' ein 
nicht-nilpotentes Element aus m' , so soll m' $ 0 (p~) sein, sonst würde 
aus m' '2 = m' offenbar m'k = 0. Damit ist m'm" = e~, da (e~~)k = 0 
ist, wo p~ ein Element aus p~ ist. Also besteht m' nur aus Einheiten 
und nilpotenten Elementen. Im zweiten Fall ist 

wobei m~ oder .p~ das Einheitselement hat, und m~ ein Ring ohne 
Nullteiler ist. Daher erhalten wir die soeben erwähnte Darstellung 
von ffi'. Hiermit ist jedes Ideal als Durchscenitt von isolierten Primär­
komponenten und dem zu ffi gehörigen Primärideal darstellbar. Es 
wird nämlich a = [q1 , Q2 .•.• , qn , q], oder a = [q1 , q2, •••• , qn]. 

Es sei jetzt 

[ 1 ' ' ] 0 = Q1 , Q2 , • • • • , Qn' · 

eine andere kürzeste Darstellung von a durch grösste Primärideale. 
Dann ist für jede isolierte Primärkomponente leicht zu beweisen, dass 
Qi = q~ (i = 1, .... , n) ist. Ist q~, nicht isolierte Primärkomponente, 
so ist das zu q~ gehörige Primideal p~, ein Teiler eines, etwa l:11 , aus 
p1, .•.. Pn. Dabei soll p1 kein Einheitselement hahen, da die Darstell­
ung von a eine kürzeste ist. Nach der dritten Bedingung ist p~, = ffi, 
sonst würde qf == 0 (q~,). Aus der Darstellung von ffl' als direkter 
Summe folgt damit q~, = q , und der Satz ist vollständig bewiesen. 



Ueber eindeutige Reduktion von !dealen in Ringen ohne Teilerkettensatz. 311 

1 0. Bedingungen für eindeutige Reduktion jedes 

Ideals durch primäre Ideale. 

Satz 22. Jedes Ideal aus ffi ist dann und nur dann als kürzester 
Durchschnitt von den endlich vielen zu höchsten Primidealen gehörigen 
primären Idealen eindeutig darstellbar, wenn in ~H die folgenden Beding­
ungen erfüllt sind : 

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in ~R . 
2. Ist ein Ideal a nicht primär, so besitzt 1R I a das Einheitselement. 
3. Zwei gegenseitig relativprime Primideale sind stets teile,jremd<1l. 

Zunächst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus iR die eindeutige 
Reduktion zulässt. Dann ist die erste Bedingung nach Satz 15 offenbar 
notwendig. 

Ist 

a = [ Q1, Q2' •••• ' Qn] n > 2' 

so wird nach unserer Voraussetzung 

Qi = (a , q;) = (a, qD = . . . . (i = 1, 2, .•.. , n) • 

Aus eindeutiger Reduktion von a erhalten wir auch 

wo a C (a , ri1) C (a, ri1, ri2) C .... eine Teilerkette von nicht-nilpoten­
ten !dealen bedeutet. Im Restklassenring iH' = ffi I a hat das q.; entspre­
chende Ideal q: damit das Einheitselement ei , und folglich wird in ffi' 

e~e~ •... e~ = 0, 

ffi' = m~+m~+ .... +m~+n', 

wo mi das Einheitselement ei hat. Da ei $ 0 (µD ist, so soll m{ + .... 
+ mI-1 + mf +1 + ... + m~ + n' := 0 (pD sein, und folglich ist jedes Element 
aus n' nilpotent. Nach der Eindeutigkeit von Qi muss n' = (0) sein. 
Damit ist die Bedingung 2 notwendig. 

(1) Zwei Ideale a und li heissen „teilerfremd", wenn (a, li) = W ist. Zwei Primi­
deale P1 und P2 hE:issen „ gegenseitig relativprim ", wenn P1 $ 0 (p2), p2 $ 0 (p1) ist. 
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Da 

e~(e1 + • • • • +ei-1 +ei+l + • • • • +en) = e1+ • • • • +ei-1 +ei,-1+ • .. . en, 

eie~ = 0. 

ist, so soll q~ = mf + .... + mf-1 + mf +1 + .... + m~ sein. Im Ring m~ soll 
das Nullideal damit primär sein, und folglich ist mI direkt unzerlegbar. 
Daher folgt, dass (pi, Pi) = \R ist, wenn Pi, Pi die verschiedenen höchsten 
Primideale von a sind. Es seien p , p' zwei gegenseitig relativprime 
Primideale, dann wird a' = [i:,, i:,'] eine kürzeste Darstellung durch 
primäre Ideale. Nach dem soeben gewonnenen Ergebnis folgt unmit­
telbar, dass 

(lJ' p') = ~ 

ist. Hiermit ist die dritte Bedingung auch notwendig. 
Es werden die drei Bedingungen vorausgesetzt. Ist a ein beliebiges 

Ideal und ist lj das zugehörige Halbprimideal, so folgt nach Satz 16 

{) = [ l,J1, l)2 , • • • • , l,Jn] , 

wo l)1 , p2, .... , Pn alle höchsten Primideale von a bedeuten. Ist n = 1, 
so ist a ein primäres Ideal. Im anderen Fall folgt aus dem Bedingungen 
(2) und (3), dass \R I a das Einheitselement e hat, und dass 

(\Ji' l)j) = ~ (i + j) 
ist. Folg1ich wird 

e-,- Pi (pi) (i =t= j) , 

wo Pi ein Element aus Pi bedeutet. Daraus folgt 

(1) P~ = Pl• • • •Pi-1Pi+1 • • • •Pn $ 0 (pi)• 

Andererseits ist aber 

e2 = e (pi). 

Nach (1) ist damit 
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Daher folgt 

wo r ein Element aus ~ ist. Setzen wir eI = pfmr, so wird 

e? = e~ (a), e~e1 == 0 (a) (i =l==d), 

und folglich ist 

001_\UI _ '+ 1+ + '+ 1 .n - .Jl a - m1 m2 • • • • mn. n • 

Da eI $ 0 (pi) ist, so soll mf + .... +mI-1+mI+1+ .... +m~+n' =0 (pi I a) 
sein. Damit ist jedes Element aus n' nilpotent. Wäre n' -=l== (0), so 
sollte 

e = mi+ .... +m~+n, n+o 

sein. Da n nilpotent ist, so folgte daraus e = mfk + .... + m~k und wir 
hätten einen Widerspruch. Hiermit ist :R' = m{ + m~ + .... + m~. Aus 
~ = [p1, p2, .... , :Pn.] folgt auch, dass jedes Element aus [mI, Pi I a] 
nilpotent ist. Damit ist das Nullideal in :R' als Durchschnitt 

(0) = [m;+ .... m~, mf +m~+ .... +m~, .... , mi + .... +m~-1] 

von primären Idealen m{ + .... + mI-1 + mf+1 + .... + m~ eindeutig dar-
stellbar. 

11. Bedingungen für eindeutige Reduktion jedes Ideals 

durch endlich viele minimale primäre Ideale. 

Satz 23. Jedes Ideal aus :R ist dann und nur dann als kürzester 
Durchschnitt von endlich vielen minimalen primären Idealen eindeutig 
darstellbar, wenn in :R die folgenden Bedingungen gelten: 

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in ffi • 
2. Je zwei gegenseitig relativprime Primideale pi und \)2 aus :R sind 

teilerfremd, und :R I Pi und :R / p2 besitzen das Einheitselement. 
Zunächst beweisen wir, dass die Bedingungen notwendig sind. 

Nach Satz 15 ist die erste Bedingung notwendig. Sind zwei Primideale 
l,J1 und i12 gegenseitig relativprim, so setzen wir a = [1:>1, +>2], und es sei 
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a = [D1, D2] die Darstellung von a durch minimale primäre Ideale. 
Dann werden nach der Voraussetzung in »t' = ffi I a 

D~ = D?, 

wo Df = (ril, ri2, .... rini) ist, und (r;i) ,.::::: (ri1, ri2) C:::: •••• S Pi eine 
Teilerkette von nicht-nilpotenten !dealen bedeutet. Daher folgt die 
Existenz des Einheitselementes von Df und 

ffi' = Di+D~+m'. 

Aber aus Di = 0 (pi), Df =-== 0 (pf) [pf, pn = (0) folgt m' = (0). Damit 
ist die zweite Bedingung auch notwendig. 

Die Bedingungen sind auch hinreichend. Es sei ein Ideal a nicht 
primär, dann ist das zugehörige Halbprimideal lj von a als Durchschnitt 
von endlich vielen Primidealen darstellbar. Nach der Bedingung 2 
wird 

R' = ffi I lJ = m{ + m~ + .... + m;, , 

wobei jedes m~ das Einheitselement, aber kein nilpotentes Element hat. 
Denn es gibt ein Element ri derart, dass 

ist. Da lj das Halbprimideal von a ist, so wird auch 

ffi" = :R I a = m{' + m~' + .... +m~' +n", 

wobei jedes mi' das Einheitselement hat, und n" nilpotent ist. Ferner 
. t [ " "] ·1 t D . . t . d ( " " · " 1s mi , Pi m po ent. am1t 1s Je es a, m1 + ... +mi-1 + ini+1 + .... 
+ m~') das minimale primäre Ideal von a. Also ist a als Durchschnitt 
von endlich vielen minimalen primären Idealen eindeutig darstellbar. 

KAPITEL IV. 

Idealtheorie im allgemeinsten Ring. 

12. Bedingungen für eindeutige Reduktion jedes Ideals. 

Hilfssatz. Es sei jedes Ideal aus dem allgemeinsten Ring ffi al8 
Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen (im Sinne von Noether) 
eindeutig darstellbar. Dann istJedes Halbprimideal fJ als Durchschnitt 
von endlich vielen Primidealen darstellba1·. 
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Nach der Voraussetzung lässt lj eine kürzeste Darstellung 

IJ = [ Q1 , q2 , •••• , qn] 

durch grösste Primärideale zu. Es sei Pi das zu qi gehörige Primideal. 
Dann soll +li = qi sein, und alle +\ sollen durch einander unteilbar sein. 
Denn, wäre +11 durch +12 teilbar; so würde jedes Element aus Q1 nilpotent 
in bezug auf Q2. Aus IJ2 = [q1, qs, .... , Qn] folgte aber, dass 

"'2 $ 0 (g)' 

ist. Also würde 

Das widerspräche der Eigenschaft eines Halbprimideals. Damit sind 
alle p; durch dinander unteilbar. Wäre \.1i + Qi, so würde 

wo r ein durch l)i unteilbares Element aus [q1 .... , qi-1, q;+1, .•.. qn] 
bedeutet. Daraus folgte 

Pir $ 0 (lj), (pir)l == Ü (g) . 

Das widerspräche der Eigenschaft vom Halbprimideal. Damit ist 
unsere Behauptung richtig. 

Satz 24. Es sei ffi ein kommutativer Ring ohne jede Bedingung. 
Ist jedes Ideal aus :)1 als Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen 
(im Sinne von Noether) eindeutig darstellbar, so gilt in i)r der Teiler­
kettensatz von Primidealen. 

Es sei 

+11 C P2 C p3 C ....... . 

eine Teilerkette von Primidealen, und es sei Ps von ~R verschieden. Es 
sei p2 ein durch P1 unteilbares Element aus p2 und IJ1 das Halbprimideal 
von (\.)1, P2) • Dann gibt es nach dem Hilfssatz ein höchstes Primideal 
~1~ von ())1, P2), das durch \)2 teilbar ist. Es sei Ps ein durch pf unteil­
bares Element aus l)s und fJ2 das Halbprimideal von (pf, Ps). Dann gibt 
es auch ein höchstes Primideal p~ von M, Ps) , das durch p3 teilbar ist. 
Setzen wir 
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so wird P2 $ 0 (a) . Sonst würde 

rp2 = 0 (a), oder rP2 == P2P; (Pi), 

wo r ein durch pf unteilbares Element und p; ein Element aus pf ist. 
Da ))1 prim und P2 $ 0 ())1) ist, so folgte daraus r == 0 (pÜ , und wir 
hätten einen Widerspruch. Damit ist a kein Primärideal. Nach 
unserer Voraussetzung ist damit 

(l = [ q1 ' q2 ' •••• ' qn] (n > 2) ; 

dabei seien)){', .... , \.1~' die zugehörigen Primideale von a. Es seien 
auch l,J{', •••• , +1f' die Primideale, die kein Teiler von \.1, sind, und 
+1:~1, ..•• , +1~' die Primideale, die Teiler von p' sind.. Dann ist 

(1) P2 = 0 (qi) (i = 1, 2, .... , s) , 

da P2 \Jf = 0 (a) und \.lf $ 0 (\.1I'> (i = 1, 2, .... , s) ist. Damit soll s < n 
sein. Sind alle p;{1, ••.• , :p~' echte Teiler von \.1~, so existiert ein 
Element q von der Art, dass 

(2) q=O (qi) (i = s+l, .... , n), q$0 M) 

ist. Ferner wird 

(3) 

Sonst würde P2 q == P2P, (\.11), q-p, == 0 (p1), q :-:::: 0 (p'). Aus (1) und (2) 
folgt P2 q = 0 (a) , und das widerspricht (3). Hiermit soll p~ ein zu a 
gehöriges Primideal sein, und folglich gehört eine Primärkomponente 
qs von a zu \.1,. Da pf auch ein höchstes Primideal von a ist, so gehört 
q2 auch zu \.1~ . Damit ist 

a1 = [p~, qs] 

auch eine kürzeste Darstellung von a1 durch grösste Primärideale. Da 
p~ ein höchstes Primideal von (\.lf , p3) ist, so wird 

(4) 

wo r ein durch i1f unteilbares Element ist. Aus der Eigenschaft des 
Primärideals qs folgt 
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Es sei jetzt t12 = (mm, 01), und q~ die Gesamtheit aller Elemente~ aus 
p~ derart, dass 

r' $ 0 (p~) 

ist. Dann ist q' auch ein zu v, gehöriges Primärideal. 
Denn, wäre 

p~' r" == 0 (q~) , p'f = 0 (p~) , p~' $ 0 (q~) , r" 0 (p~) , 

so würde p~'r"' = 0 (02), r"' $ 0 (pf). Also ergäbe sich ein Wider­
spruch, dass Pr= 0 (q') ist. Ist pf" ein beliebiges Element aus pf, so 
wird nach ( 4) 

r $ 0 (p~). 

Da jedes Element ausµ~ nilpotent in bezug auf a1 ist, so soll (pf"r)k1= 0 
(a2) sein, also wird pf"kl = 0 (qf) • 

Damit ist qf ein zu µ~ gehöriges Primärideal. 
Wäre Psm= 0 (qf), so würde 

r1 $ 0 (p~) . 

Daher folgte 

Also ergäbe sich ein Widerspruch. Damit muss nach der Struktur 
von q~ 

sein, da a2-0 (qs) ist.' 

Da a1 aber durch qf teilbar ist, so soll 

01 = [ qf. pn 

auch eine kürzeste Darstellung durch grösste Primärideale sein. Wir 
erhalten damit einen Widerspruch gegen die Tatsache, dass die 
Darstellung jedes Ideals eindeutig ist. Also soll \Ja mit dem Einheits­
ideal identisch sein, und der Satz ist vollständig bewiesen. 

Nach dem Sätzen 21 und 24 erhalten wir endlich 
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Satz 25. Fs sei ffi ein allgemeinster kommutativer Ring ohne 3"ede 
Bedingung. Jedes Ideal aus ffi ist dann und nur dann als kürzester 
Durchschnitt von endlich vielen, zu verschiedenen Primidealen gehörigen 
Primäridealen (im Sinne von Noether) eindeutig darstellbar, wenn in ffi 
die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1. Der Teilekettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in m. 
2. Ist p (4= (0)) ein maximales Primideal, so ist p zugleich ein 

maximales Ideal von ffi , oder ffi = m + µ, wobei eines aus m , :p das 
Einheitselement hat. 

3. Ist Pi ( =!= (0)) ein nicht-maximales Prim ideal, so ist ffi = 1111 + p1 , 

wobei eines aus m1 und ).)1 auch das Einheitselement besitzt. 

Mit Hilfe des Beweises von Satz 21 ergibt sich aus Satz 25 

Satz 26. Es sei ffi ein allgemeinster kommutativer Ring ohne J·ede 
Bedingung. Jedes Ideal aus ffi ist dann und nur dann (im Sinne von 
Noether) eindeutig zerlegbar, wenn in :R d 0ie folgenden Bedingungen 
erfüllt sind : 

1. Der Teilerkettensatz von nicht-nilpotenten Idealen gilt in \11: • 

2. ffi wird die direkte Summe 

wo mi ein direkt unzerlegbares Ideal mit Einheitselement, aber ohne 
Nullteiler bedeutet, in dem jedes von (0) verschiedene Prim ideal zugleich 
ein maximales Ideal ist, oder wo mi ein direkt unzerlegbares Ideal mit 
Einheitselement ist, das nur aus Einheiten und nilpotenten Elementen 
besteht. Dabei ist n ein nilpotentes Ideal, oder ein Ideal ohne Nullteiler, 
in dem jedes von (O) verschiedene Primideal zugleich ein maximales Ideal 
ist. 

Herrn Professor M. Sono bin ich für seine Anregung zu dieser 
Arbeit und sein dauerndes Interesse an ihrem Fortgang zu grossem 
Dank verpflichtet. 
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