Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit
in Integritatsbereichen.

Von

Shinziro MORI und Takeo DobDo.

(Eingegangen am 20. 9. 1936.)

Fir die im Titel erwadhnten Bedingungen hat B.L. van der
Waerden den folgenden merkwiirdigen Satz bewiesen® :

Wenn in einem Ring der Teilerkettensatz gilt, ein Emheltselement
vorhanden ist, jedes Hauptideal einem Produkt von héheren Primidealen
dquivalent ist und wenn fiir Hauptideale die Quasiteilbarkeit mit Teil-
barkeit gleichbedeutend ist, so ist der Ring ganz-abgeschlossen in seinem
Quotientenring und umgekehrt.

Diese gegebenen Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit beruhen
aber auf den Eigenschaften der Hauptideale. Der Hauptzweck der vor-
liegenden Arbeit ist nach einer von van der Waerden ganz unabhéngigen
Beweismethode die Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit anzugeben,
die von den Eigenschaften der symbolischen Potenzen der Primideale
abhingen.

Ist p ein Primideal aus dem Ring R, so besitzt p” eine einzige,
und zwar zu p gehérige isolierte Prlmarkomponente P diese wird
nach W. Krull® die ,, symbolische r-te Potenz von p‘ genannt, und sie
besitzt die folgende wichtige Eigenschaft :

P ist die Gesamtheit aller Elemente aus p, die durch Multiplika-
tion mit geeignetem durch p unteilbarem Element aus R in Elemente
von P verwandelt werden kinmen.

Im folgenden behandeln wir nur den kommutativen Ring mit Ein-
heitselement, aber ohne Nullteiler, in dem der Teilerkettensatz gilt.
Wir -wollen diesen Ring ,, Integrititsbereich mit Teilerkettensatz “ nennen

(1) B.L. van der Waerden, Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz-ab-
geschlossenen Ringen, Math., Annalen 101 (1929), 293.
B.L. van der Waerden, Zur Idealtheorie der ganz-abgeschlossenen Ringe,
Math. Annalen 101 (1929), 309.
(2) W. Krull, Idealtheorie (1935), 37.
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und ihn mit § bezeichnen. Betrachten wir aber statt der von Null
verschiedenen Ideale, bzw. Elemente die reguldren Ideale, bzw. Elemente,
so iiberzeugen wir uns leicht, dass im Ring mit Nullteiler gleichfalls
alle jene Resultate gelten, die wir in dieser Arbeit fiir den Integritits-
bereich & gewinnen werden.

Uber symbolische Potenzen eines Primideals.

In diesem Paragraphen wird die Struktur des Primideals p im
Integritédtsbereiche & mit Teilerkettensatz, fiir das kein weiteres Primaér-
ideal zwischen p® und p® eingeschaltet werden kann, untersucht, und
der Vereinfachung halber werden wir zunichst den folgenden einfachen
Hilfssatz beweisen.

Hilfssatz. Ist r ein durch ein Primideal p(é\: (0)) unteilbares
Element aus &, so ist es unmoglich, dass fitr eine ganze Zahl m

, " =0 ()
1st.

Denn, wire (r)p™ =0 (p™*!), so wiirde man wegen des vorausge-
setzten Teilerkettensatzes erhalten

7b; = Pub1+Dishat . ... +Dinby t=12....,m),

wobei p™ = (by, by, ....,b,) ist und p,;, die Elemente aus p bedeuten.
Durch Elimination von bs,....,b, ergibe sich

Puu—7, P2 eoev) Din

y i R n
b, Da1, P22 P =0,

Pnly Prgs oo oo s P =T

oder »* =0 (p). Das widerspricht der Voraussetzung, dass r durch p
unteilbar  ist.

Satz 1. Es sei p ein beliebiges Primideal aus dem Integritits-
bereich §. Wenn kein weiteres Primdrideal zwischen den symbolischen
Potenzen p© =p und p® eingeschaltet werden kann, so gibt es auch
kein Primdrideal zwischen den sukzessiven symbolischen Potenzen p®
und PV, und ferner muss ein beliebiges zu p gehériges Primdrideal
mit einer symbolischen Potenz identisch sein.
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Bekanntlich sind alle symbolische Potenzen von p vonemander
verschieden,’"’ wenn b 2 (0) ist.

Da nach unserer Voraussetzung kein Primirideal zwischen p° und
9@ eingeschaltet wird, so gibt es in p ein Element p derart, dass

W p£06?, =0 (%)
ist, wo r ein durch p unteilbares Element aus I bedeutet. Daher folgt
M#=0 (((,¥)). und nach (1) ergibt sich daraus (9)p =0
< ((p”), p3) ) Auf dieselbe Weise erhalten wir im allgemeinen

@) e =0 ((@)¥)).

Dabei muss p* & 0 (p**) sein. Sonst wire (»)p* =0 (p**!) fir ein
durch p unteilbares Element 7°; was aber nach dem Hilfssatz unmég-
lich ist.

Ist q ein zu p gehoriges Primirideal, fiir welches p@® > q > pG+v
gilt, so muss ¢+1 der Exponent von q sein, und wir kénnen in q ein
durch p%*? unteilbares Element p’ finden. Bezeichnen wir mit ' die

zu p gehorige isolierte Primirkomponente des Ideals ((20'), P“’), so soll
(3) PP >q29 > perP
sein. Nach (2) folgt daraus
@ )7 =0 (), ¥"))
fiir ein durch p unteilbares Element 7. Also ist
(@), p*) 2 (), p*) > pi.

Dabei ist 72" & 0 (p**), sonst wire ' =0 (p**P). Ferner muss q"
auch die zu p gehorige isolierte Priméirkomponente von (('r”p’), p“‘)
sein, da 7/ £ 0 (p) ist. Aus (4) folgt leicht

v'p =ap* ), ax0 (p)

(1) W. Krall, loc. cit. 37.
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fiir ein Element ¢ aus . Durch Multiplikation mit a erhalten wir
aus (2)

(ar)p* =0 (((r”p’), b"”)>, ar* £ 0 (p)

und daraus ergibt sich ein Widerspruch p® = 0 (q') mit (3). Hiermit
ist die Annahme einer Existenz des Primérideals q derart, dass

PP > q > ptY ist, falsch; also ist der erste Teil unseres Satzes be-
wiesen.

Es sei q ein zu p gehériges Primérideal mit dem Exponent m.
Dann ist

p(m) =0 (q) , p(m—-l) :3_‘5 0 (q) .

Im Fall q = p™ ist unsere Behauptung schon einleuchtend. Wir nehmen
nun q 3 »™ an, und beweisen, dass wir damit zu einem Widerspruch
gelangen werden. Es sei also ¢ ein durch p™ unteilbares Element aus
q, dann gilt immer

(5) r.q % 0 (p™)

fur jedes durch p unteilbare Element r,. Aus (1) erhalten wir

9 p=0 ((rp), (1)) ) und daraus folgt (p=0 (((»),+)). Imall

gemeinen gilt
®) typ=0 ((@9")).
Da g ein Element aus p ist, so folgt aus (5) und (6)

™ =0 ( ((o), bm)) , g0 (™).
Sonach kénnen wir nach (2)
) Q=T P° AT (), 0<<s<m)

setzen, wobel alle 7 ein durch p unteilbares Element bedeuten. Durch
Multiplikation mit p™*! erhalten wir daraus 7rgp™*!=7rp™? (p™)
und zwar muss 7™ ! % 0 (™) sein; sonst wire r'7rp" =0 (p™),
7 20 (p), also nach (2) rray™Ppm1=0 (™), rror™ 10 (p); was
dem Hilfssatz widerspricht. Das Element 7gp™ ! ist sonach durch
p™? teilbar, aber durch p™ unteilbar ; also ist
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pr 2 (Fgpm), pm) o, ((Fgp™ ), pm) £ 0 (™).

Nach dem oben gewonnenen Resultate muss die zu p gehdrige isolierte
Primdrkomponente q° von ((?qp"‘““), p"‘) mit p™ P identisch sein.

Anderseits ist aber ¢ =0 (q), da ((?'qp"‘“s“), p”‘) =0 (q) ist. Hiermit
erhalten wir den Widerspruch, dass p™ = 0 (q) ist, womit unser Satz
in seinen allen Teilen vollstindig bewiesen ist.

Satz 2. Ist p ein Primideal ausser (0) in &, und gibt es kein
Primdrideal zwischen den symbolischen Potenzen »® und p®, so muss
p etn minimales Primideal® in ¥ sein.

Zum Beweise nehmen wir an, dass p ein echter Teiler eines Prim-
ideals p’ ist. Dann konnen wir folgende zwei Fille unterscheiden :

1. Essei ¥ =0 (™) und p £ 0 (p™*V). Dann ist

My=00m, @Yx006")

fir ein durch p unteilbares Element », und die zu p gehorige isolierte
Priméirkomponente von ((r) y, p’"“) ist nach Satz 1 mit p™ identisch.
Es ist ndmlich

) . )y =0 (W, ™),

wo 7 ein durch p unteilbares Element bedeutet. Setzen wir nun
b = [, p™], so ist nach dem Teilerkettensatz p™ = (b, (»), (p2),...., (ps))
und alle Py, P2, ....,0s miissen durch P’ unteilbar sein, da p™ 2 0 (p')
ist. Daraus ergibt sich nach (1)

P =pubt ... 0D ()

Py = P+ ... . F 00 (V)

..........................

YDy = Paprt . ... +0w0s ()

wo p}; Elemente aus p sind. Durch Elimination von p, ps,...., D, er-
halten wir
8 pre—
o —p)=0 (), »=0().
(1) Wenn ein Primideal p (ausser (0)) in § kein echtes Primunterideal besitzt,
so heisst » ,, minimal in J.“
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Da p, aber durch " unteilbar ist, so folgt daraus

P-p=0(@), ' =0(@).

Das widerspricht der Tatsache, dass " 3 0 (p) ist. Also kann dieser
Fall nicht vorkommen. '

2. Es sei stets p = 0 .(p®) fir jede ganze Zahl 7. Dann ist nach
Satz 1 p’-immer durch jedes zu p gehoérige Primérideal teilbar. Nach
dem Primiridealsatz von Krull® muss ' damit Nullideal sein.

Es muss also p ein minimales Primideal in § sein.

Satz 3. Gibt es kein Primdrideal zwischen den zwet symbolischen
" Potenzen p® und p® eines vom Nullideal verschiedenen Primideals p, so
st

pp’ $ 0 (p(l+lt"1))

fiir ein beliebiges durch PP bzw. p@ wunteilbares Element p bzw. p’
aus p.

Beim Beweise setzen wir voraus, dass » bzw. " durch p%~? bzw.
P4V teilbar aber durch p*’ bzw. p'“’ unteilbar ist. Dabei muss nach
unserer Annahme

@) . 2XZMh=Rk, 2=m=p

sein. Aus unseren Voraussetzungen folgt einerseits, dass nach Satz
2 p zum Ideal (p) gehoren muss, und anderseits, dass es nach Satz 1
kein Primdrideal zwischen p™1™ und p%’ gibt. Aus p=0 (P4D),
p 30 (p%) folgt somit, dass Pt~ die zu p gehorige isolierte Primér-
komponente von (p) sein muss. Fir (p") erhalten wir auch dieselbe
Beziehung. Nach dem wohlbekannten Satz von E. Noether erhalten
wir hiermit die kiirzesten Darstellungen als Durchschnitt von Primér-
idealen

@2 O =0b"aq....,0.] @)=F1Vaq....,q0].
Aus der ersten Darstellung ergibt sich

o A Wm=0 (M), Prla..... =0 ((p)).

(1) W. Krull, loc. cit., 36. Primé#ridealsatz: Im Integrititsbereich & mit dem
Teilerkettensatz ist der Durchschnitt b aller zu einem festen Primideal p gehérigen
Primérideale stets gleich (0).
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Da aber q;....q, 3 0 (p) ist, so gibt es ein Element r, derart, dass
(3) =0 ((p), 710 (b
ist. Aus der zweiten Darstellung von (2) folgt in gleicher Weise

@) =0 (@), %0 ().

Wire nun pp’ = 0 (p4+#-D), so wire
(5) rpp’ =0 (p**#Y)

fir ein durch p unteilbares Element ». Also ergibe sich aus (3), (4)
und (5)

(r’)pﬁ*’-’fz = (p/H-/J—I)

fir ein Element ' = rry7; 3 0 (p). Da aber nach (1) ,+p#4—2 <<+
p—1 ist, so erhielten wir daraus einen Widerspruch mit dem Hilfssatz.

Satz 4. Zwischen P und p® kann ein weiteres Primdirideal
dann und nur dann nicht eingeschalttet werden, wenn alle zu p ge-
horige Primdrideale irreduzibel sind.®

Wenn zwischen p® und p® kein Primérideal eingeschaltet werden
kann, so gelten die Kongruenzen (2) und (6) im Beweise des Satzes 1;
also ist

) ()P =0 ’ (((pi), pi-!-l))

@ ey =0 ((@, "))

fir ein durch p unteilbares Element ». Es seien nun a, 'und a; zwel
beliebige durch p™ (m = 2) unteilbare Elemente aus p. Dann wird
nach (2)

™oy =0 (((p), b"‘)) ™ lgy =0 (((p), b’”)).

Daraus folgt nach (1)

(1) Ein Ideal heisst irreduzibel, wenn es als Durchschnitt zweier echter Teiler
nicht dargestellt werden kann. Vgl. W. Grobner, Uber irreduzible Ideale in kom-
mutativen Ringen, Math. Annalen 110 (1934), 197.
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3) ra = 7‘;11’81"1'7';1“11781“1‘{' ceen (™)
70y = reptre.,pe e L0 (97,

wobei 7,74, ....; 77, 1*;;, .... durch p unteilbare Elemente bedeuten. Da

a; und a, durch das Primirideal p™ unteilbar sind, so muss +'a; = 0
®™), 'az % 0 (»™) und folglich

1<, <m, 1<s,<m

sein. Aus (3) folgt leicht

S

@ Prymp™ T = ryrep™ Tt = rriap™ et (07).

Ware ririp™ =0 (p™), so wire Trergp™ =0 (™), 7% 0 (p), also
nach (1) (W;lr;;rm‘l) pm =0 (p™), ?"r,’,lr;;rm’l % 0 (p), was aber nach dem

Hilfssatz unméglich ist. Somit muss
(5) rrep™ 0 ()
sein. Setzen wir

= ((al)y ‘p(M)) ’ ap = ((a2)7 ‘p(WL)) ’

so sind sie ein echter Teiler von ™, und nach (4) und (5) muss der
Durchschnitt [aj, as] ein echter Teiler von p™ sein. Aus dieser Tatsache
folgt leicht die Irreduzibilitit aller p™. Denn, wenn in der Darstellung
p™ = {a,b] a und b ein echter Teiler von P™ sind, so miissen a und
b durch p teilbar sein, da p™ primaér ist.

Sind alle zu p gehérige Primérideale irreduzibel, so gibt es kein
Primérideal zwischen »® und p®. Denn, wire q ein solches Primaér-
ideal, dass p* > q > p® wire, so konnten wir ein Element p bzw. ¢ in
pP bzw. q finden, das durch g bzw. p® unteilbar wire. Es sei nun

a= (), o=/ (@),
dann wére fir ein gemeinsames Element g von a; und a

g=rp=rgq (p®).

Nach p % 0 (q), q > p® folgte daraus 7, = 0 (p), und folglich g = 0 (»®).
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Also wére
»® = [ay, ]

und dabei wiren a; und a, beide ein echter Teiler von p®, und wir
hétten einen Widerspruch mit unserer Voraussetzung.

Aus dem Beweise des eben formulierten Theorems erhalten wir
auch den folgenden Satz.

Satz 5. Zwischen p¥ und p® kann ein Primdrideal dann und
nur dann nicht eingeschaltet werden, wenn »® irreduzibel ist.V

Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit des
Integritdtsbereiches (.

Nach den Vorbereitungen im vorigen Paragraphen wollen wir an
unsere Hauptaufgabe, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fiir. die ganze Abgeschlossenheit von & anzugeben, herantreten.

Satz 6. Ist  ganz abgeschlossen und ist ein Primideal p minimal
m §, so kann kein weiteres Primdrideal zwzschen PP und p® ein-
geschaltet werden.

Wir setzen die Existenz eines solchen Primérideals q” voraus, so
dass

p(l) ) q/ > p(Z)

ist. Dann gibt es ein Element p in ¢, das nicht in p® liegt, und wir
erhalten eine kiirzeste Darstellung von (p) durch grésste Primdrkom-
ponenten

(1) (p) = [q’ Qs o o0 ey qm]

und dabei muss eine von den Primirkomponenten q;, etwa g, ein zu p
gehoriges Primérideal sein, da p in § minimal ist. Es seien py,....,
P die anderen zugehorigen Primideale von (p). Aus (1) folgt
00G....0n=0 ((p)), aber 1....q. %0 (v). Aus (p) =0 (q) folgt
somit =0 (¢), also ist PP >q¢ 2q. Da p das zu (p) gehérige
minimale Primideal ist, so gibt es nach (1) ein Element " mit den
Eigenschaften :

) ®p=0 (@), %0 ().

(1) Dieser Satz folgt auch aus Satz 4a von Grobner. Vgl. W. Grobner, loc. cit.,
205.
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Nach (p) =0 (q) folgt somit (p)=0 (p), da pE0 (q) ist. Aus
@)pr=0 ((p)) erhalten wir ein Ideal a derart, dass

3) @)p=(®a

ist. Ware nun a % 0 (p), so wire nach (8) p'p, = pa fiir ein durch
p unteilbares Element a aus a, und es miisste p, ein Element aus p
sein, Daraus ergdbe sich pa = p'p; =0 (p*) und folglich hitten wir
p=0 (p?), da a durch p unteilbar wiare. Was aber der obigen Vor-
aussetzung p % 0 (p®) widerspricht. Deshalb muss a = 0 (p) sein, also

folgt aus 3) ()a=0 ((p) a). Ist a3, a5 ....,a, eine Basis fir a, so
erhalten wir

P'a; = rapoi+rapost .. .. +rpa, Z=12....,m)),

wo 74, die Elemente aus & bedeuten. Setzen wir p' = pa, so wird «
ein Element aus dem Quotientenkdrper von 3 und es ergibt sich

ad; = 'r.iia/1+7'.,j2d2+ PPN +’rinan : (i = 1’ 2, ceeay n) .
Durch Elimination erhalten wir
a+ra .+, =0,

dabei sind 7; die Elemente aus . Wegen der ganzen Abgeschlossen-
heit muss « ganz, also p’ durch p teilbar sein. Das ist aber nach (2)
unméglich. Sonach gibt es kein Primiérideal ¢’ von der Art, dass
PP > q > p® ist.
Satz 7. Ist ¥ ganz abgeschlossen, so ist jedes zugehérige Primideal
eines Hauptideals stets in § minimal.
' Es sei (p) =[0,92....,q9m] eine unverkiirzbare Darstellung eines
Hauptideals (p). Unter den zugehérigen Primidealen p, gibt es ein
minimales in , da ein isoliertes zugehdriges Primideal eines Haupt-
ideals minimal in & ist.’ Es sei nun p, nicht minimal in &, dann
wird es ein minimales in & geben, das zu (p) gehdrt und durch p,
teilbar ist. Dieses sei etwa p;. Da p, das zu (p) gehérige Primideal
ist, so gibt es ein Element 7/, so dass

(1) W. Krull, loc. cit., 87. Hauptidealsatz: Jedes minimal Primoberideal p eines
Hauptideals von J ist auch in § minimal.
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pe=0:0), v*x0 ()

ist.Y Dabei muss o' = 0 (q), also ' = 0 (py) sein, da (p) = 0 (q;) und
P 0 () ist. In einer kiirzeste Darstellung von (p')

(pl) = [qL qé’ co ey q:n’]
muss eine Komponente qi zu p; gehéren, und aus p' =0 (q) folgt
g1 =0 (q). Nach Satz 1 und Satz 6 folgt
(1) a=p" q=p,

da q; und q{ zum minimalen Primideal j; in & gehéren. Dabei be-
deutet p bzw. ¢’ den Exponent von q; bzw. qf, und ferner ist

(2) rF=p,

weil g1 = 0 (q) ist. Aus p = (p) : (), P = 0 (ps) folgt () =0 ((p)),
also ist ()p, = (p)a fir ein Ideal a. Wire a0 (b)), so wére
p'py = pa fir ein durch p; unteilbares Element a aus a, wobei p; ein
Element aus p; ist. Aus den obigen Darstellungen von (p) und (p')
durch Primérideale ergibe sich nach (1)

rp =0 (pf), rE0 (p),
P =0 0f), 7 E0 ().
Danach folgte aus p'p; = pa durch Multiplikation mit 7
pary’ =0 (o),  arr’ E£0 ().

Damit ergdbe sich p =0 (**Y), also nach (2) p=0 (p{**P). Das
wire aber nach der Eindeutigkeit der isolierten Primirkomponenten in der
kiirzesten Darstellung von (p) unméglich. Sonach muss a durch p; teilbar
sein. Es seli nun a5, a3, ...., a, eine Basis fiir a, dann ergibt sich aus

den gleichen Schlilssen wie bei Satz 6 p' =0 ((p)). Das Widersbricht

dem vorher gewonnenen Resultate p" % 0 ((p)). Hiermit kann kein
nicht-minimales Primideal in & zum Hauptideal gehéren,

(1) S. Mori, Uber Ringe, in denen die grossten Primirkomponenten jedes Ideals
eindeutig bestimmt sind, dieses Journal 1 (1931), 170,
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Satz 8. Ist jedes zum Hauptideal gehirige Primideal stets in
minimal und kann kein Primdrideal zwischen den symbolischen
Potenzen P und p@ des beliebigen minimalen Primideals p in I je
etngeschaltet werden, so ist ¥ ganz abgeschlossen.

Zum Beweise nehmen wir an, dass & nicht ganz abgeschlossen sei.
Dann gibt es in & zwei Elemente p und ¢ derart, dass

p \" p n-1 _
0 (ﬁ +r1<—(}—) +o4m=0, px0 (@),
wobei 7; die Elemente aus J bedeuten. Aus (1) ergibt sich

2 +rp* g+ ... Frgt =

und folglich ist p™ = ((q)). Damit erhalten wir nach der im Satz

ausgesprochenen ersten Voraussetzung die kiirzesten Darstellungen durch
grosste Primarkomponenten

(p)=[Q1,(12,----,Qm,'~---,Qn], (Q)=[qi)qé’--t°9q;u]’

wobei q; und q; zu p; gehorige Primérideale sind. Nach Satz 1 folgen
aus der im Satz ausgesprochenen zweiten Voraussetzung, dass q; = pi*
q; = p®? ist. Hiermit erhalten wir zwei kiirzeste Darstellungen

@) @ =D, ..., 057, ..., 0] (@) =[pP,...., ¥kl

Danach ist es wegen p 0 ((q)) unmoglich, dass fir alle { = ,2,....,m
a; = b; ist. Somit, konnen wir a; << b; voraussetzen. Aus (3) haben wir

pn-—l g=0 (pl(al(n—1)+bl)) ,

pn—zqz =90 (pl(al(n—2)+2b1)) ,

Pq n -1 =9 (p (a,1+(n—1)b1))
qn = 0 (pl('nbl)) .
Dabei ist aber nach a; <b,

Also aus (2) folgt
p"=0 (pl(al(n—l)%l)) .
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Das ist unméglich, da aus (8) » 2 0 (p{*?) und aus Satz 8 " £ 0
(p{*a*P) folgt. Deshalb muss & ganz abgeschlossen sein.

Das Gesamtresultat unserer Untersuchung iiber die Beziehung
zwischen ganzer Abgeschlossenheit von & und symbolischen Potenzen
der Primideale fassen wir in die folgenden Sétze zusammen :

Hauptsatz. Notwendig und hinreichend, damit der Integritiis-
bereich ¥ ganz abgeschlossen set, ist, dass kein Primdrideal zwischen
den symbolischen Potenzen »© und @ des zu einem beliebigen Haupt-
ideal gehorigen Primideals p je eingeschaltet werden kann.

Denn, nach Sitzen 6 und 7 ist die Bedingung notwendig und um-
gekehrt ist die Bedingung nach Sitzen 2 und 8 auch hinreichend.

Nach Satz 5 konnen wir den soeben gewonnenen Hauptsatz auch in
folgender Weise formulieren :

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Inte-
grititsbereich ganz abgeschlossen ist, ergibt sich, dass die symbolische
Potenz p® eines zu einem beliebigen Hauptideal gehorigen Primideals p
immer irreduzibel sein muss. Y

(1) Nach W. Grobner ist fiir die Galtigkeit der ganzen Abgeschlossenheit in &
notwendig, aber nicht hinreichend, dass jedes Hauptideal aus & reguldr (im Sinne von
Grobner) ist. Vgl. W. Grobner, loc. cit., 222. Die Regularitit eines Hauptideals be-
deutet, dass die zu ihm gehérigen Primideale minimal in & sind, und dass seine
isolierten Primérkomponenten irreduzibel sind. Daraus folgt aber nicht, dass die
symbolische Potenz 1@ eines minimalen Primideals in § stets irreduzibel ist.
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