Uber die Produktzerlegung der Hauptideale.

Von

Shinziro MORI.

(Eingegangen am 20. 9. 1937.)

Fir die Produktzerlegung der Hauptideale eines Integritdtsbereichs
ist Herr Schmidt® ohne Beweis zu folgendem Ergebnis gelangt:

Damit in einem Integrititsbereich % jedes Hauptideal als Potenz-
produkt von Primidealen darstellbar ist, ist notwendig und hinreichend,
dass

1) Jjede mit einem Hauptideal beginnende Idealquotienten-kette im
Endlichen abbricht,

2) & ganz abgeschlossen ist.

Dieser Satz hat meines Wissens noch keinen Beweis gefunden und
er scheint mir ziemlich schwer. Im folgenden will ich das Problem
nur fir den speziellen Fall untersuchen, in dem jedes Hauptideal als
Potenzprodukt der in ¢ minimalen Primideale darstellbar ist.

Produktzerlegung der Hauptideale eines 0-Integrititsbereichs.

In diesem Paragraphen sei 3 ein Integritdtsbereich mit 0-Satz.
Dann gilt in § zunéchst folgender Satz:

Satz 1. Ist jedes Hauptideal aus & als Potenzprodukt von end-
lich vielen Primidealen darstellbar, so besitzt jedes minimale Primideal
p in & die folgenden Eigenschaften : '

1. Jede Potenz von p ist primdr.

2. Kein Primdrideal kann zwischen p und 1* eingeschoben werden.

Nach dem Hauptidealsatz von Krull® ist jedes héchste Primideal
eines Hauptideals (p) auch in & minimal, und folglich existiert ein
minimales Primideal in §. Da  keinen echten Nullteiler hat, muss

(1) Fr. K. Schmidt, Uber die Primidealzerlegung der Hauptideale eines Integritsits-
bereichs, Sitz.-Ber. Miinchen. Akad. Wiss. (1928), 285.
(2) W. Krull, Idealtheorie (1935), 37.
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p"3=p"*! fir jedes minimale Primideal p in § sein® Ist p ein be-
liebiges durch p" unteilbares Element aus p, so ist danach

@)=pPP....0;", a<n.

75

Wire pr=0(p"), % 0(p), so folgte aus (r)=p, pz"....po"

a ay

PP B P =007,

wobei jedes aus Py, ....Pm Pi....Pn durch p unteilbar wire. Also
wire das Produkt pi'....pemp,".... " durch p unteilbar, und nach
dem in der Fussnote ausgezeichneten Hilfssatz® hitten wir einen
Widerspruch. Néamlich p* muss primér sein.
‘ Es sei q ein Primérideal von der Art, dass p>q>p? ist. Dann
konnen wir in q ein durch p? unteilbares Element ¢ finden, und nach
unserer Voraussetzung erhalten wir die Produktzerlegung (¢)=ppr . ... pe,
wo alle Primideale py, s, . ..., b durch p unteilbar sind. Also ist fiir
ein durch p unteilbares Element 7 p(»)=0(q). Daraus folgt ein Wider-
spruch p=q. Kein Primirideal kann danach zwischen p und »* ein-
geschoben werden.

Satz 2. Ist jedes Hauptideal von § als Potenzprodukt von endlich
vielen Primidealen darstellbar, so ist

S OSIRE oRE o S i IR
fir die minimalen Primideale p; in 3.

Es ist offenbar

1) PP .. p=0 (0),

wenn wir d=[p;, Pz...., D] setzen. Wenn pr s .... P b ist, so
konnen wir in b ein Element d finden, so dass d £ 0(p; .... py") ist.

Da (d) als Potenzprodukt von Primidealen darstellbar und durch p;*
teilbar ist, muss

(1) S. Mori, Uber Ringe, in denen die grossten Primarkomponenten jedes Ideals
eindeutig bestimmt sind, dieses Jour. I (1931), 176.

(2) S. Mori und T. Dodo, Bedingungen fiir ganze Abgeschlossenheit in Integritits-
bereichen, dieses Jour. 7 (1937), 16. Hilfssatz. Ist r ein durch ein Primideal y(3:(0))
unteilbares Element aus 3, so ist es unmoglich, dass fir eine ganze Zahl m (r)ym=0
(pm+1) 4st,
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@) () =Prpst. ... P .o B*
sein. Nach Satz 1 ist aber p;* primér und daher folgt

a;zal’ aézaz,----, ' a;Zan-

Aus (1) und (2) erhalten wir damit (d)=0(p;'ps". ... p»*) und das wider-
spricht der obigen Voraussetzung d30(p; ....Jp."). Es muss nidmlich
d=[pr", Pz .o vs P l=pr'Pe ... P sein. :

Fir die durch Fr. K. Schmidt gestellte Frage kann ich noch keine
richtige Antwort finden. Wenn wir aber die Darstellbarkeit des Haupt-
ideals als Potenzprodukt von minimalen Primidealen in & betrachten,
so gelangen wir zu folgendem Ergebnis:

Satz 8. FEs set I ein Imtegrititsbereich mit 0-Satz. Damit in §
Jjedes Hauptideal als Potenzprodukt von minimalen Primidealen in &
darstellbar ist, ist notwendig und hinreichend, dass

1) & ganz abgeschlossen ist,

2) jede Potenz eimes minimalen Primideals in & primdr ist,

3) (p)=ba ist, wenn p ein hochstes Primideal von (p) ist.

Zunichst nehmen wir die Darstellbarkeit jedes Hauptideals als
Potenzprodukt von minimalen Primidealen in & an. Dann ist nach
Sétze 1 und 2 jedes Hauptideals als Durchschnitt von endlich vielen
Primaridealen, die zu minimalen Primidealen in & gehoren, darstellbar,
und nach dem in der Fussnote gezeichneten Satz® muss § ganz ab-
geschlossen sein. Die Bedingungen 2) und 8) sind auch notwendig.

Nach dem Hauptidealsatz von Krull sind die héchsten Primideale
eines Hauptideals (p) auch minimal in . Nach der Bedingung 1) er-
halten wir damit

(1) (p)=[Q1, G2y e e v oy qn] ’

wo @; ein zum minimalen Primideal p; gehoriges Primérideal bedeutet.
Andererseits ist nach der Bedingung 3) (p)=pa;. Wenn a; durch b,
teilbar ist, so erhalten wir nach 3) wieder a;=pa;. In solcher Weise
erhalten mir nach (1) endlich (p)=p#a’. Nach der Bedingung 2) ergibt

(1) S. Mori und T. Dodo, loc. cit., 27. Satz. Notwendig und hinreichend, damit
der Integrititsbereich & ganz abgeschlossen sei, ist, dass kein Primdrideal zwischen
den symbolischen Potenzen pyD und v® des zu einem Hauptideal gehorigen Prim-
ideals p je eingeschaltet werden kann.
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sich daraus q=pf, o’ E0(p), a'=0(q;) 2=2, 3,....n, und wir haben
ganz genau wie beim obigen Falle

o’=pga”,  a”"F0(p)(@=1,2), q=p.
Wir konnen dieses Verfahren so lange fortsetzen, bis wir endlich (p)=
PiPs”. ... pe*a erhalten. Nach (1) ist aber Py Pz ....P."=0(p) und
folglich muss (p)=p'Ps ....P," sein.

Produktzerlegung der Hauptideale eines allgemeinen
Integritiatsbereichs, -

Es sei jetzt & ein Integrititsbereich, in dem keine Bedingung fiir
Endlichkeit vorausgesetzt wird.

Satz 4. Ist jedes Hauptideal in I als Potenzprodukt von endlich
vielen minimalen Primidealen in & darstellbar, so ist fiir ein beliebiges
minimales Primideal p im § p"p™*! und ferner st es unmoglich,
dass fiir ein durch p unteilbares Element r (r)p~=0(p™*!) ist.

Es sei p*=p"*!, Dann ist ein Element p aus p" in der Form

aa;

@=pp'w....5F,  1<ae<n

darstellbar. Fiir eine ganze Zahl s derart, dass as=n ist, gilt es
danach

@)=p"0 P e, @)= e =)L ek,
Fiir ein durch p unteilbares Element r aus p; .... s * ergibt sich dar-

aus rp*=7p*. Da es aber keinen Nullteiler gibt, muss r=7rp*=0(p)
sein, was aber unmoglich ist. Also muss fiir jede ganze Zahl n stets
pn#pnﬂ sein.

Nach p"3x=p"*! kénnen wir in p* ein Element p finden, das durch
p™*! unteilbar ist. In der Darstellung (p)=p"p: ....Ps" muss damit
1<a<n sein. Wenn (r)p*=0(p"*?) ist, so folgt rp=0(p"*), und da-
her erhalten wir 'rszO((r)p””), r?p=0(p~*?). In solcher Weise ge-

langen wir endlich zum Ergebnis, dass fiir ein durch p unteilbares
Element 7/

0)) @) P)=0(p®), at>n+l1

ist, da r ein durch p unteilbares Element ist. Andererseits ist aber

at_at

@) =p"pi"....pem" und nach (1) haben wir
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B D) =0 . L ) oder prY.... P (FD)=0(pY).
Fir ein durch p unteilbares Element 7 ist danach rp=p% t=2.
Daher folgt der Widerspruch 7=p"%"=0(p). Die Annahme (r)p"=0
(p™*Y) ist somit falsch.

Satz 5. Ist jedes Hauptideal aus X als Potenzprodukt von endlich
vielen minimalen Primidealen in & darstellbar, so ist jede Potenz des
minimalen Primideals p in § primdr, und jedes Hauptideal in & st
als Durchschnitt der endlich vielen Primdrideale, dw 2u minimalen
Primidealen in & gehiren, darstellbar.

Nach Satz 4 ist p*3p**! fiir jede ganze Zahl n. Fir ein durch
p"*! unteilbars Element p aus p und ein durch p unteilbares Element »
sei es

m ax ak

pr=00"",  (@=p P ... 1=m<n).

m a)

Dann folgt (X)p"pr'....p*=0(""") und daher ist ()pm=0(p"*Y),
m<<n+1 fir ein durch p unteilbares Element 7. Das ist aber nach
Satz 4 unmoglich. Also muss die Potenz p™** primér sein.

Setzen wir nun (®)=p"p;'.... 0% d=[p", b ...., D], so ist (p)=0
(b). Wire b ein echter Teiler von (p), so hitten wir fiir ein durch (p)
unteilbares Element d aus d

’
o« a b b,
(d)=p p'.. kkpkH v b, A e, 01=0r,....0,20,

da nach dem vorigen Beweis p;* primér ist. Daher folgte der Wider-
spruch d=0(p). Also muss (p)=[p", 1 ,...., Ps¥] sein.

Satz 6. Ist jedes Hauptideal in & als Potenzprodukt wvon endlich
vielen minimalen Primidealen in & darstellbar, so ist & ganz ab-
geschlossen.

Zum Beweise nehmen wir an, dass & nicht ganz abgeschlossen sei.
Dann gibt es in  zwel Elemente p und ¢ derart, dass

(03] PP +rp g+ rep™ i+ - -+ 1ag™=0,  pE0(q)

ist, wobei r; die Elemente aus  bedeuten. Anderseits erhalten wir
nach unserer Voraussetzung und p"= —q(rp* 1+ -+ +r.g*?)

’

2  @=pre....;0m,  @=prpr....p°  m==s,

dabei bedeuten py,...., pn die minimalen Primideale in . Wire
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a;=a; =1 (2=1,2,....,5), so hitten wir den Widerspruch p= O(q)
Wir nehmen damit 1<a1<a1 an. Dann folgt aus (2)

PGS0 (Re) =0 (),

-----------------------------

pg =0 (pptVe), gr=0 ().
Aus 1< a;<<aj folgt aber
a(n—1)+ai<<a(n—2)+201<<--- - <ay+(m—1)ai<<naj,
und nach (1) ergibt sich
3) PP=0 (D),
und dabei ist ai(n—1)+aj>na,. Nach (2) ist aber (P")=p; 'ps

*na; 'na1+1
_ .

Pm™, und nach Satz 5 ist p;~ primér. Aus (3) folgt damit p;—=p;
Nach Satz 4 ist das aber unmoglich. Deshalb muss § ganz ab-
geschlossen sein.

Satz 7. Damit in einem allgemeinen Integrititsbereich I jedes
Hauptideal als Potenzprodukt von minimalen Primidealen in & dar-
stellbar ist, ist motwendig und hinreichend, dass

1) gede Idealquotientenkette

@):@)<@:@EH< @) :@HI----

wm Endlichen abbricht, und die Anzahl der verschiedenen Ideale, die
als der letzte Idealquotient in die Kette treten, endlich ist,

2) der Idealquotient (p):(p”) durch ein héchstes Primideal von
(p) stets teilbar, oder gleich % ist,

3) (p)=pa ist, wenn p ein hochstes Primideal von (p) ist,

4) gedes zum minimalen Primideal p in ¥ gehorige Primdrideal
eine Potenz von p ist, und umgekehrt jede Potenz von p primdr ist.

Ist jedes Hauptideal in & als Potenzprodukt von minimalen Prim-
idealen in & darstellbar, so ist nach Satz 5 jedes Hauptideal als Durch-
schnitt der Primérideale, die zu minimalen Primidealen in & gehoren,
darstellbar. Nach der Abhandlung von T. Dodo® sind damit die Be-
dingungen 1) und 2) notwendig. Ist q ein zum minimalen Primideal p

(1) T. Dodo, Bemerkungen zur Zerlegung der Hauptideale in allgemeinen Inte-
grititsbereichen, dieses Jour. 8 (1938), 1.
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gehoriges Primérideal, so folgt nach der Eigenschaft von Priméirideal,
dass eine Potenz von p durch q teilbar sein muss, und folglich ist q
eine Potenz von p, da fir jedes Element g aus q stets (¢)=p*pf....,
p*=0(q) ist. Nach Satz 5 ist damit die Bedingung 4) auch notwendig.

Sind alle Bedingungen erfiillt, so ist jedes Hauptideal (p) in der
Form

(1) (p)=[‘h, 25 oo v ey qn]

darstellbar, wo g; das zum minimalen Primideal p; gehorige Primérideal
bedeutet, und nach der Bedingung 4) ist q;=p;. Da (p) durch ein
minimales Primideal p; in & teilbar ist, muss nach der Bedingung 3)
(P)=pa; sein. Ist a,=0(p), so folgt auch nach der Bedingung 3)
a;=pia;. Nachdem wir dieses Verfahren fortsetzen, gelangen wir nach
der Bedingung 4) und (1) endlich zu (p)=pfa’=qa’. Aus (1) folgt
a'=0(qz) und da,her ergibt sich in gleicher Weise o’ =pg2a” =q.a”. Auf
solcher Weise erhalten wir endlich (p)=p;'ps . ... ps"a. Andererseits ist
aber nach (1) pi'ps ... p»=0(p). Also muss (p)=p;'Ps ....P." sein.
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