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Allgemeine Z. P. 1.-Ringe. 
Von 

· Shinziro MoRI. 

~Eingegangen am 18. Mai 1940.) 

In der allgemeinen Idealtheorie. der kommutativen Ringe ist es be­
kanntlich eine grund-legende Frage, in wie weit der einfache Zerlegungsatz in 
Primideale (Z. P. I.),<n der etwa im Bereich der ganzen Zahlen gilt, sich auf 
allgemeinere kommutative Ringe übertragen lässt. Zu dieser Frage haben die 
Untersuchungen von Herren M. Sono,<2> E. Noether,<3> W. Krull,(4) u. a. schon 
sehr bemerkenswerte. Resultate geliefert. Leider stützen alle diese Unter­
suchungen sich auf Grund der Voraussetzung, dass der zugrunde gelegte 
Ring ein 0-Ring mit Einheitselement ist. Aber vor kurzem hat K. Kubo<5> 

erst die angedeutete Frage zum A~schluss gebracht. 
In der vorliegenden Arbeit sollen die wichtigen Struktursätze der Ringe 

(der allgemeinen Z. P.1.-Ringe), in denen die Eindeutigkeit für die Zerlegung 
in Primideale nicht vorausgesetzt wird, und die Theorie, welche alle obig 
angedeuteten Ergebnisse als einen speziellen Fall umfasst, stichhaltig unter­
sucht werden. · Zu diesem Zwecke dürfen wir niemals irgendwelche be­
sondere Annahme über die zugrunde gelegten Ringe machen. Damit wird 
die Existenz des Einheitselementes hinfällig und die Nullteiler treten in die 
Grundringe frei ein. Mit dieser Tatsache würde unsere Untersuchung un­
geheuer schwerfällig. Ich möchte in. der Theorie der Ringe ohne Einheits­
element, die seit beinah zehn Jahren in meiner Arbeiten entwickelt wird, 

(1) Zerlegungsatz in Primideale: Im Integritätsbereich 0 der ganzen Zahlen eines 
endlichen algebraischen Zahlkörpers kann jedes Ideal eindeutig als Produkt von Potenzen 
endlich vieler Primideale dargestellt werden. 

(2) M. Sono, On Congruences. II., Mem. Coll. Sei. Kyoto Univ. 3 (1918), 113. 
(3) E. Noether, Abfitrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funk­

tionenkörpern, Math. Ann., 96 (1926), 26. 
Um aus der eindeutigen Zerlegung in Primideale ihre fünf Axiome zu erschliessen, ist 

folgende Bedingung vorausgesetzt : . 
Bedingung. Die Primideale in ~ besitzen keinen von ~ verschiedenen echten Teiler 

und umgekehrt sind aUe Ideale, die keinen von ~ verschiedenen Teiler besitzen, prim. 
In Z. P. I.-Ringe ist aber diese Voraussetzung von Noether nur eine einfache Umform­

ung der Voraussetzung des 0-Satzes, wie wir aus Restklassenring ~/a leicht sehen können. 
Beim Beweise von E. Noether wfrd die Existenz des Einheitselementes offenbar vor­

ausgesetzt. 
(4) W. Krull, Idealtheorie (1935), 12, 86. W. Krull, Enzyklopädie der mathematischen 

Wissenschaften. Bd. Ii, Heft 5, 28. 
(5) K. Kubo, Über die Noetherschen fünf Axiome in kommutativen Ringen, dieses 

Jour. 10 (1940), 77. 
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einen Ausweg aus den entstandenen Schwierigkeit finden. 
Um zu unserem Ziel zu gelangen werden wir folgendermassen vor­

gehen: Zuerst untersuchen wir die Eigenschaften der Primideale der all­
gemein~n Z. P. 1.-Ringe: Zweitens bestimmen wir mit Hilfe dieser Eigen­
schaften die Struktur der in Rede stehenden allgemein~n Z. P.1.-Ringe. 
Dann werden die Bedingungen für die eineutige, oder nicht-eindeutige Pro­
duktzerlegung in Primideale gesucht. Nach dieser Anordnung des Beweis­
ganges ist erstens bekannt, dass alle Ergebnisse der obig ausgesprochenen 
mehreren Untersuchungen aus dem Stooktursatz der allgemeinen Z. P. 1.­
Ringe leicht folgen ; zweitens, engster Zusammenhang zwischen allgemeinen 

.Z. P. 1.-Ringen und allgemeinen Multiplikationsringen; drittens, dass die Be­
dingung für Eindeutigkeit der Produktzerlegung in Primideale nur eine 
triviale Folge der Untersuchung der allgemeinen Z. P.1.-Ringe und nicht 
grundlegend ist. 

Für das Folgende erinnern wir an die zugrunde liegenden Definitionen: 
Ring m bedeutet einen kommutativen Ring, in dem keine andere Be­

dingung vorausgesetzt wird. 
_ Ein, Ring m, für dessen Ideale die eindeutige Zerlegung in Primi deale· 

gilt, heisst „ Z. P. !.-Ring". 
Ein Ring m, in dem jedes Ideal als Produkt von Potenzen endlich vieler 

Primideale dargestellt weiden kann, heisst „ allgemeiner Z. P. I.-Ring ". 

Aufstellung von Hilfssätzen. 

Es ist für das Folgende zweckmässig, zwei für den Beweis unseres 
Hauptsatzes sehr bequeme Sätze vorauszuschicken : 

Satz I. Es sei m ein Ring ohne Nullteiler, in welchem jedes Hauptideal 
al,s Produkt von Potenzen endlich vieler Primideale dargestellt werden kann. 
Dann ist jedes vom Einheitsidea[<D und (0) verschiedene Hauptideal als 
Produkt von Potenzen endlich vieler in m minimaler Prim ideale darstellbar. <2> 

Es sei p ein beliebiges vorn Einheitselement und Nullelement ver­
schiedenes Element aus !R. Dann ist nach unserer Voraussetzung (p)= 

.j;ikpf• •••• +1!m = pa und daher folgt 

(1) 

Erstens sei p von ffi verschieden. Ferner nehmen wir an, dass p ein 
echter Primideal-teiler eines P~imideals p' ( =¼= (0)) ist. Wählen wir aus p' 

(1) Unter „Einheitsideal" verstehen wir den zugrunde gelegten Ring 9t, wenn 9t das 
Einheitselement besitzt. Wenn 9t aber kein Einheitselement hat, so brauchen wir nicht 
diese Bezeichungsweise. · 

(2) Für den Fall, dass 9t das Einheitselement enthält, ist ein einfacher Beweis gegeben. 
Vgl. S. Mori, Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in minimale Primideale. II, 
dieses Jour. 9 (193!)), 5. , 
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irgendein von Null verschiedenes Element p', so wird nach unserer Voraus-
setzung' auch ' 

(2) 

Aus (1) folgt damit 

(3) 

(p')=.p"a'1. (0) C.p" C.p' C.p .. 

(p)O/ =.p'l~l' , 

wobei a' ein Ideal von ffi bedeutet. Multiplizieren wir (3) mit .p, so ergibt 
sich aus (1) 

(4) (p ).pa' = (p )ffip'1 , pa1 = ffip" c .p'1, 

da ffi keinen NuHteiler besitzt. Nach (2) muss damit a' C .p" sein, und 
daraus folgt 

(5) 

Aus (4) und (5) erhalten wir unmittelbar 

(6) 

Multiplizieren wir (6) mit a", so ergibt sich aus (2) 

ffi(p') = .p( p') ' ffi=.p' 

da ffi keinen Nullteiler besitzt. Dies widerspricht unserer Annahme ffi =\= p. 
Also muss ~ minimal. in ffi sein. 

Zweitens sei ffi=p. Ist. ffi(p)=(p), so wird ep=p für ein Element e 
aus ffi. Da ffi keinen Nullteiler besitzt, so folgt daraus ea=a für jedes 
Element a aus ffi. Also ist e das Einheitselement von ffi, und nach unserer 
Annahme muss e =\= p sein. Damit können wir ffi aus der Produkt-darstel­
lung von (p) weglassen, und folglich (p) als Produkt von Potenzen endlich 
vieler von ffi verschiedener Primideale darstellen. 

Drittens sei ffi = .p, ffi(p) =\= (p ). Ist ffi ein echter Teiler eines Primideals -

p'(=\=(O)), so ergibt sich ganz genau wie beim vorigen Falle (p')=p''a", 

(0) c p11 C p' C ffi für irgendein von Null verschiedenes Element p' aus p', 
und dabei ist .).111 ein in ffi minimales· Primideal. Wenn ffi.p" = .p". wäre, so 
folgte ffi(p')=(p') und daraus ein Widerspruch ffi(p)=(p), da ffi keinen Null­
teiler besitzt. Damit muss ffi.p" C p" sein. Wählen wir danach ein durch 
ffip" unteilbares Element p" aus .p", so muss nach unserer Voraussetzung 
(p") = p" sein. -Aus (p) = ffikpf• .... t.J!m, wo alle P. ein in ffi minimales · 
Primideal sind, folgt damit (p)=ffik(a) für ein Element a aus ffi. Daraus 
ergibt sich p=rka für ein Element rk aus ffik und ferner aus (rka)=!Rk(a) 
folgt (rk)=!Jlk. Da aus ffi(p)=\:(p) die Ungleichung ffi=\=ffi:2 folgt, können 
wir ein Element r finden, so dass r C ffi, r cj: ffi:2 ist. Dann muss (r) = ffi, · 
oder (r)=.p'" =\= !R sein, dabei .ist .p'" ein in ffi minimales Primideal. Im 
ersten Falle ist (p")=.p", p"=r(a+r'), wo a eine ganze Zahl und r' ein 
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Element aus ffi bedeutet. Daraus folgt p"2 ==(p")2=r(r(a+r') (a+r')) 
= ffi(p"(a+r')) =ffip"j.Ji ...• Pm p" = ffip1 •••• Pn• Dies ist offenbar unmöglich. 
Im zweiten Falle ist p"'k=(r)k= (riß+r") ), rk=rk(ß+r"), wo ß eine ganze 
Zahl und r" ein Element aus ffi bedeutet, und daraus folgt auch p"'k+1 

. = (rk) (r(ß+r")) = ffikpml-JiP2 ..•. Pm• Also erhalt~n wir pmk= ffikl-'1P2 .•. Pm; 
dies, ist auch unmöglich. Aus diesen Tatsachen erhalten wir, dass ffi . kein 
Primideal ausser ffi und (O) besitzt, wenn ffi =p, lR(p) ~ (p) ist. 

Zusammenfassend haben wir also den im Rede stehenden Satz erreicht. 
Zur Eindeutigkeit der Produkt-darstellung eines Hauptideals gilt der 

folgende 
~ Satz 2. Es sei m ein Ring ohne Nullteiler, in dem· jedes Hauptideal 

. als Produkt von Potenzen endlich vieler Primideale darstellbar ist. Dann 
ist die Produkt-darstellung eines vom Einheitsideal und Nullidieal ver­
schiedenen Hauptideals als ein Produkt vbn Potenzen endlich vieler in ffi 

· minimaler Primideale eindeutig bestimmt. 
Nach dem Beweise des vorigen Satzes gilt für die Produkt-darstellung 

· eines vom Einheitsideal und Nullideal verschiedenen .Hauptideals (p) als Pro-· 
dukt von Potenzen endlich vieler in ffi minimaler Primideale die Formel 

k (p)=pf•p~• .... Pnn · oder 

wobei p. ein in m minimales, von m verschiedenes Primideal bedeutet. 

Im ersten Falle sei (p)=p;_k~p~k~ .... p~~, eine a~dere Darstellung als · 
Produkt von Potenzen der in ffi minimalen Primideale p;. Dann muss jedes 

~ . I I 

Primideal p; von m verschieden sein. . Aus (p) = Pf' • , • • p!n = p;_k, , , • • p~n' 
folgt damit n=n', P1=P;_, P2=P~, .... Pn=P~ und daher erhalten wir 

' ' 
( ) -'nk1 'nkn_..,k, kn 
P - t'l • • • • t'n - t'l • • • • Pn • 

Es sei nun k? das kleiner von ki und k~ (i= 1, 2, .... n), dann wird 

(1) 

Wenn k1 - k;_' ~ 0 wäre, so würde k;_ - k;_' = 0 und durch Multiplikation mit 
k~-kt k1 -k11 

~ •••• .Pnn n folgte aus (1) 

( )'nk,-k~' 'nkz-k~' 'nkn-k~ = ( )l,k~-k~' 'nk~-k;; 
P t'l t'2 • • • • t'n P t'2 • • • • t'n • 

Da ffi keinen Nullteiler besitzt, hätten wir daraus einen Widerspruch 

für ein durch p1 unteilbares Element r aus ffi. Damit muss k1 = k{' sein. 
Auf solche Weise können wir leicht k2 = ~ •.... kn = k~ beweisen. 
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Im zweiten Falle gibt es in ffi kein von ffi U:nd (0) verschiedenes Prim­
ideal. Hiermit nehmen wir (p)=ffik=ffik+l, l>O an. Dann wird ffi1(p)=(p), 
und folglich rp = p für ein Element . r aus ffi. Danach muss r das Einbeit.s- ' 
element von l)1 und (r)= (p) sein. Dies widerspricht unserer Voraussetzung, 
dass (p) kein Einheitsideal ist. Damit muss l=O, und folglich die Darstel­
lung von (p) als Produkt von Potenzen endlich vieler, in ffi minimaler 
Primideale eindeutig sein. 

Haupteigenschaften der allgemeinen Z. P. 1.-Ringe. 

Ein kommutativer Ring ffi, in dem die Existenz des Einheitselementes · 
nicht vorausgesetzt wird, heisse „ allgemeiner Z. P. !.-Ring", wenn in ihm 
die folgende Bedingung erfüllt ist :<1> 

In ffi kann jedes Ideal (ohne jede Ausnahme) als Produkt von Potenzen 
endlich vieler Primideale (einschliesslich ffi und (O)) dargestellt werden. 

Da wir im Ring ffi keine Existenz des Einheitselementes annehmen, so 
soll in dieser Note unter einem „ Z. P. !.-Ring" ein Z. P. 1.-Ring im Sinne 
von W. Krull, in dem die Existenz des Einheitselementes nicht vorausgesetzt 
wird, verstanden werden. 

Satz 3. Es sei ffi ein allgemeiner Z. P. !.-Ring. Dann wird p'p = p, 
wenn p' ein beliebiger echter Primideal-teiler (einschl. ffi = p') eines Prim­
ideals p und der Restklassenring ffi/p kein Körper ist. 

Da ffi ein allgemeiner Z. P. 1.-Ring ist, lässt jedes Hauptideal im Rest­
klassenring in= ffi /p sich als Produkt von Potenzen _endlich vieler Primi deale 
aus ~ darstellen. Nun müssen wir zwei verschiedene Fälle unterscheiden: 

I. ~ besitze ein von ~ und (0) verschiedenes Primideal. Dann wird 

(1) (p)+p=p}' .. ,. p!n 
für ein von Null und Einheitselement verschiedenes Element paus in. Dabei 
können wir nach der obigen Voraussetzung annehmen, dass wenigstens eines 
aus pi, .... , Pn von ffi verschieden ist. Verstehen wir unter ~i das dem 
Primideal ~i entsprechende Primideal aus M, so erhalten wir in m 

(2) ( -)- -k, -kn P -+11 •..• Pn ,, 

Da wenigstens eines aus ~ •.... , ~n von lR verschieden ist, können wir nach 
dem Beweise von· Satz I behaupten, dass alle j), von ~ verschieden und in 
1H minimal sind. Folglich können wir auch voraussetzen, dass in (1) alle 
Primiderle Pi von ffi verschieden sind. Auf gleicher Weise können wir auch 
voraussetzen, dass in der Darstellung 

(1) Für die Definition von Z. P. !.-Ring braucht W. Krull die Eindeutigkeit det Produkt­
darstellung, aber ich setze keine Bedingung von Eindetigkeit voraus. Vgl. W. Krull, 1 

Enzyklopädie der Math. Wissenschaften. Ii, Heft 5, 27. 
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(3) ( ;:;2)+11-1-,'l, .,,lm p t'-·n •••• t'm ' (p..2) = i;'l, 1,1lm 
t'l • • • • t'm 

alle frimideale p; von ffi verschieden sind. Ferner sind alle fi; von ffi ver-/ 
schieden und in lR minimal. Aus (2) und (3) folgt nach Satz 2 

(4) \, -, - -, 
t'l = +11, • • • • , Pn = Pn , n=rn, 

Nach (1), (3) und (4) erhalten wir 

(5) ( (p) + p )2= (p2)+p • 

Ist p ein beliebiges Element aus p, so folgt aus ( 5) p - rp c p2, wo r ein 
,Element aus ffi bedeutet. Da p durch p unteilbar ist, muss danach r c p 
sein. Damit erhalten wir p=p((p)+p), also p=ppi (i=l, 2, .... , n). Da fi.: 
ein in ffi ~inimales Primideal ist, gibt es kein Primideal zwischen p und Pi 
und daher folgt p=pp' für jeden echten Primideal-teiler p' (einschl. ffi=p') 
von · .P, weil wir in (1) (p) + p als ein durch p' teilbares Ideal betrachten 
dürfen. 

II. ffi besitze kein Primideal ausser ffi und (O). Dann ist (r)=ffi und 
daher (r) + .p = ffi für ein Element r aus ffi. Denn, da für ein beliebiges 
von Null verschiedenes Element r' (r') = ffi 1 und ffi kein Körper ist, so muss 
ffin :¾= ffin+i für jede n sein. Wählen wir in lR damit ein durch ffi2 unteil­
bares Element r, so wird offenbar (r) = lR. Andererseits erhalten wir auch 
nach dem Beweise von Satz . I 

da ffi kein Primideal ausser lR und (O) besitzt. Hier ist (r) :¾= ffi und daher 
nach Satz 2 folgt 

k=2, 

Daraus erhalten wir ganz genau . wie beim ersten Falle ffip = p. 
Auf Grund von Satz 3 ergibt sich mühelos , 
Satz 4. Ist ffi ein allgemeiner Z. P. I.-Ring und ist p ein von (0) ver­

schiedenes Prim ideal, so ist der Restklassenring ffi = ffi /p einartig. m · 
Besitzt p keinen echten Primideal-teiler ausser ffi, so ist unsere Be­

hauptung schon einleuchtend. Im anderen Falle sei p' ein von ffi ver­
schiedener echter Primideal-teiler von p. Ist p' ein von O verschiedenes 

Element aus fi', so wird (p')=Vkfif' .... fi:,m in ffi und für das fi" entsprech-

(1) Ein Ring :R heisst „ einartig ", wenn in 9l kein Primideal (ausser 9½) Oberideal 
eines anderen vom Nullideal verschiedenen Primideals ist. Vgl. W. Krull, Idealtheorie, 22. 
Bel Krull bedeutet 9l einen Ring mit Einheitselement. Aber in unserem Fall ist keine Ex-
istenz des Einheitselementes vorausgesetzt. ·· 
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ende Primideal p" aus lR gilt p' :::i p" :::i p. Wenn p' :::i p" ist, so folgt nach 
Satz 3 

p'p" =p"' 

Danach ist im Restklassenring M 
p"p=p' p'p=p. 

also fi' (p') = (p') . 

Da ffi keinen Nullteiler besitzt, ergibt sich daraus ein Widerspruch fi' = ffi~ 
Nämlich es muss p' =.p'' sein und folglich gibt es nach Sa~ 1 kein Primideal 
zwischen p' und p. Aus dieser Tatsache folgt leicht unsere Behauptung. 

Nun sind wir in der Lage, den Fall, in dem Wl=lR/p ein Körper ist, 
zu untersuchen : 

. ·satz 5. Es sei 1R ein allgemeiner Z. P.1.-Ring. Ist der Restklassen­
ring i=lR/p durch ein Primideal .p ein Körper und 1Rp=¾=p, so existiert 
kein echtes Zwischenideal zwischen p und p2 und es wird 1R = m + p, wobei 
m einen Körper bedeutet. 

Aus p :::> lRp :::> p2 und lRp =¾= p folgt leicht p =¾= p2• Da M das Einheits­
element e besitzt, so wird e - e4 = 0 in ffi. Im .Restklassenring ffi = lR/p2 ist 
daher (e-e4) 2=0, e2=e4r, e2r=(e2r)2. Setzen wir e=e2r, so wird e=e2 =¾=0 
in m und daher folgt 

(1) i=m+n, m=m2 =¾=(o), n=¾=(O), rP=(O), n+p2 cp, 

da lRp:¾=p, p:¾=p2 ist. Wäre n+p2 Cp, so sollte nach (1) m1=mr"l$:¾=(O) 
in 'm und n + p2 = lJlkp k > 1 sein, da m ein allgemeiner Z. P. I.-Ring_ ist~ 
Aus (1) folgte damit ein Widerspruch n+.):>2=m1+p2• Also muss n+p2=p 
nämlich lR.p=p2 sein. Nach den Eigenschaften des allgemeinen Z. P. !.-Ringes 
lR gibt es damit kein Zwischenideal zwischen p und p2. 

Zum Beweise des zweiten Teils obigen Satzes nehmen wir nun nach 
Satz 4 an, dass p .ein echter Teiler eines Primideals p' ist, und dass kein 

echtes Primideal zwischen p und p' existiert. Dann ist (p) + p' = pkp}1 •••• p!n 
(k > 1) für ein durch p' unteilbares Element p aus p und aus 1Rp=p2 folgt 

m((p)+p') =pk+1pf1 •••• p!n=p((p)+p'). Für ein durch p-unteilbares Element 

raus lR ist danach rp-p1pCp', 7>1Cp. Also erhalten wir einen Wider­
spruch r C p. Damit muss p kein Teiler eines Primideals (einschl. (0)) sein 
und in lR ist (O) kein Primideal. Da lR ein allgemeiner Z. P. I.-Ring ist, 

folgt daher (0) =pkpf1 •••• p~m (k > 1). Da lR/p aber ein Körper ist, so wird 
r- rk+3 C p für ein durch p unteilbares Element r und daraus folgt 

r(r-rk+3)k=0, rk+1=r2k+2r'ct:=p, wenn (O)=pk .... p~m (m>l) ist, 

(r-rk+ 3)k+1=0, rk+1=r2k+2r 1 ct:::p, wenn (O)=pk ist. 

Setzen wir e = rk+1r' so ist e = e2 und ferner 
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(2) lll=m+n, m=m2;tp, 

wobei e das Einheitselement von m. ist. Wäre n=(0), so würde lllj.J=j.J. 
Hiermit muss n ~ (0), n C p sein. Setzen wir b=m n p, so folgt aus mp,;p2 
und (2) 

(3) n+n2 =b2+n2 , b=b2 • 

Da aber jedes von p verschiedene Primideal das Ideal m enthält, muss 

pkj.Jf' .... v!.m im Falle m > l auch b enthalten und daraus folgt b = (0). ~m 
Falle (O)=pk muss b nilpotent und nach (3) · b=(0) sein. Also erhalten wir 

schliesslich m = m + p, und dabei ist m ein Körper, da der Restklassenring 
lR = lll /p ein Körper ist. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die eingangs aufgestellten 
wichtigen Eigenschaften der allgemeinen Z. P. I.-Ringe zu erhärten: 

Satz 6. Ist m ein allgemeiner Z. P. !.-Ring, so gibt es bei einem be­
liebigen Primideal .p (einschl. lll) kein echtes Zwischenideal zwischen p und 
p2• Ferner ist jede Potenz von p primär, wenn wir den Fall, in dem 
l)l.p = p2 ~ ,lJ und m IP ein Körper ist, ausnehmen. 

Erstens sei für ein Primideal p iR=lll/.p eiri Körper. Ist j.J=p2, so ist 
unsere Behauptung schon einleuchtend. Deshalb müssen wir den Fall P ~ .p2 
untersuchen. Infolge dessen können wir nach dem Beweis von Satz 5 nur 
zwei verschiedene Fälle lllp = p, lllp = p2 betrachten : . 

1. lllp=j). Wäre a ein solches Ideal, dass p:::, a:::, .p2 wäre, so müsste 
a=lJlkp sein, da m ein allgemeiner Z. P. I.-Ring ist. Aus l>lP=P hätten wir 
.damit einen Widerspruch a=p. Es gibt damit kein echtes Zwischenideal 
zwischen p und p2• Danach erhalten wir aus lllp = p 

(1) P= (p)+p~ (p)lll+p2 • 

Daraus folgt ohne weiteres 

(2) für jede ganze Zahl i > 1. 

Ist p1- 1 ~,1:il, so muss pk-1=!=.p" für jede k(<l) sein. Nun nehmen wir an, 
dass p1 nicht primär ist. . Dann wird 

p'r' cµI, r' q::: .P ' p'cpk-1, (k<l). 

Da aus (2) für ein durch p unteilbares Element r p' - pk-1r C pk ist, so 
erhalten-wir daraus p'r',-pk-1rr' C p\ rr' c.t.p. Da aber lll/p ein Körper ist, 
ergibt sich daraus ein Widerspruch pk-1=pk (k<l). Also ist unsere An­
nahme falsch, dass pi nicht primär ist. 

II. ffip = .p2 ~ p. Nach dem Beweise von Satz 5 ist m ~ m + p, wobei 
m ein Körper ist und ferner gibt es kein echtes Zwischenideal zwischen p 
und p2. Aber es ist möglich, dass eine Potenz von p nicht primär ist. 

Zweitens sei der Restklassenring lR = ffi/p kein Körper und es gebe in 
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fft kein Prirpideal ausser ffi und (0). Dann ist nach Satz 3 · :Rp=p. Folg­
lich gibt es kein Zwischen:idealzwischen p und .1?. Ist p=\=p2, so folgt daraus 
lJ=(p)+p2, p<t:,p2 und nach lR)J=lJ erhalten wir 

p = (pr) + p2= (prr')+ p2' rr' ct:p 

für zwei passend gewählte Elemente r und r'. Daraus folgt 

pr,- prr11 c µ2 , p(r-rr11 ) Cp2 

Wenn r-rr"ct:)J ist, so wird (r-rr11 )+p2 =:Ri (i>l), da ffi ein allge­
meiner Z. P. 1.-Ring ist. Aus :Rp=p folgt damit ein Widerspruch lJ=:Rip 
=((p)+l:>2) ((r-rr11)+p2) Cp2• Wenn r-rr"Cp ist, so folgt auch ein 

Widerspruch, dass ffi = lR/p ein Körper ist. Zusammenfassend ist unsere 
Annahme lJ =\= lJ2 falsch ; also muss in -diesem Fall p = p2 und folglich jede 
Potenz von p primär sein. 

Zuletzt sei p' ein von lR verschiedenes Primideal und ein echter Teiler · 
von p. Dann ist na<.}l Satz 3 p'p=p und nach Satz 4 ist p ein in :R mini­
males Primideal. Da :R ein ·allgemeiner Z. P. 1.-Ring ist, gibt es danach 
kein echtes Zwischensdeal zwischen pk und µk+1 für jede k. Wenn pk-i =\= pk 
(k > 2) ist, so folgt daraus pk-l = (p') + pk für ein beliebiges Element p' der­
art, dass p' c;: pk-1, p' q:::pk ist. Wäre 

rp' cpi, rct:p, p' C pk-1, (l > k>2), 

so würden alle Primideale Pi in der Darstellung (r)+pk=pf1 •••• p!n ein 
echter Teiler von p und pip=p (i=l, .... , n). Durch Multiplikation mit, 
pk-l hätten wir daraus einen Widerspruch pk-1=pk-1((r)+pk) = ((p')+pk) 
((r)+p") Cpk. Damit muss jede Potenz von p primär sein. 

Schliesslich müssen wir noch bemerken, dass kein echtes Zwischenideal 
zwischen :Ri und ffii+l auch existiert. Dies ist aber ganz klar und unser 
Satz ist bewiesen. 

Satz 7. Ist :R ein allgemeiner Z. P. !.-Ring, so gilt in :R der Teüer­
kettensatz. 

Es sei o1 c 02 c o3 C . . . . eine Teilerkette von Idealen aus :R. Dabn ist 
nach der Eigenschaft von allgemeinem Z. P. 1.-Ring · 

(1) 0 - roa1,a1 h"2 h a„ 
1 - iJ\ t'l t'2 • • • • t'n • 

Dabei können wir nach Satz 3 annehmen, dass die von :R verschiedenen 
Primideale Pi. P2, .... , p„ durch einander unteilbar sind. Hier müssen wir 
zwei verschiedene Fälle unterscheiden : 

I. Für alle Primideale Pi (i=l, 2, .... , n) seien :Rpi=Pi• Dann wird 
nach (1) 

(2) 0 _ 1,a1 has han 
1 - t'l • • • • t's • • • • t'n 
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und jede Potenz .p;i ist nach Satz 6 primär. Sind ai, •••• a •.•.• an die 
kleinsten Potenzen in solcher Darstellung von o1 wie (2), so ist damit die 
Darstellung (2) mit dieser Bedingung eindeutig. In gleicher Weise er­
halten wir 

(3) oder 

wo .p' von m verschieden und durch einander unteilbar und 9'i.Pi = .Pi 
(i= 1, .... , n') sind. Denn, wenn 9l/.p~ kein Körper .ist, so wird nach Satz 
3 9l.pi=p~. Wäre 9l/p~ ein Körper und mp~=.p?~pf, so würde nach Satz 5 
m = m + .p~ und m wäre ein Körper. Dabei wäre p~ kein echter Teiler eines 
Primideals aus -m und folglich müsste aus 01 C02 etwa ,p1 =.p~ sein. Nun 
ist aber ein Widerspruch da. Damit müssen 9'i,pi=,p; für alle Primideale 
pUi= 1, 2, .... , n') sein. Also können wir damit ganz genau wie beim 
obigen Falle hier auch annehmen, dass in (3) a~, a~, .... , a~, die kleinsten 
Potenzen in solcher Darstellung von 02 wie (3) bedeuten. Ferner ist nach 

I •-

Satz 6 jede Potenz p~ai primär. Sind p1, •••• p. ; p~ .... , p~, alle in m mini-
malen Primideale in den Darstellungen (2) und (3), so erhalten wir aus 
01Co2 

Wenn·s=s', a1+~+ · · · · +a.=a~ +<½+ · · · · +a~, ist, so muss Pi =p~ .... p.=p;,, 
I I I 

02 =-Pf'. ,. . V:•i.,~:t1 ••• , p:,n' sein. Da .Pi durch einander unteilbar und .Pti 
primär sind, so muss nach Satz 4 jedes Pi (j = 1, 2, .... , n') unter den Prim­
idealen Ps+l, , • , • Pn vorkommen. Aus 01 C02 folgt damit a.+1 + · · • · an 
> a~+1 + · · • · + a~,. Aus dieser Tatsachen können wir leicht behaupten, dass 
die Teilerkette o1 C o2 c o3 C • • • . im Endlichen abbrechen muss. 

II. Für die Primideale Pi (i=l,2, .... ,s) s>l seien ~l-\=p~~.Pi 
(i= 1, 2, .... , s). Dann ist nach Sätzen 3 und 5 

9'i=m.+.Pi (i=l, 2, ... -~ s), 

wo mi einen Körper bedeutet. Daher erhalten wir leicht nach (1) 

(4) 9l=m1+· .. ·+m.+b, b=p1r,,1.J2n .... n.p.~(O), b~b2, 

Setzen wir .p1 r,b=~j(j=s+l, .... ,n), so ergibt sich daraus 

(4) 

und ~i ist ein von b verschiedenes Primideal aus dem Ring b. Aber aus 
der allgemeinen Z. P. !.-Eigenschaft von m folgt unmittelbar, dass b auch 
ein allge~einer Z. P.1.-Ring sein muss.<1) Wäre b/~.+1 · ein Körper und 
-··------ ----~---~-----

(1) Aus (4) können wir leicht erkennen, dass s=l sein muss, da b =\c b' und b als ein 
Produkt von Potenzen endlich vieler Primideale aus !R darstellbar ist. 
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bp.+1=fü+1=¼=P.+i, so würde nach Satz 5 auch b=m.+1+ Ps+1 und daher folgte 
ein Widerspruch mPs+l =+f.+1 =¼= Ps+l• Aus (5) folgt damit nach Satz 3 

_ ...a•+l _an 
a1 -P.+1 •••• Pn 

und dabei. dürfen wir annehmen, dass Ps+l, .••. , Pn durch einander unteilbar 
\ , , 

sind. Setzen wir nun ai=ai"b, so wird a2 :::::>a1 und a2=p;~_r1+1 •••• p:,n'. 
Auf gleicher Weise wie beim vorigen Falle muss die Teilerkette a1 C a2 C .... 

im Endlichen abbrechen. Da aber alle m1, m2, •••• , m. Körper sind, so muss 
die Teilerkette a1 C a2, C a8 C. . . . auch im Endlichen abbrechen. 

Die bisher durchgeführten Betrachtungen geben uns die Möglichkeit, 
die notwendigen Bedingungen für einen allgemeinen Z. P. I.-Ring anzugeben. 
Zu diesem Zwecke wollen wir nun festsetzen : 

Definition. Ist der Restklassenring m/p nach ein Ideal p aus m ein 
Körper (nicht Nullkörper), so heisst p ein „ Primmaximalideal" aus m.m 

Stellen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir als das .Ziel 
dieses Abschnitts: 

Satz 8. Ist m ein allgemeiner Z. P. 1.-Ring, so sind in m die folgenden 
Bedingungen erfüllt : 

1. In m gilt der Teilerkettensatz. 
2. Für jedes Primmaximalideal p aus m existiert kein echtes Zwischen-

ideal zwischen p und p2• • 

3. Kein echtes Zwischenideal existiert zwischen m uud m2• 

1 

Struktur der 0-Ringe, in denen bei keinem Primmaximalideal ' 
t,, zwischen t,, und t,,~ kein echtes Zwischenideal existiert. 

Ein kommutativer Ring, in dem die ·Existenz des Einheitselements nicht 
vorausgesetzt wird, heisst „ 0-Ring" oder „ Ring mit Maximalbedingung", 
wenn in ihm jedes Ideal eine endliche Basis besit~t. 

Nun ist unser Ziel dieses Abschnitts der Nachweis des Satzes: 
Satz 9. Es sei gf ein 0-Ring, in dem bei keinem Primmaximalideal 

p zwischen p und .).J2 ein echtes Zwischenideal und auch kein Ideal zwischen 
m und lR2 existiert. Dann hat m die Eigenschaft, dass 

I. im Falle m = lR2 

wobei mi einen Körper oder einen direkt unzerlegbaren einartigen O-Ring 
mit Einheitselement bedeutet und ferner in mi bei keinem Pripimaximal­
ideal Pi zwischen Pi und p~ ein echtes Zwischenideal existiert. 

(1) In der Sonoschen Ausdrucksweise sind die Primmaximalideale je nach den Um­
ständen „ maximale Ideale erster Art " oder „ maximal ideals of the first kind ". M. Sono, 
On the reduction of Ideals, Mem. Coll. Sei. Kyoto Univ. A, 7 (1924). 
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II. im Falle lR ¾: lR2, 

lR=,R\+~2+ · · · · +~k+m, 
wobei ~i ein Körper und m ein direkt unzerlegbarer 0-Ring ohne Einheits­

,' element bedeutet, und m ein einziges, von (0) verschiedenes Primideal m 
besitzt, bei dem kein echtes Zwischenideal zwischen m und m2 exwtiert. 

Erstens sei lR = lR2. Dann existiert in lR das Einheitselement e, da lR 
ein 0-Ring ist.<1> Hier müssen wir noch zwei verschiedene Fälle unter­
scheiden: 

I. Es sei lR einartig. · · Dann wird nach der Eigenschaften von lR und 
nach dem in der Fussnote gezeichneten Satz<2J 

ffi=ffi1 +lR2+ · · · · +ffi.,, 

wobei jedes llli einen Körper, oder einen direkt unzerlegbaren 0-Ring mit 
Einheitselement bedeutet, und bei keinem Primmaximalideal Pi aus ffi zwischen 
lJi und lf. ein echtes Zwischenideal existiert. 

II. Es sei ffi nicht einartig. Es sei p' ein Primmaximalideal und sei 
lJ' ::::> lJ ::::> (0) für ein Primideal lJ aus ffi. Da es kein echtes Zwischenideal 
zwischen p' und ,p'2 gibt, und da ffi das Einheitselement e hat, gilt, dass für 
jede ganze Zahl k auch kein echtes Zwischenideal zwischen p'k und lJ1k+i 
existiert. , Daraus dürfen wir schliessen, dass jede Potenz von ,p' stets lJ . 
enthält. Denn, wäre 

für ein~ ganze Zahl k, so würde damit 
1 

(1) lJ'k=lJ+lJ'k+l und daher· 

Da aber iR ein 0-Ring ist, so folgt daraus ,p'k=(pD+(p~)+ • • • • +(p;)+p 
s > 1, · weil lJ ¾: l,)'k ist. Aus (1) hätten wir damit 

p~--Pi1P~+Pi2P~+ · · · · +p~.p; (l,J) (i=l, 2, ... :, s), 

wobei Pii C p' ist. Durch Ellimination von p~, p~, .... , p~ folgte daraus 

p'Cl,J' 

und wir hätten aus lJ C p'k einen Widerspruch e-p' C,p, e ::::>lJ'. Wir er­
kennen demnach, dass jede Potenz eines beliebigen Primmaximalideals, das 
p enthält, immer auch ein Teiler von lJ sein muss. Nach 0-Satz können 
wir ein Primideal P1 finden, so dass ,p' ::::>Pt::::> p ist und kein Primideal 
zwischen p' und Pi geschaltet werden kann. Wenn ffi/p1 nicht einartig ist, 
so wird ffi ::::> p" ::::ip2 ::::i P1 für ein anderes Primmaximalideal ,p" und_zwischen 

(1), (2) S. Mori, Über Ringe, in denen die grössten Primärkomponenten jedes Ideals. 
eindeutig bestimmt sind, dieses Journal, 1 (1931), 174. 

Satz. Ist ~ .ein 0°Ring und ist a =a' für ein von (O) verschiedenes Ideal a aus ~, so 
gibt es in a das Einheitselement in bezug auf a. 
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.p" und +J2 existiert kein Primideal. Ist ffi/.p2 noch nicht einartig, so ergibt 
sich wieder ffi::::, .p"'::::, Ps::::, .P2::::, l.Ji für ein Primmaximalideal p"'. Indem wir 
so fortfahren, . erhalten wir nach 0-Satz schliesslich ein Primideal .p„ derart, 
dass p .. ::::, Pn+1::::, .... ::::, P2::::, P1 und ffi/.p„ einartig ist. Nach dem soeben 
gewonnenen Resultate muss jede Potenz jedes Primmaximalideals, welches 
p„ enthält, stets auch ein Teiler von Pn sein. Nach dem Durchschnitts-satz 
von Noether<1> folgt damit, dass jede Potenz vom beliebigen echten Teiler 
von p„ stets' ein Teiler von Pn ist. Nach dem in der Fussnote geschri~benen 
Satz<2> folgt damit 

und daher 

Da aber p ein durch Pn teilbares Primideal ist, folgt daraus auch 

wo ffi1 efnen einartigen, direkt unzerlegbaren Ring mit Einheitselement be­
deutet, in dem für jedes Primmaximalideal pi zwischen Pi und· .P? kein echtes 
Zwischenideal existiert. Auf solcher Weise erhalten wir schliesslich, dass 

ffi=ffi1+m2+ .... +m„ ist, wobei mi ein Körper .oder einartiger, direkt un­
zerlegbarer O.,.Ring mit Einheitselement ist, in dem bei keinem Primmaximal­
ideal .Pi aus ffii zwischen Pi und P7 ein echtes Zwischenideal existiert. 

Zweitens sei m ~ ffi2. In diesam Falle besitzt m kein Einheitselement. 
Ist p ein von m und (0) verschiedenes maximales Primideal, so müssen wir 
zwei Fälle unterscheiden, jenachdem .p ein Primmaximalideal ist oder nicht. 

I. Es sei p ein Primmaximalideal. Da zwischen p und p2 kein echtes 
Zwischenideal existiert, ist 

oder ffip=p2. 

Der erste Fall ist aber unmöglich. Denn, aus :Rp=p folgt in ffi die Existenz 
eines Elementes r von der Art, dass immer rp=p ist, wenn p alle Elemente 
aus p durchläuft.<3> Folglich ist (r-r4).p=(O) und dabei ist rc:t:p. Sonst 

ergäbe sich ein Widerspruch ffi=m+p, m=m2, p=p2. Wenn r-r4 Cp ist, 

so wird (r-r4) 2 =0, und daher folgt ffi=m+n, m=m2, n~n2, da m kein 
Einheitselement hat. Da aber kein echtes Zwischenideal zwischen .p und p2 
existiert, folgt daraus mit Rücksicht auf den in der Fussnote (S. 128) ge-

(1) Durchschnittssatz: In einem 0-Ring lässt sich jedes Ideal als Durchschnitt von 
endlich vielen Primäridealen darstellen, a =Q1 " q2 • • • •" q,.. 

(2) S. Mori, Überproduktzerlegung der Ideale, dieses Jour. 2 (1932), 6. 
Satz. {st :P ein vom Einheitsid,eal verschiedenes Primideal, so ist i, dann und nur 

dann teilbar durch jede Paten~ von jedem echten Teiler von i,, wenn :P=\12 oder p ein 
maximales Prim ideal vom Ring mit Einheitselement ist .. 

(3) S. Mori, Über Produktzerlegung der Ideale, dieses Jour. 2 (1932), 1. 
Satz. Ist a ein beli,ebiges Ideal vom 0-Ring !Rund ist o auch ein ldeal aus :lt, 80 wird 

dann und nur 'dann ao=a, wenn •68 in o ein Element b gibt, derart, dass für jedes Ele­
•.ment a aus a immer ab=a ist. 
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zeichneten Satz ITT= m' + p, m' = m'2, p =\= p2. Dies widerspricht gegen ITTp 
=.p=\=,l.i2. Wenn r-r4 <:/:.p ist, so wird ITT=(r-r4)+p und daher folgt auch 
ein Widerspruch ITTp = p2 =\= .p. Damit muss ITTp = p2 sein. Da .p eine endliche 
Basis besitzt, folgt daher<D (r)p=(O), r<:/:.p für ein Element raus ITT. Damit 
erhalten wir ITT=(r)+p, r-r2r' Cp für ein Element r' aus ITT, da ffi=ITT/p 
ein Körper ist. Aus (r-r2r')p=(O) folgt damit 

(r-r2r')2 =0' r2=rr''' r2=r4r''2 ' r2r"2=r4r"4c/:p. 

Daraas erhalten wir ganz genau wie beim .vorigen Fall ITT=St'+.i:,, wo St' 
einen Körper bedeutet. 

II. Es sei p ein maximales Primideal, aber kein Primmaximalideal. 
Da es kein echtes Zwischenideal zwischen ITT und ITT2 gibt, existiert auch 
kein echtes Zwischenideal zwischen )Rk und ITTk+i für jede ganze Zahl k. 
Wäre .pC!R', pq:ITTi+1, so würde damit \Ri=p+!Rm=p+ITT2i und daher<2> 

jRi/p ein Körper, da .p ein maximales Primideal aus m ist. Dies widerspricht 
der Annahme, dass p kein Primmaximalideal ist. Hiermit muss .p durch jede 
Potenz von ITT teilbar sein. Da ITT kein Einheitselement besitzt, so folgt 
daraus nach dem in der Fussnote (S. 129) beschriebenen Satz p=p2. Näm-

lich ist m = 11! + p, wo ITT ein direkt unzerlegbarer 0-Ring ohne Einheitselement 
ist und m, kein Primideal ausser (O) und ITT besitzt, und ferner kein echtes 
Zwischenideal zwischen m und m2 existiert. Zusammenfassend die beiden 
Fälle, erhalten wir schliesslich, dass im Falle m =\= ITT2 

ffi=St'1+St'2-f- ·, · • -f-St'k-f-ITT 

ist, und dabei ist St'. ein Körper und mein direkt unzerlegbarer 0-Ring ohne 
Einheitselement. Ferner gibt es in m kein Primideal ausser (O) und m, bei 
dem kein echtes Zwischenideal zwischen m und m2 existiert. 

Drittens sei ffi =\= ffi2 'und es gebe kein Primideal ausser (O) und ITT. 

Wäre ffi in die direkte Summe ITT=lR1+ITT2+ .... +ITTn zerlegbar, so sollte 
mi =\= ITT~ ( i = 1, .... , n) sein. Denn, aus ITTi = m~ folgte die Existenz eines 
von (0) und ffi verschiedenen Primideals aus ITT. Daher ergabe 'sich ein 
Widerspruch gegen die Annahme, dass zwischen ITT und m2 kein echtes 
Zwischenideal existiert. 

Also ist unser Satz in allen Teilen ,vollständig bewiesen. 
Aus Satz 9 folgt mühelos 

(1) · Denn, da nach Basissatz 1>=(P1)+ ····+(Pm) ist, so wird für ein durch p unteilbares 
Element r' aus !Jl 

r'pi=Pi,P1+····+PimPm (i=l,2, .... m), PiiC.\l. 

Durch Ellimination von pi, .... , Pm folgt daraus (r'm-p')Pi=O (i=l, .... , m) p' C. \l, 
(r'm-p') ll=(O). 

(2) S. Mori, Über Ringe, loc. cit., 176. 
Slitz, Ist b ein echter Teiler eines Ideals a vom 0-Ring, und ist bn+a=bn+l+a= 

• • • • =\= a, so existiert ein Element e in bn+a, derart, dass für alle Elemente b aus bn+a 
immer be-b c:::: a ist. 



Allgemeine Z. P. I.-Ringe. 131 

Satz 10. Ist m ein 0-Ring, in dem kein echtes Zwischenideal zwischen 
ffi. und ffi2 und bei jedem Primmaximalideal ,)J auch kein echtes Zwischen­
ideal zwischen p und p2 existiert, so ist jedes Primärideal aus m gleich eine 
Potenz · von zugehörigen Prim ideal. 

Zum Beweise nehmen wir zunächst an, dass ein Primideal p von (O) 
und m verschieden ist. Dann können wir zwei verschiedene Fälle unter­
scheiden, da nach Satz 9 jedes von m verschiedene Primideal, das kein 
Primmaximalideal ist, idempotent ist : 

I. Es sei ,)J = p2• In diesem Falle ist jedes zu ,)J gehörige Primärideal 
offenbar gleich p. 
. II. Es sei p ein nicht-idempotentes, Primmaximalideal. Dann gibt es 

· nach Satz 9 kein echtes Zwischenideal zwischen pk und ,pk+l für jede ganze 
Zahl k. Nun sei es q ein zu ,)J gehöriges Primideal, dann wird 

pm:::::>q, r+l~q, q:=:,,pn, q~pn-1 1 n>m>l. 

Wenn q eine Potenz von ,p gleich ist, so ist unsere Behauptung schon klar. 
Damit sei q~,pk für jede ganze Zahl k. Dann folgt pm=q+pm+l und daher 
pm=q+pm+2, da pm+1=pq+pm+2 ist. Auf solcher Weise ergibt sich ein 
Widerspruch r=q+pn=q. Also muss jedes zu ,p gehörige Primärideal 
gleich eine Potenz von P· sein. 

Zweitens sei ffi=p. Da es kein echtes Zwischenideal zwischen m und 
ffi2 gibt, folgt ganz genau wie beim obigen Fall, dass jedes zu m gehörige 
Primärideal gleich einer Potenz von m ist. 

Nachweis des Hauptsatzes. 

Nach diesen Vorbereitungen in den vorigen Paragraphen sind wir nun 
imstande, die eingangs aufgestellte Behauptung zu beweisen : 

Hauptsatz. Ein kommutativer Ring m ist dann und nur dann ein 
allgemeiner Z. P. I.-Ring, wenn in m die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

1. Es gilt in m der 0-Satz. 
2. Für jede Primmaximalideale p und p' existiert kein echtes Zwischen­

ideal zwischen pp' und p (einschl. p=,p'). 
3. Kein echtes Zwischenideal existiert zwischen m und ffi2• 

Wenn m ein allgemeiner Z. P. I.-Ring ist, so sind nach Satz 8 in m 
die Bedingungen 1 und 3 erfüllt. Um die Gültigkeit von Bedingung 2 zu 
zeigen, genügt es auch nach Satz 8 zu beweisen, dass im Fall ,p ~ p' zwischen 
pp' und p kein echtes Zwischenideal existiert. Ist pp' Ca C p für zwei 
verschiedene Primmaximalideale p und p', so wird 

(1) a=pffi, pp' C pffi C p , 

da m ein allgemeiner Z. P. I.-Ring und ffi=p+,p' ist. Da aber nach Satz 8 
zwischen p und p2 kein echtes Zwischenideal existiert, so muss pffi=,p oder 
pffi = p2 ~ ,p sein. Der erste Fall widerspricht (1). Im zweiten Fall ist nach 
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dem Beweis von Satz 6 m = m + p, wo m ein Körper ist. Daher folgt 

p'=m-t-b, b=p/""\p', b~b2, da p' ein Primmaximalideal und p~p2 ist. 
Daraus . erhalten wir auch nach Satz 8 p'm = p'2 ~ p' und folglich . ist 

m = m' -t-p', m = m + m' + b, b ~ b2, wo m' ein Körper ist. Daraus ergibt sich 
ein Widerspruch, dass b als Produkt von Potenzen endlich vieler Primideale 
nicht darstellbar ist. Also ist in m die Bedingung 2 auch erfüllt. . . 

Nehmen wir umgekehrt in m die Gültigkeit der Bedingungen an, so 
folgt nach dem Durchschnittssatz von Noether,0 > dass für ein beliebiges Ideal 
a aus m 

(1) 

ist. Dabei bedeutet q. ein zu Primideal p. gehöriges Primärideal. Im Falle 

m = m2 ist Pi=¾= m und nach Satz 10 ergibt sich q. = p;• und aus Satz 9 folgt 
leicht, dass für Pi:::, p. die Formel · 

(2) 

besteht. Aus (1) und (2) folgt unmittelbar 
a a=.pf1 f""I P2~ f""I •••• f""IPmm, 

wo die Primideale pi, P2, .... , Pm durch einander unteilbar sind. Daher er­
halten wir nach Satz 9 

a -na11-,~ 1-,am -...,1 .,...~ • • • • t'm , 

da jedes von m verschiedene Primideal, welches kein Primmaximalideal ist, 
idempotent · ist. 

1~ Fall ~ ~ m2 folgt nach Bedingung 2 und nach Satz 9, dass 

oder m=m, m~m2 

ist, wo ~ ein Körper und m ein direkt unzerlegbarer 0-Ring ohne Einheits­
element ist. Ferner existiert in m kein Primideal ausser m und (0) und 
kein echtes Zwischenideal zwischen m und m2• Daraus folgt unmittelbar für 
ein beliebiges Ideal a 

oder 

und damit ist unser Hauptsatz bewiesen. 
Da im Ring mit Einheitselement jedes maximale Ideal ein Primmaximal­

ideal ist und umgekehrt, folgt aus Hauptsatz und Satz 9 leicht 
Hauptsatz II. . Ist m ein kommut,ativer Ring mit Einheitselement, so 

ist m dann und nur dann ein allgemeiner Z. P. L-Ring mit Einheitselement, 
wenn in m die folgenden Bedingungen erfüllt sind : 

1. In m gilt der 0-Satz. 
2. Für jedes mammale Ideal a aus m emstiert zwischen a und a2 kein 

echtes Zwischenideal. 

(1) E. Noether, a. a. 0. 
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Zum Schluss dieses Paragraphen stellen wir die bisherigen gewonnenen' 
Ergebnisse zusammen : 

Struktur der allgemeinen Z. P. 1.-Ringe. Ein kommutativer Ring ffi 
ist· dann und nur dann ein allgemeiner Z. P. I.-Ringe, wenn ffi die folgende 
Struktur hat: ' 

1. Im Falle ffi=ffi2 ist 

ffi=ffi1-f-ffi2-f- .... -f-ffin, 

wo ffii ein Körper oder ein direkt unzerlegbarer 0-Ring mit Einheitselement 
ist, in welchem bei jedem maximalen Ideal a kein echtes Zwischenideal 
zwischen a und a2 eiistiert. 

II. Im Falle ffi =¾= ffi2 ist 

ffi=~+m oder ffi=m , 

wo ~ ein Körper und m ein direkt unzerlegbarer 0-Ring ohne Einheits­
element ist, in dem es kein Primideal ausser (O) und m gibt, und zwischen 
m und m2 kein echtes Zwischenideal existiert. 

Unabhängigkeit der Bedingungen. 

In diesem Paragraphen werden wir an Beispielen zeigen, . dass die im 
Hauptsatz gestellten Bedingungen allerdings untereinander unabhängig sind. _ 

Beispiel 1. Es sei ~ der Körper aller rationalen Zahlen und ffi=~[x, y] 
der Polynomring. Dann sind in ffi Bedingungen 1- und 3, aber nicht Be­
dingung 2 erfüllt. 

Beispiel 2. Es sei ~ der Integritätsbereich aller geraden ganzen ration­
alen Zahlen und ffi=~[x] ein Polynomring. Dann ist a=(23, x2) ein Ideal 
aus ffi und der Restklassenring ffi=ffi/a ist nilpotent. In lR sind Bedin-
gungen 1 und 2, aber nicht Bedingung 3 erfüllt. . 

Beispiel 3. Es sei ~ der Integritätsbereich aller reellen ganzen alge­
braischen Zahlen. Dann ist offenbar Bedingung 3, aber nicht Bedingung 1 
erfüllt. Nun müssen wir zeigen, dass in ~ Bedingung 2 auch gültig ist. , 
Zu diesem Zwecke sei p ein PrimideaJCD und p ein beliebiges von O ver­
schiedenes Element von p. Dann ist p oder - p ein positives Element aus 
p und daher ist 1/p oder ✓ -p eine reelle ganze algebraische Zahl uncLin 
p enthaltet. Damit ist p c_: p2. Da p aber ein beliebiges Element aus p ist, 
so muss p = p2 sein. 

Es sei nun ~ :::i a :::i p für ein Ideal a und a ein durch p unteilbares 
Element aus a. Da a eine ganze algebraische Zahl ist, gilt 

(1) Die Existenz eines von (0) und :J verschiedenen Primideals ist trivial nach dem 
folgenden Beispiel : i., sei ein Primidealteiler von (2). Da :J eine abzählbare Menge ist, 
können wir nach Krull die Existenz von P zeigen. W. Krull, Idealtheorie in Ringen ohne 
Endlichkeitsbedingung, Math. Annalen 101 (1929), 732. 
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(-1) 

wo ai eine ganze rationale Zahl bedeutet. Ist p die positive kleinste ganze 
rationale Zahl in p, so muss p prim sein. Wenn a„ durch p unteilbar ist, 
so folgt aus a„ C a, p C a ein Widerspruch a = ~. Wenn a. ~ 0 (p ), 
a.+1=0, .... a .. -o (p) ist, so muss aus an-•(a"+a1a•-1+ · · · · +a.) Cp die 
Beziehung a•+a1a•-1+ •··· +a.cp folgen. Also ist a.ca, pCa und folg­
lich erhalten wir auch einen Widerspruch a=3. Damit muss p ein Prim­
maximalideal sein, da ~ /p ein Körper ist. Für zwei Primmaximalideale .p 
und p' kommt es danach vor, dass zwischen pp' und p kein echtes Zwischen- · 
ideal existiert. 

Z. P. 1.-Ringe im engeren Sinne. 

Um den Struktursatz der Z. P. 1.-Ringe, d. h. der Ringe, in denen die 
eindeutige Zerlegung jedes Ideals in Primideale gilt, als eine Folgerung 
unseres Hauptsatzes zu beweisen, ziehen wir die Resultate des v.orherigen 
Paragraphen heran. Ist ffi ein allgemeiner Z. P. 1.-Ring, dann gilt· in ffi 
der 0-Satz und ffi ist die direkte Summe von endlich vielen, direkt unzerleg­
baren 0-Ringen. Aber beim eindeutigen Zerlegungsatz in Primideale müssen 
wir voraussetzen, dass jedes Ideal in die endlich vielen, von Null und Ring 
verschiedenen Prim ideale zerlegbar ist. Nach dieser Annahme muss ffi = ffi2 

sein, und daher folgt nach dem 0-Satz die Existenz des Einheitselementes.0 ) 

Aus der Eindeutigkeit der Produkt-darstellung können wir leicht schiiessen, 
dass die Z. P. l..:Ringe in direkte Summen unzerlegbar sein müssen. 

Zusammenfassend haben wir somit folgendes Ergebnis: 
Satz 11. Ein kommutativer Ring ffi ist dann und nur dann ein 

Z. P. !.-Ring, wenn in ffi die folgenden Bedingungen erfüllt sind : 
, 1. In ffi gilt der 0-Satz. 

2. In ffi existiert das Einheitselement. 
3. Bei jedem maximalen Ideal a existiert kein echtes Zwischenideal 

zwischen a und a2• 

4. ffi ist in eine direkte Summe unzerlegbar. 
Im Satz von K. Kubo<2) ist die aller letzte Bedingung durch die -Be-

(1) Vgl. die Fussnote in S. 128. 
(1) K. Kubo, Über die Noetherschen fünf Axiome in kommutativen Ringen, dieses 

Jour. 10 (1940), 77. 
Satz. Im kommutativen Ringe 9l ist notwendig und hinreichend dafür, dass jedes von 

(O) und m verschiedenes Ideal von 9l sich eindeutig als Potenzprodukt von endlich vielen, 
von (0) und m verschiedenen Prim idealen darstellen lässt, dass in 9l die folgenden Be­
dingungen erfüllt sind : 

1. Der abgeschwächte Vwlfachenkettensatz. 
2. Existenz des Einheitselementes. · 
3. Für jedes Primideal i, gibt es kein Ideal zwischen i, und i,'. 

4. Das Radikal von 9l ist prim. 



Allgemeine Z. P. I.-Ringe. 135 

dingung, dass das Radikal von ffi prim ist, ersetzt. Die Äquivalenz dieser 
beiden Bedingungen ist schon in seiner Arbeit gezeigt. Ferner folgt im Ring 
mit Einheitselement die Gültigkeit des 0-Satzes aus dem abgeschwächten 
U-Satz.<l) Damit ist Bedingung I in Satz II durch die Bedingung, dass in 
ffi der abgeschwächte U-Satz gilt, ersetzbar. 

Als eine Folgerung aus Satz 11 wollen wir noch formulieren 
Satz 12. Es sei 3 ein Integritätsberewh, in dem die Existenz des 

Einheitselement und die Gültigkeit des 0-Satzes nicht vorau.,sgesetzt werden. 
Für 3 gilt dann und nur dann der Z. P. L, wenn 3 ein 0-Ring mit Ein­
heitselement ist, in dem bei jedem maximalen Ideale a kein echtes Zwischen­
ideal zwischen a und a2 existiert. <2> 

Allgemeine Z. P. 1.-Ringe und allgemeine Multiplikationsringe. 

Wir wollen in diesem letzten Abschnitt eine Übersicht über die Re­
lationen zwischen den allgemeinen Z. P. I.-Ringen und den allgemeinen Multi- ' 
plikationsringen erhalten. 

Definition. Ein kommutativer Ring ffi heisst ein „ allgemeiner Multi­
plikationsring ", wenn in ffi aus a C 6 stets die Gültigkeit einer Gleichung 
a=bc folgt. 

Satz 13. Die Bezeichungen „ allgemeiner Z. P. !.-Ring" und „ allge­
meiner Multiplikationsring" haben in kommutativen Ring ffi 'dann und 
nur dann gleiche Bedeutung, wenn ffi ein 0-Ring mit Einheitselement oder 
ein 0-Ring ohne :Primideal ist. 

Damit ein allgemeiner Multiplikationsring ffi zugleich ein allgemeiner 
Z. P. I.-Ring sein kann, ist es notwendig nach Hauptsatz, dass ffi ein 0-Ring 
ist. Aber nach Satz 9 haben in einem 0-Ring ffi die folgenden Bedingungen 
dieselbe Gültigkeit : , 

Für jedes Primmaximalideal p' existiert kein echtes Zwischenideal 
zwischen p' und p'2 und ferner existiert kein echtes Zwischenideal zwischen 
ffi und )}l2, 

Für jedes Primideal p (einschl. ffi) existiert kein echtes Zwischenideal 
zwischen p und iJ2, 

Damit können wir auf dem Grund von 0-Ring nach Hauptsatz, Satz 9 

(1) Y. Akizuki, Teilerkettensatz und Vielfachenkette~satz, Proc. Phys. Math. Soc. 
Japan (3) 17 (1935), 333. 

(2) Der von E. Noether 'Stammende Fundamentalsatz ist nur ein einfacher Fall dieses 
Satzes. • 

Fundamentalsatz: Für den Integritätsbereich ~ gilt dann und nur dann der Z. P. l., 
wenn :;3 ein ganz abgeschlossener U-Ring ist. · 

W. Krull, Enzyklopädie. loc. cit., 30. 
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und dem in der Fussnote besprochenen Satl1) leicht zeigen, dass ffi • ein 
0-Ring mit Einheitselement, oder ein 0-Ring ohne Primideal sein muss. 

Ist umgekehrt ffi ein 0-Ring, welcher Einheitselement hat, oder kein 
Primideal ausser (0) und ffi besitzt, so ist ffi nach Hauptsatz und dem in 
der Fussnot.e besprochenen Satz zugleich ein allgemeiner Z. P. 1.-Ring und 
ein allgemeiner M:ultiplikationsring, oder zugleich keines von beiden. 

Nach W. Kru1I<2) heisst ein kommutativer Ring ffi mit Einheitselement 
ein „ Multiplikationsring ", wenn in ffi aus a Co stets die Gültigkeit der 

.. Gleichung a = bc folgt. 
Aus dieser Definition folgt mühelos 
Satz 14. In einem kommutativen Ring ffi mit Einheitselement sind die 

beiden Beze'i,chungen „ allgemeiner Z. P. !.-Ring" und „ Multiplikationsring" 
dann und nur dann gleichgültig, wenn ffi ein 0-Ring ist. 

(1) S. Mori, Über allgemeine Multiplikationsringe. I. dieses Jour. 4- (1984), 25. 
Satz. Ein kommutativer Ring 91, in dem jeder Kern eine kürzeste Darstellung ist, 

ist dann und nur dann ein allgemeiner Multiplikationsring, wenn in 91 diefolgenden, von 
· einander unabhängigen Bedingungen erfüllt sind: .. 

1. Für jedes Primideal IJ (einschl. 91) gibt es kein echtes Zwischenideal zwischen V 
und v•. 

2. Ist b ein echter Teiler eines Ideals a, und ist a + bn=a + bn+I =\ca, so gibt es in b 
ein Element b derart, dass b-b' <:; a, b c:j:: a ist. 

3. Jedes Ideal aus 91 ist stets mit seinem Kern identisch. 
(2) W. Krull, Enzyklopädie. Ioc. cit., 28. Es findet sich .dort, dass ein Multiplikations­

ring, für den der 0-Satz gilt, ein allgemeiner Z. P. !.-Ring ist. Aber die Notwendigkeit der 
Bedingung, dass 91 ein 0-Ring sein solle, ist allerdings noch nicht bewiesen. 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


