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F@ Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen
in minimale Primideale. IIL

Von

Shinziro MORL
(Eingegangen am 21. Okt., 1939.)

In der Note II dieses Titels® zeigte ich als Hauptsatz:

Ist jedes Hauptideal im Integrititsbereich & als Potenzprodukt von end-
lich vielen Primidealen darstellbar, so ldisst sich jedes Hauptideal in [x]
auch als Potenzprodukt von endlich vielen, in J[xl minimalen Primidealen
darstellen.

Die vorliegende Note beschaftlgt sich mit der Behauptung, dass dieser
Satz auch dann noch giiltig bleibt, wenn man den Polynomring [x] durch
den Polynomring J =3[y, 22, . .. .] ersetzt, der aus Polynomen in einer Un-
bestimmtenmenge %, %, . . .. von beliebiger Méchtigkeit mit Koeffizienten aus
$ besteht. Fiir diese Untersuchung nimmt der folgende Satz® eine w1cht1ge‘
Schliisselstellung ein :

Ist jedes Hauptideal im Integrititsbereich § als Potenzprodukt von end-
lich vielen Primidealen darstellbar, so ist jedes hochste Primideal eines be-
liebigen Hauptideals aus stets, wmkehrbar.

Hilfssatze.

In diesem Paragraphen bedeutet ¥ einen Integrititsbereich mit Eins-
element, in dem jedes Hauptideal als PotenzproduKt von endlich vielen Prim-
idealen darstellbar ist, und I={wy, 2, . . ..] bedeutet den Polynomring in
einer Unbestimmten-menge xy, 2, . . .. von beliebiger Méchtigkeit.

Satz 8. Ist b ein in & minimales Primideal, so ist p=yp[wy, 2z ....]
auch ein in § minimales Primideal.
Zundchst ist § ein Primideal in 3.©

(1) S. Mori, Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in minimale anldeale 1I,,
dieses Journal 9 (1939), 1.

2) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. II., dieses Journal 9 (1939), 153.

{8) p[x;] ist ein Primideal in J[x;]. Wir konnen daher vollstindige Induktion anwenden
und voraussetzen, dass ¥[;;, @5, .. .., %, ] auch ein Primideal in J[w;, @5y, . ..., %, Jist. Ist fir
zwei Polynome fWis .. .., Biy y b JiEiny -+ %ipy)) I iryere, @iy g 808 T SWiseeery iy )
Si@iys oo, 2, )=0(), s0 wird f(%iy, ... s Bip M1 iy - oo @iy D=0 (@i, 25, 1), Da-
mit ist flng,...., i, +1) i@ty e e ens i, +1) ein Polynom in %;,,, mit Koeffizienten aus
oy, ... @, +1]. Nach unserer Voraussetzung ist aber p®s,....,2;,] ein Primideal in
3wy, . ..., 5,1 und folglich muss f(i,,...., i, ;) oderfl(a:,-,, ce 03By, ) durch plas, ..o 25,
oder P bellbar sein. Also muss p ein anxdeal in § sein.
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Zweitens sei P ein echter Teiler eines Primideals ¥ aus §. Dann ent-
_hélt ¥ kein Element aus J. Denn, sonst wiirde p=}’, da p ein in ¥ mini-
males Primideal ist. Es sei a=a(xy,....x;,) ein Primelement® in §'. Dann
besitzen die Koezienten a;(=0....%) von a keinen gemeinsamen Teiler, und
nach unserer Voraussetzung fiir  erhalten wir

(a0)=p%pfo. ... piPube. . . . Dok
(@) =pmp® ... Pibub. ... Pu

.......................................

(@) =P . D PaPng - - Pu, -
Dabei sind alle p nach Satz 7 ein in § minimales Primideal, und die Prim-
ideal p, py,...., P, sind alle gemeinsamen Primideale von (o)) (j=a,1,....,7n).
Nun kénnen wir annehmen, dass a<a; (¢1=1,2,....,n) ist, und ein Element
p finden,” so dass

p=0 (p*), =0 (p**), ==0(p)(=12,....,k), F0py(1=1,2,....,k)
ist. - Nach unserer Voraussetzung ist aber (p)=p*p'p”...., wobei alle P/,
p”’.... von p verschieden sind. Ferner muss (p)==p® sein, sonst hétten
g, Gy . ..., Ay €inen gemeinsamen Teiler p. Wenn wir beide Seiten von (1)
mit p’p”.... multiplizieren, so ergibt sich
Y. (@) =) PR ... PP . Do
PO (@) =) P L P P

()

)

.........................................................

PV e (@) =) PR e e P, -
Ist p” ein solches Element aus p'p”...., dass (p)==0 (p) ist, so ist
@) Wa)=(pag), Pa)=(pai),....(['a,)=(pay).
Da nach dem am Anfang ausgesprochenen Satz p umkehrbar ist, so ergibt
sich aus (8)
@ a==0 (p) .

Anderseits folgt aus (3) p'a(x;, ..., x;,) =pa (x;,, ... ., ;,), Wobei @' (@, ..., %i,,)
ein Polynom mit Koeffizienten ag,aj,....,a, bedeutet. Da }’ aber kein
Element aus ¥ enthilt, so muss a'(x;,,....,%:,)=0(}) sein. Aus p'<) folgt

(1) Ein element a(z;,,...., x,-m) aus § heisst Primelement in §, wenn die Koeffizienten von
a(Ziy.nnn, xim) keinen gemeinsamen Te_iler in & haben und wenn das Produkt von a(x;,,.... 1 %i,,)
mit irgendwelchem Element aus § stets irreduzibel in & bis auf konstante Faktoren ist.

(2) Da in J paozzpactl jst, so konnen wir ein Element p finden, so dass =0 (pao),
=0 (y20+1) ist. Nach unserer Voraussetzung ist aber (p” )=vaopi ceen p;p;’ veee D;’, da pa primir
ist. Dabei bedeutet b eines aus pi(i=1,....,k), poi(J=1,2,....,ks) und p;.’ keines aus p;, po;.
Nun sei p” ein solches Element, dass

/=0 (pas) (gg>a0), 0 () (i=1,2.....,0) und p”=0(p), (vo;)
mit Ausnahme von p; (1=1,2,....,10) ist. Setzen wir p=p’+p”, so wird
P=0(pao), =0 (pao+l), =0 (pg) (i=1..... k), =0 (ho) (7=1,2,...., k).
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damit a;=0, a;=0,....,a,=0(p) und wir erhalten einen Widerspruch gegen
(4). Also muss p ein in & minimales Primideal sein. :

Dieser Satz erleichtert die Auffindung eines in I minimalen Primideals
b, welches ein Element aus  enthilt. Ein solches Primideal b heisst ein
m I minimales Pmmuleal von erster Art. Enthilt dagegen ein in &
minimales Primideal §’ kein Element aus S, so heisst § ein in § minimales
Primideal von zweiter Art. Dann gilt

Satz 9. Es sei Pz die Gesamtheit aller Elemente aus &, deren Produkt
mit irgendeinem Element aus § durch ein Primelement @ aus § tedlbar
ist. Dann ist Pz ein in § minimales Primideal von zweiter Art.

Erstens miissen wir beweisen, dass bz ein Primideal in §ist. Zu diesem
Zwecke werden wir zeigen, dass das Produkt von & oder B, mit einem
Element aus  durch 7 teilbar ist, wenn fiir zwei Elemente @ und g von
S aaf=7p gilt, dabei bedeutet o ein Element aus & und ¢ ein Element
aus 3. Die Behauptung ist richtig in Sy=[x;,], welches aus der Menge
aller Polynome in einen Verinderlichen x; mit Koeffizienten aus & besteht.
Wir konnen daher vollstindige Induktion anwenden und die Behauptung fiir
den Polynomring JJ, voraussetzen, welcher aus der Menge aller Polynome
in » Verédnderlichen x;,%;,....,2;, mit Koefflzienten aus J besteht. Es
seien @, i, .. .., %,,; aller Variablen, die in die Darstellung aaf=7¢ auf-
treten. Dann wird a=a{2%,, ,+ a2k} + - - - +af®, B=b{"al,,,+b{Vak ),

C b, F=pal  + - + 0, dabei smd a™, b™, p» die Polynome
in n Variablen #;,%;,....,%;,. Ist m=1, so muss ap{;””‘&=ﬁ"§51 oder
api™'B=7p, sein. Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von x,,,,
links und rechts ergibt die Teilbarkeit des Produktes von @; oder ¢ mit
einem Element aus & durch p{™* oder »{™’, da in §, unsere Behauptung
vorausgesetzt ist, und da 7 ein Primelement ist. Also erhalten wir aa’a=7g,
oder ab/B=7g; dabei bedeutet a’' oder b ein Element aus §. Indem wir
damit noch einmal vollstindige Induktion anwenden, nehmen wir an, dass
unsere Behauptung fiir t<<m giltig ist. Dividieren wir p{™*z, p{™’8 durch
7, so erhalten wir '

) @B =791, @ —c3n>xm+1+cm>x,’f,;+l+ e,
()l —1 (
B dﬂn)xm+l+d n)xi'n.+1+ et dl") ’ K,V <m .

Wenn beide p{™*a, pi™B durch 7 unteilbar wéiren, so folgte nach unseren
Voraussetzungen aus (1), dass ein Produkt von 7 mit einem Element aus &
zerlegbar wiirde. Damit muss p{™*a oder p{™’8 durch 7 teilbar sein. Setzen
wir p™*a=7Y, oder p{™'B=7V,, und vergleichen wir die Koeffizienten der
Potenzen von ;,,, links und rechts in dieser Gleichung, so muss das Pro-
dukt von @ oder B mit einem Element aus I durch 7 teilbar sein, da in &,
unsere Behauptung vorausgesetzt ist. Also ist Pz ein Primideal.

Zweitens gibt es in P; offenbar kein Element aus §. Wire p; >F fiir
ein Primideal §', so wiirde 7= 0 (}'), sonst wiirde Pz=¥. Da das Produkt
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eirie§ Primelementes ¥ aus P’ mit irgendeinem Element o’ aus & durch 7
teilbar wiare, und da ¥ kein Element aus & enthélte, so ergibe sich ein
Widerspruch, dass fiir jede ganze Zahl n a7’ =7"p wire. Damit ist Pz ein
in & minimales Primideal von zweiter Art.

Im folgenden wird die Gesamtheit aller Elemente aus &, deren Produkt
mit irgendeinem Element aus & durch ein Primelement 7 teilbar ist, das
durch 7@ erzeugte Primideal genannt und mit b bezeichnet.

Nachweis des Hauptsatzes.

Nach den Vorbereitungen im vorigen Paragraphen kehren wir wieder
zum eigentlichen Thema dieser Arbeit zuriick und beweisen jetzt

Satz 10. Ist T ein Primelement aus 3, so ist das Hauptideal (7) als
Potenzprodukt von endlich vielen, in § minimalen Primidealen darstellbar.

Da 7 ein Polynom in Variablen x;, «;,....,;, mit Koeffizienten aus ¥
iSt> so wird
T %4174, %3 N A
= Ol i o v oo Bigy'+ 0+ @ oL L
(@o)="Pf .. .. PPEDE .. .. pgte

(@) =pf....pAplpfe. ... pigh

.......................................

Py B 2
(@) =Pt ... AP Pu? o o Pl

wobei jedes p ein in I minimals Primideal bedeutet. Da jedes p aber um-
kehrbar ist, erhalten wir daraus im Quotientenkérper & von

Pre ... PiMag) =pir ... . ko

PN a) =ple L L pl

....................................

- - 2
TR P M ES S 4

n
Dabei besitzen pier.. .. paoko, pir ... pfgf, ..., ™. puii™ keinen gemein-
samen Faktor. Ist p,/p’ ein beliebiges Element aus pi®....ps%, so konnen
wir nach (2) die Elemente ag, a,....,a, finden, so dass '

1)

2)

3) DO=D'00, PO=D01,...., D10 =D

ist. Es sei D; das durch 7 erzeugte Primideal und es sei 4=(%,7,7/,....),
wo #,7’,.... alle zu @ proportionalen Elemente“’ sind. Dann muss < b;
sein, und aus (2), (3) erhalten wir

... PEdE)=0 ().
Umgekehrt sei (3) vorausgesetzt und es gebe zwischen a5, @, ....,a. keinen

(1) Zwei Elemente 7 und 7’ in § werden proportional gemannt, wenn az=b7’ fir die
Elemente a und b aus § ist.
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gemeinsamen Teiler in . Da in & die Darstellung eines Hauptideals als
Potenzprodukt von Primidealen eindeutig bestimmt ist, so ist (p)pf....pi
der grosste gemeinsame Teiler von (p'ag), (P'ai),....,(»'ay). Damit ist
(PP ....p5 durch (p’) teilbar und das Element p1/p 1st ein Element aus
.. p,: 4 Daher erhalten wir nach (3)

a=0 (pr*....pe'(@).
Also ist §=p;“....p;*(7) oder
4) @=pf....004.

Es sei nun das Produkt aa eines Elementes a aus S mit einem Element
a aus & durch 7 teilbar, ndmlich es sei aa=7B. Dann wird fiir ein zweck-
miéssiges Element o’ aus & aa’a=bam,.... 7, wobei 7; ein Primelement be-
deutet. Daraus erhalten wir nach (4)

(@0)@ =) P ... 001 oo o Y PTG T
dabei ist §;=(7;, 7}, 7, ....). Da aber §; durch kein in & minimales Primideal
von erster Art teilbar ist,” so muss nach Satz 8 (@)=pine?. ... p&"’lﬁc‘h.. .. 0s
sein. Also ist @=0(q), ndmlich pz=q. Nach Sitze 8 und 9 ist () damit
als Potenzprodukt von endlich vielen, in & minimalen Primidealen darstellbar.

Aus dem eben formulierten Satz folgt nun leicht der

Hauptsatz. E's sei jedes Hauptideal im Integrititsbereich I als Potenz-
prodnkt von endlich vielen Primidealen darstellbar und S=[xy, 2z, ....] sei
ein. Polynomring in einer Variabelnmenge x5, 2, . ... von beliebiger Mdchtig-
keit. Dann ldsst sich jedes Hauptideal aus § als Potenzprodukt von endlich
vielen, in I minimalen Primidealen darstellen.

Es sei a@ ein beliebiges Element aus §. Dann erhalten wir fir ein ge-
eignetes Element a aus & aa=b77;.... 7, wobei 7; ein Primelement in §
und b ein Element aus ¥ bedeutet. Ist Jz, das durch 7; erzeugte Primideal,
so ergibt sich nach Satz 10

1) (@@)=O)G. ... P PabE . P r. P Dk B

Es sei p ein in & minimales Primideal, welches ein Teiler von (a) ist, und

es sei P=p[xy, 3 ....]. Dannist (O)pf.... Pz, =0 (F). Aber ist b5, ein in I3y
minimales Primideal von zweiter Art, und folglich muss (b)p%....pf p% .
P ... D ... P =0 (p) sein. Da p aber umkehrbar ist, konnen wir d1e

(1) Wir nehmen an, dass §; durch ein in § minimales Primideal P von erster Art teil-
bar ist. Da_nn sind alle Koeffizienten a,, a,,....,a: von 7; durch p teilbar. Wir kénnen ganz
genau wie beim Beweise von Satz 8 die Elemente p, ", a;,....,a; finden, so dass p’a,=pag,
pa,=pa,... -y P'ar=pa;, a;=0(p) ist. Aus p’ﬁizpﬁg folgt E;EO (3;) und nach unserer An-
nahme ergibt sich 7;=0(5), oder ein Widerspruch a;=0 ().
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beiden Seiten von (1) durch p dividieren. Auf solcher Weise erhalten wir
endlich (@)=p....P»"Pz,.... Pz, Setzen wir nun Fi=plw, 25....],....
Pre=Pm[®1, &2 . .. .], 50 ist P; nach Satz 8 ein in I minimales Primideal von
erster Art und daraus ergibt sich (@) =FP&.... 5. Ps,.... Pz, Also ist unser
Hauptsatz bewiesen. :
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