
mベ ク 卜 ルの幾何學に就いて

竹・野兵・ 一郎

（昭和 17年 6月 1日受附）・

§1. 序論。 本論文に於ては m ベクト JVの幾何學を普通に使用されてゐ

るもの(1)と異なる表現を用ひて記述し，その取扱を簡箪にせんとするもので

ある。

一つの n 次元空間 x~ に於て，座椋綾換

I塁l=¥=o,

＼ 

元•=x•(x1, 玩..., xn), 

を考へ•呼戸
硼i a寄
紛'

が三—---
―'銀

等とおけば次の開係が成立する。

(i,j, ... = 1, ... , n) (1.1) 

忍＝叫，＇呉疇；撃＝砥；~;~=烈

そこで今 n 箇の数字 1,2,... ,n より任意に m(l~飢~n) 館の敷字

(a頁•·am) (但し a1<a2< … <am とする）を取出し，斯くして得られる C,~
箇の組合せに到し一定の方法で 1,2, …， v(=C;:) の醤観を到應させる~2) この

到應の方法は任在である（例へぱ酢書的に）が，一度定めたら袋夏しないこと

(1.2) 

とする。•

次に
m . 

x戸切！鴨摩…吹：J, ぎt=切！叫…必

とお、く。こヽ に a=(a氾2…am),b=(紺必…釦）； a, b, …=1,~.. ,vであり Xの

上の加は混維の恐れのないと者は省賂する。明らかに切=1 なら云i.~
は硝，砂と一致し又切=nならば

・xl=I硝I,さ！疇；喫=1

定理 1.. (1.2)に封應して衣の開係式が成立する。

恐:~=ff;'

(1.3) 

さす速＝如 苫ix~=冠，

!xZl:==lxjド，・ 1ざil=I竺111,

≪-b 
Xふ＝．℃

a 
C)  . 

- == = 

1=C字｝

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1) 例へば穂刈四豆二，北油泣帝大煎苔塙策翠 (I),2 (193•1), 103. 
(2) 是に似た、rl1、1』は次の論文にも随切Jされてゐる。河nr.H衣，穏刈四三二，帝因學士院記水， 16

(1940), 313. 
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證明。 a=((J,1…Um), b=(/J1…Pm), c=(ri…Tm)とすれば

窃:!~=m 噂噂・・全禄・・・女

=m! 礫…砕:i=約，．

Jf (1.5)の他の式も同様に證H出来る。 (1.6)は小行列式の行列式の理諭より明

かである。

m=lのとき (1.5)が (1.2)になることも明かである。

§2. Tペクトルと ・Tテン）・ル。前節の結果によつて， X"に於ける普通

のベクト ;v, テンゾだが・ 吋，~, をもとヽして定義されるやうに，窃，·~ をも

とヽして Tベクト;v,TテンゾJVを定義することが出来る。例へば菱換 (1.1)

に際して稜換(1)

釈=xiv凡 託 c=:i・話!~[T1~f (2.1) 

を受ける}!fVa, T~~c を夫々.m 級の反妥 T ベクトル及び混合 T テン•fル

”’ と呼ぶ。そしてふの各勁に品等の批を祀したものを X霞で表はす。 ・

・m=lのときは TテソゾJVはふのテンソ・だと一致し，又 (2.1)の第二式

に於て m=nとすれば

瓦玉1l噂 IT悶＝国12-1T均 . (2.2) 

となる故，一般に p 苗の添数に閲し反愛， qヽ 節の添数に闘し共妥なる＂・級

の Tテ：：.,, •; ・ルは薔迅の (p-q) 荷の相討スカラーとなる~2)

以上の Tテソゾ）Vの脱念を夏に罰張して

r 
疇 A;;,c, 1~P, q, r~n (2.3) 

” 
のやうなものも考へ得る。こヽに p,q,rは夫々 a,b,cの屈する級を示す。

次に T ペクト JVの宜例を示さう。'A叫•’“をふの節ベクト ~vとして I

A11i ... 11111=Aa, ・, [a1<r12<…<am, {<1.1・・・am)=a]・ (2.4)' 

とおけば

ふ＝嗚・・・必A~~--- ら,.=切！狐...竺；；:]Aa1 ... am;, ざiAa,• (2.5) 

(1) T テンゾルは太い文字で表はす。

(2) 荷政が菜改であるm刃テンゾルはすべて 7' テンゾルとして表はすことが/H来るが， さうで

ないものは T祖対スカラーを月jひねばならない。反:nに T相刃スカラ -fj;すぺて粋洒の相対スカ

シーとして表はし得る。
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こヽ（こ b= ({11 ... fJm), なる故 Aa.は m 級の Tベクト Jンである。又逆に任意

の汎級の T ベクト JVに鉗しふの m ベクト JVが甜胞する。このやうな
1'll 

Tベクト）V Aa. を Aa1,.,amのふに於ける表現と呼ぶ。例へばツーマン空
2 

間；ご於ける曲率テンゾJV Kmmの Xnに於げる表現は二級到稲 T テソゾ）V

K,,.; を典へる：り
m m m m 

§3. ふに於ける計費。・ふに於て g心匹＝的なる闘係で結びつけられ

た所の階敷ッなる任在の翌稲 Tテ-:/-f ;v g叫Uab,(級を示す節は簡箪のた

め省略する）を尊入することにより，ふに於けると同様に T ベクトJV V" 

の大者さ !val及びか，町のなす角、0 を夫々

Iv叩=UabVaVl>=g叫,avb=Va炉

及び cos w=-
Yabザ砒．

I val・lw"I 

(3.1) 

(3.2) 

m 

て定義することが出来る。このやうな Uabを x,.の基木 T テン＇）・ルと呼

び，箪級 Tテソ・ノi';vの添敷の上げ，．下げはすべてずb,g心によるものとす

る<:'

今ふの恭本テンソ,.JVを a.j,gii (a,j炉＝胡）とすれば一般には gゅと a.;

とは燕闊係である。しかしながら最も典味ある性質を有する llabは次式によ

り呉へられるものである。9

、ヽ
m 

Yab=加 lg恥[[l,g蛤••• Ua~JPmJ, ”’ 炉=mlgCa邸…炉nJ心 (3.3)

IYab)=lg叶， (A=C,!オ）； a,=(~1 … am)~b = (/11…釦）， (3.4)
~ 

かやうな Uab,gabが Ua_bgbc=汎を滴足することは明かである。斯の如送計
m m 

丑を有する x,.を R、しで表はすことにする~)

”慮
今ふに於ける飢ベクト JV 111---a.,11 A の凡に於ける表現をムとすれば

A呈炉A~=1n!g恥[fJ,i ••• 炉I虹Aか-~=Afl•-··8,,. (3.5) 

たる事が成立し，同様のことば一般の TテンゾJVについても云へるから

(1) 次の論文に此の息：wをもとょする珂誼が汲辰せられてゐる。竹野，本誌， 12(昭和 17年）， 125.
2 

(2) 佃如で投はれるデ・ジッターぎ＆空間四特r:~mける式 Kwm==M(!Ti111!ljl-!lil[/i,11) を R』の
式として？紅忙すと K"b・""一!tu心となる。
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”’ 定理 2. R冗に於てはふ（こ於ける共（反）斐飢ペクトルの添数を gii

伽）によリ上げ（下げ）て得られる反（共）変節ベクトルの表現は，もとの

叩ペクトルの表現の添数を.gab (gab)を用ひて上げ（下け）て得られる 7'ベ

クトルと同一てある。

吹に x.、に於ける加箇のベクト JV Vi, …，がに依つて張られる切次元立
. 1 "' 

閤の盟積 V を

V:;:::I が 1=✓0:西rこヽに v芦 m!決炉...'IJ心， (3.6) 
1 2 ”雇

により定義し，又 Va と他の節次元立悶 Wa,=渾!w[a, …研ml とのなす角 o
1 m 

を (3.2) で定義する~1)
,n 

凡に於て m=lのときは此の定義はふの計址の定義と一致L-,ni=n 

のと考には v=l,uu=g, V呈叫炉… 炉 な る 故 ・v=心・!州となり普通の
1 ,. ; 

瓢］の定義と一致する。延にこのと送は任衣のザ，町に到し co~w= 土 1 と
なり，すべての n級 Tベク}JVは同方向 (w=O)又は反針方向 (cr,=rr)を持

？ことを仰る。なほ上の定義が l<m<n なるときに於ても平坦空間に於

ける通常の定義を含むことは容易に知ることが出来る‘。
m . 

§4. ふに於ける直交系。ふに於ける箪位ベクト JVの n 誼直交系が ~i
I: 

k 

及び e、・で典へられるものとする。・ ヽ

即ち

4 

• . kヽ k・ ・.・k k 
Oi; お＝如=g•ieぉ=e,e'; g討 =e;, giie,= e1, 

K、 、 k・k｝ le" le 

lli;=~ ~ ぉ， gii=図必，ヱ心=oj
k k k k k k・ 

” 書・

(4.1) 

- ,,.. m 

x,. の直交系も全く同様にふとは無闘係に定義できる。特に x.. が R,.
m . 

のと者には Rn.の直交系を x.. の系をもとヽして懃＜ことが出来る。即ち

d 
e", e6を
C 

e4=m ! 炉l…e心，
C Tt'T  

”‘ 

d・ ふ ・ ' 霞

e6=m! 知…e。ml, (4.2) 

（こ＼に <1.1<.:.<・a,,., f, ベ …<!1m,a=(a1・・・ u.111),b= (伍，．．和）＇等） のやうに

氾べば (4.1)より容易に

--- ---------・-- -----------・-. ● ... ―-------.... , ・-

(l) V及び w の値は船諒 1,2, ...• ツのつけ方には飛環係で知る。
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C ,t C 

Uabeaeb=如＝がbeぷ =eぷ；
0 ti. . tl 

0 C. , 

Ua炉 =e6, gabe11=eb 
C C 

C O C 

g心 =2Jeふ： gab=2J eae朽 L!eaf!b=銹
C <l C C i: C 

} . (4.3) 

.• ・: ヽ，~．．

d "' 
を得る。之即ち e",ebが凡のッ重旗交系を典へることを示す。口

今叩ベクト JVA吐""m の表現を A~ とし，又直交系 {4.1)及び (4.3)に

闘する A町・.am及びんの直交成分をば夫々 A(rじ..r ...)及び A{c)とする。

即ち
A(r1…rm)=Ai1 .... e•• ... ·e•m, A(c)=Aぷ，（わ=l,,.. ,n}, ・(4.4) 

m 
, Tl T・ 。m 

とすると (4.2)より次式を得る。

故に・

A(c)=m!Aり..a ea, …eam.=A(r1 ... 叫
町 r.1 r,,,.l 

(4:5)、

m 

定理 3. R,. に於て直交系を (4.2)によリ定義す礼ば，加ベクトルの表現

の直交成分は m ペクトルの直交成分の表現に等L。 このことは任愈の T

テンゾルについても成立する。

’” §5. T テン）・ルの共麦微分，曲率 T テン•Jル。晋通の方法に依り x,.

に於ける Tベクトだの線形共愛微分，共笈似係敗を定義することが出末る。

例へば

"' 初芦dがr、ザ=dv"+I'iぉ炉dが
. ffl • 

如'b=d成r、叫=dwb:.... ££?wadが

而して接紐の係敗 rci及び I'£'!の焚條式は夫々

-I'~=F:J忠~t a羽・
a:i.J 

：：：さt

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

及ひ=I'£fについての同様の式で典へられる。混合 Tテンゾだの共襲微係数

の一例は
f',,. 、”

riT~=3,T~b-r;7T;6+I'!T;" (5.4} 
m 

である。 (5.1)より

m m m 
叫 和 ザ ＝ 虚ij;,"炉， 2r研年=R'訳w,.• - (5.5)・

m. m m 
こヽに R遥｀及び ll';;i,aはふのOH率テンゾJVで夫々

、,,.

Jも訳＝
a a 盃―I'i,;--a:~1 I't;.-r.、~r:森+I'.:1Ii心 (5.6)
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及び r;r についての同様な式で定義される。混合 T テンソ~JVに闘する同様

の式も容易に尊き得る。

rふと r,,rとは一般には無闊係であるが，斯の如き場合は唯計算が複維に

なるだけで特に面白い結果が得られない。故に r点=~ばなる場合のみを考

へることにする。

(5.3)に於て m=lとおけばふに於ける rtの稜換の式となり，又 m=n

とおけば (5.3)は

書, . J=I元}I．屁=(I'J~-~l<?g_J_}wt 
aが一

(5.7) 

となる。之ふに於ける相翌JテソゾJVの接禎係数の製換公式である。

＇ なほ (5.5)を利用してビアン・キの恒等式 ‘ヽ

紐芦＝ー2Sj面RiJi炉，こヽに S足=Ii知， (5.~) 

鱈 <?.. とも出来る。計算ほ＇ふに於けるものと同様で•ある。ふの接禎炉
翌稲なるときは直ちに

伍 RJぷ =O
を得る

m 
§6. p接積。況に於ける任窪の節ベクト JV Aat•••am の Xn に於ける'

m 
表現をぷで表はす。エに於ける A"の共襲微分が況に於ける Aa1... am 

m 

の共芦徴分の表現と一致するやうな接禎を Xnに於ける P接組と呼び， p

接禎の係改を P点で表はす。この定義より

3、Aa1... am+ I':.1'A""a• .. ~m+ I; 品3Aa1s... am+ …+r~ やAa1... 畠

, . =a、心十P,lA• . . } . (6.1) 

この式(l)が任謡の Aa1.. 心について成立するための條件として容易に次式を

得る。 ' • 

”’ I沿＝因喝， [a=bのと送］ (6.2a)・ 

=(-l)P汀名， [a晶，（ゲ鴫）のときJ_ _'. , - . (6.2 b) 
＊ 

=O, . [a,¥bのとき], (a=(a1 ... 叫，b=伽...fJ.,,,)) (6.2 c) 

(1) 云ふ迄もなく (6.1)は［輝謡咋加に成立する。後に出る (6.2)(8.2), ~8.3), (8.4), ~;iにつ

いても j:iJ様である。 • 
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＊ 

こヽ に a=b,(ap キ /1.) は ap~f1t1 でその他の (m-1) 箇の a、 (iキ p) と伶
＊ 

(j知）とはその順序のまヽで一致することを窓味する。又 aキbIょどの lli,

(i=l, ...'. m)にも等しくない和が二つ又はそれ以上ある（従つてどの {J;に

も等しくな~a;, が二つ又はそれ以上ある）ことを意味する。二つの添敗 a
＊＊  

と bとの間には=,=, =¥=の何れか一つ，唯一つが成立することは明らか

である。
l ― 

m=lのときには (6,2c) 成立しな~. 又 Pぶは I';~ と一致する。飢=rtの

ときには (6.2b), (6.2 c)は成立しない，そして
. ti . 

、 Pi~=I',,t ・・ (6.3)・.. 
となる。即ち P1lはふの相到テンゾ）Vの一つの接禎係敗を典へる。．疇

今 ・ I';~=UH ナ T炉. (f炉はテンソi";v) , ー (6.4)

とおけば {6.2)より

Pお=~({ゆ+Td/P)'
p 

[a=bのとき］ (6.5a) 

. =(~l)P―"({ら}+T,炉）， [aこb,(ap豆）のとき], (~.5 b) 

=O 
＊ 

[a~b のとき］ (6.5 c) 
,,. 

§7 •. Q叫と Maib• ふに於て

Pill心＝一Qfab (7.1) 

とおけば Q;abIまa,bについて到稲な T テンプJVである。

, Qiab=Qi如 (7.2), - Qiab=O . . {7.3) 

が成立するときは夫々 T ベクト／ンの代及び長さを不袋に保つ接釈が得られ

る。即ち加次元立~~のなす角及びその堕萩を不稜とする接禎が得られるこ

とヽなる。これを夫々ワイル型及びリーマン型と呼ぶ。

(7.1). より . Riiab= -VcP呵 a11=f[jQi]ab, ー
(7.4) 

なる故 Q、がグラデ戸エントなるワイ JV型接紐(1)又はーヅーマン型接禎に於て．

は次の開係が成立する。

今

知＝―Rijbri,_. 

・ I't}=gac{ !-o~ ゎ十｝似+JJfbie}

(7.5)、

(7.6) 

(1) Xn に於けると (i~L:)',!にかやうな裟ぷ但： Y<lOのtt形宴採によりリーマン型となり得る。
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とおけば I'fiが同一の Q叫を典へるための必要且十分條件は
． 

Mbic= -Mcib (7.7) 

となる。この M珈はテンゾJVではなくて（但し (7.7)は不稜式），次の襲換

を受ける。

． 恥＝烈［如喫+Uc砂ぷ］． (7.8) 

~8. Pf;. ふに於けるリーマン型接禎

゜ 知iic=O• I'fj= {fj}, T, 炉=O ・cs.1> 
... 

に到應する P接組の係敗を PC.で表はす。之が 9,...;.マン型 x.. を典へるこ
.o 

とは P接紐の定義から明らかである。

(6.5)より P0 品＝区pや"P'｝ [a=bのとき］ (8.2a) 

=(-l)P-、出}'- [a匂， (ap豆）のとき］ (8.2 b) 

＊ 

(8.2 c) =O [a=¥=bのとき］ ． 

然るに少し計算すれば

gac処~=~ 竺~-[f"'P [a=bのとき],(s=l, …, n) (8.3a) 
訟‘ p aが. , ↓ 

=(-l)P—竺珈土i、 ずP8,. [a品， (ap豆）のとき］ (8.3 b) 

＊ 

(8.3 c) ==O' [aキbのと送］

となる故 p点に蜀しては{l)

゜
11liia = _!_区炉（勁←—竺
_o 2 P 加 p aが)． 

[a=bのとき］ (8.4 a) 

・=札1y-d『信：ー翌）， [a晶， (a心）のとき] (8.4 b) 

=0, 
＊ 

[a=¥=bのとき］ (8.4c) 

次に (6.4)に針應して

r品=P.お+Tiば` (8.5) 

゜とおけば：T炉は浪合 TテンゾJVとなり，これに到して

(1) (豆、J) で m=l とおけば 1?岱=½gsa (竺—t~}-) 即｀ら因｛屈｝ となり， 1n=nと

研ば 1!11,-1= o, {, l戸~-'ご元＝｛：，｝と t.~ る。
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¥'  

1 T炉=--(祁~+.lJfi,i"-lJ,fi,,a·
2 0 

が成立す。そして P接積に於ては (6.5)より

ヽ

• •a ． p T炉=~T
p "P''_. 

=(-l)P-dT. •ap 
P、i '

一．

[a=bのとき］

＊ 

[a=b, (ap=¥=(1、)のとき］

117 

(8.6) 

(8.7 a) 
． 

(8.7b) 

・＊

・=o [a=¥=bのとき] (8.7 c)・ 

又 (8.5).を用ひて Ri];,aと Ri.ii,11(Pぶより作られた曲率テンゾJV) との閥
0 0 

係を求むれば

邸 "=Ri.ii,11+2Vr;T1i,1研+2Ticiti',ザ (8.8)
0・0  -

を得る。こヽに 17,は P接禎に於ける徴係数を示す。
0・0  

§9. p 接組の曲率テン•f尼 P 接禎 p~ について考＾やう。 va,... a.,. の

表現を Va とすれば

2rc, り]ザ=-R~ji,ザ・

=-R涵切叫.am—…→Rij戸砂・" - (9.1) 

この式が任衣の Va¥こついて成立すべき條件として｀

Ri]炉＝区R·•• a p, 

p~l«p .! [a=bのとき] (9.2 a) 

=(-l)P-11R;;;,,"P I 

＊ 

[a=b, (ap =¥= {3、)のとき],• _ (9.2 b) 

=O, - [a~b のとき］ ・ (6.2 c) ・

この結果は計節は長くなるが (5.6),(6.2)を川ひて直接計算して出すことも

出家る。 (9.2)の特別な場合として

が釘＝吝此；％， [a=bのとき］ ． 、

=(-l)P―"K ··• a p 

瑚、'
* . 、

[a=b, (ap::¥=P、)のとき］
拿

=O' [a=¥= bのとき］

こヽ に K紺は Yiiから作られたリーマン曲率テンゾJVを表はす。

x.. に於ける公式

(9.3 a) 

(9.3b) 

(9.3 c) 

R泣;'=I(~j炉+2PtiT由砧+2Tic?Tiゅオ ・ (9A)

゜をJFJふるならば (9.2),(9.3)より容易に Rと守を R;;炉と T討とで表はし

゜得る。例へば a=bのときは
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R閲 =R;;t+2区[rT. 
• a 

0 . p 0 
[j lapl'1 P+ T~ 冗T口訂］

となる。かやうな閥係は (8.7),(8.8)よりも尊き得る。
”ヽ・ ｀ 

§10. リーマン型 Xnを呉へる rふ 第 7節に記したやうにリーマン型
... . 

のふに於ては平行移動によつてふの m 次元盟萩が不綾である。本節に

於てはこのやうな接禎の係敷及び之に脳聯する Xnの接紐について研究す

る~.

.、(7.6)及び (8.5)よ、り

r品=Pf;+T・="=gac1 O!Jbc 
，，＆ --—+1}/bic 

0 、. ()  2. ax' 
，． 

(10.1) _ 

，故に T年=Mbio-Mbic

゜
(10.2) 

従って第 7節の結果によって
m 

定涅 4.. I'i点がリーマン辺のふを呉へるための必哀且十分なる條件（ま

T血 =-Taib・・ (10.3) 

てある。 ．． 

m 

次に P接績を打する Rnを考へ，條仲 (10.3)をふのデンソうvT討で

表はさぅ 0 (8.7)より ・. ·.·• • 、

Tbia=UacTiic=oabT;,,b+~UacT;;t . 

（但し第一項は和をとらない，又第二項は b=cなるものヽ和をとる）を得る。，

直に (3.3),(8.7)を代入して少し計窮すれば ・ 

Tbia=訊！節g恥 !s!Ya迎 z... Y11記PmTP記， (s=l,…，n) (10.4)_ 

となる。これと (10.3)より ・

麟；1cr1吹…吹~=-Tc:油肱・・・0は "(10.5), 

m=nのときはこれは

＇ 

となり，m m<nのときは

Tri"=O 

T甜＝ー T~ii• (i:¥=k); 

., 

‘• 

(10.6). 
'・ ，． 

平炉＝一平戌 (10.7) 

---::--—·-----~----------- , 
(1) ~-のとさは又 (10.:l) より直ちに T1i1=T祖=0 を得る。これば即ち (10.6), と1司じ式である。
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となる。ところが (10.7)は

T.;k= -Tk;i (10.8) 

と等値である。依つて

＇ 定理 5. I'!;(= {;~} + T甜）が皿次元腔摂を不髪に保つための必要且十分｀

條件は m=nのときには (10.6),ni < nのときには (10.8)てある。

m=nのときには (10.6)より直ちに

Ri閉=O (10.9) 

を得る。• 即ちふばinhaltstreu である~1) こヽに inhaltstreu は盟萩索が無

限ントの閉回路に沼ふて平行移動される時不綾であることを衣四する。逆に

(10.9)からは，・(9.4)より分るやうに Tri"=oJが出るのみで必ずしも (10.6)

iま出ない。依つて吾々の盟積不襲は in~altstreu よりも強い條件であ広こと
が分る

m<n なるとき iま•Tci:JJk~S iik• T<ii)k~Hi11c とおけば (10.8) より 、

He班）~o. ょって If.;,.=-ski←S固 /. (10.10) 

故に • rJ,={M-~~ij-~ 媒+s欧・ I (10,11) 

之が潤 (<n)次元骰積を不袋とする接績係敦の一般形てある。占部氏は同

ーの結果を別の立場から求めてゐる炉

特に針稲接絞のときには接叙はリーマン型とならねばならないことは

(10.8)より明らかである。 I・. 

”’ 
ffl . 

§11. ワイル型ふを異へる Iな ワイ炉型x,.に於ては次式が成立す

る。
l Tbic=—Q如+Mbic-lJfi如.. • 
2 0 、

(11.1) 

1 
従って前節の.・Tbゎの代りに Tbic ..;_ ---Q;g心を用びて考へると次の定理を得

. 2 
る 。．

”’ 定理 s.Fi点がワイル型のふを輿へるための必要且十分なる條件は

てある。
Tb;c=Q;g如-Tcib・ ・(11.2) 

"' 前酋iと同様の計箕により凡に於て P桜禎を考へるときには (11.2)は

(1) J. A. Schouten, De・r Ricci Kalkii.l, (1!)2,1), 8!:J. 
(2) r!i tili j•t, 本誌， 10,(19-l0),~95. ・ 
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T叩沢社．．•お=~歳…6は一が沿ぶ：... a后 (11.3) 

と等値であることが分る。所がこ9の式は m=nのときは
、 1

1 T;;s=—Qi . 
2 

(11.4). 

となり， m<nのときには
1 . 

. T..;k=-Q沿ik-Tk;i'- . . l (11.5)・ 
節

となる。依つて

定理 1. k 凡が m 次元立位のなす角を不炭に保つための必要且十分條件

は切=nのときは (11.4),切<nのときは (11.5)てある。．

， 勿論條件 (11.4)は常に揺足＇されてゐる。これは第三節の飢次元立盟の方

向に闘する理論からも明かである。

又前節に於けると同様の計葬により， (11.5)を濶足する I't;即ち m(m<n) 

次元立醤のなす角を不裟に保つ戊の一般形は

r.,={i~}+S応Sタji-s~ii~i-<Qi的十Qjatゴ/gi.j) , _ . (11.6) 
2m . 

となろ。:"l. れと同じ形の式が占部氏によっても得られてゐるが，その衣味する

所は多少異なる。これほ飢次元囮款の定義が吾々のと多少異るからである。

Q, がク・フ丸ニントのときには (10.9)が成立し X,.Iま inhaltstreu とな，‘

る。しかしながら吾々の楊介には盟蹟不袋ではなくて角不襲の特別な場合を

典へる。、
m m '-

§12. x,, とふ， (rn+m'=n),の詰びつけ。 m+m'=:=nのときにiic:= 
m m 

v=C品なる故 Xれと -Lyn、の批を次のやうに結びつけ得る。

v='v; 位’デoi'yaa'v.砂=o't: • (a, b, …; a', b', ... = 1, 2, ... , ッ） (12.1,~. 

を滴足する混合 T テンゾJV V匹 '.,・Yaa'(ダツジュの附かない添敷と附いた添
m 11,1 m 

敷は夫々ふ，ふに凪するものとする）を祁入し， x,.に於ける任意のベク

トJVを出（又は Ba)とするとき

ywi'Aa=:Aa', (又は V血’か＝凡） ー` (12.2) 
m1 m1 

で定義されるぷの禁 Aa'(又は B",)をム（叉は na)の x,.に於ける共・

況ベク I、ルといふことにする。このときは明かに
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Aa'Vba'=Ab, (又は B4,V如'=が） (12.3) 

霞

となる。即ち Ab(又はが）は A"'(又は Ba,)_のふに於ける共椀ベクト JV

¢ となる。
m 

今特に庁=g叱46(又は B"'=ga'b'Ab,)なるとき即ち B",ムが x,.の同

じベクト）Vの異なる種類の成分のとき，それ等の共椀ベクト JVも亦同じベク

・ト）Vの成分となる即ち Ba'=gがb'Ab,(又は Ba=g屯<16)が成立する・ための條

件を求むれば夫々．

g叫yaa•·vbb'=が＇即ちが'b'V,匹,Vbb•=Uab

又は Ua'b'v四 'V励'=gab 111]ち炉Vaa1Vw=u四,:
(12.4 a) 

(12.4 b) 

となる。即ち釦（又は Ua'b')が ga'h'(又は炉）と共椀となることである；

ところが容易に分るやうに (i2.4a)と (12.4b)とは等値であつて又

gabが'h'Vw=V血＇ 又は g縛a~b'Vbbl= V, 匹’ (12.5) 

とも等値である。
． 磁 . m'. 

(12.4)又は (12.5)が成立するときふと x..とは互に共詭てあるといひ',

(12.2)の成立するベクト JV.Aa, A .. , を互に共艇であるといぶ。

A .. ,B,,, の共輛ベクトルを夫々 A..'.,B .. , とすれば明かに ― 

UabA"が=ga'b'が'A化胚A"B呈g~~b'が'Bi,, (12.6) 

であるから
m 1n' 

定`理 8. 互に共輛な x,.,ぷに於て共萄t.. t Tペクトルの長さ及び Tベク

トルのなす角は相等しい。 1 

m m' 

宜例として Rn,凡について考へる。即ち

．釦=m!g匂,・・・Ya.,,.]肱], lla'b'=加'!Yr.aiCPi …Ya~,JfJmJ (12.7) 

とする。•このときには V血', V. 血＇とし~(夫々
. 1 . 

v匹'=・・-二=・ 砂...a, 砂 .a;,.
y g , v匹＇＝凶 IE,.l••·"', 砂••弘，~12.8)

を用ひれば良い。 (12.7)及び (12.8)に討して (12.4),(12.5)の成立すること

は容易に證り］できる。 ， 

"' 4炉に nがII謄，t.-c叩＝況’のときには (12.2)による対應は Xn(/) (le. 封應
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を典へる。．四次元 9ーマ・ン空間に於て一般化されたマックスウニだの式(l)

~~E;;zmた=F.; . (12.9) 

を . V. 匹 ,Fa=Fa, (li.10) 

2 

と瞥直すならば，これは即ちふに於て Faが自分自坊と共師なことを示す

式に他ならない。9

ffl 111' 
さて互に共椀なふとふに於てベクトJVの徽分を考へるならば，第五節

の理論より容易に

定理 9. ペクトルの共変微分の共随ペクトルと，共朝ペクトルの共塁霰分

とが一致するための必要十分條件は

てある。・

かやうな揚合の1梵例は V匹,,yaa1 として (12.8),又接禎として P接級を
.' 0  

J廿ひれは得られる

aVaa,=oV匹 '=O (12.11) .. 

又

より直ちに

2rc, 伍va=-R函“炉， 2r叫~n囮=R認Wが . (12.12) 

"'・"'' 定理 10. 互に共慌なる x,.,ふに於て (7.5),(12.12)が成立するときは両

名の曲率テン）・,いも亦共靱てある。
m m' 

~13. 附記。加十m'キn.なると、＿きのふ，X,、の卸鴫閲係については十分¥• 

に研究されて居ない。その一部として見，瓦，・（加'=叩+p~n) の基本テソ
m, m1 

ゾJVYab と Ua1ぃとの闘係の一つを掲げやう。

一般に次の闘係式が成立する（計媒省略）。

飢'!m ! Yea邸 … Yamflm … Ya,n+pJB,n+p]g叫 I ー・・ ず,,.J/3111]

= pl・(n-'-v)! 
叫 (n-m-p)! 

-------------g伍m+f/1111+1…llam+氾mtp] (13.1) 

但し m':d:.n叶 P,l1.1 <a2<…<  ;,m~{J』＜凡＜．．．＜釦とする。・故に今 a=

(a1•··a,,,), b=({l~..'. 他）； c= (am+l ... am,), d= ([lm+・l・..(3,.,,)とし又 ｀ 

U, ヽ•e, b•,l 主似！り［叩, • • • Ya;,.w,11,J , n a•c, b•d 声 m'!が追1…。a記1/1,n,]

mpmp 

(1) 竹野，本誌， 11(19,12), 2!>6. 
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とおけば

llu•c, b• ぷ =C;!一加 同様に，,s•c: b•,lgab 可 c.:一P炉 (12.3)

を得る。特に第一式で (p→1), (飢→1, p→ m)とおけば夫々．．

; Yi-a. /·b炉~cかYu, lli•a,; ・面=(n-m)Uab・,/(飢；；；n-1) (12.4) 

” を得る。これ即ち g,jと四との開係を典ぺる式である。第二式からも同様

な式が得られる。

”’ 凡に蒋入された箪位ベクト）Vの直交系についても亦同様な式が群かれる

がこヽには省略する。し

• 
｀ヽ．

I ¥ 

,. 
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