
束・ の 中 心

詢田文友

（昭和 17年 6月 8日受附） ｀ 
．前田 [1]<1)に於て，ヒJVべJV卜空間に於ける作用素環に含まれたあらゆる射

影作用素の作る束に於て， J.v. Neumann [l]の可約なる連紹幾何學（一般に

は捕模束）の場合と同じく，次の四つの命題が同義であることを證明した。

今 aを束 Lの要素とする。 ．` 

(a) aは Lの中心に屈する。

({I) aは中性元である。

(r) aは補元 a'を有し， (a,a') Dである。

(<1) aは唯一つの補元 a'を有する。

こヽ に於て， Lの中心とは Lを STの如く束の積としてあらはすとき [1,O] 

としてあらはされる Lの要素の全骰である炉次に a が巾性元であるとは，

a と Lの任衣の二要索 x,yとがあらゆる形の配分の式を油足することであ

る炉 (a,b)D とは， L の任~11：の要索のに蜀して， x,,.....(a'---'b) = (x .--,.a)-...,, (x ,......._ b) 

が成立することである:0
(a)一(o)の四命題が同義であることは述紐幾何卒の場介は校束といふ性質

を用ひて證朋して居る炉作用素環の場合は必ずしも校束とは云へないから，

作用索といふ具憫的の性質を用ひて居る。こヽではこの雨打を包含するが如

き一般の束の楊合の定理を求める。

それにほ Wilcox[1]が邸入した次の概念を用ひる。如何なる C歪a に対

しても (b'---'c)l'""¥a= (br-. a)'---'cが成立するとき (b,a) M とかく。 al'""¥b=Qに

して (b,a) M, (a, b) M が同時に成立するときは (a,b) .l.sとかく。

補題 1. 次の二つの命題は同義である5

(i) (a, b) .l.so・. 

・(ii) a ,,..... b = 0にして， ;$a,y$bなる任衣の x,yに請して
・--'  

(1) 括弧［］内の数字は末J出の引月J文｝詞lの：詞廷示す。

(2) Birkhoff [l], 23. , 
(a) I油irkhotr(2), 702. 
(-1) v. Neumann [l], r, 定汎 5.2及び定別 5.:3.
ヽ
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a,-.., (xッ y)=の， b,,-,.(xッ y)=y. (1) 

饂] (i)→ (ii). ぢ~a, (b, a) M であるから

x~a,,-,. (x ッ y)~a,....: (のッb).;x・

故に a,-.., (x'--'y) =の． 同様に b,-... (xッy)=y である。

(ii)→ (i). (1)の第一式に於て y=bとおけば ar-.. (x-.__,, b)=x. 

即ち (b, a) M. 同様に (a, b) M. 

定理 1. 束 Lが 0及び 1を1-fするとき，次の三つの命題は同義である。

(a) aは Lの中心に凪する。

(f,) aは中性元にして補元 a'を有する。］・

(r) aは補元 a'を有し， (a,a') D, (a, a') J.. である炉

［證] (a)→ ((1). L=STとあらはすときは， a=[l,O]であるから al甜捕元

a'=[O, 1]を有する。 [1,O]が STの中性元なることは， 1:0が夫々 s,'l'の

中性元であることから容易に鯰證し得る。例へば

(1, O] ,,..._ ([:i;, y] .._,, [u, w]) = [1,,..._ (x、.,,u),0,...... (y、..,iv)]

=((1,-., の）ッ(1,,...,ii),(Or--y).._,,(o--:'w)] 

= ([l, O],...... [x, y])ッ ([l,O],......[tt況,]). 

(fl)→ (r). aは中性元であるから， (a;a')D, (a, a') M, (a', a) M が成立す

る。

(r)→ (,i). S=(s; s~a), T=(t; t~a') とおき， L=ST ・なることを證明す
る。任立ののELに針してか→[x,,...,a, x,......a']なる封應を考へれば， [x,......a,

x,-.,a']eSTである。逆に [s,t]を STの任窓の要索とする。 x=sッtとおく

ときは，柿題 1から x,,..._a=(s.._,, t) ,.,,a_=s, 同様に x,-.,a'=t~ 即ち [s,t]は

のの保である。而して [x,,...,a,xr-.a']=[y ,,...,a, y,,..._a']なるととはxr-.a=y,......a,

x,......a'=yr-a', (~, a') D なれば

炉咄,,..._(a.._,,a')=(か.---a) .._,, (x ,...... a')= (y r-. a)ヽ:.__,(11 ,-., a')=y r-. (a.._,, a')=y. 

故にか→[x ,,...,a,x ,-., a']によりて L と STとは一蜀ーの蜀胞をなす。この

頸姐は明らかに順序を疫へない。故に Lと STとは束同型である。しかし

て a→ [1, O]であるから， aは Lの中心！事する。（證明終）

次に L が相対柿束であるとする。即ち a~x~b なるときは，”ッ y=b,

(1) (a)と ({1)とが1,-,J災であることは Birkhoff[2], 定月 6にある。
ー
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xr-.y=a を滴足する”の相対補元 y が介••在すると骰定する。

補題 2. Lを・o,1を有する相対補束とする C a,-... 炉=Oなるときは，ぢ；；；a' 

なるが如き aの補元 a'が存在する。

［證]・. (a'-.JX)'-.Jy=l, (aッ x),,.....,y=の (1)

を濶足する y をとる。 (1) の第二式から y~x である。故に (1) の第一式は

a'-.Jy=lとなる。又 (1)の第二式より ar--y=ar--(aッ x),,-...y=a,-...x=Q.故

に yが求むる a'である。＇

定理 2. L を 1,0を有する相針捕束とすれば，次の四つの命題は同義で

ある。

(a) aは Lの中心に屈する。

(P) aほ中性元である。・

(r) aの補元 a'に針し， (a,a') D, (a, a') J.,. が成立する。

(a) aは唯一つの捕元 a'を有し (a,a') ..Lsである。

［證］ 補元の存在は仮定して居るから，定理 1から (a),((1), (r)は同義で

ある。 (a)→(a)を證明する。

[l, O]'-J [x, y] = [1, 1] , [l, O] ,-...[訊 y]=[O,O] 

が成立するのは炉=0,y=lのとき及びそのときに限る。故に a=[1国］！ま唯

一つの捕元 a'=[O,1]を有する。 (a,a') .L .. は (r)から出る c・

次に (a)→(r)を證明する。任衣の xeLをと見 u=a,,.....のとおく。 u......,ッ＝の，

u,,.....,v=Oなる V をとる。しかるときは ar-,. V ::: d r-,. 加 '":x=u,,.....v=O。aは唯

一つの補元 a' を有するから補題 2 から、 v~a' である。 ii~a•. v~a' にし

て (a,a').L~. であるから，柚題 1から a'r-,.x=a;r-.(it凶）＝ッ． 故に

x,,.....(aゞ a')=x=u......,v= (x,,.....a)ツ (xr-.a').

即ち (a.,a') D である。（證明終） ． 

定理 2が，始めに述べた補模束の均合と作用索環の楊合の雨者を包含する

所の求むる定理である。このことは捕校束の揚合は明らかである。なんとな

ればこのときは相対補束であり，校束であることから (a,_a').Lsは常に成立

ずる。故に Cr),(a)に於て (a.,a') .Lsは不要である。

次に作JI]素環の船合を考へる。 M をヒ JVべJV卜生1月に於て 1を含む作Jfl

索環とし， M に）瓜する射影作JlJ索の全憫を Eにてあらはす。 E,F直なると

き， E5Fを E『=FE=Eによつて定競するときは R は束をなして居ふ
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EF=O或は FE=Oのときは E.....,F=E+Fであり， EF=FE・のときは

E,--,F=EF である。先づ E が相到補束なることを示す。 G~Es;F とす

れば， E,F,Gは互に可換であるから E1=(F-E)_-....、G=(F-E)+Gとおけ

ば， Eと凪とも可換である。故に

, Eッ品=E.._..,,(F-E).....,G=Eツ (F-E)=F,

E ....... E1=EE1=E[(F-E)+G]=EG=G. 

故に E1カ{Eの相討捕元である。

従って定理 2が瘤用出来る。このときに (r)に於て（万，E')上は不要であ

る。なんとなれば (E,E')Dであるから ‘ 

1-E =~1 -E) ,---. (Eッ E')= [(1-E) ,---. E]ツ [(lc-E)...---E']=(l-E)r-E'.

即ち 1-E名g_ 従つて (1-E)E'=E'(1-E)=l-E. 即ち EE'=:=E'E.

故に EE'=E,....._E'=O. 従-:)-c E'=l-E である。今 H~E とするとき
は， E,H,E'は互に可換であり FIE'=:=Oであるから

E...--.(Hッ E')=E (H + E') = EH =H. 

故に (E',万）M. r司様に (E',E)M. 故に (E,E') l_. である。又 (a)に於て

も (E,E') ..L. は不要である。それは EはP低一つの補元 E'を有するのであ

るから E'=l-_Eであるべきである。故に上述の如く (E,E') __t_sである。か

くの女flくして定理 2から作用索級の場合の定理が出て末る。

以上で我々の目的は逹せられたのであるが，定理 2に闘聯して次のことが

云へる。束の中心はブー）V代敗を作るから，(1) 定理 2から直に次の定理が成

立する。疇

定理 3. 0, 1を有する相翌補束 Lがプー）V代敷であるための必要且つ充

分なる條件は， Lの任衣の要素 aは唯一つの補元 a'を布し， (a,a') j_aが成

立することである。

この定理ほ補元の1{1.―性からブ-JV代敷が云へる一つの楊合を示してゐ

る炉狗定理 3 に於て，•柿元の箪一性を除けは，次の定理が成立する。

定理 4. 0, 1・を布する相野補束 Lが校束であるための必要且つ充分なる

條件は，任謡の要素 aとその柿元 a'との間に (aぶ）上が戌立することで

ある。

(1) flirkhoff [2], ~iY.l 5. 
、(2) Birkhoff [1], 94現（｛。，



来の中心 15 

［證］ 必要なることは明らかである。充分なることを謡明するために， c~a

なるとき (bツ c),--._a= (b ,--._a)..._,, cが成立することを證明する。 (ar-..b)..._,,x=b,

(a,--..b),....._x=Oなる”をとれば，｀ぢ砂であるから a-x=O. 故にt1fi題 2よ

り x~a' なる a の柿元 a' が{'f-在する。 (a,--._b)..._,,c~a にして (a, a') J..sで

あるから補題1から

(bツ c);,-...a=[(ar-..b)ツ劣ツc],-..,a~(a-b)..._,,c 

である。

・（本研究は文部省科堺研究費による）

用・
＇ 
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