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Bei der Theorie des unendlichen algebraischen Zahlkérpers kann die
Tatsache auftreten, dass ein Primideal p idempotent ist.”? Es fragt sich
nun, ob ein unendlicher algebraischer Zahlk6rper existiert, welcher kein
idempotentes Primideal ausser Einheits- und Null-idealen hat. Der Zweck
dieser Arbeit ist, die Existenz dieses Korpers nachzuweisen und sich mit
Idealtheorie in diesem speziellen Korper zu beschiftigen.

Im ersten Paragraphen wird vor allem durch ein Beispiel gezeigt, dass
die gewiinschte Art von ‘unendli¢hen algebraischen Zahlkérpern existieren
kann. Anschliessend wird im §2 der spezielle unendliche algebraische
Korper 8={8R,} eingefiihrt, der die folgenden Bedingungen erfiillt :

I) Fur die Zerlegung einer beliebigen natirlichen Primzahl p in &, :

p=perpsz ... pM v, ist jeder Eaponent e,; (i=1,2,...,\,) fiur hinreichend
grosses v konstant,

II) Aus der Kirperfolge {R,} kinnen wir eine Teilfolge {R,.} so auswihlen,
dass jedes Primideal p.; (1=1,2, ..., \,) von p=p'pik* ...... pi* in mindestens
zwei teilerfremde Primii’r’faktoren beim Ubergang von R, zu K., zerfillt.

Im folgenden beniitzen wir nur diesen Kérper als den Grundkérper fiir
unsere durchgefiihrten Untersuchungen.

In §2 wollen wir auch zeigen, dass fiir ein Primideal® p und die von
p verschiedenen Primideale p,, p)[\tpm bestehen kann, und dass die

Beziehungen a:p=a und pO/\p,,, gleichbedeutend sind, wenn p, p,, die Teiler

von a sind. In §3 stellen wir eine notwendige und hinreichénde Bedingung
dafiir auf, dass zu einem gegebenen Ideale a und einem beliebigen Idealteiler
b von a stets ein Ideal ¢, so dass a=bc ist, existiert. Im letzten Paragraphen
lisst es sich zeigen, dass ein bewertungstheoretisches ,, endlickes « Ideal®

1) Siehs etwa E. Stiemke: ,,Jber unendliche algebraische Zahlkorper,* Math. Zeit. 25 (1926)
Kapitel 6. Die Stiemkesche Arbeit wird in Zukunft mit ,, Stiemke “ zitiert.

2) Im folgenden verstehen wir unter anldeal stets ein von Einheits- und Null-ideal ver-
schiedenes Primideal.

3) Vgl. W. Krull; ,,Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkorpern,“ Math. Zeit.,
Bd. 29, 1929, s.50. Diese Krullsche Arbeit wird mit ,, Krull (1) “ zitiert.
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nicht notwendig ,, endliche Basis *“ besitzt. 'Das heisst ; trotzdem in unserem
speziellen unendlichen algebraischen Zahlkorper ein beliebiges Primiceal p
bewertungstheoretisch endlich ist, hat p keine endliche Basis.

§1. Ein Beispiel
Unter dem Kreiskorper 8(w,) verstehen wir wie gewohnlich den Korper,

der durch Adjunktion der p-ten Einheitswurzel w,,=ez’g{ zum rationalen
Korper &; entsteht, wobei p eine natiirliche Primzahl bedeutet. Adjungieren
wir zum rationalen Ko6rper &, sukzessive die 3-ten, 5-ten, 7-ten, ...... ,
p,-ten, ...... Einheitswurzeln, so entsteht eine Folge von Kreiskorpern:

.@.:':-va(ﬁ’a)» @2:9(((03 » ®5)s 93=Rt(ws » D55 ©7)y wen s R,iﬁ (035 @55 ee s a”’v) ’e

von denen jeder vorangehende im folgenden enthalten ist. Die Gesamtheit
der Zahlen von allen &, ist wieder ein Kérper, den wir mit =8 (w;, ws,
s @y ) Oder R=8R(@, @, .. sy, »...) bezeichnen.

Bekanntlich gilt das Zerlegungsgesetz im Kreiskorper £,, und seine
Diskriminante stellt sich als Potenzprodukt der rationalen Primzahlen
p.(=3), p(=5), Ps(=7)y ..c... , p, dar. Ist'p eine ungerade Primzahl, so ist
p<p, fir hinreichend grosses ». Im Kreiskérper &, ist das Ideal [p] als
p—1=¢p(p)-te Potenz des Produktes von M\, konjugierten Primidealen des
Grades g, darstellbar: [p]=(puiPss ... Pua, )’ WO g, den k%einsten positiven

o ; yIky
Exponent bedeutet, welcher die Kongruenz p9v=1 (mod "i;—‘> geniigt, und
), die ganze rationale Zahl, welche fiir die soeben erwihnte Zahl g, die

Y

Gleichung \,g,=¢ (";) ) geniigt. Hierbei steht aber der Exponent p—1

konstant bleiben, wihrend v immer zunimmt. Danach erhalten wir folgendes
Ergebniss :

Ist p eine natiurliche Primzahl und v eine hinreichend grosse Zahi, so ist
[p] in R, im Produkt von Primidealen : [p]=(Pv,, Doz ... Ps3,)* zerlegbar. Dabei
ist der Exponent e, unabhingig von v, wenn v grosser ist als eine hinreichend
grosse Zahl.

Nun wollen wir zeigen, dass A, iiber alle Grenzen zunimmt, wenn »
wachst. Betrachten wir dazu den Kreiskorper & (o,  )=®.,. So zerlegt
sich das Ideal [p] von &!,, im Produkt von A},, verschiedenen konjugierten
Primidealen gl:,-ten Grades: [P]=piPs.ccceo Dy s Mi1gls, =00y 11)=Dys1—1

phri=1 (mod p,.,)
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wo ¢, die. kleinste rationale ganze ‘positive -Zahl bedeutet, welcher die
‘obige Kongruenz geniigt. Da die Korperdiskriminanten der Korper -8, und
&, teilerfremd sind, so besitzt [»] im aus &, und &, zusammengesetzten
Kreiskorper 8,1 M+\ (=\,+1) Verschiedene Primidealteiler.” Um unseren
Zweck zu erreichen, ist es damit genug folgenden'HiIfssatz hinzuzufiigen.

Hilfssatz. Fur eine gegebene Primzahl p gibt es unendlich viele Primzahlen
Do vou der Art, dass pq'*‘—l (mod p,), 0<g,u<zi~l d.h. \.2>2 ist.

Zum Beweise, wollen wir drei folgende verschledene Fille betrachten.
Zunéchst sei p=4m+1. Nach Dirichletschen Primzahlsatz gibt es unendlich

viele Primzahle p, von der Form »,= pn+1 Dann ist nach dem Quadrati-
-1
schen Reziprozititsgesetze (g)( ) (— 1)‘5‘ i*—( 1)2"' B > =1 und ferner
M

(glf):(%):l Damit muss (?_)__1 sein. Da aber nach dem Eulerschen
*

Kriterium (21; )-—p 2z (mod p,) ist, so folgt p 2 1——1 (mod p,.) In d1esern Fall
ist damit un;ere Behauptung richtig.

Zweitens sei p-—-4m 1. Da nach D1r1ch1etschen Satz wir unendhch
viele Primzahle p, von der Form pﬂ—4pn 1 auswahlen konnen, so ist

(%) (H)_( 1T (1P e 1, (pﬁ) (gﬂ)=—1 und daraus folgt (F-)

w
=1. Nach dem Eulerschen Kriterium erhalten wir damit p” 2 =1 (mod p,.),
also besteht unser Hilfssatz auch in diesem Falle.

Endlich sei p=2, dann ist nach dem zweitern Ergidnzungssatze fur eine
-1

ungerade Primzahl p, (pg>=(—1) 8 . Hierbei nahmen wir eine Primzahl
*

p,==8nx1 aus, so wird (5—);1. Da’ aber nach dem Eulerschen Kriterium
73

(%)——2 z (mod p,) ist, so ergit sich 2 2 1——1 (mod p,). Damit ist der
Beweis unseres Hilfssatzes beendet.

Jetzt konnen wir unsere bisherigen Ergebnisse in folgendem Satze
zusammen fassen : ‘

Es sei ={8,} der unendliche a.lgebra.asche Korper, wobei £,=8 NPT

24

..... . Pv)’ wp _ei’v ist. Ist p eine Przmzahl s0 hat [p] in R, ‘die Zerlegung
[P 1=(P.1Pvz -+ P )e” und steht der Ewxponent e, fiur hinreichend grosses v
konstant bleibt, wah'rend X, mit v uber alle Grenzen wiichst. Aus der zu &
gehirigen Korperfolge {R,} kinnen wir eine Tezlfolge {R.} so auswdihlen, dass

4) D. Hxlbert ,, Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper, ¢ Jber. Deutsch. Math. Verein.
Bd. IV. 1894-95. s. 267
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jedes Primideal p,; (i=1, 2, ... , \,) von der Zerlegung p=(pﬂp“2 vee Dua, ) beim
Ubergang von R, zu ., stets in mindestens zwei teilerfremde Primirfaktoren
zerfallt.”

§2. Prnmdeale und anandeale

Im folgenden bedeutet & einen unendhchen algebraischen Zahlkérper,
welcher als der Vereinigungskérper von abzihlbar unendlich vielen alge-
braischen Zahlkorpern 'Rl<32<---_-~ R weevee definiert ist. Dabei ist
jeder &, von endlichem Grade iiber den rationalen Zahlkérper &,. Ferner
bezeichnen wir mit O die Menge aller ganzen algebraischen Zahlen aus &
und mit O, die Menge aller ganzen algebraischen Zahlen aus &, .

Durch das Beispiel von §1 konnen wir nun zwei folgende Annahmen
tiber © machen :

Voraussetzung I. Fur die Zerlegung einer beliebigen natiurlichen Primzahl
p in O,: p=pHp&2...... p,; "'{" , ist jeder Exponent e, (i=1,2,...,\,) fur hin-
reichend grosses v konstant. A

Voraussetzung II. Aus der Ringenfolge {O.,} kinnen wir eine Teilfolge
§O,1 so auswdihlen, dass jedes Primideal p“; (i=1,2, ..., \,) von p=ppkipez. .,
. pijﬁ" in mindestens zwei teile'rfremc;e Primarfaktoren beim Ubergang von O,
2u O, zerfdllt.

Zunichst wollen wir einen Hilfssatz beweisen, der in dieser Arbeit
eine grosse Rolle spielt.

- Hilfssatz 1. Ist a,,,:€J ein Ideal in O, und ist I eine endliches oder
unendliches Menge von Indexen, so ist (/"\a(‘))[\Q,=[L\(am[\©,,).

. Da fiir ein beliebiges Element « von (/\am)[\D acaq ist, so gilt
offenbar « € a,,N\D, fiir alle .. Hieraus folgt ([\am)ﬂsb < [\(am/\D,,) Es
sei umgekehrt B ein beliebiges Element aus [\(am NL,), dann ist B € a,\D,.
Folglich ist Be€ay, fiir alle . und B €9,, somit folgt B&( /)a<t>)/\9 Daraus
ergibt sich (N\a)N\O, 2 Naw/N\D,)- ‘

Ist PP P vorres CPpuC seenee eine Folge von Primidealen by, b,
ceeree s Prys ceenes aus 91 1 Oz s ceerees D,, y eonee » 80 ist die Vereinigungsmenge
{p, Piys Pays ceeree s Pavseeene .} ein Prlmldealﬁ’ von O und wir bezeichnen dles

mit Pe,- Dann d1ent uns als Ausgangspunkt: der folgende

5) Aus dieser Tatsache ergibt sich sofort der Satz: Die Primidealteiler jeder Primzahl p
haben in diesen unzndlichen Korper Q={@.} die Michtigkeit des Kontinuums. Vgl. ,Stiemke*
s. 31.

6) Vgl. ,Simke“ s.20.
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Satz 1. When p ein beliebiges Primideal in O ist, so kinnen wir eine
Menge von abzdihlbaren unendlich vielen Primidealen Y., von der Art finden,
dass >/ \Pe,»» P=Fba, fur alle » gilt. '

Wir kénnen dem gegebenen Prlrmdeal p d1e Idealfolge p_pLCp Cp,
------ vaC --.-.. zuordnen, wobei p, ein durch pv__pAQ__deﬁn1ertes Primideal
in O, ist. Nach Voraussetzung' II kénnen wir ferner die Annahme machen,
dass p, beim Ubergang von 9O, zu DHI in mindestens zwei teilerfremde

Primérfaktoren zerfdllt. Daraus folgt die Existenz des Primideales p(,,)__{p,
Prvs Pays cevvans py_l vs p,, vs weeeee} vOn der Art, dass Piy, Poys eeenn vy Pyo1y mit
P1s Doy cennee s Dy {ibereinstimmen, wihrend das folgende Glied Dy ys Pyerys eores
von Y,, Pyiqs...... verschieden ist. Nimlich ist

Doy = {p,pl,pz, ey Dot By 3a Doy } »

Dann kénnen wir leicht bestétigen, dass Pe,=4Pe, ist, wenn pepr ist.
Jetzt miissen wir beweisen, dass p)Op(,) ist.. Zum Beweise sei « ein
beliebiges Element aus c\p(v), dann ist ¢€9O, fiir >N, wenn N eine
hinreichend grosse Zahl ist. Damit ist ae(‘/'\p@))/’\D . Nach Hilfssatz 1
ist aber (/\p(v))[\Q _[\(p(v)/\D ) und nach der Straktur von P, ist Pe..n/\
0,=p,=pN\O,. Daraus folgt € p, und folglich ¢ €p. Also muss p>D /'\pm
sein. Dabei kénnen wir behaupten, dass p:I:/“'\p(v) ist, weil jedes Primideal

in © teilerlos ist. Hieraus folgt Satz 1.
Satz 2. Wenn p ein Primidealteiler von Ideal a in O ist und wenn p >
Nbe,, fur die von p verschiedenen Primidealteiler v, ¢ € I von a ist, so konnen

wir ein Primideal P, aus Py, ¢t €Y s0 wihklen, dass P, \Oy=p,=p/\O, ist.
Ist § das zugehérige Halbprimideal von a, so ist § gleich dem Durch-
schnitt simtlicher Primidealteiler von a, nimlich b:p[\(/\pm) 9

"Da nach unserer Voraussetzung p)[\p(t) ist, so folgt h= /'\pm Danach
erhalten wir wegen Hilfssatz 1 '
, HNDO, = ([\pco)/\D [\(p(‘)[\Dy) RN G &

Andererselts ist ,=H/"\O, das zugehorige Halbprimideal von a,=a/\O,.1?

7) Vgl. W. Krull; ,,Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkorpern‘, Math. Zeit.
Bd. 29, 1929, s.53. Diese Krullsche Arbeit zitiere ich mit ,, Krull (1) .

8) In Zukunft bedeutet J stets eine Menge ynendlicher Indexe.

9) N. Nakano; ,, Uber den Fundamentalsatz der Idealtheorie in unendlichen algebralschen
Zahlkorpern,”“ dieses Jour. 15 (1952); Satz 4, s.173. Zitiert mit ,, Nakano ‘.

10) ,,Nakano“ s.174, Hilfssatz 1
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Daraus folgt a, =53 oo P52 und: By =9,/ \D/\ v NPsr cereen( 2)
Aus (1) und (2) ergibt sich

[L\(p(:)[\’ov):pu[\pvz[\ crecee [\va » also PNODP/N\Pa/ \ eeees NPy, filir
alle .. Da p,,/\O, aber ein Primideal von 9O, ist, so muss p,,/\O, mit
einem aus Puis Puzs eeeees s Py, Ubereinstimmen.!® Wire eines, etwa p,,, aus
P (1=1,2,...,\) gleich keinem aus p,,/\O,,:€J, so hitten wir etwa
Pua/ s/ ceenee NPuA=P01/\WPu2/\ ceeeee NPyn . Was aber unméglich ist. Denn
Purs Pavs -eeeee » Pvy 8ind verschiedene Primideal im Ringe O, vom endlichen
algebraischen Korper ®,. Damit kénnen wir in p,,N\D,,: €I mindestens
ein' Primideal so befinden, dass es einem beliebig ausgenommenen Py
(i=1, 2, ..., A) gleich ist.

Auf der anderen Seite ist p, (=p/\O,) ein Primidealteiler des Halb-
primideales §,=p,;/\P,2/\ ..e.eo [\Pyas da pOa und folglich p,>a, ist. Damit
muss p, mit einem, etwa P,; auS P, , Pias ceeren s p;k tibereinstimmen. Folglich
kénnen wir ein Primideal p., aus der Menge p.,,:€J so wihlen, dass
P N\O,=D, ist.

Offensichtlich ist eine Potenz eines Primideales von O ein Primérideal
und umgekehrt kénnen wir fragen: Welche Aussagen lassen sich iiber die
Struktur von Primiridealen aus £© machen? Zur Antwort schicken wir
folgende Sitze voraus.

Satz 3. Es sei q ein Primdrideal in O, welches zu einem Primideal p
gehort, so ist q gleich einer Potenz von P.

Da q ein Primirideal ist, muss q,=q/\O, ein Primirideal von O, sein.!®
Folglich ist q,=p%. Nach Voraussetzung I kann p, fiir hinreichend grosses
v stets beim Ubergang von O, zu O,,; nicht verzweigen. Also ist

pevgv-%l = pgr‘lbv-l-l g q[\gw 1= qv-kl = pg:-{l ’ (pvﬂ ’ b’u+1) I V*l
und folglich p¥:, <<pfir. Daraus ergibt sich Gy > Gypy e eenes (1)
Andererseits ist p, < p,,, und daraus folgt pP+1 < pPit. Hier wird pP+?
nicht genau das k.g.V. von q und O, darstellen, aber das k.g.V. von p%vil
und O, ist das k.g.V. von q und ©O,."> Damit ist pf,‘”“—-p”"“[\@ TN,
=qN\O,=p?, folglich Gys1 = Gy crerneneeene( 2)

11) Wir kionnen miihelos folgenden Satz beweisen: Sind Y, [y, P2, ..., Y'n in endlichen oder
unendlichen algebraischen Zahikorpern einander verschiedene Primideale, so ergibt sich
PEPpe e A

12) M. Moriya; ,, Theorie der algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades®, Jour. of
Hokkaido Imp. Univ. 5 (1935), s. 172, zitiert mit ,, Moriya (1) “.

13) ,,Stiemke“, s.17.
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Da aus (1) und (2} @,=a,,, folgt, kénnen wir leicht bestitigen, dass
@, =0, = ------ =a, flir y>N ist, wenn N eine hinreichend grosse Zahl ist.
Danach ist q=p%. Denn sei « ein beliebiges Element aus q, so ist von
einem geeigneten Index » an a€9O,. Daraus folgt a€qN\O,=p> =p?p?.
Hiermit muss qp% sein. Wenn umgekehrt @ ein beliebiges Element aus
p? ist, so ist 8 von der Form 3 AP ...... 8@, wo & (j=L,2,...,a) die
Elemente aus p bedeuten. Also i:e,-;;1 B ein Element aus p?, wenn v=N ist.
Dies zeigt aber, dass B zu q gehort. Also ist gOp%. Daher muss q=p? sein.

Aus Satz 3 folgt noch;

Zuzatz. Ist b ein Primideal in O, so ist dann und nur dann p*=p°, wenn

a=b ist.» .

Denn nach dem friiher Gezeigten sind von einem geeigneten Index N
an P’N\O,=ps und P’ \O,=p; (x=>N). Wenn dabei p*=p® ist, so muss
zugleich pg durch p}, und p) durch p? teilbar sein, also ist a=b. Wenn
umgekehrt a=b ist, so ist offenbar p*=p’.

Satz 4. Fur eine beliebige natirliche Zahl e existiert kein echtes Zwi-
schenideal zwischen p° und p°+i.

Zum Beweise nehmen wir an, dass echtes Zwischenideal a zwischen p*
und p°*! existiert. Da p*Oa ist, so ist a durch das Primideal p teilbar.
Ferner ist a durch kein von p verschiedenes Primideal teilbar, weil a >p°**!
ist. 'Also ist a nur durch ein einziges Primideal p teilbar, und somit ist a
das zu p gehoriges Primirideal. Aus Satz 3 folgt damit a=p”, und daher
erhalten wir p*Cp’Cp**, also ist e=f oder f=e+1 d.h. p=a oder a=p°*},
entgegen der Annahme, »

Satz 5. Fur zwei beliebige natirliche Zahlen e, r erhalten wir p°*":pe=p”.

Es sei v ein Element aus p", dann ist yp°< p™* und daraus folgt
pr T p**7 i p’. Nehmen wir jetzt an, dass p"Cp**":p° ist, so gibt es ein
Element « in p°*":p¢, aber ausserhalb von p”. Ferner nach Zusatz von
Satz 3 ergibt sich aus p°-=p°*" die Existenz eines Elements B, derart dass
Bep’, B¢yt ist. Daraus folgen ap°Tp®*", afep®*”. Aus dieser Tatsache
und B¢ p°*” folgt @ep. Da a€ep und a¢p” sind, gibt es eine Zahl (1<t
<r) von der Art, dass aep’™l, a¢p’ sind. Dann muss nach Satz 4

(@, p)y=pr veereeeeens (1)
sein. Es sei = ein Element derart, dass =€), = ¢p* sind, so folgt wegen

14) M. Moriya: ,, Galoissche Theorie der algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades,*
Jour. of Hokkaido Imp. Univ. 4 (1936), s. 73. Zitiert mit,, Moriya (2) “.
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Satz 4 (z5, 9y =p . * reevrrenea( 2)
Ferner aus app**" folgt am® € p**"p**’
Aus (1) und (2) folgt pp° =(a, 'Y=, p**Y)

' -——(“7[(’ Ppt apf"l‘l pG-HH'l)
wobei aneep‘” 7ept € p°rY, apt It ist. Damit erhalten wir p‘—-peCpe?,
folglich p***'=p°*’. Das ist .aber ein Widerspruch. = Zusammenfassend
erhalten wir p°*": p°=p".

Es sei a ein Ideal von O und g, eine isolierte Primirkomponente von
a und p, das zu q., gehorige Primideal.’» Dann ist q.,=p¢ nach Satz 3.
Setzen wir nun P, \Oy=by.» Go/\Ov=0s., aN\Oy=0,, 50 wird a,=p% py
ceenes PN, Tp,, . Da q,, ein Primirideal ist, muss etwa piy'Ca,, sein.
Wenn N hinreichend gross ist, so ist stets p%<Cq,,, d.h. e, =e, (konst) fiir
v>N. Wenn wir jetzt poy={Py1s Pri1 15 eeoree ds Q= {P5%hs %1 1 ooeeen} selzeD,
so ergibt sich q¢,=phPpe,=Aa.,. Da g, aber isolierte Primirkomponent
ist,'® muss q¢y,=0¢,, folglich e,—e, seéin. Auf der Gedankeng'ang gilt es
wegen Voraussetzungen I und II:

Satz 6. Ist q.,=Pp¢y eine isolierte Primirkomponente von a, o ist der
Exponent e, endlich und beschrinkt, nimlich alle Exponenten e, , 1€ sind
kleiner als eine hinreichend grosse naturliche Zahl M.

‘Satz 7. Essei a ein gegebenes Ideal und q eine isolierte PriMdrkomponente
von a und p das zu q gehirige Primideal, es seien q,m » t€J alle isolierte
Primdirkomponenten von a, zu denen gehirige Pmmzdea’e Py V01 P verschzeden
sind, und sei p)[\pm, dann gzlt q(,)[\Q =qN\O, fur eins Ay aus Oos tLED
wenn v hinreichend gross ist.
 Es sei q=y¢, dann ist nach der Voraussetzung I

fiir hinreichend grosse Zah14 N. Da aber p)[\pm ist, so konnen wir nach

Satz 2 ein Primideal P, aus p,,, :€J so auswahlen, dass P, induziert
p, (=pN\Y,) in O,.

Ist q, die zu Y, gehorige isolierte Primirkomponente von a, so ist
Ge>=p¢,, folglich q,N\O,=p{5N\O, =" Da pe" und p¢ beide die zu p,

15) Vgl. ,, Nikano* s.175, Hauptsatz: Ist  die Menge aller ganzen Zahlen eines unend-
Lichen algebraischen Zahlkorpzrs R, so ldsst sich jedes Fdeal 0 in O als Durchschnitt von seinen
santlichen isolierten Primdrkom ponenten darstellen.

16) Vgl. ,, Nakano* s.172. Wenn ( die zu p gehorige isolierte Primirkomponente von 0, so
ist 0 gleich dem Durchschnitt aller der zu ) gehorigen Primirideale, welche Teiler von @ sind.
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gehorige isolierte Primiarkomponente von a[\D =a, sind, muss p¢=p°" sein,
und folglich q,/N\O,=9N\9, .

Satz 8. Es sei p ein Primidealtetler von a und q die zu p gehorige isolierte
Primarkomponente von a, es seien P, t €I alle von p verschiedene Prim-
idealteiler von a, zu denen isolierten Primdirkomponenten ., von a gehiren,
dann sind die folgenden finf Eigenschaften gleichbedeutend :

(i) a:p=a.

(ii) p>/‘\p(l.) .

(i) 9>/ \9e - A

(iv) a=a9"\\\w) =N\, mnidmlich a ist verkirzbar.
(v) a:q=a.

(i) > (ii). Es sei p° die zu p gehorige isolierte Primirkomponente von
a, dann ist wegen a:p=a, a=p’/\do=p"?/\dp*, wobei a=p°/\(\ac,) b=
Nac, sind. Also ist Pl TP N\d I pe. o T eeeninenne(1)
Wire b, so gibe es ein Element d von der Art, dass d€bd, d¢p ist. So
wiirde 7d €p*-1bp° sein, wobei = ein Element von p°, aber ausserhalb
von p¢ ist. Daraus folgte d €¢p. Mit diesem Widerspruch erhaltén wir-

P p e (2)

Ist « ein beliebiges Element von’ [L\pm, s0 wird a € Peo fir alle ..
Nach qq;=p¢, folgt daraus a® €q, fiir alle .. Wegen Satz 6 gilt danach
a¥eqe,, + € fiir eine endliche Zahl M. * Folglich ist a” €bd. Aus (2) folgt
damit-‘@ €, also p)/L\pm .

(i) —>(iii). Ist @ ein beliehiges Element von /\d,,. Wenn wir eine
hinreichend grosse Zahl N auswihlen, so ist «€O, fir v>N. Wegen
p)[‘\pm gibt es nach Satz 7 eine Prima‘rkomponente 4y » welche induziert
q,=9/\9O, in O,. Damit ist a6(/L\q(L))[\D,‘=[L\(q(L)[\Qv)gq(T)/’\Dv:qv "> also
a€q. Danach erhalten wir q)/}qm .

(iii) — (iv). offenbar.

(iv) »(v). Setzen wir a:q=¢, so wird cqCa. Wegen a=Q/\(/‘\qm),
muss danach cqgfl\q(;, sein, folglich ¢qq,, fiir alle . sein. Da aber q, :q

17) Im allgemeinen gilt offenbar: Fst ¢,y (v ) ein Ideal in O, dann gilt fiir ein beliebi ges
Ideal b in © (~0¢y) 1 b=~(0¢, : b).
[ t
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=q,, ist, s0 muss q,,>c fiir alle . sein. Daraus folgt /\q,,—>c, nidmlich

a>c=a:q. Also ergibt sich a:q=a.
(v)—(i). Aus a:q=a und a:q>a:p>a folgt a:p=a.

§3. Muitiplikativeigenschaft der Ideale

Hilfssatz 2. Es set aC_b(==90), v ein Primidealteiler von b, und q, bzw.
q, die zu p gehorige isolierte Primdrkomponente von a bzw.b. Dann erhalten
wir

(i) Za,
(ii) a==q,a
(ili) a==q.a

Fall (i). Es sei a ein Element in q,. Dann aus der Eigenschaft der
zu p gehorigen isolierten Primdrkomponente'® folgt die Existenz eines
Elements s, derart dass asca, s¢p ist. Wegen acCCh, wird aseb, s¢p.
Daraus folgt a€q,, also ist 9,0, .

Fall (ii). Setzen wir q,=p" (r=>1) nach Satz 3, so kénnen wir q,==p™+"
(n>0) setzen, weil nach (i) q,<q, ist. Ist = ein Element derart, dass =€y,
7z ¢p? ist, so wird z"*"€q,. Daraus folgt die Existenz eines Elements ¢
von der Art, dass #"*"t€aq, t¢p ist. _

Wire a=q,a, so wiirde ="*"t € a=q,aq,q,=p """

Da aber t¢yp ist, so hitten wir ="*" € p2"+*Cp™+1+" (denn r>1) und daraus

folgte (77", Ty =pTEler e (1)
Andererseits nach Satz 4 existiert kein echtes Zwischenideal zwischen p
und p*. Danach wird (p?, #)=p, und folglich ist (p"+'*", z"*")=p™+" ......(2)

Aus (1) und (2) folgte p™"=p"+1+*, im Widerspruch zum Zusatz von Satz 3.
Also ergibt sich a=kq,a.

Fall (iii). Aus q,<q, folgt aq,Zaq,. Nach dem soeben gewonnenen
Ergebnisse ist aq,Ca. Wire aq,=a, so ergibe sich ein Widerspruch aq,=a.
Also muss aq,==a sein.

Durch die Anwendung des Hilfssatzes gewinnen wir den an sich
bemerkenswerten

Satz 9. In O existiert kein idempotentes Ideal ausser Einheits- und
Null-ideal.

18) Vgl. ,,Nakano“ s, 172. Wenn § die zu p gehirige isolierte Primdrkomponente von @ ist,
so ist ( die Gesamtheit aller Elemente, deren Produkt mit einem geeignet gewidhlten Elemente
s€ P durch Q teilbar ist.
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Ist a ein von Einheits- und Null-ideal verschiedenes Ideal in O, so
erhalten wir, wie eben bewiesen, a*Cq,aa. Wire a=a? so wiirde a=aq,,
im Widerspruch zum Hilfssatz 2 (iii). Deshalb muss a==a? sein.

Satz 10. Ist alb(==90) und a:b=qa, so existiert kein Ideal ¢ von derart,
dass a=bc ist.

Nehmen wir die Existenz solchen ¢ an, dass a=bc ist, so ist a:bc.
Da aber nach der Voraussetzung a:b=aqa ist, so erhalten wir a_>c. Ander-
erseits ist a=bcZc, so ist ac. Daraus ergibt sich a=c, folglich a=ba.
Lisst b sich als Durchschnitt von seinen simtlichen isolierten Primirkom-
ponenten darstellen; b:/'t\qm, so wird a:ba#[‘\qm)agq(t)aga. Daraus
folgt a=q,a, entgegen Hilfssatz 2 (ii). Also ist die Richtigkeit unseres
Satzes dargetan.

Hilfssatz 3. Es seien a,b beliebige Ideale in O und p sei ein Primideal-
teiler von a, aber kein Teiler von b. Wenn q,, bzw. q, die zu p gehb‘rigé
isolierte Primdirkomponente von ab bzw. a ist, so erhalten wir O =0g-

Aus a>ab folgt nach Hilfssatz 2 (i) q,04q,,. Ist « ein Element aus q,,
so folgt die Existenz eines Elements s von der Aft:, dass as€a, s¢p ist.
Nach der Voraussetzung b p, gibt es ein Element b, derart dass beb,
bgy ist. Also ergibt sich abseab, bs¢yp. Daraus ergibt sich «€q,,,
folglich q,<0,, . Damit muss q,=q,, sein.

Hilfssatz 4. E's seien a, b beliebige Ideale in O und set p ein gemeinsamer
Primidealteiler von a und b. Wenn q,, 0,, 0, die zu p gehorige isolierte
Primdrkomponente von ab, a, b ist, so erhaltén wir G,=0,q,.

Setzen wir q,=p™, q,=p" so ist ab<q.q,=p™*". Da aber q,=p* die zu
p gehorige isolierte Primirkomponente von ab ist, ergibt sich p'Tp»+™,1»
0,<0.0,. Wenn aber umgekehrt = ein beliebiges Element aus q,q, ist, so
ist = von der From 3)«,8,, wobei @, bzw. 8, (i=1,2,...,r) die Elemente
aus q, bzw. q, bedeutt‘a;xl. Aus «, €q, folgt die Existenz eines Elements s,
von der Art, dass a,s,€a, s, ¢p ist. Ebenso folgt aus 3, €q, die Existenz
eines Elements t,, derart dass B,t, €b, ¢, ¢p ist. Daraus folgt «,8;s,%; €ab,
st, ¢y, (i=1,2,...,r). Deshalb ergibt sich «,3, €q,,, folglich z€q,,. Also
muss (,,>q.q,, ndmlich q,,=q,q, sein. ‘

Mit Hilfe der eben bewiesenen Hilfssitze sind wir nunmehr imstande,
als Hauptziel des Paragraphen folgenden Satz zu beweisen.

19) Vgl. Fiissnote 16).
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Satz 11. Wenn b (==9D) ein echter Idealteiler von gegebenem Ideale a ist,
und wenn a:p==a fur jeden Primidealteiler p von a ist, so gibt es stets ein
Ideal ¢ von der Art, dass a=bc ist.2®

Wegen aC’b kénnen wir a und b als Durchschnitt von ihren sdmtlichen
isolierten Primirkomponenten in der Form

a= (/\W())/\([\W(K) ’ [\p(‘)

darstellen, wobei u, >\, ist und jedes p. fiir alle « ein Primidealteiler von
a, aber kein Teiler von b ist. Nun betrachten wir das Ideal

¢ = ([\P(t)_XL)[\(Qp:x§

Zunichst, da aber p,>)\, ist, so muss dabei [\p&‘:f’hz[\p*(ﬂg und folglich
ac sein. ‘ ‘

Zweitens wollen wir zeigen; lidsst ¢ sich als Durchschnitt von seinen
simtlichen isolierten Primdrkomponenten in der Form c¢=( [\pa))/\(/\p(x))
darstellen, so muss u,—\,=a,, v, =b, fiir alle 4 « sein.‘ Setzen_ wir
a=([\pw)/\([‘\p:¥§ =p¢n/\d, wobei b=(@p§;)/\( /\p(s5) ist, dann erhalten wir
nach Satz 8 p(,)gg(ﬂp(L,)ﬂ([)p{K)) aus a:p,,==a. Daraus folgt die Existenz
eines Elements « :usserhalb von p,, derart dass ae(@pm)[\(/;\p(x)) ist.
Nach Satz 6 ist M=max ({x,}, {v.}) endlich, und daher muss a* €b aber
a”¢p., sein. Setzen wir jetzt c-—([\pa) A )[\(/'\pz.?;‘ pin =4 N\b’, wobei

—(f\P(t,"x‘)/\([\pLZ;) ist, so folgt a” b’ aus p/>bd. Daraus folgt

ubur—h <P Z"'[\b’ =c= ([\P(O)[\(/\D( < p(’)

Damit ergibt sich pis~ ’ITCDU, aus a” ¢ p,, und der Eigenschaft von Primér-
ideal 5 und folglich u,—\,>a,. Da aber p%, die zu p,,, gehorige isolierte
Parimadrkomponente von ¢ ist, so erhalten wir @, px,—X\,. Damit soll
#.—x\,=a, fiir alle . sein.

Ferner aus ac und Hilfssatz 2 (i) folgt p(x)szﬂ’)‘. Da aber p2 die
isolierte Primirkomponente von c¢ ist, so folgt p2s<pr%. Damit erhalten
wir p29;=p8’c'§, folglich b=y, fiir alle «.

Drittens konnen wir leicht beweisen, dass bca ist. Denn, aus @€ be
und b(p@‘), cpiy™ A fiir alle . folgt ,Bep@)pg‘tg‘l‘——pﬁg fiir alle .. Anderer-
seits ist bc<c<p@c) , und daraus ergibt sich pep( fiir alle . Daraus folgt
Be([t\p@)/"\([\pél"; =a. Also muss beZa sein.

20, Vgl. die analogen Untersuchungen von S. Mori; ,, Uber allgemeine Multiplikationsringe
L Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 4 (1934), s.23-24.
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Endlich wollen wir beweisen, dass a=bc ist. Nun hat bc keinen
Primidealteiler ,ausser Primidealteiler von b oder c¢. Denn, gibe es ein
Primideal p von der Art, dass

be=0(p) und zZwar b==(p), c==0(p)

ist, so ergibe sich ein Widerspruch mit der Primidealeigenschaft. Daraus
kénnen wir be als Durchschnitt von seinen sidmtlichen isolierten Primir-
komponenten in der Form be= (/\p(t))/’\(/\pif;) darstellen. Wir konnen dabei

e, =m,, .=, fir alle ;, « behaupten.
Denn aus Satz 4 gibt es ein Element =,, derart dass =, € p,, =, £ p,,

und folglich mEpl, mit g plyh verrereeeene(1)

ist. Da p(L) bzw. p(t)“l' die isolierte Primidrkomponente von b bzw. ¢ ist,
SO muss

7’5'1;1 €b, £, ¢he s ”?‘—lLtz €c, t, € P
sein, also wird #{¢t, €bc, t,t, &b, folglich
zEPey . cerrenennne(2)
Aus diesem Resultate und (1) muss u,>e, sein. :

Andererseits, wegen bcZa folgt e,>p, . Damit muss e,=g, fiir alle .
sein. Da b durch p/, unteilbar, aber beTayp(. ist, so folgt nach H1lfssatz
3 p(x) =pxs. Damit wird f,=y, fiir alle « und folglich be=a.

Damit ist unserer Satz vollstindig bewiesen.

Aus Sitzen 10 und 11 folgt sofort der wichtige

Satz 12. Dafur, dass zu einem gegebenen Ideale a und einem beliebigen
Idealteiler b von a stets ein Ideal c existiert, so dass a=bc ist, so ist notwendig
und hinreichend, dass a:p=ra fiir jeden. Primidealteiler P von a ist.

Ist die Bedingung erfiillt, so gibt es nach Satz 11 ein Ideal ¢ von der
Art, dass a=bc ist. Umgehehrt, ist p ein Primidealteiler von a, derart dass
a:p=a ist, so existiert nach Satz 10 kein Ideal ¢, derart dass a=pc ist,
trotzdem acp ist.

§4. Inverses Ideal?V

Ist © ein beliebiger Ring mit dem Quotientenkorper &, so nennen wir
ein Element £ aus & ,, fast ganz abhiingig “ von O, wenn in O ein Element
a-=0 existiert, fiir das alle Produkte «f’(i=1,2,...) in O liegen. Gehoren

21) Unter dem inversen Ideal q—! wird die Gesamtheit derjenigen Elemente ¢ von § ver-
standen, fiir die 21 in &) liegt.
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alle von O fast ganz abhingigen Elemente bereits zu O, so nennen wir O
"y Vollstindig gamz abgeschlossen «.*» Dann konnen wir leicht den folgenden
Hilfssatz beweisen. '

Hilfssatz 5. Ist O der "Ring aller ganzen Zahlen eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers R, so ist O ein vollstindig ganz abgeschlossener
Ring.?® A

Satz 13. Ist p ein Primidealieiler von a und a:p=a, so ist pp~i=p, wobei
p-! die Gesamtheit aller Elemente aus R bedeutet, deren Produkt mit p in O
enthalten ist. ‘ ’

Nach Definition von pt ist ©OCTp~Y, daraus folgt pyTp~pO. Wegen
der Teilerlosigkeit von p, ist pp~* gleich p order ©. Andererseits, aus

(ap™)p=app™)<aO=a und ap'<O

folgt ap™’Ta:p. Da aber alap~! und a:p=a ist, ergibt sich ap~'=a.
Wire pp~1=9, so folgte daraus a=ap~p=ap und a=ap*=ap®=-----.. Damit
wiirde a=ap’=qaq fiir die zu p gehdrige isolierte Primirkomponente q von
a; was aber nach Hilfssatz 2 (iii) unmoglich ist. Also muss pp~=p sein.

Aus Satz 13 folgt ferner , .

Satz 14. Fur jedes Primideal p in O gilt pp~i=p wnd p besitet kLeine
endliche Basis. '
' Ist p ein gegebenes Primideal uud p, das k.g.V. von p und O,, so bilden
wir ein Ideal in O, welches die Form a,O hat, wobei a, durch p, teilbar ist.
Dann ist pOp,0>a0,0, daraus folgt nach Satz 1 p>ON\p,, wobei p,, 1 €Z
eine Menge der von p verschiedenen Primidealteiler Lvon a,0. Setzen wir
nun a,O=aqa, s0 ergibt sich nach Satz 8 (ii)—(i) a:p=a. Daraus folgt nach
Satz 13 pp~l=p. ' :

Jetzt nehmen wir an, dass p eine endliche Basis besitzt, dann erhalten
wir pp~1=9.» Das widerspricht dem obig gewonnenen Resultat. Also
kann p keine endliche Basis besitzen.z®

22) Vgl. W. Krull; ,,Idealtheorie “, Ergeb. d. Math. u. I. Grenzgeb. 1935, s.103. Zitiert mit
» Krull (3) «. s

23) ,,Krull (3)“ s.121.

24) ,,Krull (2) “ s.555. In dieser Arbeit hat Herr W. Krull den Satz bewiesen; Ein Ideal
0 von O ist dann und nur dann aa=1=y5), wenn es eine endliche Basis besitzi.

25) Vgl. ,,Moriya (1) “ s.170. In dieser Arbeit finden wir; Ist die durch ein Primideal p
teilbare Primzahl p genau durch p:" in £ teilbar und ist von einem hinreichend grossen Index

v an immer al=d1—=------- =konst, so heisst p endlich in bezug auf die durch p definierte
v Gyl a
normierte Bewertung.

Nach unserer Voraussetzung I ist jedes Primideal bewertungstheoretisch endlich, aber
besitzt keine endliche Basis.
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Satz 15. Fiur jedes Primideal v in O ist p~1=9O.

; Nach vorigem Satze ist pp~'=p, daraus folgt p(p~1)’=(pp~1)p~l=pp~l=p
und ebenso p(p~1)Y*=p, usw. Ist also £ ein beliebiges Element von p~! und
« eins von b, so ist af*( € p(p~1)) fiir alle e ganz. Da aber © nach Hilfssatz
5 vollstindig ganz abgeschlossen ist, so wird £€©O. Hiermit ist p—'<9O,
nidmlich p~1=90.

Hilfssatz 6. Ist b='=90, so ergibt sich (ab) '=a"l

Aus abTa folgt (ab)1Da™:. =~ e (1)
Ist & ein beliebiges Element von (ab)™}, so ist &ab)=(£a)b<TO; demnach
wird £a<b~L. Nach Voraussetzung b !'=90, ergibt sich daraus £ <O,
folglich £€a~%. Also muss (ab)"'Ta™* e (2)
sein. Aus (1) und (2) folgt (ab)l=a"%

Aus diesem Hilfssatz und Satz 15 folgt sofort

Satz 16. Ist a=pPAP covee PE8 , 50 ist a~1=0O.

Denn, aus p~'=9O und Hilfssatz 6 folgt (p2)-'=(pp)'=p'=9O und
(D) 1=0, ,.eees , (9%)1=90, woraus die Behauptung folgt.

Wir kénnen diesen Satz noch folgendermassen verindern :

Satz 17. Wenn a als Durchschchnitt von seinen samtlichen isolierten
Primirkomponenten in der kurzesten Form?® a=/\q,, darstellbar ist, so ist
a~1==0, L

Nach Voraussetzung und Satz 8 (i)—(iv) ist a:p=a fiir jeden Primideal-
teiler p von a. Damit gibt es nach Satz 12 ein Ideal ¢ fiir einen beliebigen
Idealteiler b von a, derart dass a=bc ist. Ist nun q., eine zu p., gehérige
isolierte Primdrkomponente von a, so gibt es ein Ideal ¢, von der Art, dass
a=0¢,¢,, ist. Wegen p,,=0q% ist aber qi}=O. Hiermit ist a='=(q¢,c,)™?
=cqy und daraus folgt aa~'=q,c,cai<qc, fiir alle .. Also aa™'T/N\q,=a
sein. Da aber aa 'a ist, so folgt aa~'=a. Daraus ergibt sich La(a‘l)Z
=aa" a")=aa"'=a und ebenso a(a"')*=a, usw. Ist also £ ein beliebiges
Element von a™! und « eins von qa, so ist af( € a(a~?)?) fiir alle e ganz. Da
aber © vollstindig ganz abgeschlossen ist, so wird £€©O. Hiermit ist
a"1CQ, folglich a1=90.

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich fiir seine
vielfachen Anregungen zu dieser Arbeit meinen besten Dank aus.

26) Ist 0==~0¢,) eine Darstellung von @ durch seinen simtlichen isolierten Primdrkomponenten
t

und gilt 022 ;:;‘qc-r) fiir alle ¢, so nennen wir diese Darstellung a=,:q(,) die ,, Riirzeste “,
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