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Die forliegende Arbeit soll eine Fortfiihrung und Erginzung der Abhand-
lung ,,Zerlegung der Ideale durch schwache Primirideale” darstellen. Dort
wiirde fiir den kommutativen Grundring R vorausgesetzt, dass in ihm die
Teilerkettenbedingung fiir Primideale erfiillt ist. Mit Hilfe der gemachten
Annahme gelangt man dann zum Ergebnisse :

Jedes Ideal von. R wird dann und nur dann als Durchschnitt von endlich
vielen schwachen Primdaridealen dargestellt, wenn R die folgenden FEigen-
schaften hat:

1) Ist a ein beliebiges Ideal von R, und ist a:(b)a: (b)) --- eine Kette
der Idealquotienten fur ein Element b von R, so bricht diese Kette nach
endlich vielen Gliedern ab, und von einem gewissen n ab sind alle Glieder
gleich einem Ideal x.

2) Die Anzahl der in dieser Weise erhaltenen Ideale t ist endlich, soweit
a fixiert ist.

Im folgenden sollen nun die Beziehungen zwischen den obig ausge-
sprochenen Bedingungen und der Zerlegbarkeit der Ideale noch tiefer unter-
sucht werden. Zuerst behandeln wir kurz die Zerlegbarkeit der Ideale im
kommutativen Ring, in dem die Teilerketten-bedingung fiir Halbprimideale
erfiillt ist. Dabei ziehen wir aber nicht nur die Zerlegung durch endlich
viele- starke Primirideale in Betracht, sondern auch die Zerlegung durch
schwache Primadrideale. Mit Hilfe dieser Ergebnisse gelingt es uns, not-
wendige und hinreichende Kennzeichen dafiir zu gewinnen, wann jedes
‘Ideal als Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen darstellbar ist und
wann nicht.?

" 1) Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. 12 (1942), I. Diese Arbeit erschient in der Japan-
ischen Sprache und ihr Umriss ist durch Prof. T. Nakayama in Mathematical Reviews 9 (1948)
skizziert worden.

2) In unserer ganzen Arbeit wird die Existenz des Einheits-elementes vom Ring gar nicht
vorausgesetzt. Dies Ersebnis ist hiermit noch nicht gefunden worden, trotzdem I. S. Cohen
geschrieben hat, dass W. Krull dies Problem schon gelost hat. Mathematical Reviews 9, No. 10
(1948).
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Im Falle der schwachen Primirideale ist es moglich, dass jede Potenz
eines Primideals durch das zu ihm gehorige Primirideal unteilbar ist. Es
ist hiernach unentbehrlich, dass die Bedingung fiir Zerlegbarkeit der Ideale
sich nicht in einfacher Form aussprechen ldsst.

Fiir den Fall der starken Primdirideale erhalten wir aber die Zerleg-
barkeitbedingung in der folgenden einfacheren Form :

Jedes Ideal lisst sich dann und nur dann als Durchschnitt von endlich
vielen starken Primdridealen darstellen, wenn die Kette a:(a,)a:(a,a,)
Ca:(,0,a,) -+ fur beliebige Elemente a(i=1,2---) noach endlich vielen
Gliedern abbricht, und wenn die Linge dieser Kette unterhalb einer mit a
fest gegebenen endlichen Schranke liegt.

§1. Zerlegung der Ideale von Ringen, in denen die Teilerketten-
bedingung fiir Halbprimideale gilt.

Ist Y ein Ideal des kommutativen Ringes R und besitzt der Restklassen-
ring N/Yh kein nilpotentes Element, so heisst b ein Halbprimideal.

Fasst man alle nilpotente Elemente in bezug auf ein Ideal a als eine
Menge § zusammen, so bildet § ein Halbprimideal, und heisst das zu a
gehorige Halbprimideal.

Nach dieser Definition fiir Halbprimideal setzen wir die folgende
Bedingung voraus:

Bedingung 1. Sind %9,, 9., - die Halbprimideale vom Ring R, so bricht
die Teilerkette 9,0, --- nach endlich vielen Gliedern ab.

Auf Grund dieser Bedingung beweisen wir zunadchst folgenden Satz :,
Satz I. Wenn in einem kommutativen Ring R die Bedingung I erfullt

ist, so hat R die folgenden FEigenschaften :
1. Die Teilerkette p,p,_ --- von Primidealen p, bricht im Endlichen ab,
2. Jedes Halbprimideal ist als Durchschnitt von endlich vielen Primidea’en
darstellbar,
und umgekehrt.
Da ein Primideal ein spezieller Fall von Halbprimideal ist, entsteht die
Eigenschaft 1 als eine spezielle Folgerung aus der Bedingung I.
Ist ein Halbprimideal § nicht prim, so bestehen die Beziehungen

a¢h, BghH, aBeh

fiir zwei Elemente « und AB. Betrachten wir danach den Idealquotient
H,=H : (@), so ist §, ein Halbprimideal und ein echter Teiler von ). Wenn
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b, nicht prim ist, so erhalten wir auf die gleiche Weise §,=H,:(a,)
=} :(aa;), wobei .h, auch ein Halbprimideal und ein echter Teiler von §,
ist. Nach Bedingung I miissen wir aber endlich zum Akschluss kommen
und ein Primideal p,=} :(r,) gewinnen. Dabei ist r, ¢p,, da § halbprim ist.

Es seien p,, b,, --- alle in dieser Weise erhaltene Primideale. Dann ist
B b=p,N\p,/\ ---. Wire §Hd, so wiirde d 9, rdeh(i=1,2, ) fiir ein
Element d von d. Nach der soeben besprcchenen Konstruktion wiirde ein
Primideal p in der Art p=§:(d"), d’' ¢V, d'€bd, r, € p(i=1, 2, --- ) erzeugt, und
daher folgte p=p, und r, € p, im Widerspruch zu r, £ p,. Daraus ergibt sich
b=p,/\p,\--. Da 7, ep(j==i), r ¢p, ist, 0 muss die Darstellung H=p,
NN\ -+ unverkiirzbar sein. Indem man jetzt die Kette HTp,/ \p.\ -+
Cps/\ --- C --- betrachtet, erkennt man, dass die Anzahl von p, endlich sein
muss, weil es andernfalls in R eine ins Unendlich laufende Teilerkette von
Halbprimidealen gibe.

Wenn umpgekehrt R die im Satze ausgesprcchenen Eigenschaften hat
und wenn §;Ch, --- eine Teilerkette von Halbprimidealen ist, so bestehen
B =p:/\Piz\ -+ N\pin(i=1, 2, --- ). Dabei muss jedes Primideal p,(j=1, 2,
--.p,) ein Teiler eines von Y, (k=1,2,---n,_,) sein, da P, ;1 Pioim_1
b, CH,yp,; ist. Auf Grund dieser Tatsache erhalten wir eine Kette
P myPym.C --- von Primidealen, und folglich soll die Kette §,9, :-- nach
der Eigenschaft 1 mit endlichen Schritten abbrechen. Der Beweis unseres
Satzes ist hiermit abgeschlossen.

Aus dem gewonnenen Ergebnis folgt insbesondere :

Satz 2. Ist die Bedingung I in R erfillt, und ist p ein Primidealteiler
eines Ideals a, so ist p ein Nilideal® in bezug auf b=(a, Py, Vs, ** Pum) wobei
p, die in p passend gewdihlten Elemente bedeuten.

Zum Beweice sei § das zu a gehorige Halbprimideal. Dann erhalten
wir nach Satz I H=p,/\ps/\ - /\p,, und dabei kénnen wir p,Cp setzen.
Nun sei p; ein durch ) unteilbares Element von p, und §, das zu (b, p,)
gehorige Halbprimideal. Dann erhalten wir wieder H;=p;/\P1o/\ - P, »
weil HH,Cp, ist. Indem man auf 9, dieselbe Schlussweise anwendet, hat
wir 50, h=p1/ \Pao/\ *-+ [\Pgm,, wobei b, das zu (9, p,)=p, gehorige
Halbprimideal ist. Wegen der Bedingung I ist endlich p, das zu (§i_,, »x)
gehorige Halbprimideal, und nach der Konstruktion von ¥, ist p, ein Nilideal

3) Wenn jedes Element eines Teiler n vom Ideal a nilpotent in bezug auf q ist, so heisst
n Nilideal in bezug auf a.
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in bezug auf (a, Py, Py,-+,?). Durch Wiederholung dieses Schlusses
erhalten wir unseren Satz.

Wir nehmen jetzt weiter die folgende Bedingung hinzu :

Bedingung 2. Es sei a ein beliebiges Ideal von R. Ist eine Kette a:(b)
Ca: () -+ fur ein Element b gegeben, so sind von eimem gewissen n ab
alle Glieder gleich: a:(b™)=a:("*V)= .. =q,, und a, heisst das Grenzideal
von a durch Element b. Bilden wir auch die Kette a,Ca, : (b)) a, : (5 -+,
so gewinnen wir Grenzideal a, von a,. Die Anzahl der Glieder der Kette
al<d2< .-+ von den auf solche Weise erzeugten Grenzidealen a, liegt unterhalb
einer mit a fest gegebenen endlichen Schranke.

Mit Hilfe der beiden Bedingimgen 1 und 2 sind wir nunmehr imstande
den ‘Zerlegﬁngssatz zu beweisen. Zu diesem Zwecke beweisen wir zuerst.

Satz 3. FEs sei R ein Ring mit Bedz‘ngungen.l und 2 und a ein nicht-
primares Ideal von R. Dann gibt es ein Element r aus R mit der Eigenschaft,
dass fur ein durch a unteilbares Element r q=a:(r) ein schwaches Primir-
ideal ist.

Da a kein Primirideal ist, gibt es ein durch Ideal a unteilbares
Element b von der Art a,=a:(b)>a. Ist Y das zu q, gehorige Halbprim-
ideal, so folgt nach Satz 1 h=p,\p,/\ - /\p, und daraus folgt wegen der
Bedingung 2

0 Cay = ay 1 (7" = @, : (17 H)Sp,

fir ein durch p, unteilbares Element »,. Wenn fiir ein Element r, ausser-
halb von p, a,a, : (r,) ist, so erhalten wir wieder a,=a, : (1, =a, : (r,)">*"
Sa, >a;. Nach Bedingung 2 bricht aber die Kette a,a,a,< --- &p, nach
endlich vielen Gliedern ab, und wir haben

P20, =, = =a;: (1), '¢p,.

Dabei muss a, das zu p, gehdrige schwache Primirideal sein, weil sonst
wiirde a,Ca,.,. Setzen wir hiermit a,==q und r=br', <0 ergibt sich daraus
q=aq:(N)=a:(drY=a:(r), réa,

wobei q ein zu p, gehériges schwaches Primirideal ist.

Auf Grund dieses Satzes kénnen wir den Begriff des zugehérigen Prim-
ideals folgendermassen einfiihren :

Ist p ein Primidealteiler eines Ideals a(==R), und ist der Idealquotient

q=a :(r) fiir ein durch a unteilbares Element  ein zu p gehoriges schwaches
Primirideal, so heisst b das zu a gehiorige Primideal.
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Im Ring mit den Bedingungen 1 und 2 gilt nun der folgende grund-
legende Satz

Satz 4. Es sei a ein michi-primires Ideal, und p ein zu a gehiriges
Primideal. Dann kinnen wir ein zu p gehiriges schwaches Primirideal
qa'(™a) finden, derart dass fur jedes Element (¢ a) aus q' der Idealquotient
a:(r) kein zu p gehoriges schwaches Primirideal ist. ‘

Nach Satz 2 ist p ein Nilideal in bezug auf b=(a, p,, 25, -, D,), und
aus Bedingung 2 folgt '

n=a:()=a:(Mh),
=00 =u0q: (pnz+1
(1 ) e
T, = 0y (00) = a5,
wobei
a, = (a, p?lm) y O = (Cl, p,lzlsR ’ p;.zZSR) » 0t Qe = (a: pil]m ’ p:zfﬁ s "ty p’,,','f{]m)
sind. Setzen wir nun a,=(a, p7'R, p*R, ---, Pi»R), so ist p das zu a,
gehorige Halbprimideal.

Im Falle p’R konnen wir nach Bedingung 2 ein zu p gehoriges
schwaches Primérideal q’ aus a,,, wie im Beweise von Satz 3 gezeigt wurde,
konstruieren, und dabei erhalten wir ein Element » von der Art q'=a,, : (7),
r¢p. Nun zeigen wir, dass q' das im Satz besprochene Primirideal ist.
Zu diesem Zwecke sei der Idealquotient q”=a:(r") fiir ein Element /(¢ a)
von q' ein zu p gehoriges schwaches Primirideal. Dann folgt zunichst aus
req’

(2) 7 € Qy, 11 =D 1P2+ e +1,00(q),
wobei r,, 7,, -+, 7, die Elemente von R bedeuten. Da p das zu q” gehdrige
Primideal ist, soll pj(i=1, 2, ---,m) fiir hinreichend grosse natiirliche Zahl k&
durch q” teilbar sein, und daraus folgt #'p% € a(i=1, 2, --- , m). Aus (2) folgt
damit

Pl =r.onF =0 (a,.,).

Daraus erhalten wir vermdoge der in (1) enthaltenden Bedeutung

=0 (r,), 7 0am =0 (0p_1),
und nach (2) |
! =rpT + o + 1 punNa) .
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Durch Wiederholung solcher Prozesse gelangen wir schliesslich zu
rr'=r{"Yp}Y(a), und daraus folgt wieder rg"'—‘*’p’fl“kso (a). Wegen (1) ergibt
sich daraus »r'=r{"Pp=0 (a). Da aber q'’=a:(+") ist, ist r€q”""p im
Widerspruch zum vorher gewonnenen Ergebnis r ¢ p.

Wir wenden uns jetzt zur Behandlung des Falles R=p. Nach der
bisher angestellten Uberlegungen von a,, ist a,, ein zu R gehoriges Primér-
ideal. Wire der Idealquotient q’=a:(s") fiir ein Element #'( ¢a) von a,
ein zu R gehoriges Primirideal, so wiirde 7p¥Ca(i=1, 2, ---,m) fiir eine
hinreichend grosse natiirliche Zahl k. Aus ' €aq,, folgte damit

7, g+ B ”
= (rlp?l_*- o +Tmpmm(a) » rmpmm*. SYUSIE Tmpmm €yt

und daher 7'=r/p*+ -« +7ph_pur7(a). Durch Wiederholung dieses Pro-
zesses gelangen wir, wie beim vorigen Falle, zum Widerspruch #' € a. Damit
ist a,, das gewunscht'e Primarideal.

Satz 5. FEs sei a ein beliebiges Ideal von R. Dann ist die Anzohl der
zu a gehirigen Primideale endlich.

Zum Beweise sei § das zu a gehorige Halbprimideal. Dann ist nach
Satz 1 h=p,\P2/\ -+ P, b, die kleinsten Primideal-teiler von a bedeuten,
und wegen des Satzes 3 gehéren alle p, zu a.

Ee seien zuerst p,/Cp,' --- eine Teilerkette von zd a gehérigen Prim-
idealen p,/. Dann bricht die Kette nach Bedingung 1 im Endlichen ab,
und wir erhalten das grosste zu a gehdrige Primideal p’. Betrachten wir
nun umgekehrt eine Vielfachenkette p,/C .-« Ch,"CH,'C» von zu a
gehdrigen Primidealen p,”’, so muss die Kette nach endlich vielen Gliedern
abbrechen. Denn, wegen der Definition fiir p,” ergibt sich stets ein Element
7! von der Art, dass q,’=a: (/") ist, wobei q,”” ein zu p,”’ gehdriges Primir-
ideal bedeutet. Fiir ein durch p,” unteilbares Element »' aus p’ gilt nach
Bedingung 2

t=a:(@"=a:(@*"), ver, r/'¢ér (=12-.),

und dabei ist 7’ ein Element derart, dass q’=a:(r') ein zu p’ gehdriges
Primirideal ist. Es sel wieder p,” ein durch p,” unteilbares Element von
p,"", dann erhalten wir auch

=t :(plllkl) =1:(p,/ k1), o €1, m'er,, r'¢r, (i=23 ).

Nach Bedingung 2 miissen aber diese Verfahren nach endlich maliger
Wiederholung abbrechen. Damit gilt der Vielfachenkettensatz fiir p,’ ---

T Ty’
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Zweitens seien p,’, p,’,--- die zu a gehorigen Primideale, die durch
einander unteilbar sind. Dann ist die Anzahl von p,’ nicht grosser als die
mit a fest gegebene Schranke A. Um dies zu beweisen, nehmen wir an,
dass die Anzahl m von p,/ grosser als X ist. Dann kénnen wir ein Element
p;/ aus p,/ finden, so dass p,’ durch jedes von P, - Djo1, Pivrs s P’
unteilbar ist. Aus der Beziehung q,/=a:(7,’) erhalten wir damit nach
Bedingung 2 ein solches Grenzideal t,, dass

L=a :(pl’kl), alr,, ey, réry (1=23-)
sind. Durch Wiederholung dieses Prozesses ergibt hiermit

i E: .
L,=1,:(p,/"%), 1€y, r'ér, (1=23,4,--), 1, x,.

Nach endlich maliger Wiederholung dieser Schlusse erreichen wir schliesslich
die Grenzideale-folge r,Cx, --- (x,, mit Linge m, im Widerspruch dazu,
"dass die Linge der Grenzideale-kette kleiner als A+1 ist.

Diese Ergebnisse, zusammenfassend konnen, wir zu unserem Satz 5
gelangen.

Es folgt nun der folgende Zerlegungssatz :

Satz 6. Sind im Ring R die Bedingungen 1 und 2 erfullt, so ist jedes
Ideal a von R als Durchschnitt von endlich vielen schwachen Primiridealen
darstellbar.

Nach dem letzten Satze ist die Anzahl m der zu a gehorigen Primideale
Prs Doy, P, endlich. Es seien nun q,, 4q,, -+, 4, die im Satze 4 betrachte-
ten schwachen Primérideale, die beziehungsweise zu p, gehéren. Setzen wir
danach =q,/\a,/\ -+ /\d,, » SO soll aCd sein. Wenn d ein durch a unteil-
bares Element von b ist, so muss d nilpotent in bezug auf a sein, da alle
kleinsten Primideal-teiler von a nach dem Beweise von Satz 3 zu a gehéren.
Der Idealquotient a,=a:(d) ist damit ein echter Teiler von a und aus q,
konnen wir in ganz genau derselben Weise, wie im Beweise von Satz 3,
ein Primérideal g=a:(+") bilden, wobei »'=d, oder #'=rd ist, je nachdem
a, primdr ist, oder nicht. Damit stimmt das zu q gehérige Primideal p
mit einem, etwa p;, aus p,, Py, -+, P, uberein. Andererseits ist aber nach
der Eigenschaft von q, das Element ' durch g, unteilbar, und so gelangen
wir zum Widerspruch gegen die Annahme 7' €dCgq,. Das vollendet den
Beweis.

Uber die Anzahl der Priméir-komponenten von unverkiirzbarer Darstell-
ung eines Ideals gibt der folgende Satz Aufschluss.
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Satz 7. Die Anzahl der schwachen Primdir-komponenten der unverkiirz-
baren Darstellungen eines Ideals a ist gleich der Anzahl der zu a gehorigen
Primideale.® '

Es seien p,, p;,+,P, die allen zu a gehorigen Primideale und
qi=1, 2, --- ,m) das zu p, gehorige Primarideal mit der im Satz 4 gewon-
nenen Eigenschaft. Dann gilt q,/=a:(r,) fuir ein zu p, gehoriges schwaches
Primirideal q,/. Wenn p, durch p, unteilbar ist, so kénnen wir ein Element
p, von p, finden, sodass q/=a:(rp,), p;€q, ist. Wenn pp, ist, so soll
r,€q, sein, Durch diese Ergebnisse finden wir, dass fiir ein Element r/

qi,za:(ri’) rtlgqi, ft’ecll (j=1) 23"'ms i:Jf:])

ist. Hiernach soll die im letzten Satze gewonnenne Darstellung unverkiirz-
bar sein.

Es sei nun irgendeine unverkiirzbare Darstellung von a als Durchschnitt
der schwachen Primérideale : a=q,""/N\q,"/N\---N\a."’, und p," das zu q,"" gehorige
Primideal. Ist p,” das grosste aus p,” und durch p(j=1, 2, ---, m) unteilbar,
so folgt aus q,” /.- N\a'Ca)(7=1, 2, --- ,m) ein Widerspruch q,""/\---N\a"Ca.
Damit muss p,”” durch eines, etwa p, , aus den grossten von p,(j=1, 2, -, m)
teilbar sein. Wenn p,”’Cp, dabei ist, so folgt in gleicher Weise G/ -+ /\
Cq,(i=1, --- k) und daher ein Widerspruch g,/ --- N\a.<a. Hieraus folgt
p=p,". Da p,=p,” das grosste aus p, p’ ist, so konnen wir in p, ein
Element p, finden, sodass p,€0,, ;€q,”, P Ep(j=2, 3, - m), ; &y,
(i==2, 3, :-- k) ist, und daher folgt nach der Formel (g,;/\ - /\d.):(p1)

=0 : ()N N 2 (21))
a:(@) =\ N\, ="\ - N\ .

Durch Fortsetzung des Verfahrens finden wir, dass notwending k=m sein
muss, und dass p,(j=1, 2, ---, m) mit p,’"(i=1, 2, ---, k) ubereinstimmen.

§2. Zerlegbarkeit der Ideale in Durchschnitt von starken Primairidealen.

Grundlegend ist zuerst der folgende Satz: ]

Satz 8. Es sei R ein kommutativer Ring ohne irgend-welche Bedingunyg,
und sei jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen starken Primiridealen®
darstellbar. Dann hat R die folgende Eigenschaft:

4) Der Satz ist der erste Eindeutigkeitssatz fiir Zerlegung der Ideale durch schwache Pri-
mirideale, und in unserem Ringe gilt auch der zweite Eindeutigkeitssatz., Vgl. Van der Waerden
Moderne Algebra, 11, 38.

5) Ein Ideal heisst primdr, wenn in seinem Restklassenring jeder Nullteiler nilpotent ist,
und er heisst stark oder schwach, je nachdem eine endliche Potenz des zu ihm gehdrigen
Primideals durch ihn teilbar ist, oder nicht. ‘
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Ist a ein Ideal von R, so bricht die Kette ala:(a)a:(a,e,)T -
Ca (@0, -+ @) -+ fiir beliebige Elemente a,, Gy, ,q,, - im endlichen
ab, und die Linge der Kette liegt unterhalb einer mit a fest gegebenen
endlichen Schranke. ' .

Zum Beweise sei es eine unverkiirzbare Darstellung eines Ideals a als
Durchschnitt der starken Primdirideale

(1) - a=q;N\G/\ =+ N\, »

und p, sei das zu q, gehérige Primideal und p¥Cq,, k=k, +ky+ --- +k,+1.
Ferner seien p,, ---, p, die Elemente von der Art, dass

aa:(P)a: (0P ) - Ca(pyDy -+ D) -

Ist dabei p;, ein Element, welches durch jedes p,(j=1, 2, --- n) unteilbar ist,
so erhalten wir a:(p,)=(a,:(@))/N\ =+ N\ : (@))=0/\ -+ N0,=a. Hiermit
sollen die Elemente p(i=1, 2, .-, n) mindestens durch eines aus p, teilbar
sein.

Wiren die Elemente p,, -+, »,, 9,.; durch jedes von p,,---,p, teilbar,
aber durch ein anderes Primideal p; unteilbar, und wire 1=k, + k,+ -« +k,,
so folgte pp, - p, €q(6=1,2,-,¢) aus pfiCq, und daher q,:(p,p, - p;)
=R, -+, q 1 (P10, -+ p)=R. Aus (1) ergidbe sich danach ein Widerspruch
a:(py - p)=a:(p, - mom). Mit Benutzung dieses Resultates gelangen wir
zu dem Ergebniss: o

Die Linge der Kette aCa:(p,)a:(pp,) -~ ist nicht linger als k.

Um die Umkehrung des soeben formulierten Satzes zu beweisen, setzen
wir die obig gewonnenne Eigenschaft als Bedingung voraus:

Bedingung 3. Ist a ein Ideal aus R, so bricht dis Kette aCa:(a,)
Ca:(a,,)+-+ fur beliebige Elemente a,, a,,--- im endlichen ab, und die
Linge der Kette liegt unterhalb einer mit a fest gegebenen endlichen Schranke.

Zu unserem Zwecke brauchen wir nun die folgenden Hilfssitze nachzu-
weisen.

Hilfssatz 1. Wenn in R die Bedingung 3 erfullt ist, so muss die Kette
P P +++ der Primideale p, nach endlich vielen Gliedern abbrechen.

Zum Beweise bilden wir ein Ideal a in folgender Weise

a=((D)p:» PD:)0s, (D:10:05W¢, (D1P:P5D7 )P 5 -+ )

wobei das Element p, durch p, teilbar, aber durch p,_, unteilbar ist. Setzen

wir a=a:(p;), s0 wird @, 2(p;, Ps)Ps, (DsDsWs, (PsDs0/ )5, - ). Wire
@, 3 b, fir ein Element @, aus q,, so folgte aus a,(p,)Ca
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Py = D10y + DiDsP + 0105050+ -+, D €D,
wobei p, ¢ p, ist. Hiermit ergdbe sich daraus
) = Py’ + D3Py + D3P0+ -+ (By),

und folglich a,=0(p;) im Widerspruch zur Annahme @, ¢p,. Also muss

ps2a, Op, sein.
Setzen wir wieder a,=a:(p,p;), so wird

a3 2(Pg s (P56 > (D507 )Pg 5 =+ ).

Wire a; ¢ p; fiir ein Element @, aus a;, so wiirde
U310 = DiDy"" + D103D + D1DsDsD6 + o,

wobei p,"" € p, ist. Wegen p, € p, folgte daraus a;p;=p,” + p;0,"" + Ds0s0," + ++
(o), und nach p,” €p,, p; £ p, hdtten wir a,p;=p,p,"' + Dspsps" + -+ (p,), und
ferner a,=p," +ps;ps"'+ - (p;). Daher ergibe sich ein Widerspruch a,=0(p;).
Da hiernach p;2a; Op, gilt, so gewinnen wir aCa,Ca;. Durch wiederholte
Anwendnng dieses Verfahrens ergibt sich eine Kette aCCa;Ca;< ---. Nach
der Bedingung 3 muss aber die Kette aCa:(p,)Ca :(pyp5)_ --+ nach endlich
vielen Gliedern abbrechen. Der Beweis von Hilfssatz 1 ist hiermit abge-
schlossen.

Hilfssatz 2. Wenn in R die Bedingung 3 erfullt ist, so ist jedes Halb-
primideal von R als Durchschnitt von endlich vielen Primidealen darstellbar.

Ist ein Halbprimideal § nicht prim, so gilt §,=b:(a,), ;D) fiir ein
Element a,, und dabei ist 5, atich ein Halbprimideal. Indem wir wieder-
holt dieselbe Schlussweise anwenden, gelangen wir nach Bedingung 3
schliesslich zu einem Primideal p, von der Art p,=0:(,). Esseien p,, p,, -
alle Primideale mit der Eigenschaft p,=bh:(r;) und sei d=p,/\p,/\ --.
Dann ist HCb und p, sind durch einander unteilbar, weil § halbprim ist.
Ist ein Element d von » durch ) unteilbar, so wenden wir auf d dieselbe
Schlussweise, wie obig auf a@,, an, und danach erhalten wir p=:(dr).
Dabei muss p mit einem aus p,, p,, ... {ibereinstimmen, und daraus ergibt
sich (dr?€h. Da § aber halbprim ist, ergibt sich daraus ein Widerspruch.
Also soll damit H=p,/\p,/\ --- sein.

Ist die Anzahl m von p, grosser als die mit § fest gegebene endliche
Schranke A, so wihlen wir ein Element p, von der Axt, dass p,€p,, D1 €D,
(i=2, 3,---,m). Dann gilt 1,=H:(p,), €1, r ¢ (i=2,3,-,m), da
p,=bh :(r;) ist. Wahlen wir wieder ein Element p,, so dass p,€p,, D, € p;
(=1, 3, .-, m), so gilt auch t,=5h :(pD,), 7 €Ty, 75 €Ty, Ty E 1 (j=3, -+, M).
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Durch Wiederholung dieses Schlusses erhalten wir endlich eine Kette
HTH : () 1 (P ) - H i (0yp5 -+ P,,) mit der Linge m+1DOM+1; was
unserer Bedingung 3 widerspricht.

Auf Grund dieser sceben gewdnnenen Hilfssitze konnen wir jetzt unsres
Ziel dieses Paragraphen kurz in folgender Weise aussprechen :

Hauptsatz 1. Es sei R ein' kommautativer Ring ohne irgendwelche
Bedingung. Jedes Ideal a von R ist dani und nur denn als Durchschnitt von
endlich vielen starken Primdiridealen darstellbar, wenn die Linge der Kette
aa:(a ) a:(ae) -+ fur belicbige Elemente a,, @,,--- stets unterhalb
einer mit a fest gegebenen endlichen Schranke liegt.

Nach Satz 8 ist die Bedingung offenbar notwendig.

Umgekehrt folgt aus der Bedingung nach Hilfssdtzen und Satz 1 die
Teilerketten-bedingung fiir Halbprimideale. Wegen Satz 6 ist damit jedes
Ideal als Durchschnitt von endlich vielen schwachen Primaridealen
darstelibar.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass im Ring mit dieser Bedingung jedes
schwache Primirideal zugleich stark sein coll. Es sei q ein zu p gehoriges
schwaches Primarideal und A die mit q fest gegebene endliche Schranke.
Dann gilt R=q,=q:(p,), oder »2q,=0q : (p,) D, fiir jedes Element p, von p,
je nachdem p, durch q teilbar ist, oder nicht. Fir jedes Element p, von
p gilt auch

PG, =q; :(p) = q:(0Py) D0, >0, oder g, =R

je nachdem p,p, durch q unteilbar ist, oder nicht. Nach unserer Bedingung
kommen wir danach zum Schlusse, dass 0, --- P..1 €q fir jede Elemente
Pry Doy, Pasy vOn p ist. Aus dieser Tatsache ergibt sich leicht pr**1Cq.
Namlich ist q stark.

§ 3. Zerlegbarkeit der Ideale in Durchschnitt von schwachen
Primaridealen.

Mit Hilfe der Eigenschaft des Idealquotientes kénnen wir den folgenden
Satz in der genau gleichen Weise, wie Satz 8, beweisen.

Satz 9. Ist jedes Ideal a womn R als Durchschnitt von endlich vielen
schwachen Primdridealen, so ist in R die Bedingung 2 erfullt.

Es sei a=q,/\ - /\a,, wobei q, die schwachen Primirideale bedeuten,
und p; das zu q; gehorige Primideal. Ist p,€p,, », ¢p;, so soll R=aq,:(p})
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=0, : (pi*), q;:(PH=0;:(p,*")=q, fiir eine passend grosse Zahl & sein. Aus
@ (P)=(a, : NI -+ N\, : (#)) folgt damit

a:(@)=a:@N)=qi/\ Nin =1,

Dabei ist das System gqi --- qi (mCn) eine Teilmenge vom System
q, (=1, 2,-.-,n#). Wenden wir den Prozess wieder auf r, an, so erhalten
wir auch ein Grenzideal r,=rt,:(p})=r,:(pi*")>r,. In dieser Weise fort- .
fahrend, gelangen wir zu einer Kette o r,Cry - (SR von Grenzidealen
1, welche in dieser Weise t,=r1, : (p})=r, : (p}*") gebildet werden. Ferner soll
dabei die Lange der Kette nicht linger als n+1 sein. Das vollendet den
Beweis.

Wir wenden uns jetzt zur nidheren Betrachtung der notwendigen
Bedingungen dafiir, dass jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen
schwachen Primiridealen darstellbar ist. Wir brauchen dazu nur den
folgenden Satz:

Satz 10. Wenn jedes' Ideal von R als Durchschunitt von endlich vielen
schwachen Primiridealen darstellbar ist, so soll die Kette §, 9, --- wvon
Halbprimidealen nach endlich vielen Gliedern abbrechen.

Aus der im Satz ausgesprochenen Eigenschft folgt leicht, dass jedes
Halbprimideal als Durchschnitt von endlich vielen Primidealen darstellbar
ist.

Ist die Darsiellung von a durch die schwachen Primiarideale q,
o=,/ \0./\ Na, unverkiirzbar, so folgt aus dem Beweise von Satz 7, dass
die Anzahl der zu a gehorigen Primideale gleich » ist. Fiir irgendwelches
Element r gilt a,=a:(#)=(a, : (*))"\ - N\, : (7)), und dabei ist q,:(r) ein
zu p, gehoriges schwaches Primirideal, oder R, je nachdem (r)R € q, oder
(YR eq, ist. Damit sollen die allen zu a, gehorigen Primideale  identisch
mit einem aus p,, --- p, sein. Daraus ergibt sich die folgende‘Tatsache:v

Fiur jeden aus a erzeugten Idealquotient a:(r,r, --- 1;) ist jedes von den zu
ithm gehorigen Primidealen stets gleich einem aus p,,---p,, wobei p,(i=1, 2, +--,n)
alle zu a gehorige Primideale bedeuten.

Wir betrachten schliesslich eine Kette p,p,p, --- von Primidealen
p, und bilden daraus ein Ideal

a =(DiPy, D1PsVss DiPsDsPs > D103PsPPg» == ) s

wobei p, ein durch p,_, unteilbares Element aus p, bedeutet. Demnach gilt

a, = a:(01)22(P2, PsPss DsDsPs» DsDsDrPgs -+ ) P2+
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Wire a,%p,, so wiirde fiir ein durch p, unteilbares Element a,/ aus a,

D10, = P10y + D100y +D1D3DsD6’ + -+«

Da aber p, ¢p, ist, folgte daraus a,'=p,’ +D;0'+DsPsps + -+ (P,) und ein
Widerspruch a,’€p,. Es gilt damit p;,—a, >p,. Wendet man das obige
Verfahren wieder auf a, an, so ist

Ps=2ay = a3 : (P3) = a1 (D103) Dy -
Durch Wiederholung desselben Prozesses haben wir im allgemeinen

Poni1=20 = Ay (Dgn1) = A 10105 ++* Pguy) Pz -

Auf Grund dieses Ergebnisses konnen wir sagen, dass mindestens ein zu a,
- gehoriges Primideal zwischen P, und p,,., liegt. Wenn die Linge der
Kette p,p,p,C --- unendlich wire, so hidtten die aus a gebildeten Ideal-
quotienten a:(pp, -+ P,,-,) unendlich viele verschiedene zugehorige Prim-
ideale im Widerspruch zum frither Bewiesenen. Das vollendet den Beweis.

Wir kommen schliesslich zur Beschreibung der notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir, dass jedes Ideal in einen Durchschnitt
von endlich vielen schwachen Priméaridealen zerlegbar ist.

Wenn in R die obig ausgesprochene Zerlegung von Ideal méglich ist,
so folgt zuerst nach Satz 10, dass jede Teilerkette von Primidealen im
Endlichen abbrechen muss. Zweitens ist es offenbar, dass jedes Halb-
primideal als Durchschnitt von endlich vielen Primidealen darstellbar ist.
Nach Satz 1 besteht also, dass die Teilerketten-bedingung fiir Halbprimideale
eine notwendige Bedingung ist. Danach kénnen wir das Gesamftresultat
unserer Untersuchung iiber die Zerlegbarkeit des Ideals unter Beachtung
der Sitze 6 und 9 in dem folgenden Hauptsatze zusammenfassen :

Hauptsatz 2. Es sei R ein kommutativer Ring ohne irgendwelche Beding-
ung. Jedes Idea! ist dann und nur dann als Durchschuitt von endlich vielen
schwachen Primiridealen darstellbar, wenn in R die folgenden Bedingungen
erfillt sind : .

1. Jede Teilerkeite von Halbprimidealen bricht im Endlichen ab.

2. Jede Kette aa:(b)a: (b)) --- fur beliebiges Element b bricht im
Endlichen ab, und der letzte Idealquotient v, heisst ein Grenzideal von a.
Wenn wir wieder die Kette 1,t, : (by)Ct, : (02X -+« fitr ein Element b, bilden,
s0 gewinnen wir auch ein Grenzideal 1, von t,. Nachdem wir in solcher
Weise eine Teilerkette a v, (¢, --- von Grenzidealen t, erzeugen, liegt die
Linge der Kette unterhalb einer mit a fest gegebenen Schranke.
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Wir kénnen auch den aufgestellten Hauptsatz 2 in der folgenden Form
umschreiben.

Hauptsatz 2°. Es sei R ein kommutativer Ring ohne irgend-welche
Bedingungen. Jedes Ideal aus R ist dann und nur dann als Durchschnitt von
endlich vielen schwachen Primiridealen darstellbar, wenn R die folgenden
FEigenschaften hat :

1. Jede Teilerkette von Primidealen bricht im Endlichen ab.

2. Jede Kette aCa:(b)Ca: () --- fur belicbiges Element b bricht im
Endlichen ab. Wenn wir den letztesten Idealquotient ein Grenzideal von a
heissen, $o ist die Anzahl der Grenzideale von a -mit a fest gegeben und endlich.

Denn aus der soeben ausgesprochenen Eigenschaft 2 folgt leicht die
Eigenschaft 2 in dem Hauptsatz 2, und weiter, dass jedes Halbprimideal
als Durchschnitt von endlich vielen Primidealen darstellbar ist.

Daraus folgt wegen des Hauptsatzes 2, dass jedes Ideal als Durch-
schnitt von endlich vielen schwachen Primiridealen darstellbar ist.

Aus dem Betrachteten in den Beweisen der Satze 9 und 10 folgt
unmittelbar, dass die Bedingungen auch notwendig sind.
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