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Es sei .lR ein kommutativer Ring, ohne irgendwelche hinzugefügte Bedin-. . . 

gungen vorauszusetzen. Dann. heisst lR ein Multiplikatwn.sring, wenn nur 
folgende Bedingung erfüllt ist : 

Zu je zwei Idea!en a und b aus lR, wo aCb ist, gibt es stets ein Ideal c 

in lR, so dass a=bc ist 

Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, die Strukturtheorie der Multi
plikationsringe weitgehend zu entwickeln. In früherer Zeit habe ich Echon 
einige Eigenschaften der Multiplikationsringe gewonnen, i) und diese Theorie 
auf Grund einiges Annahmen behandelt. Jm folgenden soll nun meine 

. Strukturtheorie noch verallgemeinert, und vertieft, und auf einem neuen, ein
facheren Wege bewiesen werden. 

Für die Strukturtheorie der Multiplikationsringe ist es aber von wichtiger 
Bedeutung die kritische Bemerkung darüber zu machen, ob in einem Multi
plikationsring ein idempotentes Element in eine ·direkte Summe von unendlich 
vielen idempotenten Elementen verwandelt werden · kann, welche·· untereinander 
orthogonal sind. Aus der Definition für abstrakte Ringe ergibt sich keine 
Aussage übel'. die direkte Summe der· unendlich vielen Elemente aus dem 
Orthogonalsystem von idempotenten E:Jementen. Sicherheit halber legen wir 

damit die folgende grundsätzliche Annahme vor : 

Annahme. · Jedes idem-potentes Element lässt sich als eine direkte Summe 

von endlich vielen, primitiven Elementen darstellen. 

Dabei bedeutet direkte Summe eine Summe von Elementen, die unterein
ander orthogonal sind, und primitives Element ein idempotentes; in eine direkte 
Summe von idempotenten Elementen unzerlegbares Element. 

Um Missverständnisse zu vermeiden, i:nache ich hier. die . Aussage, dass 
im grundlegenden Multiplikationsring die Existenz von Einheitselement nicht 
vorausgesetzt wird. 

1) S. Mori, Über allgemeine Multiplikationsringe I. II. Journal of Sei. of tbe Hiroshima 
Univ. 4 (1934). 
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I. ·· Die Grundlagen der Strukturtheorie. 

In diesem Abschnitt beweisen wir die .Sätze, welche auf dem. Wege· zu 

unserem Ziel unentbehrlich sind. 
Satz 1.2) Ist a ein von NuU ver11C/zwdenes Ideal aus Multiplikationsring 

ffi und idempotent, und ist bCa für ein Ideal b, so gibt es in a ein idempo

tentes Element, welches nicht zu b gehört. 

Zunächst zeigen wlr, dass es in a, aper ausserhalb von b, ein in bezug 
· auf b nicht nilpotentes Element a gibt. Iit a·'(:$0 (b) } ein Element aus a. so 

' -, , .. -. ,_, 

folgt nach der Definition vom Multiplikatio~g ~ 

· (a') = ab' = aab' = (a')a.1 

weil a idempotent ist. Daraus ergibt sich a' a'a für ein Element a aus a, 

und folglich a'=a'a" für jede natürliche Zahl n. Da aber a' nicht zu b gehört, 

· so muss· jede Potenz von a nicht zu b gehören. 

Es sei nun {) die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus a. Dann ist 
{)·durch a teilbar, aber· von a verschieden, weil nach ·dem soeben gewonnenen 
Ergebnisse a ~ {) ist. ·sei f emer m0 die Gesamtheit aller Beme.nte m0 aus a, 

für welche m0a=O({)) gilt. Dann ist a:=)m0::,{), mo(a)~{J. Es sei dazu m 

die Gesamtheit aller Elemente· m aus ct von der Art, dass (m~0~{) ist, Dann · 
·erhalten wir a E m, mm0 C{J, und :folglich aDm:)f> .. : "W-tma:ft:,'ein,gemejnsames 
Element von m0 und m ist, so folgt daraus d2 E ~-- Da "f)- halbprim im Bereic;he 
des Ideals a ist, so soll danach d E {) sein. Hiermit haben wir 

(1) 

Aus (fJ, (a), m0)Ca und a=a2 erhalten wir auch, wie eben bewiesen, 

({), (a), m0)=ab0 =aab0 =a(fJ, (a), m0), und folglich 

( 2) (fJ, (a)) = ([j, (a), m0 )bo' = ({), (a), m0)ab'0 , m0abo'C([j, (a)). 

Nach ([j, (a) )Cm baten wir daraus m0abo'Cm. Aus (l) folgt dai;nit m.ab'0Cf), 
und weiter durch die· Konstruktion von m ergibt sieh Gbo'G:;m. N~h (2) und 
mm0Cf) ist nun damit 

(fJ, (a)) = ( ({), (a) )m, l}). · 

Für .ein Element m aus m gilt danach 

( 3) 

2) Ein halber Teil dieses Satzes ist schon in verschiedener Weise· bewiesen. Vgl. S Mori, 
Über allgemeine Multiplikationsringe I. 
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· Dabei ist m nicht nilpotent in bezug auf f), denn a gehört nicht zu {J. Nach 

unserer Definition für m, ist nun m ....,m3 E m0 • Ferner ist m-m3 E m nach 

m E m. Somit ergibt sich nach (1) endlich 

( 4) m-m3 E{J. 

Nach diesem Resultat können wir folgendermassen die Existenz eines 

idempotenten Elementes beweisen. Aus (4) ergibt sich (m-m3f=O. für eine 

natürliche Zahl n, also m"=m"+ 1m1, wo m' ein Element aus m ist. Nun ist 
auch 

m" = m"+ 1m' = m"(mm')2 = •·· = m"(mm')". 

Hierbei ist m"$0 ({J), denn m ist nicht nilpotent in bezug auf fJ. Setzen wir 

jetzt m"m'"=e, so if.t e=e2 ff), e E a. 
Endlich müssen wir e f b beweisen. Wenn e E b wäre, so würde m" E fi, 

und folglich nach (3) a E (fJ, b ). Daraus ergäbe sich a1: E b, im Widerspruch 
. zum im Anfang gewonnenen Resultat. 

Damit sind die ausgesprochenen Behauptungen über die Ganzheit bewiesen. 

D.iesen Satz können wir auch zu dem folgenden allgemeinen Satze 

erweitern. 

Satz 2. Sind aCb und a=ab für zwei Ideale a und b aus dem Multipli

kationsring ffi, und ist ein Element aus a nicht nilpotent, so gibt es in b ein 

idempotentes Element. 

Aus der Eigenschaft von 9l folgt zunächst, dass fj:ir ein nicht nilpotentes 

Element a es ein Element b in b g.ibt, so dass a=ab ist. Nach ac=pO ist 

damit b nicht nilpotent. Ist fJ die Gesamtheit aller nilpotenten Elemente aus 

b, so folgt daraus a f .fJ, b ff). Andererseits gilt a(b-b3 )=0 aus a=ab. So 
gehen wir schrittweise vor. 

I. Wenn b-b3 E {J ist, so bekommen wir leicht, wie beim Beweise von 

Satz I, ein idempotentes Element aus b. 

II. Im Falle b-b3 ff), sei m die Gesamtheit aller Elemente m aus b, für 

welche am=O(lj) gilt. Dann ist b~m~lj,b-b3 Em,aflj. Ferner sei m0 die 
Gesamtheit aller solchen Elemente m 0 aus b, dass (m0)mClj ist. Dann ist 
·auch 

( 1) 

Nach (a)=(a)b und (a, fJ)=(a, {J, mb)c=( (a, mb)c, lj) gilt (a, fJ)=( (a, m)bc, lj) 

für ein Ideal c. Daraus folgt mbcQa, lj)Cm0 , und folglich erhalten wir nach (1) 

mbcCfJ. Damit besteht nach der Eigenschaft von m0 bcCm0 , (a, fJ)=((a)bc, fJ) 
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r .md daraus·folgt a abi(~), wobei b1 ein Element aus- ino iü. '.Hiei'n:iit muss 
: .f>i...;...bf zu m-tmdauch zu m0 .gehören. Somit wird nach (1) b1 ....;.bfeO{~). tmd 

daraus folgt 1,eicht die Existenz eines idei;npotenteh .Elementes• in l>. 

2. Struktur v~m nichi-idempotenten Multiplikationsring. 

Mit Hilfe vörs~eh~der)Sätze lässt sich die Strukturtheorie vom Multi-
• - . ' ' .. . ~f ' . ·, . ' • ' " . • . 

p1ikationsring ffi, für weloben. m4=ffi2 ist, entwickeln. 

. ... . Setz .-3. Ist ffi;9l2 fitr d~~ Multiplikationsring ffi, 80 ist jedes Ideal ( =!=c(O).) 

aus ffi gleich einer end.liehen Potenz. vo~ ffi. 

Zum Beweise. wählen wir ein Element· r aus ffi mit r 1/. ffi8 • Dann soll 

. 9l (r).sein. Denn wäre ffi~(r), so'"folgte' (r)=ffib~ffi2 naeb ·c1er Eigenschaft 
vom Multiplikationsring ffi. Durch r !f.·m2· soll aber diese ·Mögiic~if ~~-

, geschlossen sein. . . . . 
. . 

Über :R=(r) beweisen wir noch, dass ffi"=t=~"+_1 f~r jede ~tü,rlicb,e Z~hl 
n ist, wenn ffi"=!=(O) ist. Dazu Eei m die kleinste Zahl, fqr w~lche ffi""= 

· ffi">+1 =1=(0) gilt .. Dann ist ~"'=ffi2 "'+ 1 , m~2, und daher'folgf ~·: r 2ir·rQfür ein 
Eleme~t ro atik . ffi:.· Setzen wir nun e=1·""ro, sö 'Jgibt. ~ich . e=e2 E :R"', 

r"'=r"'e=!=O. Damit ist ffi zerlegbar in die direkte Summe ffi==n-t~"', wo 

~~:.1=1=(_0), n"':. (0) und ffi"'=!=c(O) . ist. ·n~rch unsere ~~~ ~- iR_. ein 
MultiplikatiÖnsring ist, ergibt sich 'n"'-l~(n"'- 1, ffi91)b für ein Ideat' b.' I)a 

b~ffi aqer ist. So folgt daraus n"'- 1C(n''H, 9191) (n, ffi"') ffi.2"'=9½,,;: urid dalier 
~egen der direkten Summe v~n. ~ unl IH"' ergibt sich n"'~ 1 . (0)~ 'im Wider

spruch zur Annahme von n. 
. . . . . . . 

Für ein beliebiges, von Null vei-Echiedenes Ideal a(=pffi) können _wir zwei 

folgende verschiedene Fälle betrachten. 

1. Es sei ffi"Ca für eine natürHche Zahl n. . Wenn a gleich, _keiner Potenz 

von ffi ist, so gilt :R"'- 1 . a, ffi"'Ca, m~n .. . Nachdeni i$t .(a, ffi"'~_1)~a. und 
. aus der Multiplikationseigenschaft folgt 

a = (a, ~"':.1)b C(a,·iJl•-1)mCa .. · .· 

Daher ist a=(affi, ffi""), affi=(aln2, ffi"'+l), also sicher a. (a9l2 , ffi,;.). Auf s~h~ 
Weise gelangen wir endlich zur Beziehung a=ffi"', im Widerspruch zur früher 

Annahme. In diesem Falle muss a · damit gleich einer Potenz von ffi sein. 

II. Es: stehe ffi~~a fü~ jede _natürHche .Za,hl n: J)annoist -~ ·nicht nilPo
_tent~ und daraus folgt· nach dern im vorjgen Gesagten, dass jede :Potenz von 

_m, n~~bt i?eµipotent. Wenn ·.aCffi"' > a$?R"'t_1 ist, .-so folgt· nach der Multi-
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Iikationseigenschaft ein Widerspruch ~=mmbcmir..+ 1 • Nachdem muss aC:[)R• 

für alle m sein. Setzen wir nuri b= (\ m•, so ergibt sich daraus b::,a. 
n=1 

Nach den soeben gewonnenen Ergebnissen gilt bCb für das Ideal b mit der 

Eigenschaft b=mb, also b=mb, und somit 

b = mb = ,m2b = • • • = b2=t=(O) 

Nach Satz I enthält damit m ein idempotentes Element e. Es sei nun 
m die Gesamtheit der durch m-em definierten Elemente ·m und n die Gesamt~ 
heit aller Elemente n von der Art, dass ne=0. Dann ist m(\n=(O) und 
m=m2 • Folglich Ist m=t=m, denn m=1=m2 ist. Ist 1·0 ein beliebiges Element 
aus m, so ist r0e=r0e2, e(r0 -r0e)=0. Danach ist r0 -r0e=n E n, r0e=m E m 
und folglich r0=n+m. Damit erhalten wir die Darstellung von m in direkter 
Summe m=n+m, wo n=t=(O), m=m2=1=m ist. 

Wäre für alle Elemente n aus n (n)=(n)n, so würde n=n2 und daraus 
ergäbe sich ein Widerspruch m=ffi.2 • Also können wir fü:t ein Element n0 

aus n (n0)~(n0)n setzen. Nach der Multiplikatiom:eigenEchaft gilt (n0)~ 

(n0 , m)b für ein Ideal b. Daraus fo~gt nach m(\n=(O), mb=(O) und bCn 
Hiermit ist (n0)=(n0 )n im Widerspruch dazu, dass (n0)~(n0)n ist. Mit dieEem 
Widerspruch ist die Richtigkeit des Satzes 3 vollständig dargetan. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes müssen wir also, auch zur Vollständig
keit der Strukturtheorie folgende selbstverständliche Bemerkung hinzufügen : 

Ist jedes Ideal aus einem Ring m gleich einer· Potenz von m, so ist m ein 

M ul tiplikatwnsring. 

3. Struktur vorn idernpotenten Multiplikationsring. 

Am Anfang stellen wir den Satz auf : 
Satz 4. Ein idempotenter Multiplikatwnsring m erzeugt sich aus einem 

Orthogonalsystem von idempotenten, primitiven Elementen. D. h. m lässt sich 

als eine direkte Summe m=(e .. )+(e11 )+ ······ darstellen, wobei (e.,, e11 , ... ) ein 
Or.thogonalsystem von idempotenten, primitiven Elementen bedeutet. 

Wenden wir Satz I auf den Ring m an, so erhalten wir ein idemPotentes 
Element e. Nach der in der Einleitung ausgesprochenen Annahme lässt sich e 
als eine direkte Summe von endlich vielen, idempotenten, primitiven Elementen 
darstellen. Es sei nun (e.,, e11 , ••• ) ein maximales Orthogonalsystem von 
idempotenten, primitiven Elementen, dann ist a=(e.,)+(eß)+ ··· ··· eine direkte 
Summe der Hauptideale (e~), und sie wird ein idempotentes Ideal aus m. 

Wenn m~a ist, so können wir nach · Satz I ein idemPotentes Element e0 
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auaserhalb von a finden, und das Ideal (e0) ist Jdemi>Otent. Dabei. können 

wir nach unserer grundlicben .. Annahme. voraussetzen,-· dass -e0 e~ durch Q 

unteilbares„ primitives Element ist. Damit .ist.offenbar (e0). a. Setzen wir 

nun 'o=(e0)(\o., so ist bCo., bC(e0),. und ferner nach d.er: Multiplikatiouseigen• 
schaft von 9l folgt b=(e0)b:_(e0 ) (e0)b=(eo)b, b=ab'=ab. H~eraus ergibt sich 
weit~ b=(e0)o.bCb2, weil (e0)aQ ist; also ist b idempotent. Nach Satz I 

bat· b ein ideml)()tentes primitives Element, eo' und t0 '=e0r besteht für ein 
Element r aus 9t · Da aber e/e0 -:-eare0 =reo ~eo' E b . ist, so ·folgt daraus 
(e0 -eo')eo'=O, (e0 -e0 ')2=eo-2e0eo' +eo'=e0 -eo' E(e11). Nach. det. Annahme, 
dass e0 ein durch (l unteilbares primitives Element ist, soll e.1;.,;..o und.folglich 

b=(O) sein. Daraus bekommen wir ein Orthogonalsystem von idempotenten, 
primitiven Elementen, welches grösser als (e .. , e", ... )ist .. Das widerspricht 

unserer Annahme, dass (e .. , e", ... ) maximal ist. Hiermit .muss 9l=o. sein. •· ' ' . 

Unsere Aufgebe ist nun die Untersuchung der Struktur eines m · direkte 

Sumtne unzerlegbaren, idempotenten Multiplikationsringes. Dazu brauchen 

wir vorerst zu beweisen. 
Satz 5. Ist 9l ein unzerlegbarer, ~empotenter Multiplikatwnarlng,. 80 hat 

9t Einheitselement und sein Radikal ist p1-im. Hierbei bedeutet: Radikal die 

Gesamtheit aller nüpotenten Elemente von m . 
. Es sei f) das Radikal von m, dann ist fJC?R. Denn es gibt in ffl nach 

Satz I ein idempotentes Element e. Zum Beweise sei l) nicht ptim. Dann 
besteht ab E .f) für zwei Elemente a und. b •mit der Eigenschaft a (/. {J, l> (/. l). 

Dabei sjnd beide a und b nicht nilpotent in bezug auf lj, . da· lj balbprirh' ist. 

Betrachten wir nun b=fJ : (a) und a=f) : b, so wird b E b, a E a. Da lj halbprim 
ist, so folgt daraus 

( 1 ) 

Aus '1C(a, b) und nach der Eige~~haft vom Multiplikationsring folgt ferner 

(2): a = ( a, b )c· C::: c , bc ~ a . 

Nach (1) erhalten ~ir damit bcClj, und folglich besteht cCa. Aus (2) folgt 

(3) a = c , a = ( a, b )a . 

Dabei ist aber cibClj, mithin besteht a=(a2, l)). Nach der Multiplikations
eigenschaft ergibt sich (lj, a)=ac1=(a2, l))c'=(aac' f)c')=(a(l), a), 'fJc'). Daraus 
erhalten wir 

( 4) a = aa'(lj), a(a' -a'3 ) = O (f)), · 
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wo a' ein Element aus · a ist. Aus (4) upd b=f):: (a) folgt a,' -'-a13 E.b; An

dererseits ist aber a' -a'3 E a, und folglich" erhalten· wir nach (1) a' -a'3 E l), .. 

und daher auch (a' -a'3 )"=0 für eine hinreichend grosse natörlicl1e Zahl n. 

Durch die Entwickelung der Potenz ergibt sich a"'=a'2"r. Setzen wir a'"r=e0 , 

so ist e0 E a und idempotent. Daraus können wir schliessen, dass :R in· direkte 
Summe zerlegbar, oder ffi=a ist. Der erste Fall widerspricht der im Satz 
aufgestellten Annahme. Im zweiten Falle ergibt sich ffibC{), b2C{), im Wider

spruch zu b2 ~ {). Danach muss das. Radikal {) prim sein. 
Nach Satz 1 besitzt m ein idempotentes Element e und für ein beliebiges 

Element raus m gilt e(r-re)-:-0. 8etzen wir m die Gesamtheit aller .Elemente 
m mit der Eigenschaft e.m=m und. n die G~samn:1theit aller Elemente n mit 
der Eigenschaft en=O, so ist ~ in die direkte Summe ffi=m+n zerlegbar. 
Nach der Unzerlegbarkeit von m muss damit n=(O) sein, also re=r. Hieraus 
folgt Satz 5. 

Lassen wir uns bei der Weiterentwicklung der Strukturtheorie von Ana
logieen aus der gewöhnlichf;n. Ringtheorie leiten, so ist· das nächste Ziel die , 
Untersuchung von Primidealen .. Zunächst wird die Existenz des Primideals 

durch folJitenden Satz hergestellt : 
Satz 6. Wenn m ein idempotenter, unzerlegbarer Multiplikationsring ist, 

so hat jedes Ideal ·a(=t-(0), ffi) einen von m verschiedenen Primidealteiler, und die 
Anzahl der kleinsten Primidealteiler von a ist endlich. 

Zum Beweise sei a ein beliebiges, von Null verschiedenes Ideal aus m . 
und 9l = ffi/ a der Restklssenring von ffi nach a . Dann ist m auch. ein 
idempotenter Multiplikationsring, und . m hat nach Satz 5 Einheitselement e. 

Zu e von m ist ein Element e von m zugeordnet, und dabei e ist Einheits
element von lR. Nach Satz 4 lässt sich 9l als eine direkte Summe 
ffi=(e1)+(e2)+ •····· darstellen, wobei (e1, e2, •·····) ein Orthogonalsystem der 
idempotenten, primitiven Elemente von m bedeutet. Nach unserer grundsätz
lichen Annahme ist aber e in eine direkte Summe e=e11+e2 1+ ... +en' von 
endlich vielen idempotenten, primitiven Elementen e,' ·zerlegbar, und ferner 
gehört e/ zu einem aus (e,), weil e/ primitives Element ist. Nach e,=e,e 
=eiei' + •·· +e,.') besteht damit e1=e,e/ E (e/), und folglich (e,)=(e/). Daher 
erkennen· wir sofort, dass die · &'1.Zahl der Elem~nte des. Orthogonalsystems 
( e1 , e2 , • • • • • •) endlich sein muss. Andererseits ist aber nach Satz 5 das Radikal 
t, von (e,) prim, und folglich ist r, +(e1)+ ... +(e,_1)+(eH1)+ ... +(en) ein 

Primideal in ffi und ein kleinstes. Damit ist jetzt unsere Behauptung• als 
richtig erkannt. 
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Aus Satz 6 folgt waiter: 

Satz 7. Ist m ein idempotenter, unzerlegba.rer Multiplikatwnsrfng, so ist 

jedes Primuleal .))( =l=(O)) von 9t ein ma:cimales Ideal, und es gibt kein Ideal 

zwischen p und p3• Ferner ist jede Potenz von p primär und umgekehrt ist 

ein Primärideal von m gleich ein,er, Potenz des zu ihm gehörigen Primideals. 

Nach Satz 6 hat m einen Primidealteiler t,J(=t=(O) ), und nach Satz 5 

Einheitselemente e. Aus Satz 1 folgt auch · nach Unzerlegbarkeit von m 
p"=t=p" ' 1 für jede ganze Zahl n, wenn p nicht nilpotent ist. 

Wenn p, m zwei ldeaie von der Art sind, dass m:;>m:;>lJ ist, und wenn 

p prim ist, so gibt es nach der Multipftkationseigenschaft von m ~=mt,J. 

Wenn eilt Element aus p iiicht nilpotent ist, so folgt daraus nach Satz 2 die 

Existenz eines idempotenten Elements in m und zwar die Zerlegbarkeit von 
m, im Widerspruch zu· unserer Annahme. Wenn jedes Element aus·p nilpotent 

ist, so ist p nach Satz 5 das Radikal von m. Für ein Element p(=t=O) aus p 

gilt (p.)=(p)m, und daraus folgt p=mp, p(m-m3) 0, wobeim E m," m ~ p ist. 

Im Falle m'=m-m3 E p folgt leicht die Existem von. idempotenten Element 
im Widerspruch ~u der Annahme, dass 91 unzerlegbar ist. · Im Falle m' ~ p 

ergibt sich p=(+>, m')b und bCp, weil m' ~ p ist. Also erhalten.wir+>=(+>, m')p 

und daher folgt (p)=(p)(+>, m'). Da pm'=O ist, so folgt P=PPo=PPö=O, da 
Po E p · ist. Das ist aber ein Widerspruch. ZuSEamenfassend gilt, 'dass ·i, ein 

maximales Ideal sein soll. 

Wäre t:,:;>a:;>t:,2, so folgte aus a=t:,b ein Widerspruch a=t:, oder aCt:,2• 

Denn nach b=:>a :;>t,2 · können wir zwei Fälle betrachten. Im Falle bCp ergibt 

aCp2• Im Falle b$p ist (b, ~).=m :und daraus folgt a=pb=p(b, t:,j . t:,m=p, 

da m Einheitselement hat. Damit gibt es kein Ideal zwischen p und p2• 

Danach erhalten wir 

( 1) 

Ist r1P-=OCP"') für zwei Eletnete p und r mit der EigenEchaft p E p, p ·~ +>"', 

rft:,, so können wir nach (l)·p=r11r+ ... +r,,..:.11r''H(p•) setzen,·wobei r, ~+' 
ist, und daraus folgt·rr11r+ •·· +rr,,._11r"'-1=0(t:,"'·), Da +' maximal ist, so wird 

rr1r0=e(t:,) für ein Element r0 • Hieraus folgt 1r==Ü (p2), und· t:,=t:,2, im 

Widerspruch zum früher Bewiesenen .. · Mithin gilt~ .dass jede Potenz von p, 
primär ist. 

Endlich sei q ein. Primärideal und g das zu q gehörige Halbprimideal, 

dann ist nach Satz 6 und Prirriäreigenschaft von q g ein •Primideal. : Hiermit 

setzen wir nun ~=p. Wenn t:,"':;>q ist, so wird q=t:,"'b1 und dabei ist 1>1Cµ, 
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weil q ein zu .p gehöriges Primärideal ist. Danach ist qg"'+1• Hieraus f<>lgt 

also die Aussage : Wenn q gleich keiner Potenz von .p ist. so soll q durch 

jede. Potenz von .p teilbar sein. Adererseits ist .p"' für jede m nicht idempotent 

und für '():..__.p(\.p2(\P3(\ •••••• gilt 'o='o.p:::)q, und folglich 'o='o2 • Denn aus 

b=bpC.p" folgt bCp. da .p" primär ist. Nach (1) muss damit bC.p"- 1 sein, 

was aber für alle n gilt. Also ist b='o Damit muss nach Satz 1 und der 

Unzerlegbarkeit von :R b=(O) sein. Daraus folgt die Behauptung, dass q 

gleich einer Potenz von .p ist. 

Jetzt endlich sind wir in der Lage. folgenden Satz zu beweisen. 
Satz 8. Im i,dempotenten, unzerlegbaren Multiplikatwnsring m i-ässt sich 

jedes von Null verschiedenes Ideal als ein Produkt von endlich vielen Primidealen 

eindeutig darstellen. D.h. m ist ein Dedekindscher Integritätsbereich, oder ein 
primärer, einreihiger Ring. 

Zum Beweise sei a( c=J=(O)) ein beliebiges Ideal von :R und lj das zu a 
gehöriges Halbprimideal. Da wird lj nach Sätzen 6 und 7 durch endlich 
viele Primideale p1 , .p2 , ••• , .p„ teilbar, und sie sind durch einander unteilbar. 
Wenn lj das Radikal von :R ist, so wird nach Sätzen 5 und 7 f)=.p und folglich 
Q=pk. 

Im anderen Falle, sei b=.p1(\.p2(\ •·· f\Pn, so wird b:::)lj. Wäre b~lj, EO 
folgte lj =bbCb aus der Multiplikationseigem:chaft. Wenn lj · b _ist, so 
würde m nach Satz 2 in direkte Summe zerlegbar, und im Falle fJCb wäre 
lj=b(\b nach der Eigenschaft von lj. Durch Betrachtung von :R/f) ergäbe 
sich, dass lj durch ein von .p1 , .p2 · • • .p„ verschiedenes Primideal teilbar wäre. 
In beiden Fallen hätten wir· damit Widerspruch gegen unserer Annahme„ Also 

ist lJ=1'1f\P2f\ ··· (\P,. · 
Durch Übergang zu den .p, gehörigen isolierten Primärkomponenten q1 

von a ergibt sich daraus a=q1(\q2(\ •·· {\q,.. Nach Satz 7 ist aber q1=+>f' 

und (+>~' , p,1)=:R für i=t=j. Daraus argibt sich nämlich sofort: a=p~1.i,!2 ••. J:>!n 

und die Darstellung ist eindeutig. 
Nach Satz 5 ist aber das Radikal b von :R prim, und nach Satz 7 ist b 

maximal, wenn b=t=(O) ist. Damit gelangen wir zum Schlusse; Im Falle 

b=(O) ist :Rein Dedekindscher Integritätsbereich und im anderen Falle b=t=(O) 

ist m ein primärer, einreihiger Ring. 
Jetzt können wir die vorig gewonnenen Resultate in dem Hauptsatz dieser 

Strukturtheorie zusammenfassen : 
Satz 9 (Hauptsatz). Ein i,dempotenter Multiplikatwnsring lässt sich als 

-9-
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eine direkte Summe von· endlich oder :unetuUich vielen Dedekinilschen lnte

gritätsberetche11 unil primären„ einreihigen Ringen darstellen. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes fügen wir. noch eine Bemerkung hinzu : 

Eine direkte Summe von. endlich o~er. -un~~i~h vielen DedekindEChen 
I~tegritätsbereichen und primären, einreihigen Ringen ist umgekehrt ein 

idempotenter Multi~ikationsring. 

4. Übersicht. 

Um eine Übersicht über die Struktur der Multiplikationsringe und die 

Relationen zwischen Multiplikationeringe und Z.P.1.-Ringe zu erhalten. fassen 

wir zunächst die vorig gewonnenen Ergebnisse im Hauptsatze zusamn:ien : 

Hauptsatz. Es sez m ein Mtdtiplikatiorw,ing und jedes, idempotentu 

Element aus m lasse sich als eine dfrekte Summe von end,lich viBlen. wempo
t{m,ten, primitiven Elementen. darstellen. Im. Falle. m=1=;m2 ist dann jedeJJ Ideal 

( =J=(O)) aus m gleich. einer endlichen J'otenz -von 9!, und- im . Falle 9l=9l2 ist 

m gleich. einer direkten Summe von endlich, oder unenillich vielen Dedekinilschen 

Integritätsbereichen· und primären, einreihiq.en .Ringen. 

Nach Krull3) heisst ein ko.:nmutativer Ring, in dem jedes Ideal als Produkt 

von Potenzen endlich vieler Primideale dargestellt. werden kann. allgemeiner 

Z.P.I.-Ring. Für diesen Ring ist es schon bewiesen'), dass ein kommutativer 
Ring 9i da.i.,n und nur dann ein allgemeiner Z.P.I.-Ring ist, wenn in 9l die 

folgenden Bedingungen erfüllt sind : 

. 1. Es gilt in m der O-Satz. 

2. Für jede. Primmaximalideale ~ und t,,' e:pi8tiert kein Zwi8chenideal 

zwischen ~~' und t,, (einsch. t,,=t,,'). 

3. Kein Zwischenideal existiert zwischen m unil m2• 

Danach besitzt ein allgemeiner Z.P.1.-Ring die folgende Struktur:· 

.Struktur von allgemeinen Z.PJ.-Ringen. 

Im Falle 9l=9l2 ist 9l=9l1 + 912 + · · · + ffi" , wobei m, ein Dedekinilsche1· 
Integritätsbereich,. oder ein primärer einreihiger Ring ist, unil im Falle 9l=!=9l2 

ist 9l=f +m, oder Bl=m, wobei f einen Körper 'l,f,nil m einen Ring bedeutet, 

in dem jedes ideal gleich einer Potenz von m. i8t. 

Aus dem Hauptsatz und der soeben gesprochenm Tatsache ergibt sich. 
nun der folgende interessante 

3) W. Krull, Idealtheorie (1935), 12, 86. 
4) S. Mori, Allgemeine ~.P.I.-Ringe, Journal of Sei. of the Hiroshima Univ., Vol. 10 (1940). 
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Setz 10. lYiultiplikationsringe und allgemeine Z.P J.-Ringe stimmen dann 

und nur dann miteinander überein~ im Falle 9l=9l2, wenn der Teilerk~ttensatz 
gilt, und im Falle 9l=J=9l2, wenn m in direkte Summe unzerlegbar ist. Im. 

Falle 9l=9l2 ist" somit allgemeiner Z.PJ.-Ring nur ei~ spezieller Pall von 
Multiplikationsring, in dem der Tellerkettensatz gilt. 

Wir knüpfen endlich noch eine wichtige Bemerkung :hier an, dass wir 
durch eine geringe Verwandlung der Definitionen von Multiplikationsring und 
Z.P.1.-Ring den Fall 9l=J=9l2 aus unserer Betrachtung weglassen können. 

Z .P J.-Ri11,g und Multiplikationsring im engeren Sinne. Sind alle Ideale 
(=l=9l) aus einem Ringmals Produkt von endlich vielen Primidealen darstellbar, 
welche von m verschieden sind, so heisst m Z .P ,].-Ring im engeren Sinne. 

Es seien a und b zwei beliebige Ideale aus Ring m, und aCb. Können 
wir immer ein Ideal c von der Art finden, dass a=bc ist, so heisst m 
Multiplikationsring im engeren Sinne. 

Nach den obig ausgesprochenen Eigenschaften von Multiplikationsring 
und Z.P.1.-Ring im allgemeinen Sinne können wir damit zu folgenden wich
tigen Sätzen gelangen : 

I. J~der Z.P.I.-Ring im engeren Sinne besitzt Einheitsetement und· in 
ihm gilt der Teilerkettensatz. 

Denn, wenn 9l ein Z.P.I.-Ring im engeren Sinne ist, so wird 9l=9l~ und 
in m gilt der Teilerkettensatz. Daher folgt die Existenz eines Einheitselements. 

II. Ist m ein Multiplikatiomring im engeren Sinne, so muss 9l=9l2 sein. 
III. Ein Multiplikationsring im engeren Sinne stimmt dann und nu'I' dann 

mit einem Z.P J.-Ring im engeren Sinne überein, wenn in ihm der Teiler
kettensatz gilt; 
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