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Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper konnen wir sidmtliche zu
einem . Primideal p " gehorige Primirideale in vier Arten einteilen.?  Vor kurzem
habe ich iiber die Eigenschaften von Primiridealen von jeder Art, und iiber den
Zusammenhang zwischen Primiridealen von verschiedenen Arten® und ferner iiber
Produkt von Primiridealen von irgend zwei Arten ” Untersuchungen gemacht. Das
Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen dass, wenn'q Cq’ ist, wir es mit der Struktur von
Primiridealquotient ¢ :q’ und mit der Existenz von ¢” von der Aft, dass q=¢’q"
ist, zu tun haben. ‘

Im folgenden bedeutet ® einen unendlichen algebraischen Zahlkérper, welcher
als der Vereinigungskérper von abzihlbar unendlich vielen algebraische_ﬁ Zahlkorpern
KRR T CR, CRys1 C -+ definiert wird. Ist O, O, resp.. die Haﬁptordnung aus
R, R, so ist © die Vereinigungsmenge von 0, E0, S-S0, &D,,, & -

In §1 wollen wir den Zusammenhang zwischen q:q’ und eben erwihntem
untersuchen. In §2 lasst sich zeigen, dass jeder Primiridealquotient q:q’ irgendeine

von folgenden zwei Folgen besitzt :

’ . ’ ’
ey e Cy+1 . ey+1 . ex ., ex
’”; vv . pvv ; vri . pv+1 ; """ g p/\ . D,\ S e )
ey+1 e’ ey+1+1 ey 1 ex+1 en
V- v+ A
R :pvy S Pt :pv?:l S e < P Pt e e ,

wobei qND,=pY” und ¢’ NO,=p¢* sind. In §3 stelln wir eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir auf, dass zu einem gegebenen Primirideal q und einem

Primiridealteiler ¢’ von g ein drittes q”, dass q=q’q” geniigt, existiert. Weiter

1) Im folgenden verstehen wir unter Primideal stets ein von Einheits- und Null-ideal verschiederes
Primideal.

2), 3) N. Nakano; ,,Uber die Einteilung von Priméridealen im unendlichen algebraischen Zahl-
korper‘¢, Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, 1954, zitiert mit ,,Nakano (1)*.

4) N. Nakano; ,,Uber Produkt von Primiridealen im unendlichen algebraisehen Zahlkorper¢¢,
Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 18, No. 2, 1954, zitiert mit ,,Nakano (2)‘¢.
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mochte ich den Zusammenhang zwischen den gegebenen g, g’ und dem gewiinschten

q’’ erklidren.

§ 1. Vorbereitende Untersuchungen

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper konnen wir die zu einem

Primideal p gehorigen Primirideale q in folgende vier Arten einteilen :®

(i) Die erste Art heisst q, wenn qP=£q und q=Fq:p ist,

(ii) Die zweite Art heisst q, wenn GP=Fq unt q=q:p ist,

(iii) Die dritte "Art heisst q, wenn GP=q und q=Fq:p ist,

(iv) Die vierte Art heisst G, wenn OP=q und q=q:§ ist.
Der erste Fall ergibt sich dann und nur dann, wenn P==p2 ist, und dabei q eine
Potenz von p ist. Die anderen Fille konnen sich ergeben, wenn p=p2 ist, und

dabei q keine Potenz von P ist.
Satz 1. Sind q und o' zwei zu demselben p gehorige Primirideale und ist q=q'q",

so gilt a=a(q:q"). o
Aus g=q’q" ergibt sich q:0’ 2 ¢, folglich erhalten wir
a’(a:a) 20’ q”. . (1)

Andererseits gfhalten wir, wegen =q'0”, q:9'=0q’q”:0’. Daraus ergibt sich nach der
Definition ;voh I(iealquotientén

o (a:0) =o' (@0”:0) S a'0”. 2
Aus (1) und (2) foigt' a(q:0)=q'a” =a.

Danach besteht die Frage, ob wir g//=q:q’ erhalten kénnen, wenn q’q“=q’(gv:q')
ist.  Wir konnen beweisen, dass aus ¢'0”=0’(q:q’) nicht immer ”/=gq:q’ folgt.
Zum Beweise schicken wir folgende Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 1. Sind q und. o' zwei belicbige zu demselben P gehirige Primiirideale, so
gilt entweder O ¢/ oder qa=q’, odér qgCq.

Jetzt nehmen wir an, dass keine von gD ¢’, g=¢ und qC g entsteht. Dann

existierten zwei Elemente «, /3, derart, dass
a&q und a€q’; Seq und BEq B C))
sind. Wenn wir den Index N hinreichend gross wihlen, so ist «, B€ D, fiir

v (v = N). Bezeichnen wir aND,=py", ¢y "O,=p%, so sind

5) ,,Nakano (1)*¢, s. 327.



Uber den Primiridealquotienten im Unendlichen Algebraischen Zahlksrper 259

aEp” und a€pS”; BEYY und BEPT. @

Da aber p;” und P’ Primirideale im endlichen algebraischen Zahlkérper sind,

’ ’ 4
muss entweder P, S oder pS*=p)’, oder p;’ Cp;” entstehen. Das ist nach (4)
unméglih.

Hilfssatz 2.9 Sind q und o zwei zu demselben P gehirige Primirideale und setzen
wir aND, =17, @ "D, =97, aa' "Dy=pE, » = N.

. ’ ’ ’ 4
. . . . o . ey--e €y4+1-4-€ 1 €, e
(i)  Dann ist immer die Vereinigungsmenge {---, 90>, piiftt*1, oo prte, .o}

gleich qq’.

(i) Auch ist E,=e,+e, oder E,=e,+e,—~1 fiir alle v (v = N).

(iii) Wenn q von zweiter Art ist und @ von zweiter, dritter oder viertet Art ist, so
gilt E,=e,+e, fiir dle v (v = N).

(iv) Wenn q von dritter Art ist und o’ von dritter oder vierter ist, so gilt E,—e,+e,—1

fiir dle v (v = N). :

Satz 2. Sind q, o/ und " drei zu demselben Yy gehorige Primdrideale und ist
a9 =aq*, so ist dann und nur dann o' =G/, wenn q' von dritter, ' von zweiter Art und
G’ =q"’p ist, oder wenn O von zweiter, q'’ von dritter Art und q’=q'p ist.

Ist ¢’ &g, so wird nach Hilfssatz 1 g’ D q” oder ¢ Cq".‘ Zuerst nehmen wir
an, dass /D q” ist. Aus q'Dq” ergibt sich die Existenz eines Elements «, derart,
dass acq, a&q” ist. Dabei ist €D, fiir hinreichend grosses y (v=N).
Setzen wir q'/\D,,=p‘§/” und q”/\Dy=pf/‘?, so ist pﬁébpiz, weil «€ pf{’, aQEpr ist.
Also ist

¢, < éj fiir alle v (v = N). (5)
Andererseits setzen wir ferner qq’'N\D,=0qq"” f\Dv='p§”, so sind nach Hilfssatz
2 ii)
E,=e,+¢, oder E,=e,+e,—1 fiir alle v (v>=N), - (6)
E,=e,+¢} oder E,=e,+¢;—1 fiir alle v (»=N). €
Aus (5), (6) und (7) folgt ohne weiteres

e}=¢e,+1 fir alle v (v = N). (8)

) (i) ,,Nakano (1)¢¢, Hilfssatz 5, s. 331,
(ii) ,.Nakano-(2)¢, Hilfssatz 6, s. 131,
(iii) ,,Nakano (2)¢¢, Satz 1, s. 131,

(iv) ,,Nakano (2)¢¢, Satz 2, s. 132.
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Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 2 (i)

7 , , , .8)
ev41 eys+1+1 ex+1 )
q/‘p - {“" Vy s vﬁ s " ‘pA ’ "’} (g)
e” e” 1 e;(
v
{”" vv9 v+-;9"'s p:\a“'} —C{"-

Dabei muss ¢’ von zweiter Art und q” von dritter Art sein. Denn, sei b#pé, S0
ist jedes von q, q’s d" von erster Art und eine Potenz von p. Danach folgt aus
q9’=qq” immer ¢’=q”, entgegen der Voraussetzung q'3=q”. Danach ist p=p2
Dann wiire g’ von dritter oder vierter Art, und so wiirde ab=q" sein.” Wegen
q’p=q”, erhilten ‘wir 'q’=q’”’, entgegen der Voraussetzung ’=Fq”. Also muss ¢’
von zweiter Art und folglich a/p=q” von dritter Art® sein. "

Zweitens sei ' C g/, so konnen wir ebenso beweisen, dass q”’p=¢q’ ist, und
folglich ist g’ von dritter, g von zweiter Art sein. :

‘Die Umgekehrung ist ersichtlich.

Satz 3. Sind q und o' zwei zu demselben p gehorige Primdirideale und ist q=0q'q",
so ist emtweder 0" =q:q" oder q"’=(q:0")p; oder g’ =(q:q"):p. - Co

Nach Sitzen 1 und 2 ist klar, dass diese ausser q”/=(q:q’):p gelten konnen:

Es sei 9”2>q:q/, so ist in gleicher Weise der Beweis von Satz 2 q”p=gq:q’
erbracht. Dabei ist (// von zweiter Art, also wird ¥ q”=q"p:p=(q:q"):).

§ 2. Der Piimiiridealquotient

Es sei g irgend ein zu P gehoriges Primirideal und es sei aND, =y, v=N fiir
hinreichﬁ;}ji grosses N. Ist p,(=p/\Dy) genau durch p{‘ﬁl(p”l:pf\{),“) und ist
P, im allgemé?;en genau durch p,’f’”hwzmh" fir alle x (\ > v > N) teilbar, so
haben wir den vorig bewiesenen folgenden

Hilfssatz 3.2 Wi - erhalien immer A

(i) (6= Dhysrhyazha< ex X ehyaihyen -y fiir alle X (0 > v > N),

(ii)  (ey=Dhyarhysr---ha=ex—1 fiir alle x\(\ >v=N) 2q:p % q.

(e, = Dhysrhyso=-ha<ex—1 fiir mindestens ein N (A >v > N) 2 q:p=q.

7) 'Das Zeichen { } benutze ich im folgenden zur Bezeichung der Vereinigungsmenge.

8) N.Nakano; ,,Uber idempotente Ideale in unendlichen algebraischen Zahlkérpern‘‘, Jour. of Sci.
of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 1, 1953, zitiert mit ,,Nakano (3)*, s. 19, Satz 8.

9) ,Nakano (1), s. 337, Satz 20. (i) Ist q ein zu p gehiriges Primdrideal von zweiter Art, so ist
qp von dritter Art.

10) ,,Nakano (1)*, s. 337, Satz 21. (i) Ist q ein zu p gehériges Primdrideal von zweiter Art, so
gelten q=qp:p, o= (q:p)p.

11) ,,Nakano (1), (i) s. 323, Hilfssatz 1, ii) s. 323, Satz 1 und s. 324, Satz 2, iii), s. 324,
Satz 3 und s. 325, Satz 4.
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(1) eysrliysz-ha=ex fiir adlex A >v=N)2qpFaq.
etysiltyrz - hin>en fiir mindestens ein (A > v = N) 2 qp=q.

Andererseits ist q’ ‘ein anderes zu P gehoriges Primérideal und ist qCq’ und

’
etzen wir auch q’N\D,=p;’, v = N, so definieren wir § und § folgendermassen :

. ’ ’ ’
= __ €y, ey ey+1, ,.Ey+1 eA , (A
q= {, vv-pv s Py+l - vr-l s PPN, }
ey+1 e) e +1 ey 1 ex+1 ei
= v +1 v+
q= {"',pvy 3 MO Y Preas s P : ,\,'"}-

Dann ist q:0’ nicht immer gleich q. Im folgenden wollen wir den Zusammen-

iang zwischen dem Primiridealquotient q:0’ und § oder q untersuchen.
Satz 4. Es scien q und o zwei zu demselben P gehorige Primdrideale und es sei
Cq, anD,=pY, q’nDFp‘ié. v=N. Ist
(o= hyas buz - I = ex—el, fiir alle X (A > v = N),

2 ist q:9’=q, aND,=pS"" fir alle v (v = N).

Nach Voraussetzung ist (e,—€})hysiliysz---hy=ex—ei fiir alle A (A >v>N),

nd so erhalten wir vor allem

/ ’ ’
...... ST SRl T L S PR (10)

= v v+1

stzt wollen wir beweisen q:0’=0. Zum Beweise sei a ein beliebiges Element aus

:q’, dann ist € D,, falls v =N fiir ein hinreichend grosses N. Aus ag’ Sq folgt

WS Y dh acpril S
Also erhalten wir q:q’ &4q.
Umgekehrt ist 3 ein Element aus @, so ist Bepi“:pﬁ/“ = Di"—e’/* fiir hinreichend
rosses 4 (w=N). Da aber aus (10) B€ pf\*:pi’,\ d. h. Bpil* < p? fiir alle v A>
= N) folgt, so ist B9’ &q. Danach ist §<q:q’. Also muss g=q:q’ sein.

Setzen wir nun aﬂD,=D§ v, so ist wie leicht einzusehen

12) Siehe Fussnote 6), s. 259.

13) Istqein zu b gehiriges Primirideal und ist pNOy=py, qﬂDy=st, a€Dy, so ist (aq)ﬂﬁy=apsv.
Ist B ein Element aus™(eq)N Dy, so ist 8 von der Form B=a7, wobei vE€q ist. Aus a,B€ED,

gt 7=—f—es?,. Da aber €D ist, erhalten wir 7ED,, folglich ¥EqND,=1,". Also ist BEapy,
Iglich (aq)NOySapy’.
Umgekehrt ist & ein Element aus apfv, so ist € 3. Da aber 8 €D, ist, erhalten wir 3 € (aq)NDy,

glich apsvg(aq)ﬂﬂy. Also muss (aq)ﬂDy=ap? sein.
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py:p0 S i dh e, — ¢ >E, (11
weil § die Vereinigungsmenge ist. Es sei a ein genau durch pZ teilbares Element
so ist a=p¥c,, (0, ¢,)=D, und €7, folglich a=p,€h""+1h“+2"'h" Cas (D1, €2) =9, unc

ferner a € p3r:pr=p " fiir hinreichend grosses A (\>v=>N). Also erhalten wii

, .
p'\Evhy+1hy+2«-.h,\ ; D?‘_e'\, d. h. Ev hv+1 hv+2 h,\ g e\ — eg\- (12\

7

Andererseits . sind nach Hilfs;afz 3 ()
e\ > (e,—l)hv;lhwl---hk fir alle A (. > v = N),
6 < ez fiir alle A (0> v N).
Also wird ex —ey > (ey—ey — 1) hyyrhyps - . ) (13)
Aus (11), (12) und (13) folgt e,—er=E,>e,—e,—1, d. h. E,=e,—¢} fiir alle

v(v=N), was zum bewiesen war.

Zusatz. Ist q ein zu P gehiriges Primirideal von dritter Art, so ist q:p gleich der

y—1 . ey+1—1 ex—1

Vereinigungsmenge {-+----, 93"~ ", pYAA T, o, PR, e }=0q, wobei qND,=p)" und
GND,=p""!, v= N sind.
Ist q von dritter Art, so wird q:p==q, folglich ist nach Hilfssatz 3 (ii)
(6= Dhysrhyes-hy=ex — 1 fiir alle » (\>v = N).

Dann setzen wir in Satz 4 ¢’=), so ist unsere Behauptung einleuchtend.

Satz 5. .Es seien q und q zwei zu demselben p gehirige Primdirideale und es sei

acq, anD,=p, o f\D,#Df”, v=> N, wennn wir fiir hinreichend grosses N einen Index
A AW>v=N) so wihlen konnen, dass (e,—€))hysrhyen-hy<ex—es ist, so ist q:q’=q,

§AD, =0 fir dlle v (v=N).

Zuerst erhalten wir nach Hilfssatz 3 (i) -
ey]ly+1]ly+2 e ]l,\ _Z (5% flll‘ alle A ()\4 > Vg N),

(& — Dhysrbysz--hy el — 1 fiir alle .- (W >v=>N).

14) Anmerkung: Ist q ein zu p gehoriges. Primérideal und ist (ey—1)hys1hyea---ha<e,—1 fiir
mindestens ein A (A>» =N) und setzen wir in Satz 5 ¢"=p, so erhalten wir

ey—1)+ ey, 1 — —
CI?P:{"', p£ v 19 p‘f/:f] D+1, ) b/(\e)‘ D+1’ }=q

Andererseits ist (ev—1)Avithyia--ha=ex—1 fiir alle A (A>»=N) und setzen wir in Satz 4 q’=p,
so wird in gleicher Weise q:p3xq. Dies besagt Hilfssatz 2 (ii). Also sind die Sitze 4 und 5 die

Erweiterung von Hilfssatz 2 (ii).
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Also ist (ey,—ey 4+ 1)hysibiysz--hy=er—er+1 fiir alle A A\ >v=>=N). Danach ist

In

’ ’ ’
ey—ey+1 ey+i—ey+1+1 ex—ex+1
gpvv v gpv:}l v s - ;p)\

’ r ’
ey+1 e ey+1+1 e+l ex+1_ . ex
dh - Spp ST R S ST TS (14)

. !
Jetzt sei « ein Element von q, so ist & € p‘;’”“:pi’”, v=N fir hinreichend grosses

’ 4 4 4
V. Aus apSpd Tt apiepiitt o aprept e und (ay)ND,=ap;’ fir
lle v (v=N), so folgt

aq/ g {""3 $v+1’ p$1+11+1, Tty piA+1, "'} g q.
‘olglich ist €€ q:¢/, also erhalten wir q <q:q’.
Jetzt setzen wir (q:q')ni)v=p§”, v=N, so wird wegen < q:0’
’ -
pom T oy, dh e—d+1=E. (15)

Nach Voraussetzung kénnen wir fir diesen Index v einen Index X (A >v>N)

o wihlen, dass
(ey =€) hysr byss - by < ex — e ‘ (16)
st. Andererseits aus Hilfssatz 3 (i) folgt

E)\ g_ Ev hv+1 hv+2 h;\. (17)

Ferner sei B ein genau durch pf*(=(q:q’)/\£)k) teilbares Element, so ist Bq'<q,

t€D,. Also ist BpP*Spr ™, d.h. B Ei)ff‘_e". Danach erhalten wir

PAAD PR dh e — e < . (18)
ws (17) und (18) ergibt sich ‘ |
ex — e\ E, hys1 ltysz - By (19)
taraus folgt nach (16) (ey—~eé)h,,+1hy+2-~-h>\<ex—ef\g‘E\,hwlhv;«_w-h)\, d. h. e,—ée, <FE,.
Jegen (15) muss E,=e,—e¢},+1 sein. Danach ist :
@:0)ND, =p ™ = gt fiir alle v (v = ),

ler Beweis unseres Satzes ist hiermit abgeschlossen.
Aus den Sitzen 4 und 5 ergibt sich ohne weiteres folgender

Satz 6. Sind q und ' zwei zu demselben P gehirige Primdrideale und ist q Cq/

15) Siehe Fussnote 13) in s. 261.
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und setzen wir qﬂD,i‘p’?, q’f\D,=p5£, (q:q’)r{Dv=p§V, v=>N, so ist

(i) E,=e,—~¢, oder E,=e,—e}+1.

(i) a:q'=7 oder q:0/'=7.

Ferner erhalten wir nach den Sitzen 3 und 6 den folgenden Satz.

Satz 7. Sind q und ¢ zwei zu demselben Y gehirige Primdirideale und ist a=q'q"’
so ist q''=q oder q.

Wenn q=q'q” ist, gilt nach Satz 3 entweder q”=q:q’ oder q=(q:q")p, ode
" q”=(q:q’):p. Im erste Falle q”/=q:q’ ist unsere Behauptung nach Satz 6 sel
stverstindlich. @Im zweiten Falle q”/=(q:q’)p, ist q:q’ Primirideal von zweiter

Art. Andererseits erhalten wir nach Satz 1 q=q/(q:¢). Danach setzen wir
an®D,=py", o’ N\D,=p und (q:q’)f\@,,:pf:”, so wird nach Hilfssatz 2 iii) e,=
e, +E, fir alle v (W=N). Dann ist q:¢’=¢q, weil E,=e,—e;, fiir alle v ist. Also
ist 9/=(q:9")p=q, damit ist unsere Behaui)tung einleuchtend.

Im dritte Falle q/=(q:9’):p, ist q:q’ Primirideal von dritter Art. Sétzen wir

auch (q:q’)mD,ibgv, so wird nach Zusatz von Satz 4

07 = (q:q):p = {--, pP L pBrrr—l L pEam1 Ly
und ist ferner q"/\D,=p,’_l fir alle v (W=N). Andererseits ist q=q’q”, so
erhalten wir nach Hilfssatz 2 ii)

e,=¢e, + (E,—1) oder e, = {¢, + (E,— 1)} —1

dh E,=e —¢€,+1 oder E,=¢, — e, + 2,

wobei qND,=p;” und ¢ N\D,=p;” ist. Da aber E,=e,—e,+2 nach Satz 6 (i)

keinesweg vorkommt, so muss E,=e,—e,+1 fiir alle v (v=N) sein. Daraus folgt

’ 4 4
. ey—ey+1 [ eyr1—ey+1+1 ex—ex+1 =
q:q" = {--, o0 PO s sl =10,

-also ist q”=(q:¢’):9=q. Damit ist die Richtigkeit unseres Satzes dargetan.

§ 3. Multiplikativeigenschaft von Primaridealen

Sind q und g’ zwei zu'demselben p gehorige Primirideale und ist qCq’, dann
-existiért nicht ithmer ein drittes Primarideal o, derart, dass q=q’q”” ist. Da erhebt
'sich die Frage: Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend, dafiir, dass
q” existiert ? * In ‘diesem Paragraph méchte ich in dieses Problem eindringen und

den Zusammenhang zwischen den gegebenen g, q' und dem ' gewiinschten q” klar
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machen.’®

I) Fall. q ist von zweiter Art.

In diesem Fall erhalten wir folgenden

Satz 8. Ist q von zweiter Art und ist o ein echter Teiler von a, so existiert dann
und nur dann ein drittes o', so dass G=q'q" ist, wenn ' wvon zweiter Art ist. .

Nach Voraussetzung ist q von zweiter Art, deshalb wird qp==gq, folglich ist
nach Hilfssatz 3 (iii)

e hys1 yso - By = ey fiir alle (A >v=N). (20)
Es sei zuerst ¢/ auch von zweiter Art, dann ist

€, hysr Byss oo by = €4 fiir alle A (A > v = N). (21)
Aus (1) und (2) folgt

(ey—€y) hys1 hyrg - By = ey — e, fiir alle (A > v = N). (22)
4 ’ 4
Also setzen wir g={---, ;" ", pi3i TF L o T .}, so ist nach Satz 4 gND,=

27 fiir alle v (v==N). Dann besteht nach Hilfssatz 2 (i) zurecht, dass

4 / ' / 4 / 7/
~ ey+(ey—e ey+1+(ey+1—ev+1) e\ (ex —en
qlq— {"'9‘pvv ey y), vﬁ (eve Y s "7y pz\ (ex )’}

e e e,
= {"'9pvv9 vril,"ﬁ AAs"’} =1q

ist. Also gibt es ein drittes g, so dass q=q’q” ist, und ist ¢” wirklich gleich
eben erwihntem q.
Umgekehrt gibt es ein drittes q”/ von der Art, dass q=q’q"” ist, dann ist q’

von zweiter Art. Denn, wire d’ von dritter oder vierter Art, so wire
ap=0a'q"p=@Pq’ =0qq’ =q.

Daraus ergibt sich der Widerspruch, dass eben q nicht von zweiter Art ist. Also

muss ¢/ von zweiter Art sein.

Zusatz. Ist q von zweiter Art und ist o ein echter Teiler von O und existiert ' mit

der Eigenschaft a=0q'q"", so ist

’ / ’
— ey—ey €y+1—€y+1 ex —ex
g = {...,_pv , povy , e, P ,}

und ' ist von zweiter Art.

Nach Beweis von Satz 8 ist klar dass

16) Diese Untersuchung ist nur eire Anwendung von den vorhergehenden Paragraphen.
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. ’ ’ ’
— ey—e €ey+1—€y+1 EX— EX
q// =1q ={a pvv v’ vrl. v RIS O% s }

ist. Ferner ist g/ von zweiter Art. Denn setzen wir e,—e,=E,, so ist ﬁh.@v=p§ v
und aus (22) folgt Ehyurhysz--ha=E, fiir alle A\(A>v=N). Dann ergibt sich aus
Hilfssatz 3 (iii) g==qp. Danach ist § von zweiter Art.

II) Fall. q ist von dritter Art.

Im folgenden definieren wir § und q wie im vorigen Paragraphen folgenderm-
assen:

’ ’ ’
— ey—e €y+1—€v+1 EX —€x
q= { ......... : ‘pv" v, p/}:_'; veLoLL Py SETTRPY },

’ ’ ’
= ey—ey+1 eyr1—eys1+1 ex—ex+1
q= {'” T ,pvﬁ Y R U }’

TV

wobei qND,=p" und ¢ND,=p.", v=>N sind. Dann erhalten wir in diesem Fall
folgenden

Satz 9. Ist q von dritter Art und ist ' ein echter Teiler von @, so existiert immer

ein. drittes ', so dass q=q’q" ist. Ferner:
(i) Wenn o von zweiter Art ist, so ist q'=q und ist § von dritter Art.

(ii) Wenn o von driter Art ist, soist Q"= oder § und § bzw. § von zweiter bzw.
dritter Art.

(iii) Wenn o von vierter Art ist, so ist "' =0 und § von vierter Art.
Ist g von dritter Art, so wird q:p==q, folglich ist nach Hilfssatz 3 (ii)
(v = 1) hysy Aysa - iy = ex — 1 fiir alle A (L > v = N). (23)

Andererseits gilt immer nach Hilfssatz 3 (i)

(ey — 1) /lvﬂ hysz by ey — 1 fiir alle X (A > v > N). (24)
Aus (23) und (24) folgt

.<€u—€§)71y+1/zv+2 v hy =ey— ey fiir alle A (> v = N).

Setzen wir ﬁﬂ@vzpé", so erhalten wir nach Satz 4

E, =e, — ¢ fir alle v (v > N). ' (25)

Dann ist im gleicher Weise wie im Beweis von Satz 8 dargetan, dass q'G=gq ist.
(1) Fall. ¢ ist von zweiter Art.

Ist g von dritter Art, so wird

(e, — 1) hysr Aysz o+ by = ey — 1 fiir alle X (v > v > N).
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Ist o/ von zweiter Art, so wird auch v )
€ hysr Byss -+ By =€) fiir alle X A\ > v > N).

Danach ist (e,— ¢, — Dhysihysa-a=ex—ei—1 d.h. (E,—Dhysrhyss - -hy=E,—1 fiir
alle A(A\>v>N). Folglich wird q:p==(, also muss q von dritter Art sein.
(i) Fall. ¢’ ist von dritter Art.

Da q und ‘g’ von dritter Art sind, erhalten wir
(ey— 1) hys1 liysg - iy = ey — 1 fiir alle X (L > v > N),
(& — 1) hys1 Byys by =€ — 1 fir alle A (A > v > N).

Daraus folgt (e, —€))hyrilyaz - la=ex—e\ d. h. Evhyiahyse- -l =E, fiir alle AA>v=>N).
Folglich wird Gp==, also muss G von zweiter Art sein. In diesem Fall ist gp=q
und ist q von dritter Art, so erhalten wir ¢'G=q'(Gp)=(P)§=0q'G=q. Also existieren
zwel '/, derart, dass q=¢q’q" ist.

(iii) Fall. ¢’ ist von vierter Art. ,

Ist @ bzw. ¢’ von dritter bzw. vierter Art, so erhalten wir nach q:p=gq
(ey— Dhysrlyszla=e,—1 fiir alle X(A>v>=N), nach q:9=q (¢} —1)hAys1hysa-hr
<ei—1 fiir mindestens ein X (A\>v=N), daraus folgt (e, —¢}) Rt s1hyrz - >er—ex
d.h.  Ejh,ihy.s--hy > E, fiir mindestens ein A W>v=N). Also ist g=aqp. Weiter
ist mach q:p=q (eH—l)h,,,ﬂhﬁz--.ﬁ,:e,—1 fir alle v (7> =N), nach qp=gq’
ehysrlyss b, >, fiir mindestens ein 7 (r>p=N), daraus folgt (e,—el.— Dl sihyrz
h,<e,—er—1 d.h. (E.—Dhysilipss-h,<E,—1 fiir mindestens ein v (7>u=>N).
Also ist g=@:p. Danach muss § von vierter Art sein.
IIT) Fall. ¢ ist von vierter Art.

Satz 10.1. Ist g von vierter Art und ist o ein echter Teiler von q, so existiert
immer drittes '/, so dass q=q'q"" ist. Ferner;

(i) Ist o' von zweiter Art, so ist G/ =@q und ist G von vierter Art.

(i) Ist o von dritter Art, so ist q'/=q uud ist q von vierter Art.

(1) Ist q von vierter Art, so wird qp=q, folglich

e,h,flhwz ---hy > e, fiir mindestens ein A (A >v = N). (26)
Weiter ist q’ von zweiter Art, so wird o’p==¢’, folglich

€ hys1hyre o hy =€) fiir alle X W >v=N). 27)

Daraus folgt (e, —e)hysiftysz --ha>er—ei.  Also setzen wir ﬁ/\D,,=p§”, so gilt nach
Satz 4 Ehys1hyee--hy>E) fiir mindestens ein A (A\>v=N). Danach erhalten wir
ap=a.
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Ist q von vierter Art, so wird auch q:p=q, folglich
(ey—1)hys1hysz--ha <ex—1 fiir mindestens ein A (A >v=>=N). (28)

Aus (27) und (28) ergibt sich (e,—e),—1)Aysiltyse-a<<ex—ei—1, d.h. (E,—1) k4
hyio--hy<Ex—1 fiir mindestens ein A (A\>v=>N). Also wird g:P=¢q, so muss §
von vierter Art sein. Ferner nach Hilfssatz 2 (iii) ist einleuchtend, dass q=q'q ist.

(ii) Ist q’ von dritter, so wird q’:p==¢’, folglich.
(&) — 1) hysr1hysg-hy =ey — 1 fiir alle A L >v = N). (29)

Ist q von vierter Art, so gilt auch (28). Daraus folgt
(ey—€,) hys1hyss - hy<ey—eh fiir mindestens ein A (X>VZN). (30)

Setzen wir af\Dy=p§”, so wird nach Satz 5 E,=e,—¢}+1. Dann ergibt sich
aus (30) (Ey,—1)hys1hyss --hy<E\,—1 fiir mindestens ein A A >v=N). Also wird
§:Pp=q. Andererseits gilt (26) auch, so folgt aus (26) und (29) (e,—e}+1)hys1ltyaz
--hy>ey—ei+1 d. h. Ehyihy.e--ha>E) fiir mindestestens ein A AW >v=N). Folg-
lich ist qp=q. Also muss § von vierter Art sein. Ferner nach Hilfssatz 2 (iv)
ist klar, dass q=¢'q ist.

Satz 10.2. Sind q und ' zu demselben p gehorige Primdrideale von vierter Art, so
existiert immer ecin drittes q"’, so dass q=q’q"" ist. Ferner;

(i) Wenn (ey—€)hyerhyse -y =ex—ey fir ale N W>v=N) ist, so ist ¢//=0q
und in diesem Falle :

(A) Wenn (e,—e))hysihyso-ha=ex—e\ fiir alle x W>v=N) ist, so ist q”=q

von zweiter Art oder G =q von dritter Art.

(B) Wenn (ey—ei)hysrhysz--hn>en—e\ fiir mindestens ein N W >v=N) ist, so ist

G =0q von vierter Art.
(ii) Wenn (ey—e))hysrhysz--hy<ex—ey fiir mindestens ein X W>v=N) ist, so ist
a"’=q von vierter Art.

(i) Setzen wir ﬁf\D\,=p§”, so wird nach Voraussetzung und Satz 4 E,=e,—e¢,
fiir alle v (v = N), Daraus folgt in gleicher Weise wie im Beweis von Satz 8 q=0q'.

(A) Wenn (e,—eb)hyaihyso--hi=ex—ex d.h. Ehyhyo--hy=E, fiir alle \
(A>v=>=N) ist, so erhalten wir gp=q. Also ist /=G von zweiter Art. Dann
wird qb=q von dritter Art und ist q=q’'q. Also existieren zwei Primirideale ¢,
so dass q=¢q’q" ist.

(B) Wenn (e,—€))hysiltysz -y >ex—e d.h.  EJysihyee--hy > E) fiir mindestens
ein M AW>v=N) ist, so ist Gp=0. Andererseits erhalten wir, wegen q:pP=q,
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(ev— Dhysihysz--hy<ex—1 fiir misdestens ein A A\ >v=N) und nach Hilfssatz 3 (iy
ist evhyarhyaz --hy =€) fiir alle A (\>v>=N). Daraus ergibt sich (e,—e, — 1)h,s1fy42
h<ex—ei—1 d.h. (Ey'—-l)hy+1hy+2---h>\<E)\—l fiir mindestens ein A A >v>=N),
folglich q:p=¢q. Danach ist q/=q von vierter Art.

(i1) Wenn (e, —e})hys1hyrs--hy<eyx—ei fir mindestens ein A\ (X>u2N) ist,

dann ist nach Satz 5. ﬁf\@vzpf“—e’fl fiir alle v (v==.N). Damit ist die Vereinig-

4 4 4 7 4 4
+(ev—ey+1 —ehr1+1 —eht1 .
ungsmenge {, o (ey—ey+ ), pfr_+11+(ev+1 ev+1 ), . pi,\—k(e,\ ex+ ), .-} nach Hilfs-

satz 2 (i) gleich q/q;
q/a = {"'9 pfv+1’ pfﬁl+l, Ty pi,\—*-l’ .“}

Da aber diese Vereinigungsmenge qp gleich ist, erhalten wir qp=q’q. Ist q von

vierter Art, so wird qp=q, daraus folgt q=qa'q.

Dabei ist q von vierter Art. Denn setzen wir EK\DV‘—'—'D?‘, so ist E,=e,—e, + 1.

Also folgt aus (e, —e))hysiltyrz Iy ey —ex
(Ey—l)hy+1]zu+2 -+ hy<E, — 1 fiir mindestens ein A (A >v=>=N).

Damit wird q:p=4q. Andeferseits erhalten wir nach Hilfssatz 3 (1) eyiy41fy42 --hn == e
Afir alle X W>v=N) und aus q':p=q folgt

(ey, —1)hys1hyse-hy <ek —1 fiir mindestens ein A A >v=>N).

Daraus ergibt sich (e, —e) 4+ 1)hysilyag -a>ex—er+1, d-h. Eyuifiyeg -l >E) fiir
mindestens ein A A\ >v>=N), folglich Gp=q. Also muss q von vierter Art sein.
Schliesslich fassen wir unsere Ergebnisse in diesen Paragraphen zusammen und
stellen eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir auf, dass zu q und ¢’
ein drittes q’/ von der Art, dass qzqﬁ” ist, existiert. Zu diesem Zwecke nennen wir
vor allem b einen “Faktor” von a, wenn aus a Cb die Produktdarstellung a=0¢ mit
¢ aus O folgt. Dann erhalten wir folgenden wichtigen
Satz 11. Sind q und o zwei zu demselben P gehiorige Primirideale und it qCq,
so gilt ;
(i) Wenn p=p2 ist, so ist o/ immer cin Faktor von q.
(ii) Wenn p=y2 ist und wenn q von zweiter Art ist, so ist (' dann und nur dann ein
Fakior von q, wenn o' von zweiter Art ist. Ist dagegen G won dritter oder vierter Art, so

ist 4 immer ein Faktor von q.

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S.Mori spreche ich fiir seine vielfachen

Anregungen zu dieser Avheit meinan hactan Nanl ~ee-
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