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Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper können wir sämtliche zu 

einem. Primideal lJ 1> gehörige Primärideale in vier Arten einteilen.2> Vor kurzem 

habe ich über die Eigenschaften von Primäridealen von jeder Art, und über den 

Zusammenhang zwischen Primäridealen von verschiedenen Arten 3l und ferner über 

Produkt von Primäridealen von irgend zwei Ar~en 4l U~tersuchungen gemacht. Das 

Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen dass, wenn · q C q' ist, wir es mit der Struktur von 

Primäridealquotient q : q' und mit der Existenz von q" von der Art, dass q = q' q" 

ist, zu tun haben. 

Im folgenden bedeutet ~ einen unendlichen algebraischen Zahlkörper, welcher 

als der Vereinigungskörper von abzählbar unendlich vielen algebraische_n Zahlkörpern 

~ 1 C ~ 2 C · · · C ~> C ~>+l C · · · definiert wird. Ist D, D, resp. die Hauptordnung aus 

~. ~,, so ist D die Vereinigungsmenge von Ü 1 C D 2 c ··· c (\ c D,+ 1 c .... 

In § 1 wollen wir den Zusammenhang zwischen q : q' und eben erwähntem q" 

untersuchen. In § 2 lässt sich zeigen, dass jeder Primäridealquotient q : q' irgendeine 

von folgenden zwei Folgen besitz~ : 

' ' ' ... c p~> : p~> c JJ!~l1 : 1J~~l1 c ...... c lJ~,\ : JJ1,\ c ... ···, , 

e f-1 e' e +1 e' e,\+l e 1,\ ... c1,>- ,11·>c11>+1 .11>+1 c ...... c11,, .. 11,\ c ...... , = 1-"Y • 1-'11 = 1-'ll+l •1-'11+1 = t-',, +' 

' wobei qnD,=p~> und q' nD,=p~> sind. In § 3 stelln wir eine notwendige und 

hinreichende Bedingung dafür auf, dass zu einem gegebenen Primärideal q und einem 

Primäridealteiler q' von q ein drittes q", dass q=q'q" genügt, existiert. Weiter 

1) Im folgenden verstehen wir unter Primideal stets ein von Einheits• und Null-ideal verschieder.es 
Primidea!. 

2), 3) N. Nakano; ,,Über die Einteilung von Primäridealen im unendlichen algebraischen Zahl
körper", Jour. of Sei. of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 3, 1954, zitiert mit „Nakano (l)". 

4) N. Nakano; ,,Über Produkt von Primär idealen im unendlichen algebraischen Zahlkörper", 
Jour. of Sei. of the Hiroshima Univ. Vo!. 18, No. 2, 1954, zitiert mit „Nakano (2)". 
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möchte · ich aeri Zusammenhang zwischen den gegebenen q, q' und dem gewünschten 

q" erklären. 

§ 1. Vorbereitende Unter8uchungen 

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper können wir die zu einem 

Primideal lJ gehörigen Primärideale q in folgende vier Arten einteilen : 5> 

(i) Die erste Art heisst q, wenn qt:J =f q und q =f q: lJ ist, 

(ii) Die zweite Art heisst q, wenn QlJ=fQ unt q=q:t:J ist, 

(iii) Die dritte Art heisst q, wenn qt:J = q und q =f q: lJ ist, 

(iv) Die vierte Art heisst q, wenn qt:J=q und q=q :l:J ist. 

Der erste Fall ergibt sich dann und nur dann, wenn lJ =f l:J 2 ist, und dabei q eine 

Potenz von lJ ist. Die anderen Fälle können sich ergeben, wenn lJ==lJ2 ist, und 

dabei q keine Potenz von lJ ist. 

Satz 1. Sind q und q' zwei zu demselben lJ gehörige- Primärideale und ist q=q'q", 

so 'gilt q =qt(q: q'). 

Aus q = q'q" ergibt sich q: q' =i q", folglich erhalten wir 

q' (q:q') ::i q' q". (1) 

Andererseits erhalten wir, wegen q=q'q", q:q'=:=q'q":q'. Daraus ergibt sich nach der 

Definition von Idealquotienten 

q' (q:q') = q' (q'q":q') C q'q". (2) 
-

Aus (1) und (2) folgt q'(q: q') = q'q" = q. 

Danach besteht die Frage, ob wir q"=q:q' erhalten können, wenn q'q"=q'(q:q') 

ist. Wir können beweisen, dass aus q'q" = q'(q: q') nicht immer q" = q: q' folgt. 

Zum Beweise schicken wir folgende Hilfssätze voraus. 

Hilfssatz 1. Sind q und q' zwei beliebige zu demselben lJ gehörige Primärideale, so 

gilt entweder q ) q' oder q = q', oder q C q'. 

Jetzt nehmen ,wir· an, dass keine von q) q', q = q' und q C q' entsteht. Dann 

existierten zwei Elemente a, ß, derart, dass 

aEEq und aE q'; ßE q und ßEEq' (3) 

sind. Wenn wir den Index N hinreichend gross wählen, so ist a, ß ED, für 

' ].) (].) 2 N). Bezeichnen wir qnD,=p~>, q' nD,=p~>, so sind 

5) ,,Nakano /1)", s. 327. 
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' ' a$,t.,~" und aE ,t.,~"; ßE ,t.,~" und ßEE,t.,~". (4) 

' Da aber ,t.,~" und ,t.,~" Primärideale im endlichen algebraischen Zahlkörper sind, 

' ' ' muss entweder ,t.J~") ,t.,~" oder ,t.,~" = ,t.,~", oder µ~" C µ~" entstehen. Das ist nach ( 4) 

unmöglih. 

Hilfssatz 2.6> Sind q und q' zwei zu demselben .1:) gehörige Primärideal,e und setzen 

' ' ' (i) Dann ist immer die VereinigungSlllellge {···, µ~ 11 +e11 , µ~~"'j_1 +e11+1, ... ,µ~He\···} 

gleich qq'. 

(ii) Auch ist E,,=e,,+e~ oder E,,=e,,+e~-l für alle 1.1 (1.1 "z.N). 

(iii) Wenn q van zweiter Art ist und q' von zweiter, dritter oder vierter Art ist, so 

gilt E,,=e,,+e~ für alle 1.1 (1.1 ~ N). 

(iv) Wenn q von dritter Art ist und q' von dritter oder vierter ist, so gilt E,,=e,,+e~ -1 

für alle 11 (1.1 z N). 

Satz 2. S~nd q, q' und q" drei zu demselben µ gehörige Primärideale und ist 

qq':=:::qq",·so ist dann und nur dann q'*q", wenn q' von dritter, q" von zweiter Art und 

q' = Q''P ist, oder wenn q' van zweiter, q" von dritter Art und q" = q'µ ist. 

Ist q' * q", so wird nach Hilfssatz 1 q') q" oder q' C q". Zuerst nehmen wir 

an, dass q' ) q" ist. Aus q' ) q" ergibt sich die Existenz eines Elements a, derart, 

dass a E q', a.$ q" ist. Dabei ist a E D„ für hinreichend grosses 11 (v z N). 
I II I II / H 

Setzen wir q' f\Ü,,=4)~" und q" f\Ü,,=4)~\ so ist µ~•) µ~", weil aE µ~•, a$µ~" ist. 

Also ist 

e~ < ei für alle 1.1 (11 z N). (5) 

Andererseits setzen wir ferner qq' f\Ü,,=qq'{ f\Ü,,=4)~", so sind nach Hilfssatz 

2 ii) 

E,,=e,,+e~ oder E,,=e,,+e~-l für alle 1.1 (v "z. N), 

E,,=e,, +ei oder E,,=e,, +ei-1 für alle 1.1 (1.1 2 N). 

Aus (5), (6) und (7) folgt ohne weiteres 

ei~e~+l für alle 1.1 (1.12 N). 

(6) (i) ,,Nakano (l)", Hilfssatz 5, s. 331, 
(ii) ,,Nakano-(2)", Hilfssatz 6, s. _131, 

(iii) ,,Nakano (2)", Satz l, s. 131, 
(iv) ,,Nakano (2)", Satz 2, s. 132. 

(6) 

(7) 

(8) 
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Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 2 (i) 

(9) 
II II II 

{ ••• 1-,e> .. e,+1 1 ..... ~,\ • ··} = q" - , ...,..., , 1-'11+ , , 1-'I\., • 

Dabei muss q' von zweiter Art und q" von dritter Art sein. Denn, sei p =f p2 , so 

ist jedes von q, q', q" von erster Art und eine Potenz von p. Danach folgt aus 

qq'=qq" immer q'=Q", entgegen der Voraussetzung Q' =f q". Danach ist p = p2• 

Dann wäre q' von dritter ~der vierter Art, und so würde Q'P = Q' sein. · Wegen 

q1p ~ qti, erhälten -'wir· 'q' = q;i, entgegen der Voraussetzung q' c:\= q". 

von zweiter Art und folglich Q'P = q" von dritter Art 9> sein. 

Also muss q' 

Zweitens sei Q' C Q", · so können wir ebenso beweisen, dass q"p=q' ist, und 

folglich ist Q' von dritter, Q" von zweiter Art sein. 

Die Umgekehrung ist ersichtlich. 

Satz 3. Sind q und q' zwei zu demselben p gehörige Primäridenle und ist q=q'q", 

so ist entweder Q"=Q:Q' odei- Q"=(q:q')P; oder q"=(q:q'):p. ,. 

Nach Sätzen 1 und 2 ist klar, dass diese ausser q"=(q:q'):P gelten können, 

Es sei q") q: Q', so ist in gleicher Weise der Beweis von Satz 2 q"p = q: q' 

erbracht. Dabei ist q" von zweit.er Art, also wird 10> q"=q"JJ:P=(q:q'):p. 

§ 2. Der Primäridealquotient 

Es sei q irgend ein zu lJ gehör-iges Primärideal und es sei q n 0, = p~>, v 2 N für 

hinreichend grosses N. Ist P, ( =pn(),) genau durch lJ~!t1 (P,+1 =lJnÜ>+r) und ist 
• u .. ,~ •~tJ h, h ·••li 

.t:,, 1m allgememen genau durch lJ,\ ,+r >+ 2 A für alle ;\, (:\. > v 2 N) teilbar, so 

haben wir den vorig bewiesenen folgenden 

Hilfssatz 3. 11> Wir · erhalten immer 

(i) (e.,- l)h>+1h,+2· .. h,\ < eA .:S: eA>+1h>+2 .. ·h,\ für alle :\. (:\. > v 2 N), 

(ii) (e,-I)h>+rh,+ 2 • .. h,\=e,\-1 für alle \(X>v::?:N),:::tq:lJ=fQ. 

(e., - l)h,+1h,+2·· ·hx. < e;.. -1 für mindestens ein ;\, (:\. > v 2 N) ,=t q: lJ = q. 

7) • Das Zeichen { } bem1tze ich im folg•~nden zur Bezeich·.rng der Vereinigungsmenge. 
8) N.Nakano; ,,Über idempotente Ideale in unendlichen algebraischen Zahlkörpern", Jour. of Sei. 

of the Hiroshima Univ. Vol. 17, No. 1, 1953, zitiert mit „Nakano (3)", s. 19, Satz 8. 
9) ,,Nakano (l)", s. 337, Satz 20. (i) Ist q ein zu p gehöriges Priniarideal von zweiter Art, so ist 

q p von dritter Art. 

10) ,,Nakano (l)", s. 337, Satz 21. (i) Ist q ein zu p gehöriges Primärideal von zweiter Art, so 
gelten q=qp:p, q~(q:p)p. 

11) ,,Nakano (l)", (i) s. 323, Hilfssatz 1, ii) s. 323, Satz 1 und s. 324, Satz 2, iii), s. 324, 
Satz 3 und s. 325, Satz 4. 
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(iii) eJiv+1hv+2--·h1,.=e1,. für aüe ;\, (;\, > J.! 2 N) .:=t QlJ =\= q. 

e)l>+ 1h>+2···h1,.>e1,. für mindestens ein ;\, (\. > J.! 2 N) .:=t qlJ = q. 

Andererseits ist q' ein anderes zu lJ gehöriges Primärideal und ist q C q' und 
1 

:etzen wir auch q' nD,=lJ~", J.! 2 N, so definieren wir q und q folgendermassen: 

1 I 1 
- { ev hev hev+ 1 ev+ 1 he1,. he1,. } q = · · ·, lJv : 1-'> , 1-'>+ 1 : lJv+ 1 , · · ·, 1-' i,. : 1-' i,. , • • • 

/ / 1 

~q = {··· hev+l.hev hev+1+l .hev+l ... he1,.+l •he1,. ···} 
, +'11 • 1-').I , +'11+ l • 1-'11+ 1 , , 1-' ,\ • 1-' ,\ , • 

Dann ist q: q' nicht immer gleich q. Im folgenden wollen wir den Zusammen

tang zwischen dem Primäridealquotient q: q' und q oder q untersuchen. 

Satz 4. Es seien q und q' zwei zu de.7lselben lJ gehörige Primärideal,e und es sei 
I 

C q', qnD,=lJ~\ q' nD,=lJ~"- J.) 2 N. Ist 

(e,-e~) h>+1 h,+2 · · · h1,. 2 eil -e~ für alle :X.(\. > J.! 2 N), 

1 

7 ist q:q'=q, qnD,=lJ~v-ev für al,le J.! (J.! 2 N). 

Nach Voraussetzung ist (e,-e~)hv+1hv+2···h>,.2e>,.-e~ für alle :X, (A>J.!:::?:N), 

nd so erhalten wir vor allem 

(10) 

~tzt wollen wir beweisen q: q' = q. Zum Beweise sei a ein beliebiges Element aus 

: q', dann ist a E D„ falls J.! 2 N für ein hinreichend grosses N. Aus aq' c q folgt 

1 ' 
:lJ~v c lJ~v, 13> d. h. a E lJ~v: lJ~" C q. 

Also erhalten wir q: q' c q. 
1 1 

Umgekehrt ist ß ein Element aus q, so ist ß E lJ;': lJ~" = lJ;'- e;. für hinreichend 

1 ' 

rosses µ (µ 2 N). Da aber aus (10) ß E lJ~A: lJ~,\ d. h. ß lJ~/\ c lJ~/\ für alle X, (:X.> 

>N) folgt, so ist ßq 1 cq. Danach ist qcq:q'. Also muss q=q:q' sein. 

Setzen wir nun q n D, = lJ~v, so ist wie leicht einzusehen 

12) Siehe Fussnote 6), s. 259. 

13) Istqeinzul)gehöriges Primärideal und ist i:inDv=l:Jv. qnD,=p~\ aEDv, so ist (aq)nD,=ap~v. 
Ist ß ein Element aus'\aq)nD„ so ist ß von der Form ß=a'Y, wobei 'YEq ist. Aus a,ßEDv 

,Jgt 'Y=Jl-ESl\. Da aber -YED ist, erhalten wir 'YED„ folglich 'YEqnD,=lJ~v. Also ist ßEalJ~\ , . a . 

,lglich (aq)nD,::;;;ap~v. 

Umgekehrt ist li ein Element aus ap~V, so ist liEa;J. Da aber liEDv ist, erhalten wir liE(aq)nDv, 

,!glich api"::;;;(aq)nD,. Also muss (aq)nD,=ap~ sein. 
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(11 

weil q die Vereinigungsmenge ist. Es sei a ein genau durch i,f> teilbares Element 

E, ( ) n d E - ,: I 1. h hEh,>+1hv+2 ... h1< (h ) n so ist a=.\J, c„ .\J,, c, =:,..;, un a q, 10 g 1c a=+'i< c,\, +',\• c,\ =:,..;1< unc 

' ' ferner aE.\J~,\:.\J~,\=.\J~1<-e1< für hinreichend grosses?., (?.,> 1;:2:.N). Also erhalten wi1 

(12: 

Andererseits sind nach Hilfssatz 3 (i) 

Also wird (13) 

Aus (11), (12) und (13) folgt e,-e~2E,>e,-e~-l, d. h. E,=e,-e~ für alle 

J.J (1,12 N), was zum bewiesen war. 

Zusatz. Ist q ein zu .\J gehöriges Primäridenl, von dritter Art, so ist q: .\J gleich der 

V .. { e,-l e,+1-l e1<-l } - b. n he, d ereinigungsmenge ··· ···, .\J, , .\J>+ 1 • , ···, l:J,_ , ··· ··· = q, wo ei qn:,..;,=+', un 

- n e,-1 ....___N d qn:,..;,=.\J, , 1,1,e;;: sin . 

Ist q von dritter Art, so wird q: l:J =\= q, folglich ist nach Hilfssatz 3 (ii) 

Dann setzen wir in Satz 4 q' =l:J, so ist unsere Behauptung einleuchtend. 

Satz 5. Es seien q und q' zwei zu demselben l:J gehörige Primärideale und es sei 

' q C q', q n D, = .\J~', q' n D, = .\J~', J.J 2 N, wennn wir für hinreichend grosses N einen Index 

:\, (:\.>1,12:N) so wählen können, dass (e,-e~)h>+ 1h>+2 --·h,\<e,\-e~ ist, so ist·q:q'=q, 

' qnÜ,=l:J~,-e,+I für alle 1,1 (1,12:N).14> 

Zuerst erhalten wir nach Hilfssatz 3 (i) 

14) Anmerkung: Ist q ein zu p gehöriges. Prlmärideal und ist (e,-l)h>+1h,+ 2 --•h1<<e1< -1 für 
mindestens ein 71. (71. > v ~ N) und setzen wir in Satz 5 q' =p, so erhalten wir 

q:p={···, p~erl)+l, pf!:'{1-1)+1, ... , p~e,\-ll+l, ···}=q 

Andererseits ist (e~-l)hv+rhi,+2:···h,\ =e,\ -1 für alle 71. (71. > v~N) und setzen wir in Satz 4 q' =p, 
so wird in gleicher Weise q:p='\=q. Dies besagt Hilfssatz 2 (ii). Also sind die Sätze 4 und 5 die 
Erweiterung von Hilfssatz 2 (ii). 
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I I I 

d h ... C 11ev+l. 11e, C 11ev+i+l. 11ev+l c ... c 11e,\+l. 11e,\ C ... (l4) 
• • = 1-'V •1"V = 1-'V+l •1"V+l = = 1",\ •1",\ = 

I 

Jetzt sei a ein Element von q, so ist a E t.J~v+l: t.J~\ i; 2 N für hinreichend grosses 
f I I I 

I\T \ a11evc11ev+l a11ev+Ic11ev+1+l ... ane,\Cne,\+1 ...... d (aq') ,--. t"'\ -anev r·· 
.v. /. US t'> =1"V ' t'V+l =1"V+l ' ' t',\ =1",\ ' un , ,~v- 1-'V ur 

1lle i; (i; -:C. N), so folgt 

aq' C {····, 11ev+l 11ev+1+l ... 11e,\+1 ···} C q 
1-"Ji , 1-'\l+l ' , t-'.\ ' = • 

~olglich ist a E q: Q', also erhalten wir q c q: q'. 

Jetzt setzen wir (q:q')nDv=t.J!v, i;-:C.N, so wird wegen qcq:q' 

I 
11ev-ev+l C 11Ev 
1-''lJ = 1-"ll , d. h. ev-e~ + 1 2- E,. (15)-

Nach Voraussetzung können wir für diesen Index i; einen Index X (X> i;2N) 

,o wählen, dass 

(16) 

st. An<krerseits aus Hilf~satz 3 (i) folgt 

(17) 

Ferner sei ß ein genau durch t.Jf,\(=(q:Cj')nD,\) teilbares Element, so ist ßq1 cq, 
I :.. I 

,ED,\. Also ist ßt.J~,\Ct.JfU5J, d. h. ßEt.J~,\-e". Danach erhalten wir 

(18) 

,us (17) und (18) ergibt sich 

(19) 

taraus folgt nach (16) (e,-e~)hv+1h,+2""·h,\ <e,\ -e~;S;.E,h>+1h>+2···h,\, d. h. ev-e~<Ev. 

7egen (15) muss E,=e,-e~ + 1 sein. Danach ist 

I I 

(q: q') n(), = t.J~v-e>+l = t.J~" +l: t.J~v für alle i; (i; 2- N). 

ter Beweis unseres Satzes ist hiermit abgeschlossen. 

Aus den Sätzen 4 und 5 ergibt sich ohne weiteres folgender 

Satz 6. Smd q und Q' zwei zu deTT!,Sdben tJ gehörige Primäridede und ist q C q' 

15) Siehe Fussnote 13) in s. 261. 
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und setzen wir qnD,='=~>, q' nD,=1:,J~~. (q:q')nD,=tl>, µ'":2:_}V, so ist 

(i) E,=e,-e~ oder E,=e,-e~+I. 

(ii) q:q'=q oder q:q'=q. 

Ferner erhalten wir nach den Sätzen 3 und 6 den folgenden Satz. 

Satz 7. Sind q und q' zwei zu demselben 1J gehörige Primärideale und ist q=q'q'' 

,so ist q" = q oder q. 
Wenn q=q'q" ist, gilt nach Satz 3 entweder q"=q:q' oder q=(q:q')1J, ode1 

q"=(q:q'):1:,J. Im erste Falle q"=q:q' ist unsere Behauptung nach Satz 6 sel 

stverständlich. Im zweiten Falle q" = (q: q')1J, ist q: q' Primärideal von zweitei 

Art. Andererseits erhalten wir nach Satz 1 q = q' (q : q'). Danach setzen wiI 

qnD,=1:,J~>, q'nD,=1:,J~~ und (q:q')nD,=1J!•, so wird nach Hilfssatz 2 iii) e,= 

e~+E, für alle )) ())'":2:.N). Dann ist q:q'=q, weil E,=e,-e~ für alle )) ist. Also 

ist q"=(q:q')1J=q, damit ist unsere Behauptung einleuchtend. 

Im dritte Falle q" = (q: q'): 1:), ist q: q' Primärideal von dritter Art. Setzen wir 
. E 

auch (q:q')nD,=1:,J, >, so wird nach Zusatz von Satz 4 

( ) { E-1 E,+1-l E,-1 } q" = q • q' • 11 = . . . 11 > 11 . . . 11 ~ ... • •1-' ,1-').I ,t'v+l , ,1-'A , 

und ist ferner q11 nD,=1Jf,-I für alle )) ())'":2:.N). 

erhalten wir nach Hilfssatz 2 ii) 

Andererseits ist q=q'q", so 

e, = e~ + (E,-1) oder e, = {e: + (E,-1)} -1 

d. h. E, = e, - e~ + 1 oder E, = e, - e~ + 2, 

I 

wobei qnD,=1:,l~" und q' nD,=1:,l~" ist. Da aber E,=e,-e~+2 nach Satz 6 (i) 

keines weg vorkommt, so muss E, = e, - e~ + 1 für alle )) ()) 2 N) sein. Daraus folgt 

/ / I 

q ·q' = {··· 11e,-e,+l 11e,+1-ev+1+l .•. 11e,.-e,\+1 ···} _ ~ 
• , +'Y , 1-''II+ 1 , , 1-'A , - q, 

also ist q" = (q: q'): 1J = q. Damit ist die Richtigkeit unseres Satzes dargetan. 

§ 3. Multiplikativeigenschaft von Primäridealen 

Sind q und q' zwei zu 'demselben 1J gehörige Primärideale und ist q C q', dann 

existiert nicht immer ein drittes Primärideal q", derart, dass q=q'q" ist. Da erhebt 

sich die Frage: Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend, dafür, dass 

q" existiert ? In diesem Paragraph möchte ich in dieses Problem eindringen und 

-0.en Zusammenhang zwischen den gegebenen q, q' und dem · gewünschten q" klar 
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machen.16> 

1) Fall. q ist von zweiter Art. 

In diesem Fall erhalten wir folgenden 

Satz 8. Ist q von zweiter Art und ist q' ein echter Teiler von q, so existiert dann 

und nur dann ein drittes q", so dass q = q' q" ist, wenn q' von zweiter Art ist. 

Nach Voraussetzung ist q von zweiter Art, deshalb wird q,I.J =\= q, folglich ist 

nach Hilfssatz 3 (iii) 

e, hv+1 h,+2 .. • h1,. = e1,. für alle ;\, (:X, > v 2: N). (20) 

Es sei zuerst q' auch von zweiter Art, dann ist 

e~ hv+I h>+2 • · • h1,. = e~ für alle ;\, (>., > v 2: N). (21) 

Aus (1) und (2) folgt 

' ' ' Al . _ { e,-e, ev+r-ev+l e1,.-e1,. } · h S 4 - C"'\ so setzen Wll' q= ... , .\J, ,.\.1>+1 , ... , .\.11,. ... , so 1st nac atz , qn)(.J,= 
r 

.\.)~"-"" für alle v (v2 N). Dann besteht nach Hilfssatz 2 (i) zurecht, dass 

/ / / / I I 

q' - _ { hev+(e,-ev) 1-1e>+1+(ev+1-ev+1) he1,.+(e1,.-e,\) } 
Q - • • 0 , t'1.I , 1-'11 + I , ' 0

., 1" ,\ ' •• 0 

{ ev hev+l he1,. } ···,+Jv, 1-11,1+1, ···,t-1A, ••· == q 

ist. Also gibt es ein drittes q", so dass q=q'q" ist, und ist q" wirklich gleich 

eben erwähntem q. 
Umgekehrt gibt es ein drittes q" von der Art, dass q=q'q" ist, dann ist q' 

von zweiter Art. Denn, wäre q' von dritter oder vierter Art, so wäre 

q,I.J = q'q",I.J = (q',1.J) q" = q'q" = q. 

Daraus ergibt sich der Widerspruch, dass eben q nicht von zweiter Art ist. Also 

muss q' von zweiter Art sein. 

Zusatz. Ist q von zweiter Art und ist q' ein echter Teiler von q und existiert q" mit 

der Eigenschaft q=q'q", so ist 

' ' ' q,, __ { hev-ev hev+1-ev+l he,\-e1,. } 
•••, 1-'V , 1-''ll+l , 000 ,t'A , ••• 

und q" ist von zweiter Art. 

Nach Beweis von Satz 8 ist klar dass 

16J Diese Untersuchung ist nur efoe Anwendung von den vorhergehenden Paragraphen. 
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I I I 
II - { he,-e„ he.,+1-ev+I he>.-e>. } q = q = ... ' 1-'> ' 1-'>+ 1 ' ••. ' 1-' ,\ ' ••• 

ist. Ferner ist q" von zweiter Art. Denn setzen wir e.,-e~ =E.,, so ist q nD.,= lJf" 

und aus (22) folgt E,h>+ 1h>+2 ···h>-=E>- für alle 'A,(X>l)?:.N). Dann ergibt sich aus 

Hiifssatz 3 (iii) q =\= q iJ. Danach ist q von zweiter Art. 

II) Fall. q ist von dritter Art. 

Im folgenden definieren wir q und q wie im vorigen Paragraphen folgenderm

assen: 

I ' ' 
{ he,-e,+1 he;,+1-ea+1+l he>.-e>.+l } q == •••, 1-'V , 1-'V+l , •••, 1-'A , ... , 

' wobei qnD.,=lJ~" und q'nÜ,=lJ~", ))?:.N sind. Dann erhalten wir m diesem Fall 

folgenden 

Sat~ 9. Ist q von dritter Art und ist q' ein echter Teiler von q, so existiert immer 

ein. drittes q", so dass q = q' q" ist. Ferner: 

(i) Wenn q' von zweiter Art ist, so ist q"=q und ist q ran dritter Art. 

(ii) Wenn q' von dritter Art ist, so ist q" = q oder q und q bzw. q von zweiter bzw. 

dritter Art. 

(iii) Wenn q' von vierter Art ist, so ist q" = q und q von vierter Art. 

Ist q von dritter Art, so wird q: lJ =\= q, folglich ist nach Hilfssatz 3 (ii) 

(e, - 1) h>+ 1 h,+2 · · · hA = e,\ - 1 für alle :X., (:X., > I)?:. N). (23) 

Andererseits gilt immer nach Hilfssatz 3 (i) 

(24) 

Aus (23) und (24) folgt 

(e, - e:) h,+I h>+2 ' 0 0 h, > eA - e~ für alle A, (>,u > I) > N). 

Setzen wir qnD,=lJ~\ so erhalten wir nach Satz 4 

E., = e, - e: für alle l) ())?:. N). (25) 

Dann ist im gleicher Weise wie im Beweis von Satz 8 dargetan, dass q'q=q ist. 

(i) Fall. q1 ist von zweiter Art. 

Ist q von dritter Art, so wird 

(e, - 1) h>+1 h>+2 · · · h,\ = eil. - l für alle :X., (:X., > )) 2:: N). 
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Ist q' von zweiter Art, so wird auch 

e~ h>+ 1 h>+2 · · · h;.. = e~ für alle :\ (X > )) z- N). 

Danach ist (e,-e~-l)h>+1h>+2···h;,.=e;,.-e~-l d.h. (E,-l)h>+1h,+2···h,,_=E,\-l für 

alle A (>.,>)) 2 N). Folglich wird q :,I.J =\= q, also muss q von dritter Art sein. 

(ii) Fall. q' ist von dritter Art. 

Da q und q' von dritter Art sind, erhalten wir 

(e, - 1) h,+1 hv+2 · · · h;.. = e;.. - 1 für alle A (:\ > )) 2 N), 

(e~ - 1) h>+1 h>+2 · ·· h;.. = e~ - 1 für alle \, (:\ > )) 2 N). 

Daraus folgt (e, -e:)hv+1h>+2 .. ·h;,. =e;.. - e~ d. h. EJzv+1hv+2 .. ·h;,. =E;,. für alle :\(X,> ))~IV). 

Folglich wird q,I.J =\= q, also muss q von zweiter Art sein. In diesem Fall ist q\.) = q 
und ist q von dritter Art, so erhalten wir q'q=q'(qj.J)=(q',1.J)q=q'q=q. Also existieren 

zwei q", derart, dass q = q' q" ist. 

(iii) Fall. q' ist von vierter Art. 

Ist q bzw. q' von dritter bzw. vierter Art, so erhalten wir nach q :,1.J =\= q 

(e,-l)h>+1'z,+2···lz;,.=e;,.-l für alle A(A>l)2N), nach q':j.J=q' (e:-l)h,+1h,+2···h;,. 

<e~-1 für mindestens ein >,.,(;\,>))2N), daraus folgt (e,-e:)1z>+ 1h>+2· .. 7z,.>e;..-e~ 

d. h. EJ1>+1h>+~···h;..>E„ für mindestens ein ;\, (;\,>))> N). Also ist q=q\.). Weiter 

ist nach q:.).J=\=q (eµ.-l)lz1,+1hµ.+2···hT=eT-l für alle T (T>µ2N), nach q'j.J=q' 

e:hµ.+1hµ.+2 .. ·hT>e~ für mindestens ein T (T> µ2 N), daraus folgt (e,, -e~. - l)h,,+1h,a2 

···hT<eT-e~-1 d. h. (Eµ.-l)hµ.+1hµ.+2···hT<ET-l für mindestens ein T (T>µ2N). 

Also ist q = q: ,I.J. Danach muss q von vierter Art sein. 

III) Fall. q ist von vierter Art. 

Satz 10.1. Ist q von vierter Art und ist q' ein echter Teiler von q, so existiert 

immer drittes q", so dass q=q'q" ist. Femer; 

(i) Ist q' von zweiter Art, so ist q" = q und ist q von vierter Art. 

(ii) I~t q' von dritter Art, so ist q" = q uud ist q von vierter Art. 

(i) Ist q von vierter Art, so wird q.).J = q, folglicb 

Weiter ist q' von zweiter Art, so wird q'.).J =\= q', folglich 

(26) 

(27) 

Daraus folgt (e,-e~)h,+1h,+2···h;..>e;.. -e:. Also setzen wir qnD,=,1.Jf>, so gilt nach 

Satz 4 E,h>+1h>+2 .. · h;,. > E;,. für mindestens ein ;\, (\. >)) 2 N). Danach erhalten wir 

q\.)=q. 
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Ist q von vierte-r Art, so wird auch q : tJ = q, folglich 

(ev-l)hv+Ihv+2 .. ·h,\<e,\-l für mindestens ein:\. ()..>J)';;?;.N). (28) 

Aus (27) und (28) ergibt sich (ev-e~-l)hv+1hv+2· .. hA<eA-e~-l, d. h. (E..,-l)hv+i 

hv+2 .. ·h,\<E,\-l für mindestens ein:\. (';,.,>J)>N). Also wird cj:t,J=q, so muss cj 

von vierter Art sein. Ferner nach Hilfssatz 2 (iii) ist einleuchtend, dass q = q'q ist. 

(ii) Ist q' von dritter, so wird q': t.J=\=q', folglich. 

(29) 

1st q von vierter Art, so gilt auch (28). Daraus folgt 

Setzen wir qnOv=tJfV, so wird nach Satz 5 E..,=ev-e~+l. Dann ergibt sich 

aus (30) (Ev-l)hv+rhv+2 .. ·hA<E,\-I für mindestens ein:\. (:\.>J)2N). Also wird 

q : tJ = q. Andererseits gilt (26) auch, so folgt aus (26) und (29) (ev-e~ + I)hv+1hv+2 

···h,\>e,\-e~+I d.h. E)zv+rhv+2 .. ·h,\>EA für mindestestens ein A (:\.>J)2N). Folg

lich ist qt,J=q. Also muss q von vierter Art sein. Ferner nach Hilfssatz 2 (iv) 

ist klar, dass q = q'q ist. 

Satz 10.2. Sind q und q' zu demselben tJ gehörige Primärideale von vierter Art, so 

existiert immer ein drittes q", so dass q = q' q" ist. Ferner ; 

(i) Wenn (ev-e~)hv+rhv+2 .. ·h>-.>e,\-e~ für alle:\. (\.>J)2N) ist, so ist qff=q 

und in diesem Falle : 

(A) Wenn (ev-e~)hv+1hv+2 .. ·h,.=e,\-e~ für alle:\. (:\>J)>N) ist, so ist q"=q 

von zweiter Art oder q" = q von dritter Art. 

(B) Wenn (e..,-e~)hv+1hv+2···h,.>e,\ -e~ für mindestens ein :\. (tc>J)2N) ist, so frt 

q" = q von vierter Art. 

(ii) Wenn (ev-e~)hv+1hv+2· .. h,.<e,.-e~ für mindestens ein \. (:\>J)2N) ist, so ist 

q" = q von vierter Art. 

(i) Setzen wir qnOv=tJfV, so wird nach Voraussetzung und Satz 4 Ev=ev-e: 

für alle J) ())> N), Daraus folgt in gleicher Weise wie im Beweis von Satz 8 q=q'q. 

(A) Wenn (e..,-e~)hv+1hv+2 ··· h;, =e,\ -e~ d. h. Evhv+rhv+2 .. ·hA =E„ für alle :\, 

(:\. > J) > N) ist, so erhalten wir qt,J =\= cj. Also ist q" = cj von zweiter Art. Dann 

wird qt.J = q von dritter Art und ist q = q'q. Also existieren zwei Primärideale q", 

so dass q = q'q" ist. 

(B) Wenn (e..,-e~)hv+1hv+2 .. ·h,\>e,. -e~ d. h. E)zv+rhv+2 • .. h\>E,\ für mindestens 

ein :\ (:\ > J) ";;;;; N) ist, so ist cjt.J = q. Andererseits erhalten wir, wegen q: tJ = q, 
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(e,-l)h,+1hv+2···h.1.<e.1.-l für misdestens ein :X. (),.,>1;':z.N) und nach Hilfssatz 3 (i} 

ist e:hv+1hv+2···h.1. 2 e~ für alle ),., (),.,> v > N). Daraus ergibt sich (e,-e:- l)h,+1h>+2· · · 

h,\<e,\-e~-1 d.h. (E,:_l)hv+1h,+ 2···h.1.<E.1.-l für mindestens ein :X. (),.,>v--:Z.N), 

folglich q: 1J = q. Danach ist q" = q von vierter Art. 

(ii) Wenn (e, -e:)h,+1hv+2· · ·h.1. < e;,.. - e~ für mindestens ein ),., (),., > v 2 N) ist, 
I 

dann ist nach Satz 5. qnD,=tii,-e,+l für alle v (v--:Z..V). Damit ist die Vereinig-

' / / / ' ' 
{ hev+(e,-ev+l) hev+1+(ev+1-ev+1+l) he.1.+(e.1.-e.1.+l) } nach Hi"lfs-ungsmenge · · ·, ...,, , +'>+ 1 , ···, +'A , • • • 

satz 2 (i) gleich q'q ; 

Da aber diese Vereinigungsmenge qi] gleich ist, erhalten wir qi] = q'q. Ist q von 

vierter Art, so wird qi]=q, daraus folgt q=q'q. 

Dabei ist q von vierter Art. Denn setzen wir qnD,=iJ~V, so ist E,=e,-e: + 1. 

Also folgt aus (e,-e:)h>+ 1h,+~···h.1. <e.1. -e~ 

Damit wird q: 1J 0= q. Andererseits erhalten wir nach Hilfssatz 3 (i) e,h>+ 1h>+2 .. · h,\ > e,1. 

für alle ),., (),., > v 2 N) und aus q': 1J = q' folgt 

(e: -1) h>+ 1 h>+2 • • • h,\ < e~ - 1 für mindestens ein ),., (),., > v 2 N). 

Daraus ergibt sich (e,-e~+l)h>+ 1h,+2 ···h,\>e,\-e~+l, d.h. E,h>+ 1h>+2--•h,\>E;... für 

mindestens ein ),., (),.,>v> N), folglich qi]=q. Also muss q von vierter Art sein. 

Schliesslich fassen wir unsere Ergebnisse in diesen Paragraphen zusammen und 

stellen eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür auf, dass zu q und q' 

ein drittes q" von der Art, dass q = q'q" ist, existiert. Zu diesem Zwecke nennen wir 

vor allem fJ einen "Faktor" von a, wenn aus a C fJ die Produktdarstellung a = uc mit 

c aus D folgt. Dann erhalten wir folgenden wichtigen 

Satz 11. Sind q und q' zwei zu demselben 1J gehörige Primärideale und i:t q C q', 

so gilt; 

(i) Wenn 1J =¾= 1J2 ist, so ist q' immer ein Faktor von q. 

(ii) Wenn 1J = 1J2 ist und wenn q von zweiter Art ist, so ist q' dann und nur dann ein 

Faktor von q, wenn q' vo,7, zweiter Art ist. Ist dagege;i q von dritter oder vierter Art, so 

ist q' immer ein Faktor von q. 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich für seine vielfachen 
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