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Wenn & ein allgemeiner unendlicher algebraischer Zahlkérper und O die
Hauptordnung von R ist, so gelten in © die folgenden Bedingungen :

I O ist kommutativer Integrititsbereich mit Einselement.

L. Jedes von O verschiedene Ideal ist durch mindestens ein Primideal teilbar und alle
von Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.”

III. O ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkérper 8.7

In O ist aber der Teilerkettensatz nicht immer giiltig. Danach kann ein
von Einheits- und Null-ideal verschiedenes Ideal @ in © idempotent sein und
a kann nicht immer endlich viele Primidealteiler besitzen. Unter diesen
Umstiinden haben wir oft a=ba und a:b=a, obwohl a ein von Nullideal ver-
. schiedenes Ideal und b ein von © verschicdcner Teiler von a ist. Danach
erhebt sich die Frage: Welche Bedingungen sind dafiir notwendig und hinreich-
end dass a=Dba oder a:b=a ist? Die Untersuchung dieser Probleme ist das
Ziel dieser Arbeit.

" habe ich das soeben besprochene Problem im Stiemkeschen

Vor kurzem ?
Kérper,” in dem jedes Ideal nur endlich viele Primidealteiler besitzt, untersucht
und folgendes Resultat erhalten: Wenn a=D50a oder a:b=a im Stiemkeschen
Korper gilt, muss b idempotent sein, usw.

In einem speziellen unendlichen algebraischen Zahlkérper, in dem kein
idempotentes Primideal ausser Einheits- und Null-ideal existiert, habe ich auch

bewiesen,” dass es keinesweg geschehen kann, dass a=Dba ist, und PD NPy,
- T

TEJ fir a:p=a notwendig und hinreichend ist, wobei P ein Primidealteiler

von @ ist und Py, 7EJ alle von p verschiedene Primidealteiler von a sind.

1). Fiir [ und II siehe etwa ,,Stiemke®, s. 20 oder ,,Krull [17% s.44. — — Uber den im folgen-
den benutzten Arbeiten siche Literaturverzeichnis am Ende dieser Note.

2). ,,Krull [37% s. 103.

3). ,Nakano [8]% s. 281-284, §3. Idempotentes Ideal.

4). ,,Stiemke* und ,,Krull (1), s. 42.
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Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérpern sind die Bedingungen
fir a =ba fast gleich wie im Stimkeschen Kérper, dagegen fiir a:b=a ziemlich

verschieden wie folgt: Es sei a:p=a, so muss entweder p=9% oder PO NPy,

7E€J sein, und sei im allgemeinen Fall a:b=a, so muss entweder b =102 oder
n

a’D>a” sein, wobei a=a’Na’, & =N(qq, O =N0w ist und G, t=1, 2, -, n,
t=1 K

Qs KEI in gleicher weise wie beim Satz 16 ® in dieser Note definiert werden

soll.

§ 1. Primdrkomponente eines Ideales

Im folgenden bedeutet & einen algebraischen Zahlkérper, welcher als der
Vereinigungskorper von abzidhlbar unendlich vielen algebraischen Zahlkérpern
K, &, ..., &, ... definiert wird, wobei jeder v@v von enﬂdlichem Grade iiber dem
Rationalkérper R und R, in K,., enthalten ist. Wir bezeichnen diesen Kérper
f mit ={®,}. Ist O, O, resp. die Hauptordnung aus &, &,, so ist offenbar:
D={®V}. Ist p ein Primideal in © und setzen wir pNE, =p,, so ist P, ein
Primideal in O,. Ferner ist q ein zu P gehériges Primirideal, so kénnen wir

. . . Dy+1
anD, =p,> setzen. Andererseits setzen wir nacheinander P,O,.; =011" Chs1s

Bye15 Cya1) = Dyur, 9,0 =p£lv+1hv+2--~h>\c,\’ (&) = On fiir A >v>=N.

Vor allem wollen wir den Zusammenhang zwischen einer zu p gehérigen
isolierten Primirkomponente (kurz mit I. P. K.) von a und einer zu p, gehérigen
1. P.K. von a, (=anD,) untersuchen.

Satz 1. Es sei O ein belichiges Ideal in O und  eine zu' einem Primideal p gehirige

I P. K. von a, und setzt man
an®, =a, = pral, (b, a) =90, pnD, =p,, v=N

und bezeichnet mit o die Vereinigungsmenge {... D375 Poatt, «ooy P, oo}y s0 isi G =0'.

Setzen wir qn@,-—p?v, so ist die Vereinigungsmenge {, é", ﬁ’fl, . pf\ o}

gleich q. Aus aCq folgt

anD, =a, = pa, S qnD, = p,

also wird por S p¥ fiir alle v (= N).

5) ,,Nakano [2]% s. 433, Satz 8 und s. 434, Hilfssatz 2, (ii) und Satz 9.
6) Dieses Journal s. 251.
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Damit erhalten wir, wegen ¢/ = {p”}, 9’ =q. Umgekehrt sei ‘@ ein beliebiges
Element von ¢, so existiert nach Definition © von der zu p gehorigen 1. P. K. von

a ein Element ¢ von der Art, dass
atca, tEY

ist. Dann ist «, t€ O, fiir hinreichend grosses v (v==N). Danach erhalten wir
e e
atea, =p a, &n’, tED,

also wird a€p* < ¢/, d.h. q=q’. Damit muss q=q sein.

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper & ‘erhalten wir fol-

8)

genden Fundamentalsatz:® Jedes Ideal a ldsst sich als Durchschnitt von seinen

samtlichen I. P. K. darstellen; a=nNqq, ¢€ S, wobei ¥ eine Menge  endlicher

oder unendlicher Indexe bedeutet. Danach sei P ein fester Primidealteiler von

a und seien P¢y, TEJ die anderen Primidealteiler von a, so ist es méglich,

PO NPr,” ist, wihrend simtliche Py, 7EJ zu P teilerfremd sind. Danach
T

erhalten wir folgenden

Satz 2. Es sei a =qN\(N\G)) die Darstellung von a durch seine similichen I. P. K.,

wobei  bzw. Qeryy TES die zu Primidealen 9 bzw. V() gehéren, dinn sind die folgenden zwei
Eigenschafien gleichbedeutend :

~® POINPe, G PD NG

Erstens, aus PO NPy, ergibt sich sofort PO NGy, well NPy D NGy Ist.
Zweitens nehmen wir an, dass PO NQ¢, ist. Ist B ein Element aus NP,
T T

so ist B€D,, v==N. Aus PO NG folgt
pAD, =1, 2(Nam) ND,=N[arN D))"

Da aber jedes q(,)f\D,, ein Primaéridealteiler von @, ist, kénnen wir mindestens

7) ,.Nakano [17% s. 172. Satz 1. Ist q die Gesamtheit aller Elemente, deren Produkt mit einem
geeignet gewihlten Elemente t€fp durch a teilbar ist, so ist q die zu p gehorige I.P. K. von a.

8) Vgl. ,Krull [17% s. 47, Satz 5, ,,Nakano [1]* s. 175, Hauptsatz.

9) Wenn py (=pnDy) in mindestens zwei teilerfremde Primirfaktoren beim Ubergang von Oy
zu Oy fiir alle v (v = N) zerfdllt (in diesem Falle sagen wir wie folgt: ,.by zerfdllt nach
unendlich®), dann erhalten wir D Qp(?), 7€%, und umgekehrt. Vgl. ,,Nakano [2]% s. 429, Satz
1 und ,,Nakno [4], §2, s. 23~25.

Wenn py (v =N) dagegen ,nach p unendlich verzweigt“ ist, dann erhnaten wir p=p2, und
umgekehrt. Vgl. ,,Nakano [3],“ s. 13, Satz 1.

10) Vgl. ,,Nakano [2]% s. 428, Hilfssatz 1. Ist d(L), (€5 ein Ideal in © und ist ¥ eine endliches
oder unendliches Menge von Indexen, so ist ({:\a(L))ﬁDu=fL\(a(L)ﬂSv).
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ein guNO, aus GmNLY,, TEJ wihlen, dass
P 200N, dh p=pyND,
ist. Danach erhalten wir
BE (QD(T))f\Dv =N BnND) EPpynD,=p, &p.

Daraus ergibt sich D N\Py.

Uber den Zusammenhang zwischen den zu demselben p gehorigen I.P. K.
a9, a® und a“ von a, b und ab resp. konnen wir folgende zwei einfache
Sitze beweisen, welche in dieser Arbeit eine grosse Rolle spielen.

Satz 8. FEs sei 0 CD und sei P ein Primidealteiler von ® und g9 bzw. q® bezeichne
die zu Y gehorige I. P. K. von a bzw. b, dann ist q@ =q®.

Ist « ein Element aus q, so existiert nach Definition der zu p gehorigen

I.P. K. von a ein Element ¢, derart, dass
atca, t&EP

ist. Wegen aCbh, wird at€b, t&p. Daraus folgt a€q®, also erhalten wir
q@ < q®. )

Satz 4. Es seien a, b beliehige Ideale in . Dann gilt :

(i) Ist Y ein gemeinsamer Primidealteiler von G und B, und bezeichnen wir die zu P
gehorige I P. K. von ab, a, b resp. mit ¢, 09, q®, so gili q'¥ =q@q®,

(ii) Ist P ein Primidealiciler von a, aber kein Teiler von B und bezeichnen wir die zu P
gehorigen I. P. K. von ab, a resp. mit 9, q'“, so ist ' =q®@.

(i) Es ist klar, dass ab=q“q® ist. Da aber q” gleich dem Durchschnitt

11)

aller der zu p gehdrigen Primiridealteiler von ab ist,'” erhalten wir

b b
G = q@ q®.

r
Umgekehrt sei « ein Element aus q@q®, dann ist @ von der Form }_}a,ﬂ,—,

i=1

wobei a; bzw. 3; (=1.2, -, r) die Elemente aus g bzw. q® bedeutet. Aus

o €q@ folgt die Existenz eines Elementes s; von der Art, dass
a; s; S a, s; eE p
ist. Ebenso folgt aus B;€q® die Existenz eines ¢;, derart, dass

B:t:€b, ;D

11) ,,Nakano [1J% s. 172, Beweis von Satz 1. Dort haben wir bewiesen: Eine zu p gehorige
I.P.K. q von a ist gleich dem Durchschnitt aller der zu p gehorigen Primirideale die Teiler
von a sind.
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ist. Daraus folgt
v ai,BisitiEaB, S,;tiqu, <L: 1, 2, cevy T).

Deshalb ergibt sich «;3;€q“, und ferner a€q™. Also muss q“?2q“q?,
folglich q“? =q@q® sein.
(ii) Aus a2ab folgt nach Satz 3 9@ 2q“. Ist « umgekehrt ein Element

aus q®, so existiert ein Element ¢ von der Art, dass

atea, tEp
ist. Aus by folgt die Existenz eines Elements 3, derart, dass S€D, B&Ep ist.
Also erhalten wir

aBrealb, Lr&Ep.

[}

Daraus folgt a€q®, und ist damit 9 Sq“. Also muss q =q“” sein.

-

§ 2. Bedingungen fiir a =ba

Friither haben wir folgende zwei Sitze im allgemeinen unendlichen algebrai-
schen Zahlkérper bewiesen : .

(i) Ein beliebiges Ideal a (5£(0), ©) ist dann und nur dann idempotent,

wenn_jede I. P. K. von a idempotent ist.'”

(ii) Ist ein zu p gehoriges Primirideal q idempotent, so ist q=p(=p2)."?
Aus (i) und (ii) ergibt sich sofort folgender

‘ Satz 5. Ein Ideal a (= (0), O) ist dann und nur dann idempotent, wenn seine similichen
1. P. K. den idempoienie Primideale gleich sind.

Danach wollen wir in diesem Paragraphen auf folgende Probleme ant-
worten : Ob b =D0" notwendig und hinreichend ist oder nicht, dafiir, dass a =ba,
b0, aZ:(o) ist? Zu diesem Zwecke schicken wir folgenden Krullschen Satz
voraus. '

Satz 6 (Krullscher Satz). Es sei  ein belichiges nichi idempotentes Ideal, dann

erhalten wir Na*= (o).

n=1 -
Ist a=nN0qu, t+€J eine Darstellung durch seine simtlichen I.P.K., so ist
nach Satz 5 mindestens eines der (), ¢€J, etwa (), keinesweg idempotent.
14)

Dann muss ;o\lq}‘,)——-(o) sein. Zum Beweise ist der folgende Satz'® grundlegend :

12) ,,Nakano [3]“. s. 20, Satz 10.
13) ,,Nakano [37*, s. 16, Satz 6.
14) ,,Nakano [5]% s. 331, Hilfssatz 6.
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Sind q und ¢’ zwei zu demselben P gehérige Primirideale und sind a$q, b€ ¢/, so
ist abqq’. Jetzt setzen wir ;a\qﬁ):b und seien «, B zwei Elemente ausserhalb
n=1

‘von D, so existieren zwei natiirlichen Zahlen n, m, derart, dass a€qy, und
B&aqrh sind. Daraus folgt nach dem oben besprochenen Satz aB&qi;™, folglich
aB&Ed. Aus a€Ed und BED muss damit aBED folgen, also ist D ein Primideal.

Da aber in unendlichen algebraischen Zahlkérpern jedes von (o) verschiedene

Primideal teilerlos ist, so erhalten wir D=(0). Also gilt F\q}‘,)—:(o). Danach
n=1

erhalten wir
Nar S Nagy = (o).
n=1 n=1

Damit muss Na*= (o) sein.

n=1
Nach diesem Krullschem Satz 6 kénnen wir ohne weiteres folgenden Satz

beweisen.

Satz 7. FEs sd a=Nq{y, (€Y ein von Nullideal verschiedenes Ideal und b (3 D)

ein Teiler von a, so erhalten wir dann und nur dann @ =6, wenn 6 =15 und 43 = p,a'%
Siir alle 7€ ist, wobei ' ecine Teilmenge von I ist und Piry, TE Y simtliche Primideal-
tetler von B sind.

Aus a="ba ergibt sich a=5(ba) ="0a, folglich a&b°>. In gleicher Weise

erhalten wir

a=ba=Fa= - =pa=0""a= -

d.h aZSbhalW, -, aSh”, asSh™, -, also ist a SN -NB" NN
Wiire 662 so wiirde nach Satz 6 sich Nb"= (o) ergeben. Daraus folgte éin
n=1

Widerspruch a=(0). Also muss b =0 sein.
Nach b =07 und Satz 5 erhalten wir die Darstellung b=Npy, T€J,

wobei P, idempotent ist. Ist q‘(‘ig bzw. q‘(’;ﬁ) die zu Py gehorige L. P.K. von a
bzw. ba, so erhalten wir nach Satz 4 q@%’ = p,a{8. Andererseits ist aiy) = al%,
wegen a=Dba. Also muss {3 =P a5 fir alle 7€J sein.

Umgekehrt hat ba keinen Primidealteiler ausser dem von a. Denn géibe
es ein Primideal p von der Art, dass baSp aber adp ist So hitten wir

b Sy, folglich einen Widerspruch a &p. Sind P, ¢€J dann simtliche Primide-

15) Vgl.,Nakano [5] s. 328, Satz 6 und Zusatz. Wir erhalten nur dann g{% =D ain,
wenn P(r) = p%-r) ist. Also ist b=02 nicht notwendig.
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alteiler von a und ist {3 bzw. q%’ die zu P gehérige LP.K. von a bzw. ba,
so erhalten wir nach Satz 4: Wenn P,y Da, P L6 ist, dann ist {5 =0al, und
ferner wenn P, DbDa ist, dann ist g5 =P, a8 = q¥y), weil aus b =5 wie oben
Ezc\p(,), 7€, Puy=pi folgt und nach Voraussetzung Pe, G = qly ist.
Danach hat ba keinen Primidealteiler ausser einen Primidealteiler von a

und erhalten wir, dass stets qﬁ’;" :q§:3> ist fiir alle :€J.  Also muss a=Dba sein.

§ 3. Bedingungen fiir a:p=aqa

‘Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkérper & ist es méglich,
dass a:p=a ist, wihrend P ein Primidealteiler von a ist. In diesem Paragraph-
en wollen wir nicht nur die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass a:p=a, pOa gilt, sondern auch die Eigenschaften der zu P gehérigen
I. P. K. von a:)p untersuchen.

Satz 8. Es sei P ein Primidealieiler von Q@ und es sei q'9 bzw. q die zu P gehorige
LP.K vonabmw. a:9,"® soist q=0q oder ‘q =q@:p.

Aus aSa:p folgt nach Satz 3 G2 <q. Andererseits erhalten wir a:ps
q@ :p, wegen a S q®. Da aber q die zu p gehorige I.LP.K. von a:J ist, erhalten

wir qE£46@:p”  Also wird
@ Sasq?:p.

18 erhalten

Da aber kein echtes Zwischenideal zwischen  und q“ :p existiert,
wir sofort q=0a oder q=0q" : p.

Satz 9. Sind P und Y’ zwei verschiedenen Primidealieiler von a und ist o' bzw. o
die zu Y gehdrige 1. P. K. von @ bzw. a: ), so ist ¢/ =q.

Aus a&a:p folgt g@ <y, Umgekehrt ist a ein Element von ¢/, so existiert

ein Element ¢ von der Art, dass
at€a:zp, tEY

ist. Aus p==p’ folgt die Existenz eines Elementes = in P, aber ausserhalb von

. Dann ergibt sich aus atp&Sa
atmea, twEy.

Also ist ¢€q’®, d.h. ¢’ 2¢’. Damit muss 0@ =g sein.

16) Im folgenden nehmen wir an, dass p ein Primidealteiler von a:p ist.
17) Siehe Fussnete 11) in dieser Note.
18) ,,Nakano [5]“ s. 335, Satz 16 und Zusatz.
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Satz 10. Es sei a = qf\(/\q( ) die Darsiellung von a durch seine simtliche I. P. K.,

wobei 4 bzw. Gy TES zu P bzw. Diry gehort, und es sei 0:P=0q, dann muss entweder

P=1p% oder PO C\pm sein.

Aus a:p=a ergibt sich
a:p=@n(nam):p = @:HN{(Naw) )

=@: DN (NG M =@:pN(Nay) =a=an(Naw)
Setzen wir somit N =0a’, so wird (q:PNa’=gNa’. Wenn q:pP=gq ist, dann

ist klar, dass die Gleichung gilt. Danach nehmen wir an, dass q:p=q ist.

Dann erhalten wir
@:posS@:pne=asa,
also ist vSa:@:p. (1)
Andererseits folgt aus g:p=q ‘ |
q:(g:p F 0. (2)
Da aber nach Definition von Idealquotienten P(q:p) Sq ist, so wird
pSa:(@:p). 3
Aus (2) und (3) ergibt sich q: (q:9) =9. Damit erhalten wir

@Sy, dh Nae Ch

Nach Satz 2 erhalten wir, wegen NGu CP, NPer CP und ferner wegen q:p=aq,

p=p2 Damit ist unsere Behauptung einleuchtend.

Es sei umgekehrt p=1p2 oder p> /\p(), dann erhebt sich die Frage, ob wir

a:p=a erhalten oder nicht.

Diese Frage ersetzen wir durch die etwas stirkere '

G:p=q oder a1 NGw),
dann erhalten wir folgenden
Satz 11. Es sei a =qN{(N\G) die Darstellung von O durch seine simtliche I. P. K.,

wobei G bzw. Gy, TES, zu P bzw. Py gehrt, und sei q:9p=0q oder GO ALICY dann ist

19) Aus q:p=q folgt p=p2. Siehe ,,Nakano [5]% s. 328, Satz 6 und Zusatz. Aus qDNg()
T

folgt PO Mg, dann ist nach Satz 2 p> NP.
T T
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a:p=a.
Ist g:p=4q, so wird nach Satz 8 und 9 ohne weiteres a:p=a. Jetzt
nehmen wir an, dass qD N, d.h. a= an(Nam) =NGe ist.  Setzen wir

a:p=c, so wird cpSa=N0e, d.h. chSag fir alle T€J. Wegen (9, q¢) =9

erhalten wir §¢): ) =qy). Daraus folgt
¢S Qe fir alle 7€3, d.h. ¢cENnq, =a.

Also muss a:p<a, folglich a:p=a sein.

Zum Abschluss dieses Paragraphen werden wir noch einen Satz hinzufiigen,
welcher den Zusammenhang zwischen a:p und a,:P,, und den zwischen der
zu P gehérigen I.P.K. von a:P und q9:p (Z=q@) erklart. Zu diesem Zwecke
schicken wir folgenden Hilfssatz voraus.

Hilfssatz 1. Isi a Cb und setzen wir an®,=a,, bND, =b,, und ist
;av:Bv;av+1:Bv+lg e Caih &, v2=N,

so ist die Vereinigungsmenge {--+, @yt 0yy Qyart Dysr, ooy Qn: Dy, ---} gleich a: 0 und ferner
ist (@:0)NO,=aq,:b, fiir alle v (v ==N).

Es sei « ein Element von a:b, so wird abZa. Ist a€D,, v=>N, so ist
damit ab, S0, d. h. «€a,:b,. Daraus folgt {a,:5,} 2a:6. Es sei umgekehrt
£ ein Element von {a,;b,}, so ist B€a,:b, fiir hinreichend grosses A (A =>v).
‘Daraus folgt Bay&Dby,. Da aber oy :b S E - Sa,: 0, &, p>\
“ist, wird Bbrsi Sansr -5, Bb.ZSa,, -+, folglich Ab&a. Damit ist {a,:5,}Sa: b,
folglich {a,:b,} =a:b.

Danach ist klar, dass a,: 6, S (@:6)ND,, ist. Umgekehrt ist 7 ein Element
von (a:0)ND, so ist Y6 ZSa, y€D,. Dann ist vb,Za,,* d.h. v€a,:5,. Also
muss (@:5H)NY,=a,: b, sein.

Satz 12. Es sei 0“9 bzw. q eine zu P gehorige I P.K. von 0 bzw. a:p und man
set,ée anD,=a,, PO, =p,, v=N, und sei - Sa,: P, S04 P S Sa i E -,
soist q=q“ :p(Fq®). |

Ist « ein beliebiges Element von a@:p, so ist «€D,, v=N. Nun setzen

wir a,=py"al, B, a}) =9,, so ist

20) Es sei ab Sa, a€Dy, so wird abySay, wobei anOy=ay, bNOy=by ist. Ist B ein Element
aus (ab)NDy, so ist B von der Form B=ay, wobei yED ist. Aus a, BEDy folgt y=8[/a€ERy. Da
aber Y€ ist, erhalten wir y€80,, folglich y€bNOy. Also ist BE aby, folglich (ab)NOyvSaby.

Umgekehrt ist § ein Element aus aBy, so ist € ab. Da aber §€Dy ist, erhalten wir 8 € (ab)NDs,
folglich abyS(ab)NOy. Also muss (ab)NLy=eaby sein.
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ey ey—1

P, =pralip, =" al
Im gleicher Weise erhalten wir

Cy+1-—

‘ 1
Aya1: Posr = Posa a%e1 (le, aé-{-l) = Dv+l~

-1 -1 .. .
Aus @, : 9, S a1 Pyer folgt P70l SO A54. Dabei ist al L P, wegen

a,<LP,. Hiermit erhalten wir p2 1S p25 ™Y Dann ist in gleicher Weise

_ - -1
prrlepnTie gl A>vzN.

. . . . . -1 -1 ex—1
Danach ist nach Hilfssatz 1 die Vereinigungsmenge {---, MR AT G

-} gleich q@:p (F=q9) und ist @@ :P)ND,=p2""! fir alle v L= N).

Daraus folgt € P2~ ', Es sei ¢ damit ein Element in a{, aber ausserhalb

von §,, so wird

ey—1 _;

atep,” a,=a,:p. t€ED,.

Nach Voraussetzung und Hilfssatz | ist a,:p,&a:p, folglich erhalten wir
atca:p, t<Ep.

Dann ist ¢ €q, also q=2aq® :p. Da aber nach Satz 8 entweder q=q® :p oder
a=q"“ ist, muss q=q9:p (Fq“) sein.

§4. Bedingungen fiir a:b=a

In diesem Paragraphen wollen wir die Bedingungen dafiir untersuchen, dass
a:b=a, aCb ist. Zu diesem Zwecke werden wir zuerst die Frage beantworten,
ob wir die Bedingung in dhnlicher Weise wie beim Satz 7 ausdriicken kénnen
oder nicht.

Satz 13. Es sei a=nNq{3, t€T, ein von Nullideal verschiedenes Ideal und es sei B
(=) ein Teiler von a, so erhalten wir a:b=a, wenn b=0* und q\3 :p,, =q(8 fiir

N

alle T€J ist, wobei ' eine Teilmenge von I ist und Py, TEY similiche Primidealteiler

von b sind.
Aus b=0? folgt b=NPu), Py =05, T€Y. Ist g8 die zu P, gehorige

21). Vgl. ,,Nakano [5]%, s. 328, Satz 6 und Zusatz. Wir erhalten nur dann qu)) :p(,)rqgg)),

2 . . . .
wenn P(r)=P(s) ist. Also ist b=Db2 wie in Satz 7 unnotig.
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I.P. K. von @, so ist Py ein Primidealteiler von a:b. Denn, sonst gibe es ein
Element « in a:b, aber ausserhalb von P,. Wire a€D,, so wiirde, wegen
abSaSaly

(@b)ND, = ab, S q N D, =p77
sein. Setzen wir damit b, = (/’T\p(.,))f\D,,Z/\(D(T)/\DV) =p,05 (Pn 0) =9, so

wiirde
I €Ty d.h B/ — ery—1
a‘pﬂ/ v = 'p‘rv ’ .h. == pry

sein. Aus ab; Ly, folgte e, =1 fiir alle v (v==N). Also hillten wir q((';}———p(,).
Dann wiirde, wegen Voraussetzung {3 : P =%, Pey P =Pr- Das ist aber
unmdéglich. Deshalb muss Pey. ein Primidealteiler von a:b sein.

Sind Py, £ EJ”, wobei F'=3J —J’ ist, die Primidealteiler von a, aber nicht
von b, so ist jedes Y ein Primidealteiler von a:0. Denn sonst gibe es ein

Element B in a:b, aber ausserhalb von Py). Dann hitten wir

B B g a ; p(x)a Bﬁip(xp B$ p(x),

entgegen der Definition des Primideals. Also muss Yy, ein Primidealteiler
von @1:b sein. Danach hat a zuerst keinen Primidealteiler ausser dem von
a:b.

Nun bezeichnen wir die zu y(, gehérige I. P. K. von a:P; mit g, so ist
nach Satz 8 q(, =q{8 : Py oder q{. Da aber nach Voraussetzung a3 : P, = a3
" ist, erhalten wir q{=q{ fiir alle T€J. Ist qu dann die zu by gehorige
I.P.K. von a:b, so ist, wegen a: P, &Sa:b und Satz 3,

Ay S G¢p, d-h. g8 S a¢y  fiir alle TEY. (1)

Es sei ¥ umgekehrt ein Element aus ((;, so existiert ein Element s, derart, dass

ys€a:h, sEPn, 7.s€D, ist. Aus yshSaZqly folgt vsh, Sq¥ND, =pi.

Setzen wir wie obig
Bv = P :/, (prw B',v) = Dya

so wird Ysp, b, SS9, sb, E p,. Daraus folgt vp, Sp5y fir alle v (v =>N).

Danach erhalten wir
YV Saf) d h. YEAT:pe =aB,
also wird

09 2 a4, fiir alle 7€ (2)
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Aus (1) und (2) ergibt sich zweitens

a8 =qq fir alle T€ . (3)

Drittens sei P 20, P R0, xEJ”, wobei J'=J — ' ist und sei {7 bzw.

Gu die zu P, gehorige L. P.K. von a bzw. a:b, so ist offenbar q'5 Squ.-
Umgekehrt, ist § ein Element aus (. so existiert ein Element #, derart, dass
Stca:b, tEP, ist. Aus StbSaSqly und t€Epy, bE P, folgt S€q8. Also
erhalten wir qfﬁ};q(x,, d. h.

q%ﬁ} = (¢, fir alle x€J". (4)

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben a:b und b die ganz
dieselben Primidealteiler und jeder der beiden gleiche I. P. K. haben, also muss
a:b=a sein.

In diesem Satz 13 ist die Bedingung b=156* und qi%:p. =q% fir alle

TE€J" eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung dafiir, dass a:b=gqa
ist. Dann erhebt sich die Frage: Welche Bedingung ist nowendig? Um auf
dieses Problem zu antworten, wollen wir vor allem zwei einfache Fille in Be-
tracht ziehen.

Satz 14. Es seien q und o zwei zu demselben P gehirige Primdrideale und es sei
a:0'=q, aCa’, so ist g’ =p (= p>).

Zum Beweise nehmen wir an, dass ' nicht idempotent ist. Dann kénnen
wir n so gross wihlen, dass (/)" Cq wird.*® Daraus ergibt sich q:(¢)"=9. Da
aber q:q’=gq ist, gilt q:q9'=(@:¢) :0’=q:(¢)* und ebenso q:q' =q: ()% usw.
Dann erhalten wir .

g=0q:9 =q:@)=0q:@) = =q:(@)"=2.
Das ist unméglich. Also wird ¢ = (q')%, folglich ¢’ = p(=p2).

Satz 15. Es sei b ein Teiler von a0 und es sei Y ein beliebiger Primidealieiler von b
und es sei 0 bzw. q® die zu p gehorige I P.K. von a bzw. b und es s a=q9N

(C\q(ﬁg , TEJ die Darstellung von @ durch seinc similichen 1. P. K., wobei q\%) zu P, gehort.

Wenn a: 6 =a ist, erhalien wir ¢ =p(=p*> oder pD NP>

Aus a:62a:9% 2a und a:0=a folgt
a=a:q"=@“N(naH)):a” =0 :a)N (N0 :a®)

=@ :a9)N(nai).

22) ,,Nakano [8]%, s. 282, Hilfssatz 8.
23) Dieser Satz ist eine Erweiterung von Satz 10.
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Setzen wir damit Naqfs =a’, so wird

q(a)ma/ — (q(“) : q(b)> mnal (5)

Wenn q@ :q® =q@ ist, dann ist klar, dass die Gleichung (5) gilt. Aus g :q®
=q“ ergibt sich sofort nach Satz 14 q® =p (=p2).

Jetzt nehmen wir an, dass q :q® #=q®@ ist. Dann wird @ : (@ :q®) %D
und gilt

(q(a) . q(b)) o= (q(u) . q(b)>ﬂ a = q(a)f\a/ - q(a),
also ist
o & a®:(@?:q?). (6)

Andererseits ist nach Definition des Idealquotienten
0® @@ :q®) Sq@ dh q® S q@:(@G@:q®) % .

Danach hat q@: (@ :q®) keinen Primidealteiler ausser Primidealteiler p von

q®. Wegen Teilerlosigkeit von P, erhalten wir damit
0 : (@ :0%) S p. | (7)
Aus (6) and (7) ergibt sich
o =nag Cp.

Dann muss nach Satz 2 NPy CP sein.
N T

Satz 16. Es sei b ein Teiler von a und sei a:b5=0a und sei bXb% so existieren
mindestens endlich viele nicht-idempotente zu Y, gehérige I P.K. qF, (¢=1,2, ....,n) von

b. Es sei qff) eine zu Py gehorige 1. P.K. von & und stellen wir a in der Form wvon
a=a'na” dar, wobei o’ = f\lqﬁg‘)), '=nNa@, T€I it und afF, t=1,2, ..,n, Qi3
t=1

TEJ die simtlichen 1. P. K. von a sind, dann ist @’ Da’.
Aus b==0* folgt nach Satz 5 die Existenz von mindestens endlich vielen

nicht-idempotenten zu Py, gehorigen I.P.K. g (¢=1.2,...,n) von b. Dann

ist aSa: N Sa:b=aq, daraus folgt
t=1
a=a: f\lq{’g =a: ]Iqu’;}; (8)
= t=

Wir erhalten damit in genau derselben Weise wie beim Beweise von Satz 14
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a=a :tl=llq§’;} =a: (1 G2 = . =a: (tizlqggg)m = 9)
Andererseits kénnen wir, wegen q?Z}:\:(qﬁég)z, m, so gross auswihlen, dass
@@hmeCaly fir alle t, ¢=1,2,...,n)

ist. Setzen wir damit max(m,, mg, ..., m,) =m, so wird,

(L g ol = o,

t=1 =1
also wird

a ({1l g@)h)m = D. (10)
t=1
Aus (9) und (10) folgt
a=(@Nna”): <,[_[1 aidm = (o : (,”1 adm N (na) (I]1 a@m)
=N : (I a@)™) = Nnafy = a”.
t=1 T

Wegen a=a’'Na” =a” erhalten wir sofort a’>a”.

Satz 17. Es sei 6Da und a:b=aq, so ist entweder b =0 oder a’Da’”, wobei o’
und Q' wie beim Satz 16 definiert werden. '

Ist p ein beliebiger Primidealteiler von b und ist a bzw. q® die zu p
gehérige 1. P. K. Qon a bzw. b, so erhalten wir in gleicher Weise wie beim
Beweise von Satz 15 a=a:52a:9® 2a, d.h. a:q®=a. Danach kénnen
q@ :q® =g entstehen. Daraus folgt nach Satz 14 g® =p(=p?). Wenn simt-
liche I. P. K. von b idempotente Primideale sind, erhalten wir nach Satz 5
b=0% Wenn bDb® ist, so wird nach Satz 16 a’Da”, w.z. b. w.

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich fiir seine vielfachen

Anregungen zu dieser Arbeit meinem besten Dank aus.
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