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Wenn St' em allgemeiner unendlicher algebraischer Zahlkörper und (J die 

Hauptordnung von St' ist, so gelten in D die folgenden Bedingungen : 

I. D ist kommutativer Integritätsbereich mit Einselement. 

II. Jedes von D verschiedene Ideal ist durch mindestens ezn Primideal teilbar und alle 

von Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.1> 

III. D ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkörper St'.2> 

In D ist aber der Teilerkettensatz nicht immer gültig. Danach kann ein 

von Einheits- und Null-ideal verschiedenes Ideal a in D idempotent sein und 

a kann nicht immer endlich viele Primidealteiler besitzen. Unter diesen 

Umständen haben wir oft a=va und a: o=a, obwohl a ein von Nullideal ver-

. schiedenes Ideal und l> ein von D verschiedener Teiler von a ist. Danach 

erhebt sich die Frage: Welche Bedingungen sind dafür notwendig und hinreich­

end dass a = oa oder a: u = a ist? Die Untersuchung dieser Probleme ist das 

Ziel dieser Arbeit. 

Vor kurzem 3l habe ich das soeben besprochene Problem im Stiemkeschen 

Körper,4l in dem jedes Ideal nur endlich viele Primidealteiler besitzt, untersucht 

und folgendes Resultat erhalten: Wenn a = va oder a: fl = a im Stiemkeschen 

Körper gilt, muss O idempotent sein, usw. 

In einem speziellen unendlichen algebraischen Zahlkörper, m dem kein 

idempotentes Primideal ausser Einheits- und Null-ideal existiert, habe ich auch 

bewiesen,5l dass es keinesweg geschehen kann, dass a = b a ist, und .IJ) n.lJ(7 J, 
7 

TE S für a : .IJ = a notwendig und hinreichend ist, wobei .IJ em Primideal teil er 

von a ist und .IJr7 J, TE~ alle von l:J verschiedene Primidealteiler von a sind. 

1). Für I und II siehe etwa „Stiemke", s. 20 oder „Krull [l]". s. 44. -- -- Über den im folgen-
den benutzten Arbeiten siehe Literaturverzeichnis am Ende dieser Note. 

2). ,,Krull [3]", s. 103. 
3). ,,Nakano [8]", s. 281-284, §3. Idempotentes Ideal. 
4). ,,Stiemke" und „Krull (l)", s. 42. 
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Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörpern sind die Bedingungen 

für Cl= o Cl fast gleich wie im Stimkeschen Körper, dagegen für Cl: b = Cl ziemlich 

verschieden wie folgt: Es sei Cl: lJ = Cl, so muss entweder lJ = lJ2 oder lJ) r\lJ(T), 
7 

TE '.;:5 sein, und sei im allgemeinen Fall Cl : o = Cl, so muss entweder b = b2 oder 

n 

Cl') et" sein, wobei Cl= Cl' net", Cl'= n QctJ, Cl"= nq(K) ist und Q(,J, t = 1, 2, ···, n, 
t=l K 

Q(K), JC E ~ in gleicher weise wie beim Satz 16 6) in dieser Note definiert werden 

soll. 

§ 1. Primärkomponente eines Ideales 

Im folgenden bedeutet Sr emen algebraischen Zahlkörper, welcher als der 

Vereinigungskörper von abzählbar unendlich vielen algebraischen Zahlkörpern 

st1, .~2 , ••• , st,, ... definiert wird, wobei jeder Srv von endlichem Grade über dem 

Rationalkörper Sr0 und S'rv in S'rv+I enthalten ist. Wir bezeichnen diesen Körper 

Sr mit Sr= {Srv}. Ist D, Dv resp. die Hauptordnung aus Sr, Sr„ so ist offenbar: 

D = {Dv}- Ist lJ em Primideal in D und setzen wir l)nDv = lJ,, so ist lJ, em 

Primideal in Dv. Ferner ist q ein zu lJ gehöriges Primärideal, so können wir 

qnDv = .)J/> setzen. A d . . h . d 11 r, 11hv+I n ererse1ts setzen wir nac e1nan er 1-'V )l.)v+I = 1-'>+I Cv+I, 

( ) i"'i \' hv+1h,+2·••h,\ ( ). n f" '> ~N lJ,+I, Cv+I = "-.., v+I, +lv •V,\ = lJ,\ c,\, lJ,\, CA = ,_; ,\ ur /\, lJ ~ • 

Vor allem wollen wir den Zusammenhang zwischen einer zu lJ gehörigen 

isolierten Primärkomponente (kurz mit I. P. K.) von Cl und einer zu lJv gehörigen 

I. P. K. von a, (=anDJ untersuchen. 

Satz 1. Es sei Cl ein beliebiges Ideal in D und q eine zu emem Primideal lJ gehörige 

I. P. K. von a, und setzt man 

und bezeichnet mit q1 die Vereinigungsmenge { ... lJ~V, lJ~~!1, ... , lJ~", ... }, so ist q = q'. 

Setzen wir qnDv=lJt'\ so ist die Vereinigungsmenge { ... , p~>, pfj:1, ... , pf\ ... } 
gleich q. Aus a Cq folgt 

also wird 

5) ,,Nakano [2]", s. 433, Satz 8 und s. 434, Hilfssatz 2, (ii) und Satz 9. 
6) Dieses Journal s. 251. 



Cber die Produkte und Quotienten voi, Idealen in Unend. Alg. Zahlkörpern 241 

Damit erhalten wir, wegen q'={+>~v}, q1 cq. Umgekehrt sei ·a em beliebiges 

Element von q, so existiert nach Definition 7l von de.r ·zu +J gehörigen I. P. K. von 

a ein Element t von der Art, dass 

at E a, t Et +> 

ist. Dann ist a, t E Dv für hinreichend grosses )) ()) > N). Danach erhalten wir 

also wird a E +J~v C q', d. h. q ~ q'. Damit muss q = q' sein, 

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper St' ·erhalten wir fol­

genden Fundamentalsatz: S) Jedes Ideal a lässt sich als Durchschnitt von seinen 

sämtlichen I. P. K. darstellen ; a = 0Q<,J, iE S, wobei ~ eine Menge· endlicher 

oder unendlicher Indexe bedeutet. Danach sei +> ein fester Primidealteiler von 

a und seien +1(7), TE S die anderen Primidealteiler von a, so ist es möglich, 

+J) r\\J(T/l ist, während sämtliche \J(,), TE S zu lJ teilerfremd sind. Danach 
T 

erhalten wir folgenden 

Satz 2. Es sei a = qn(nq(7J) die Darstellung von a durch sezne sämtlichen I. P. K., 
T 

wobei q bzw. q(T)• TE S die zu Primidealen lJ bzw. lJ(7) gehören, dann sind die folgenden zwei 

Eigenscha}ien gleichbedeutend: 

Erstens, aus lJ) f'\
7 

lJ(7 J, ergibt sich sofort µ) nq(7 J, weil n\:)(,J) nq(TJ ist. 
T T T 

Zweitens nehmen wir an, dass \:)) nqM ist. Ist ß ein Element aus r\+J(T), 
T 7 

so ist ß ED,, )) > N. Aus lJ) (_\Q(,) folgt 

tJn(\ = lJv => (nq(,J)nDv= n(Q(,inDv).10l 
7 T 

Da aber jedes q(TJnDv ein Primäridealteiler von av ist, können wir mindestens 

7) ,,Nakano [!]", s. 172. Satz 1. Ist q die Gesamtheit aller Elemente, deren Produkt mit einem 
geeignet gewählten Elemente tEj:lJ durch a teilbar ist, so ist Q die zu lJ gehörige I. P. K. von a. 

8) Vgl. ,,Krull [l]", s. 47, Satz 5, ,,Nakano [!]" s. 175, Hauptsatz. 
9) Wenn lJv ( = pnDv) in mindestens zwei teilerfremde Primärfaktoren beim Übergang von Dv 

zu Dv+I für alle v (v ~ IV) zerfällt (in diesem Falle sagen wir wie folgt: ,,lJv zerfällt nach \) 
unendlich"), dann erhalten wir lJ:) ';lJ(,), TE J, und umgekehrt. Vgl. ,,Nakano [2]", s. 429, Satz 

1 und „Nakno [4], §2, s. 23~25. 
Wenn llv (v ~N) dagegen „nach 1J unendlich verzweigt" ist, dann erhnaten wir l,)=1)2, und 

umgekehrt. Vgl. ,,Nakano [3]," s. 13, Satz 1. 
10) Vgl. ,,Nakano [2]", s. 428, Hilfssatz !. Ist ll('), ,EJ ein Ideal in D und ist J eine endliches 

oder unendliches Menge von Indexen, so ist ( ~ll(,))nü,= r;1(U(,) nDv). 
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ist. Danach erhalten WH 

ßE (nlJ(T))nDv = n (lJ(r)nDv) C +'(<)nDv = lJv s lJ. 
T T 

Daraus ergibt sich lJ) nlJ(rJ• 
T 

Über den Zusammenhang zwischen den zu demselben lJ gehörigen I. P. K. 

q<a), q<b) und q<ab) von a, o und a O resp. können wir folgende zwei einfache 

Sätze beweisen, welche in dieser Arbeit eine grosse Rolle spielen. 

Satz 3. Es sei a CO und sei ,IJ ein Primidealteiler von O und q<aJ bzw. q<bJ bezeichne 

die zu lJ gehörige I. P. K. von a bzw. o, dann ist q<aJ ~ q(b). 

Ist a ein Element aus q<ai, so existiert nach Definition der zu lJ gehörigen 

I. P. K. von a ein Element t, derart, dass 

at E a, t EE lJ 

ist. Wegen a Co, wird atE o, t$,IJ. Daraus folgt a E q(b>, also erhalten WH 

q(a) C q(bJ_ 

Satz 4. Es seien a, o beliebige [deale in D. Dann gilt: 

(i) Ist lJ ein gemeinsamer Primidealteiler von a und O, und bezeichnen wir die zu lJ 
gehörige [. P. K. von a o, a, o resp. mit q(ab), q(a), q(b), so gilt q(ab) = q<a) q(b). 

(ii) Ist lJ ein Primidealteiler von a, aber kein Teiler von o und bezeichnen wir die zu lJ 
gehörigen I. P. K. von a 0, Q resp. mit q<a5)' q<a)' so ist q(ah) = q(a). 

(i) Es ist klar, dass a O C q<a) q<b) ist. Da aber q(a!JJ gleich dem Durchschnitt 

aller der zu lJ gehörigen Primäridealteiler von a O ist, ll) erhalten wir 

Umgekehrt sei a ein Element aus q<aJq(l>J, dann ist a von der Form ~ a;ß;, 
i =l 

wobei Cl'.; bzw. ß; (i = l. 2, · ··, r) die Elemente aus q<a) bzw. q<bJ bedeutet. Aus 

Cl'.; E q<aJ folgt die Existenz eines Elementes S; von der Art, dass 

a; s; E a, s; EE lJ 

ist. Ebenso folgt aus ß; E qCb) die Existenz eines t;, derart, dass 

ß; t; E o, t; EI: lJ 

II) ,,Nakano [1]", s. 172, Beweis von Satz 1. Dort haben wir bewiesen: Eine zu lJ gehörige 

I. P. K. q von a ist gleich dem Durchschnitt aller der zu lJ gehörigen Primäridcale die Teiler 
von a sind. 
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ist. Daraus folgt 

(i = 1, 2, ... , r). 

Deshalb ergibt sich a; ß; E q(ab)' und ferner a E q(ab). Also muss q(ab):::::) q(a) q(b)' 

folglich q(ab) = q(a) q(b) sem. 

(ii) Aus a ~ab folgt nach Satz 3 q<"! :::) q(ab). Ist a umgekehrt ein Element 

aus q(a), so existiert ein Element t von der Art, dass 

a t E a, t EE 1J 

ist. Aus b g;;; .\) folgt die Existenz eines Elements ß, derart, dass ß E b, ß EE .\) ist. 

Also erhalten wir 

a ß t E a b, ß t EE +J. 

Daraus folgt a E q(ab)' und ist damit q<a) <:;:;;; q(ab). Also mms q(a) = q<a;) sem. 

~ 2. Bedingungen für a = b a 

Früher haben wir folgende zwei Sätze im allgemeinen unendlichen algebrai­

schen Zahlkörper bewiesen : 

(i) Ein beliebiges Ideal a (=F(o), D) ist dann und nur dann idempotent, 

wenn.jede 1. P. K. von a idempotent ist. 12> 

(ii) Ist em zu .\) gehöriges Primärideal q idem potent, so ist q = .\) ( = .\)2) •13) 

Aus (i) und (ii) ergibt sich sofort folgender 

Satz 5. Ein Ideal a (=\= (o), 0) ist dann und nur dann idempotent, wenn seine siimtlichen 

I. P. K. den idempotente Primideale gleich sind. 

Danach wollen wir in diesem P:uagraphen auf folgende Probleme ant­

worten : Ob o = b2 notwendig und hinreichend ist oder nicht, dafür, dass a = '6 a, 
b =f= D, a =f= (o) ist? Zu diesem Zwecke schicken wir folgenden Krullschen Satz 

voraus. 

Satz 6 (Krullscher Satz). Es sez a em beliebiges nichi idempotentes Ideal, dann 

erhalten wir nan = (o). 
n=~ 

Ist a = 0q(,), i E -~ eme Darstellung durch seine sämtlichen I. P. K., so ist 

nach Satz 5 mindestens eines der Q(,i, i ES, etwa Q(7 ), keinesweg idempotent. 

Dann muss nq(7) = (o) sein. Zum Beweise ist der folgende Satz 14) grundlegend : 
n-1 

12) ,,Nakano [3]". s. 20, Satz IO. 
13) ,,Nakano [3]", s. 16, Satz 6. 
14) ,,Nakano [5]", s. 331, Hilfssatz 6. 
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Sind q und q' zwei zu demselben lJ gehörige Primärideale und sind aEEq, bEEq', so 

ist abEEqq'. Jetzt setzen wir nqc,-J=b und seien a, ß zwei Elemente ausserhalb 
n=1 

von b, so existieren zwei natürlichen Zahlen n, m, derart, dass aEEqc7 J und 

ßEEqz;J sind. Daraus folgt nach dem oben besprochenen Satz aßEEqi'.,-r, folglich 

aß$b. Aus a$b und ß$b muss damit aß$b folgen, also ist b ein Primideal. 

Da aber in unendlichen algebraischen Zahlkörpern jedes von (o) verschiedene 

Primideal teilerlos ist, so erhalten wir b = (o). Also gilt nq<7J = (o). 
n=l 

Danach 

erhalten wir 

,;an C (1q(7 ) = (o). 
n=l n=l 

Damit muss nan = (o) sem. 
n=l 

Nach diesem Krullschem Satz 6 können wu ohne we_iteres folgenden Satz 

beweisen. 

Satz 7. Es sei a = 0 q)~, t E 3 ezn von Nullideal verschiedenes Ideal und O ( =\= C) 

ezn Teiler von a, so erhalten wir dann und nur dann a = V a, wenn o = 02 15l und Q(~l = lJ<7 J Q(~j 
für alle TE S' ist, wobei S' eine Teilmenge von 3 ist und lJc7 J, TE 3' sämtliche Primideal­

teiler von o sind. 

Aus a = oa ergibt sich a = o (lia) = J:i2a, folglich a c o2• In gleicher Weise 

erhalten wir 

a = b a = 02 a = .. · = hn a = vn+ 1 a = .. ·, 

d. h. aCo, as::o2, ... , acvn, acon+l, ... , also ist aCfJnl'J2n .. ·nb"nli"+ 1n .. ,. 

Wäre o =\= ll, so würde nach Satz 6 sich n f>" = (o) ergeben. Daraus folgte ein 
n=l 

Widerspruch a = (o). Also muss o = 0 2 sein. 

Nach o = 0 2 und Satz 5 erhalten wir die Darstellung li = nl,1(7), TE .'J', 
7 

wobei lJ(7) idempotent ist. Ist q\~l bzw. Q(~J) die zu +1(7) gehörige I. P. K. von a 

bzw. li a, so erhalten wir nach S~tz 4 q)t\'J = +J(7 J q\~?- Andererseits ist q[:J = q)~Jl, 
wegen a = li a. Also muss q\~) = l-1(7) qi~? für alle TE 3' sein. 

Umgekehrt hat oa keinen Primidealteiler ausser dem von a. Denn gäbe 

es ein Primideal .lJ von der Art, dass li a c lJ aber a Q;: lJ ist. So hätten wir 

f, c lJ, folglich einen Widerspruch a c .)). Sind +'<,J• t E 3 dann sämtliche Primide-

15) Vgl.,,Nakano [5]", s. 328, Satz 6 und Zusatz, 

wenn l:1( 7) = l:)~7) ist. Also ist f>=f>2 nicht notwendig. 
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alteiler von a und ist Q/0) bzw. q\~1l die zu lJ(,) gehörige I.P.K. von a bzw. li ll, 

so erhalten wir nach Satz 4: Wenn lJ(,))a, lJ(K);;t:?l.i ist, dann ist q(~{=q)~\'l, und 

ferner wenn lJ(T)) l.i) ll ist, dann ist q(~JJ = .\)(T) q\~; = q\~?, weil aus li = 02 wie oben 

li = n l:Jc7J, TE~', lJ(T) = .pfTJ folgt und nach Voraussetzung .\)(TJ q\~? = q\~; ist. 
T 

Danach hat O a keinen Primidealteiler a usser einen Primidealteiler von ll 

und erhalten wir, dass stets q\~jl =q)~? ist für alle iE~. Also muss a=lia sein. 

§ 3. Bedingungen für ll : lJ = a 

Im allgemeinen unendlichen algebraischen Zahlkörper St' ist es möglich, 

dass a : lJ = a ist, während .P ein Primidealteiler von a ist. In diesem Paragraph­

en wollen wir nicht nur die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass a : lJ = a, lJ) a gilt, sondern auch die Eigenschaften der zu lJ gehörigen 

I. P. K. von a: lJ untersuchen. 

Satz 8. Es sei .P ein Primidealteiler von a und es sei q<a) bzw. q die zu .p gehörige 

I. P. K. von a bzw. a : ,P, 16l so ist q = q<0 l oder q = q<aJ : .p. 

Aus a ~ a : 1J folgt nach Satz 3 q<aJ ~ q. Andererseits erhalten wir a: 1J C 

q<aJ: iJ, wegen a cq<aJ_ Da aber q die zu .p gehörige I.P.K. von a: 1J ist, erhalten 

wir q c q<a) : 1J.17J Also wird 

Da aber kein echtes Zwischenideal zwischen q<a) und q<a): 1J existiert,18) erhalten 

wir sofort q = q<a) oder q = q<a) : 1J. 

Satz 9. Sind lJ und iJ' zwei verschiedenen Primidealteiler von a und ist q1 <a> bzw. q' 

die zu iJ' gehörige 1. P. K. von a bzw. a: 1J, so ist q1 <aJ = q' . 

. Aus a ~ a: 1J folgt q'(aJ c q'. Umgekehrt ist a ein Element von q', so existiert 

em Element t von der Art, dass 

a t E ll : 1J, t $ l:J' 

ist. Aus lJ =\= lJ' folgt die Existenz eines Elementes n: m lJ, aber ausserhalb von 

l:J'. Dann ergibt sich aus atl:J ca 

a t n: E ll, t n: $ iJ'. 

Also ist a E q'<a), d. h. q'<aJ :::::i q'. Damit muss qdaJ = q' sein. 

16) Im folgenden nehmen wir an, dass p ein Primidealteiler von n: p ist. 
17) Siehe Fussnote 11) in dieser Note. 
18) ,,Nakano [5]". s. 335, Satz 16 und Zusatz. 
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Satz 10. Es sei a = qn(nq(T)) die Dars:ellung von a durch seine sämtliche I. P. K., 
7 

wobei q bzw. q(7), TE S zu 1J bzw. +l(TJ gehört, und es sei a: 1J = a, dann muss entweder 

1J = 1J 2 oder 1J) n 1Jc7) sein. 
7 

Aus a: 1J = a ergibt sich 

= (q: 1J) n (n(q(T): 1J)) = (q: 1J) n(n QcT)) = a = qn(nqrT)) 
T 7 7 

Setzen wir somit nq(T) = a', so ·wird (q: 1J)na' = qna'. \Nenn q: .\) = q ist, dann 
7 

ist klar, dass die Gleichung gilt. Danach nehmen wir an, dass q: 1J =\= q ist. 

Dann erhalten wir 

also ist 

(q : .\J) a' c (q : 1J) n a' = a c q, 

a' C q : (q : 1J). 

Andererseits folgt aus q: 1J=\=q 

q : (q : 1J) * (). 
Da aber nach Definition von Idealquotienten 1J (q : 1J) C q ist, so wird 

1J ~ q : (q : 1J). 

Aus (2) und (3) ergibt sich q : (q: 1J) = 1J. Damit erhalten wir 

a' c 1J, d. h. n q(7) C .\J. 
7 

(1) 

(2) 

(3) 

Nach Satz 2 er halten wir, wegen n q M C 1J, n +1(7) C 1J und ferner wegen q : 1J = q, 
7 T 

1J = 1J2• Damit ist unsere Behauptung einleuchtend. 

Es sei umgekehrt 1J = 1J2 oder 1J) n 1Jc7J, dann er hebt sich die Frage, ob wir 
7 

a: 1J = a erhalten oder nicht. 

Diese Frage ersetzen wir durch die etwas stärkere 19> 

q: 1J = q oder q) nq(TJ, 
7 

dann erhalten wir folgenden 

Satz 11. Es sei a=qn(nq(Tl) die Darstellung von a durch seine sämtliche J.P.K., 
7 

wobei q bzw. Qr7J, TE S, zu 1J bzw. 1Jc7J gehört, und sei q: .\) = q oder q) nq(7), dann ist 
7 

19) Aus q: IJ=q folgt p= p2• Siehe „Nakano [5]", s. 328, Satz 6 und Zusatz. Aus q:) f;q(T) 

folgt lJ :J r;:,q(7), dann ist nach Satz 2 lJ :J f;ll(7)• 
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tl: iJ = a. 
Ist q : iJ = q, so wird nach Satz 8 und 9 ohne weiteres a : iJ = a. Jetzt 

nehmen wir an, dass q) nq(T), d. h. a = qn (nq(T)) = nq(T) ist. Setzen wir 
T T T 

a:i)=c, so wird ci)Ca=nq(T)• d.h. ci)Cq(T) für alle TES'. Wegen (t:J, q(T))=D 
T 

erhalten wir q(T) : iJ = q(T)• Daraus folgt 

c c q(T) für alle TE S', d. h. c c n q\T) = a. 
T 

Also muss a : iJ ca, folglich a : iJ = a sein. 

Zum Abschluss dieses Paragraphen werden wir noch einen Satz hinzufügen, 

welcher den Zusammenhang zwischen a : iJ und a, : il» und den zwischen der 

zu iJ gehörigen I. P. K. von a: iJ und q<a): iJ (=\= q<a>) erklärt. Zu diesem Zwecke 

schick.en wir folgenden Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz 1. Ist a(u und setzen wir anD,=a» '&nD,=v,, und ist 

so ist die Vereinigungsmenge {"·, a,: Uv, Ov+r: Ov+r, ···, 0>.: 0>., .. ,} gleich a: f, und ferner 

ist (a:'&)nD,=a,:o,ji'ir alle J.J (J.J2N). 

Es sei a ein Element von a : f,, so wird a '& ca. Ist a E D» J.J > N, so ist 

damit au, c Ov.20l d. h. a E a,: u,. Daraus folgt {a,: o,} ~ a: u. Es sei umgekehrt 

ß ein Element von { a, ; u,}, so ist ß E a>- : U>. für hinreichend. grosses >.. (>.. 2 J.J). 

· Daraus folgt ßa>- c O>.- Da aber a>-: U>. c a,\+ 1 : VA+r c ··· c Oµ: Uµ c ... , µ > >.. 

ist, wird ßf,,\+1 ca>-+r, ... , ßf,"caµ, ···, folglich ßf,ca. Damit ist {a,: u,}ca: f,, 

folglich {a,: '&,} = a: o. 
Danach ist :k;lar, dass a,: u, c (a: '&)nD„ ist. Umgekehrt ist 'Y ein Element 

von (a:u)nD, so ist 7'&Ca-, 'YEÜ,. Dann ist 7f,,ca„20> d.h. 7Ea,:u,. Also 

muss (a: '&)nD, = a,: '&, sein. 

Satz 12. Es sei q<a> bzw. q eine zu i) gehörige I. P. K. von a bzw. a : iJ und man 

setze anD, = a„ t:inD, = il» J.J2N, und sei .. ,ca,: tJ,Cav+I: iJv+Ic ... caA: il>- c ... , 

SO ist q = q(a): t:J(=\=q(a)). 

Ist a ein beliebiges Element von q<a> : iJ, so ist a E D„ J.J 2 N. Nun setzen 

wir a, = t:i~• a~, Ci!» a~) = D,, so ist 

20) Es sei a:{i ~Cl, a:EDv, so wird a:flv~Clv, wobei nnüv=Clv, flnDv=bv ist. Ist ß ein Element 
aus (a:fl)nDv, so ist ß von der Form ß=a:7, wobei 7E{i ist. Aus a:, ßEDv folgt 7=ß/a:ESfv, Da 
aber 7EÜ ist, erhalten wir 7EÜv, folglich 7E1inD,. Also ist ßEa:bv, folglich (a:b)nD,~a:r,,. 

Umgekehrt ist 6 ein Element aus a:bv, so ist 6Ea:{i. Da aber llEDv ist, erhalten wir llE(a:f,)nüv, 
folglich a:f,,~(a:b)nD,. Also muss (a:fl)nDv=a:bv sein. 
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Im gleicher Weise erhalten wir 

ev+ I -1 , ( , ) r, Ov+l : lJv+l = lJv+l Ch+1, lJv+l, Ov+l = ~>+l• 

Dabei ist a~ s;; lJv+l wegen 

a~ ;t lJ,. Hiermit erhalten wir lJ~rl C lJ~:+/- 1. Dann ist in gleicher Weise 

.,e,-1 C 11ev+1-l C .•. C 11eA-1 C ... 
+'ll = 1-''V+l = = 1-'A = , :\>v2N. 

Danach ist nach Hilfssatz l die Vereinigungsmenge {···, lJ~v-1, lJ~:+/-1, ···, 1:Jr"--\ 
···} gleich q(a) :lJ (=\=q(a)) und ist (q(aJ :l:))nD,=lJ~rl für alle v (v2N). 

Daraus folgt aE lJ:"- 1. Es sei t damit ein Element in a~, aber ausserhalb 

von lJ» so wird 

„ev-1 I 11 a t E 1-'V a, = av : 1-'>• 

Nach Voraussetzung und Hilfssatz 1 ist a,: lJv Ca: lJ, folglich erhalten wir 

a t E a : lJ, t $ lJ. 

Dann ist a E q, also q ::i q(a) : lJ. Da aber nach Satz 8 entweder q = q<a) : lJ oder 

q = q(a) ist, mUSS q'= q(a): lJ (=\=q(al) Sein. 

§ 4. Bedingungen für a : b = a 

In diesem Paragraphen wollen wir die Bedingungen dafür untersuchen, dass 

a: b = a, a C b ist. Zu diesem Zwecke werden wir zuerst die Frage beantworten. 

ob wir die Bedingung in ähnlicher Weise wie beim Satz 7 ausdrücken können 

oder nicht. 

Satz 13. Es sei a = 0 q\~J, i E ~. ein von Nullideal verschiedenes Ideal und es sei b 

( =\= D) ein Teiler von a, so erhalten wir a : b = a, wenn b = 02 21> und qt~! : +l(T) = qt~! für 

alle TE S' ist, wobei S' eine Teilmenge von 'J ist und lJ(7 J, TE 'J' sämtliche Primidealteiler 

von b sind. 

Aus b = 02 folgt b = lllJ(T), lJc7 J = lJfT), TE~'- Ist q\~! die zu lJc7 J gehörige 
T 

) (a) (a) 
21 . Vgl. ,,Nakano [5]", s. 328, Satz 6 und Zusatz. Wir erhalten nur dann q(T) :1:J(TJ=CJ(T). 

wenn 1:J(T) =1:JfT) ist. Also ist Ii=Ii2 wie in Satz 7 unnötig. 
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I. P. K. von a, so ist lJ(7 ) ein Primidealteiler von a: b. Denn, sonst gäbe es ein 

Element a in a: b, aber ausserhalb von lJ(,)• \Väre a ED.,, so würde, wegen 

abs;;;;as;;;;q)~/ 

sem. Setzen wir damit b., = (n lJ(7i) n D., = n (lJ(,) n OJ = j:JT„ o:, (lJT» :&:) = D.,, so 
T T 

würde 

sem. Aus ab~;;tlJn folgte e7 -,= 1 für alle v (v2N). Also hälten wir Q\~l=lJ(,)• 

Dann würde, wegen Voraussetzung q\~?: lJ(,) = qi;i, ,1)(7): lJ(,) = j:J(,)• Das ist aber 

unmöglich. Deshalb muss j:J(,) ein Primidealteiler von Cl: b sein. 

Sind ,l)(K), K E ~", wobei ~" = ~ - ~' ist, die Primidealteiler von Cl, aber nicht 

vo·n b, so ist jedes lJ(<) ein Primidealteiler von Cl : b. Denn sonst gäbe es ein 

Element ß in Cl : b, aber ausserhalb von lJ(,)· Dann hätten wir 

entgegen der Definition des Primideals. Also muss lJ(,) em Primidealteiler 

von Cl: b sein. Danach hat Cl zuerst keinen Primidealteiler ausser dem von 

a: b. 

Nun bezeichnen wir die zu lJ(,) gehörige I. P. K. von Cl: j:J(,) mit Qr,i, so ist 

nach Satz 8 q(,J = q)~t : lJ(,) oder q\;?. Da aber nach Voraussetzung Qi~l : lJ(7) = Q\~i 

ist, erhalten wir Qr,i = Qi~J für alle TE~'. Ist q(,) dann die zu lJ(T) gehörige 

I. P. K. von a : b, so ist, wegen Cl : lJ(T) C Cl : b und Satz 3, 

für alle TE J'. (1) 

Es sei 'Y umgekehrt ein Element aus q(,), so ex~stiert ein Element s, derart, dass 

,YsEct:b, sEl:lJ(T), 'Y,sED„ ist. 

Setzen wir wie obig 

so wird 'Ysj:J,.,b~ClJ;t, sb~;;tlJ,.,. Daraus folgt 'YlJ,-,Cj:J~:• für alle J.J (v2N). 

Danach erhalten wir 

also wird 

(2) 
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Aus (1) und (2) ergibt sich zweitens 

q\~; = q(,J für alle TE Z5 1• (3) 

D . . 11 =:) 11 --i--, -r. E "'" b . "'" - "' "'' . d . (al b nttens sei 1-'(<J = a, 1-'(<J * v, ,c ._s , wo ei ._s - '-5 - ._s ist un sei q (<) zw. 

q(<) die zu lJc,J gehörige I. P. K. von a bzw. a: b, so ist offenbar q\~l s:;::;: q(,J• 

Umgekehrt, ist o ein Element aus q(,)· so existiert ein Element t, derart, dass 

ot E a : b, t Etc lJ(,J ist. Aus ot b ca c q\~/ und t Etc lJ(,.J, b ;t lJc,J folgt o E q\~/. Also 

erhalten wir q):? =:) q(<), d. h. 

q\~J = q(,J · für alle ,c E ~". (4) 

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben a : b und b die ganz 

dieselben Primidealteiler und jeder der beiden gleiche I. P. K. haben, also muss 

a: b = a sein. 

In diesem Satz 13 ist die Bedingung b = b2 und q\~j : lJ(,J = q\~) für alle 

TE~' eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung dafür, dass a: b = a 

ist. Dann erhebt sich die Frage: Welche Bedingung ist nowendig? Um auf 

dieses Problem zu antworten, wollen wir vor allem zwei einfache Fälle in Be­

tracht ziehen. 

Satz 14. .Es seien q und q' zwei zu demselben lJ gehörige Primärideale und es sei 

q:q'=q, q(q', so ist q'=lJ (=lJ2). 

Zum Beweise nehmen wir an, dass q' nicht idempotent ist. Dann können 

wir n so gross wählen, dass (q'Y C q wird. 22> Daraus ergibt sich q: (q't = D. Da 

aber q: q' = q ist, gilt q: q' = (q: q'): q' = q: (q') 2 und ebenso q: q' = q: (q')3, usw. 

Dann erhalten wir 

q = q: q' = q: (q')2 = q : (q')3 = ... = q: (q')" = D. 

Das ist unmöglich. Also wird q' = (q')2, folglich q' = lJ ( = lJ2). 

Satz 15. Es sei b. ein Teiler von a und es sei lJ ein beliebiger Primidealteiler z·on b 

und es sei q(a) bzw. q(b) die zu lJ gehörige I. P. K. von a bzw. b und es sei a = q(a) n 

(0 q\~i), TE 0 die Darstellung von a durch seine sämtlichen I. P. K., wobei q\~i zu .\)(T) gehört. 

Wrnn a: b = a ist, erhallen wir q(b) = lJ ( = j:) 2) oder lJ) nlJ(,.)•2 r.J 
7 

Aus a: b =:)a: q(bJ =:)a und a: lJ = a folgt 

22) ,,Nakano [8]", s. 282, Hilfssatz 8. 

23) Dieser Satz ist eine Erweiterung von Satz 10. 
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Setzen wir damit nq\~; = a', so wird 
T 

q(a) f"\0 1 = (q(a): q(b))/\01 (5) 

Wenn q<a): q(b) = q(a) ist, dann ist klar, dass die Gleichung (5) gilt. Aus q(a): q(b) 

= q<al ergibt sich sofort nach Satz 14 q(bl = p ( = 1)2). 

Jetzt nehmen wir an, dass q<a) : q(b) =\= q<a) ist. Dann wird q(aJ : (q(a) : q(bl) =\= D 

und gilt 

also ist 

(6) 

Andererseits ist nach Definition des Idealquotienten 

Danach hat q(al : (q(a) : q(bl) keinen Primidealteiler ausser Primidealteiler 1J von 

q(bl_ Wegen Teilerlosigkeit von p, erhalten wir damit 

(7) 

Aus (6) and (7) ergibt sich 

a' = n Qi~i C 1J. 
T 

Dann muss nach Satz 2 n +l(TJ C p sein. 
T 

Satz 16. Es sei J:i ein Teiler von a und sei a : o = a und sei J:i =\= J:i2, so existieren 

mindestens endlich viele nicht-idempotente zu +l(t) gehörige I. P. K. q)~l, (t = 1, 2, ... , n) i'on 

J:i. Es sei q!:/ eine zu ,1:J(,) gehörige I. P. K. von a und stellen wir a in der Form von 

a=a'na" dar, wobei a'=nq\~;,a"=nq\~l, TE~ ist und q)~?, t=l,2, ... ,n, q\~l. 
t=l T 

TE ~ die sämtlichen I. P. K. von a sind, dann ist a' ) a". 

Aus o =\= J:i2 folgt nach Satz 5 die Existenz von mindestens endlich vielen 

nicht-idempotenten zu +1(•> gehörigen I. P. K. qm (t = 1. 2, ... , n) von o. Dann 

ist a ~ a: rlq/g ca: J:i = a, daraus folgt 
t=l 

a = a : n ql~l = a : 11 q(~l, 
t=l t=l 

(8) 

Wir erhalten damit m genau derselben Weise wie beim Beweise von Satz 14 
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a = a : II q)tl = a : (II q)~l)2 = 
t=l t=l 

- Q • (fln Q(b))m -
- • (t) -

t=] 

Andererseits können wir, wegen q)~! =;= (ql~l) 2, m, so gross auswählen, dass 

(q(~lr C qi;J für alle t, (t = 1, 2, ... , n) 

ist. Setzen wir damit max (m1, m2, ..• , mn) = m, so wird, 

di q)~])"' C llq)~? = a', 
t=l t=l 

also wird 

a': (II q)~lr = D. 
t- l 

Aus (9) und (10) folgt 

a = (a' na"): (// q[~l)'" = (a': (II q\~l)"') n ((n q\~;): (ll Q/~l)'") 
t=l t=l 7 t=I 

- "(q{n) . (In/ q(b))m) - "q<a) - a" 
- 1 \ (7) • (t) - 1 \ (7) - • 

t=l T 

Wegen a = a' na" = a" erhalten wir sofort a') a". 

(9) 

(10) 

Satz 1 7. Es sei v ) a und a ; v = a, so ist entweder o = li2 oder a' ) a", wobei a' 
und a" wie beim Satz 16 definiert werden. 

Ist V ein beliebiger Primidealteiler von o und ist q<a) bzw. q<b) die zu p 

gehörige I. P. K. von a bzw. o, so erhalten wir m gleicher Weise wie beim 

Beweise von Satz 15 a = a : li ~ a : q<bl =i a, d. h. a ; qCb) = a, Danach können 

q<al : q<b) = q(al entstehen. Daraus folgt nach Satz 14 q<b) = lJ ( = p2). Wenn sämt­

liche I. P. K. von o idempotente Primideale sind, erhalten wir nach Satz 5 

V = b2• Wenn li =;= li2 ist, so wird nach Satz 16 a') a", w. z. b. w. 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. S. Mori spreche ich für seine vielfachen 

Anregungen zu dieser Arbeit meinem besten Dank aus. 
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