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Introduction

Soit Rn Γespace euclidien a n dimensions (H,^>1). On rappelle qu'un no-
yau de convolution sur Rn est une mesure de Radon positive dans Rn.

Soit (Γ, )7=i un systeme de laplaciens generalises et symetriques dans Rn;
supposons que, quel que soit 0<i<^77i, il existe un noyau de convolution N{ sur
Rn tel que T{*Ni= — ε, oύ la signe * represente la convolution au sens des dis-
tributions dans Rn et ε est la mesure de Dirac a Γorigine 0. Si la convolution
jV^iVi*^*- *jVw a un sens, on pourra considerer le balayage de type nouveau
relatif au systeme (iVf)7=i (ou au noyau iV), qui est analogue au cas du noyau
d'ordre a (a>2) (cf. [4]). Pour un ouvert Ω de Rn et pour un point x de Rn,
(εx

i

>

)

CΩ)™=1 designe la systeme des mesures balayees de εx sur CΩ relativement
au systeme (iVt )T=i3 oύ εx est la measure de Dirac au point x.

On dit que la distribution T= Γi* Γ2* •* Tm est resolutive pour le balayage
si, quel que soit Ω un ouvert borne de Rn et quel que soit (/<)?= 1 un systeme
de f onctions boreliennes et bornees sur CΩ,

!, Ω) =

au sens des distributions dans Ω, oύ

Cette note sera consacree a Γetude de la resolutivite de T pour le bal-
ayage. Notre resultat principal est le suivant:

Pour que T soit resolutive pour le balayage, il faut et il suffit que, quel
que soit 2<,ί<^m, T{ soit de la forme

n n ft2
T = Y1 V π{i) —r*

oύ a\>l=aψ] et C ^O sont constantes.

1. Le balayage

Commenςons d'abord avec la definition d'un laplacien generalise sur Rn,
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d'apres C. S. Herz [2].
Une distribution T dans Rn est, par definition, un laplacien generalise

sur Rn si, quelle que soit φ e Q , Tί»<;0 des que <p(0) = max {φ(χ); x e Rn},
oύ CJ designe Γespace de fonctions infiniment derivables dans Rn, a valeurs
reelles et a support compact. II est symetrique si, quelle que soit φ e C%,
T(φ)= T(φ\ oύ φ(x) = φ(-x).

En combinant quelques resultats de [IT] et de [2Γ\, on peut dire qu'un
noyau de Dirichlet TV sur Rn est un noyau de convolution sur Rn tel qu'il ex-
iste un laplacien generalise et symetrique T sur Rn qui verifie Γequation
T*TV= — ε. T est alors uniquement determine, et, reciproquement, pour un
laplacien generalise et symetrique T sur Rn, il existe tout au plus un noyau
de Dirichlet TV sur Rn qui verifie Γequation Γ*TV= — ε. On dit done que T est
le laplacien generalise associe au noyau TV.

D'apres Q5], on connait la proposition suivante:

PROPOSITION 1.1. Soit TV un noyau de Dirichlet sur Rn. Alors, pour une
mesure de Radon positive μ dans Rn et a masse totale finie, et pour un ouvert
ω de Rn, il existe une mesure de Radon positive μ'ω dans Rn, portee par ώ, et
une seule telle que Von ait:

(a) N*JU~^>N*JUL au sens des mesures dans Rn.
(b) N*/i = N*juL au sens des mesures dans ω.
(c) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans Rn et portee par

a), TV*/̂ <̂ TV*v au sens des mesures dans Rn des que TV*v̂ TV*/̂  au sens des
mesures dans ω.

On dit que μ'ω est la mesure balayee de μ sur ω relativement au noyau TV.
Pour une mesure de Radon reelle μ dans Rn et avec \μ\(Rn)< + c&, μL = (μ+)L
— (μ~)'ω s'appelle aussi la mesure balayee de μ sur ω relativement au noyau TV.

Etant donne un noyau de Dirichlet TV sur Rn, il existe Γespace de

Dirichlet special D sur Rn dont le noyau est egal a TV (cf. [1]). Sa norme

est designee par || ||. Soit μ une mesure de Radon positive dans Rn et a

masse totale finie. Alors, pour un ferme F de Rn et pour une suite decroiss-

ante (ωm)Z=i d'ouverts de Rn avec f\ωm = F, la suite (μLm) converge vaguement
m=l

vers une mesure de Radon positive μ!

F dans Rn. En effet, quelle que soit / de
CJ et quels que soient m^p,

oύ C~K est la totalite des fonctions numeriques, continues, non-negatives dans

Rn et a support compact. N*μf

ωm*f e D resulte de Γinegalite \ dμLm<=\dμ< + oo.

La suite (TV*/^w*/) converge fortement dans D avec 77i->oo5 et (μLm) est va-

guement bornee. Done il existe une mesure de Radon positive μ'F dans Rn,

portee par F telle que, quelle que soit / de C#, la suite (N*μLm */) converge

fortement vers N*μf

F*f dans D avec m-^oa. Done (μLm) converge vaguement

vers μF avec m^>°°.
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La mesure μF ne depend pas de la suite (ωm) d'ouverts de Rn avec

Γ\ωm = F, car, quel que soit ω un ouvert de Rn avec ω^)F, N*μF<,N*jϋt'ω au
m=l

sens des mesures dans Rn et TV satisfait au principe d'unicite (1).
La mesure μr

F ainsi obtenue s'appelle la mesure balayee de μ sur F re-
lativement au noyau N.

PROPOSITION 1.2. ( 2 ) Soίent N un noyau de Dirichlet sur Rn et Ω un
ouvert de de Rn; notons Z'XSCΩ la mesure balayee de ex sur CΩ relativement au
noyau N. Alors, pour une fonction f borelienne et bornee sur CΩ, la fonction

est borelienne et bornee dans Rn.
Pour montrer cette proposition, on prepare d'abord le lemme suivant:

LEMME 1.3. Soίent N un noyau de Dirichlet sur Rn et ω un ouvert de Rn.
Alors, pour une fonction φ finie, continue, non-negative dans Rn et telle que
N*φ soit bornee, la fonction

est semi-continue inferieurement dans Rn.

En effet, soit (#*)Γ=i une suite de Rn et qui converge vers un point x0 de

Rn avec &->°o. Alors la suite (eXk>ω)k=i e s t vaguement bornee, c a r W ε ^ ^ ^ l .

Soit μ1 un point vaguement adherent de (eXk>ω); alors μ' est portee par ώ et on

a, au sens des mesures, N*εX(>N*μr dans Rn et N*eXQ = N*μ' dans ω. D'apres

la definition de la mesure balayee, on a N*μf^>:N*εXQ>ω dans Rn, et par suite,

d'oύ h est semi-continue inferieurement dans Rn.

REMARQUE 1.4. Dans le lemme precedent, Γapplication (Cω)1 2 x-+εx>ω

n'est pas toujours vaguement continue, oύ {CωJ est Γinterieur de Cω,

DEMONSTRATION de la proposition 1.2. Si f=N*φ, oύ φ est une fonction

( 1 ) Cela signifie que, q u e u e s q u e soient μ et v mesures de R a d o n positives d a n s Rn et a masse t o t a l e

finie, μ = v des q u e N*μ = N*v.
( 2 ) Cette proposition a lieu pour un groupe abelien localement compact et denombrable a Γinfini en

remplacement de Rn.
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qui verifie la condition du lemme 1.3, hf est alors borelienne et bornee dans
oo

R", car pour une suite decroissante (ωm) d'ouverts de Rn avec f\ ωm = CΩ, la
m=l

fonction

est semi-continue inferieurement dans Rn, et done, hf = \im hf] est borelienne

et bornee dans Rn. L'ensemble {N*(φι — φ2)£CK', ψi verifie la condition du
lemme 1.3 (7 = 1, 2)} etant dense dans Cκ (cf. la proposition 1.1), on obtient
que si / e Cκ, hf est aussi borelienne et bornee dans Rn. D'apres la methode
usuelle, notre proposition a lieu.

PROPOSITION 1.5. Soient N un noyau de Dirichlet sur Rn et F un ferme
de Rn. Alors, pour une mesure de Radon positive β dans Rn et a masse totale
finie, βf

F est de la forme

ou φ 6 Cκ.
DEMONSTRATION. D'apres la definition du balayage sur un ferme, il suffit

de voir que, pour un ouvert ω de Rn,

D'apres la proposition 1.2, pour une fonction φ de CJ, Γintegralel \φ(z)dεy>ω(z)

dju(γ) a un sens. Considerons la fonctionnelle

K

alors elle est evidemment positive et lineaire, et done, cela est une mesure de
Radon positive dans Rn et s'ecrit β'L On a

et par suite, au sens des mesures, N^β^N^β'L dans Rn et N*β = N*βl dans to.
La mesure εy)ω etant la limite vague de (ε^,ωm), oύ (ωm) est une suite d'ouverts

oo

de Rn telle que ώmCcύ et \J ωm = ω (cf. [Ί>]), on a
m=l

car (7V*ε̂ )ύ)wι) est croissante. II est evident que N^βL^N^β'L^ d'oύ
N*μί. D'apres la definition de β'm on a βL=βfL
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PROPOSITION 1.6. Solent N et F les memes que ci-dessus; alors, pour une
fonction φ de C#-, on a

de'x,F(y)

oil <pp est la mesure balayee de φdx sur F relativement au noyau N.

DEMONSTRATION. II est bien connu que N*φ'F est absolument continue
par rapport a dx (cf. [1]). Sa densite s'ecrit aussi N*φ'F. On a, quelle
que soit ψ de C£,

(cf. [1] et la proposition precedente). La fonction φ etant quelconque, on
arrive a notre proposition.

D'apres le lemme 1.3 et la proposition 1.6, la densite de N*φr

F peut etre
consideree comme une fonction borelinne.

Soit (iV/)7=i un systeme des noyaux de Dirichlet sur Rn; supposons tou-
jours que la convolution N=Ni*N2*---*Nm a un sens. Alors la transforma-
tion de Fourier de N est definie et elle est une fonction localement sommable
dans Rn. Done N s'annule a Γinfini ( 3 ).

Definissons le balayage relatif au systeme (JVi)7=i Soient ( A )7=I u n

systeme des mesures de Radon positives dans Rn et a masse totale finie, et ω
un ouvert de Rn tel que Cω soit compact. Alors μ^l designe la mesure
balayee de μλ sur ω relativement au noyau JVi. On designe ensuite par ju%l
la mesure balayee de la measure (Nι*juι — N2*/iiLX) + #2 sur ω relativement au
noyau 7V2. On definit, par recurrence, μ{

k% de la maniere suivant:
juk*l est la mesure balayee de la mesure

sur ω relativement au noyau Nk. On obtient ainsi un systeme (/^L)7=
mesures de Radon positives dans Rn, qui s'appelle le systeme balaye de G«f )7=i
relativement au systeme (i^ )7=i Cette terminologie est resonable d'apres le
theoreme suivant:

THEOREME 1.7. Soient (iV/)7=i> ft), (A*)7=I
 e^ (A/ίl») ^ memes que ci-dessus;

alors μ\% est portee par ώ et on α, au sens des mesures,

m

Σ
m m

Σ Ni*Ni+1* *Nm*Mi^ Σ ΛΓf*iVί+i*..-*iVm*/ί;.ί;!B dans R\
l i l

ί = l

m m

Σ Ni*Ni+1* *Nm*βi = Σ Ni*Ni+ι* *Nm*ju{i% dans ω,
i = 1 i = 1

(3) Cela signifie que, quelle que soit φ de CK) N*φ(x)->Q avec x-



344 Masayuki Iτo

k k

Σ Ni*Ni+ι* *Nk*βi= Σ Ni^Ni+i^- ^Nk^βΫX dans ω,

ω dans ω.

Cela est evident d'apres la definition du systeme (/4!«) En particulier,
pour une mesure de Radon positive β dans Rn et a masse totale finie, le sys-
teme balaye de (μ9 0, , 0) sur ω relativement au systeme (iVi)7=i s'appelle
simplement celui de β sur ω relativement a (iVi)Γ=i> Qu^ s'ecrit (jul"). Pour
un ferme F de i?w dont le complement est borne, on peut definir immediate-
ment (μ^p) et (βψ) de la meme maniere que ci-dessus.

PROPOSITION 1.8. Soίent (N{)™=1 un systeme des noyaux de Dirichlet sur
Rn et F un ferme de Rn dont le complement est borne. Alors, pour un systeme
(/*)?= i des fonctions borelίennes et bornnees sur F, la fonction

h(χ; (/,)?-!>= Σ \fi(y)d^F{ y)
i = U

est borelienne et bornee dans Rn.

DEMONSTRATION. On a, quel que soit l^k^m,

oύ ε'ktyιF est la mesure balayee de ε, sur F relativement au noyau Nκ. Cela
resulte immediatement de la proposition 1.5. D'apres proposition 1.2 et par
recurrence, on a notre proposition.

REMARQUE 1.9. Soient (iVz )7=i et F les memes que ci-dessus. Pour une
mesure de Radon positive β dans Rn et a masse totale finie, βψ est de la
forme

En effet, on a, quelle que soit φ de C£,

et done, d'apres la proposition 1.5 et par recurrence, on peut voir facilement
notre remarque.

2. La resolutivite de 2\* Γ2* * Tm

Soit T un laplacien generalise et symetrique sur Rn. Pour une fonction
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φ de C#, le theoreme de Levy-Khinchine permet a T de s'ecrire

oύ c, L et σ sont respectivement une constante non-negative, un operateur
differentiel elliptique a coefficients constants et une mesure de Radon positive
dans Rn — {0}9 symetrique par rapport a 0 avec

i+kl

PROPOSITION 2.1. Soit (Γ, )7=i un systeme des laplaciens generalises et
symetriques sur Rn. Alors la convolution T— 7\* Γ2* •*Tm a un sens.

Cela resulte immediatement du theoreme de Levy-Khinchine.
Mentionnons encore la definition de la resolutivite pour le balayage. Soit

Ti un laplacien generalise associe au noyau de Dirichlet Ni sur Rn(ί = l, 2, ,
m), oύ m est un entier positif; supposons que la convolution Nχ*N2*- • *JVm a
un sens. Alors, pour un systeme (/*•)?= 1 des fonctions boreliennes et bornees
sur le complement d'un ouvert borne Ω de Rn, la fonction

m

est borelienne et bornee dans Rn, oύ (e{J>

)

CΩ)7=i est le systeme balaye de ε*
relativement au systeme (iVi)T=i Done la convolution

r*/*( , (/f)7=i, fl)

est definie au sens des distributions, oύ T= 7\*Γ2* *ΓW. On dit que T est
resolutive pour le balayage si, quel que soit Ω un ouvert borne de Rn e t quel
que soit (//)7=i un systeme des fonctions boreliennes et bornees sur CΩ, la
convolution precedente est egale a 0 dans Ω.

THEOREM 2.2. Soit Ti un laplacien generalise associe au noyau de Dirichlet
Ni sur Rn(i = l, 2, , m); supposons que Nι*N2* *Nm a un sens. Pour que
T= Tι*'-*Tm soit resolutive pour le balayage, il faut et il suffit que, quel que
soit 2<^<Jτ7i, Ti soit un operateur differentiel elliptique et auto-adjoint d'ordre
2 ά coefficients constants, ou Ti= — CiS.

DEMONSTRATION. On montre d'abord que la condition est suffisante. Soi-
ent Ω un ouvert borne de Rn et / une fonction borelienne et bornee sur CΩ:
on pose alors

r

\l — J., £ty , 771^.
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II suffit de montrer que lorsque / est une fonction de C£, T*h{/] = 0 au sens
des distributions dans Ω, car / est consideree d'etre definie partout dans Rn

et, pour une suite (φm) des fonctions non-negatives de CJ, portees par un
compact fixe et qui tend vers ε avec m-^oo, on a

lim[f*φM(y)de«>ca=\f(y)de«
7W->ooJ J

On a

«>ca.

k— 1

D'apres la proposition 1.6 et du fait que hψ est portee par un compact, on a,
quelle que soit φ de Cκ,

oύ (gi)i,cΩ est la mesure balayee de (-T^f)dx sur CΩ relativement au

noyau N{. Ayant\d|(g , )ί,cΛ| < + °°5 car \ | — Γ, */| dx< + °o5 et JVi* *iVi

s'annulant a Γinfini, la convolution Γ*(A î* *7Vz * ( ^ )ί' Ciβ) a un sens et on a

au sens des distributions dans Ω, car le support de Tk (2<^<ίm) est egal a
{0} et (gdi,cΩ est portee par CΩ. D'autre part, quel que soit k (l<^k<;ί — 1),

oύ

La fonction hi etant borelienne et bornee dans Rn a support compact, la fonc-
tion TVj,*- *iV, _i*Λz est aussi borelienne et bornee dans Rn. Par consequent,
si T*hf1] = 0 au sens des distributions dans Ω, on obtient, par recurrence, que
la condition est suffisante. On a, quelle que soit φ de Cκ,
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et par suite,

Γ*A>υ=0

au sens des distributions dans Ω, d'oύ la condition est suίϊisante.
Reciproquement, on suppose ensuite que T est resolutive pour le bal-

ayage. Soit Ω un ouvert borne de Rn. Pour que la condition soit necessaire,
il suffit de montrer que, quel que soit k^i^m et quelle que soit φ une fonc-
tion de CJ- et portee par CΩ,

T*Nι*N2* *Ni*φ = 0

au sens des distributions dans Ω. En effet, il en resulte que

au sens des distributions dans Ω et done, le support de Γί+i* *Γw est egal a
{0}, d'oύ le support de Tk = {0} (A = 2, . ,ι?ι). On connaϊt bien, d'apres le
theoreme de Levy-Khinchine, que si le support de Tk est {0}, Tk est un opera-
teur differentiel elliptique et auto-adjoint d'ordre 2 a coefficients constants,
ou Tk = -ckε.

Soit φ une fonction de C£ et portee par CΩ; posons f=Ni*φ. On a alors

T*h{/)=0

au sens des distributions dans Ω, oύ h{

f

l) est la meme que ci-dessus. Notons
aussi

II resulte de la meme maniere que

? ^-• *ΛΓ,_1*Af

ί - 1

= N1*N2*' *Ni*φ(x)-
ί - 1

Σ

et done,

Γ*iV"i*JV2* *Ni*φ = 0

au sens des distributions dans Ω. La demonstration est ainsi complete.
Considerons finalement le noyau ra~n d'ordre a(2<a<n), oύ r=\x\

Alors on a
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oύ pf. signifie la partie finie d'integrale et Ca est une constante positive.
On a deja discute le balayage relatif a ra~n et on connaίt que pf. r~

a~n est
resolutive (cf. [ΛJ). D'apres notre theoreme, quand on ecrit

oύ Caι...am est une constante positive, 0<α^<Ξ2 (ΐ = l, 2,.•-, m) et Σ a{=a, la

distribution pf. r~a~w est reslutive pour le balayage relatif au systeme

(rα*~w)7=i si et seulement si, quel que soit 2<^<^7τι, α f = 2. On peut voir aussi

le resultat analogue concernant les potentiels besseliens.
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