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Introduction

Soit R” I'espace euclidien a n dimensions (n=1). On rappelle qu’un no-
yau de convolution sur R” est une mesure de Radon positive dans R”.

Soit (T;)7-, un systéme de laplaciens généralisés et symétriques dans R”;
supposons que, quel que soit 0<i<m, il existe un noyau de convolution N; sur
R" tel que T;N;= —¢, ou la signe * représente la convolution au sens des dis-
tributions dans R” et ¢ est la mesure de Dirac a l’origine 0. Si la convolution
N=N*N,*---xN,, a un sens, on pourra considérer le balayage de type nouveau
relatif au systéme (IV;)7-; (ou au noyau N), qui est analogue au cas du noyau
d’ordre a (@>2) (cf. [4]). Pour un ouvert £ de R” et pour un point x de R”,
(el 0)7-1 désigne la systéme des mesures balayées de ¢, sur C2 relativement
au systéme (V;)7_;, ol ¢, est la measure de Dirac au point x.

On dit que la distribution 7= Ty Tyx---* T, est résolutive pour le balayage
si, quel que soit £ un ouvert borné de R” et quel que soit (f;)7-; un systéme
de fonctions boréliennes et bornées sur C£,

Txh(- 5 (f)for, 2)=0

au sens des distributions dans £2, ou

Wws (T D= 5 f)deleal )

Cette note sera consacrée a ’étude de la résolutivité de T pour le bal-
ayage. Notre résultat principal est le suivant:

Pour que T soit résolutive pour le balayage, il faut et il suffit que, quel
que soit 2<i<{m, T; soit de la forme

” 7 h 02
T,': Z_: kz:l aj’k —C;&,

i=1 0x;0x,

ou aff} =a;?) et c;=0 sont constantes.

1. Le balayage

Commencons d’abord avec la définition d’un laplacien généralisé sur R”

b
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d’aprés C. S. Herz [ 27].

Une distribution 7' dans R” est, par définition, un laplacien généralisé
sur R” si, quelle que soit ¢ € C%, T(p)=<0 dés que ¢(0)= max {¢(x); x € R"},
ou C% désigne 'espace de fonctions infiniment dérivables dans R”, & valeurs
réelles et & support compact. Il est symétrique si, quelle que soit ¢ € C3,
T(p)=T($), ou ¢(x)=g(—x).

En combinant quelques résultats de [1] et de [2], on peut dire qu’un
noyau de Dirichlet N sur R” est un noyau de convolution sur R” tel qu’il ex-
iste un laplacien généralisé et symétrique 7 sur R” qui vérifie ’équation
TxN= —e. T est alors uniquement déterminé, et, réciproquement, pour un
laplacien généralisé et symétrique 7T sur R”, il existe tout au plus un noyau
de Dirichlet N sur R” qui vérifie ’équation T+ N= —e. On dit donc que 7T est
le laplacien généralisé associé au noyau M.

D’aprés [ 5], on connait la proposition suivante:

Prorosition 1.1. Soit N un noyau de Dirichlet sur R". Alors, pour une
mesure de Radon positive 1 dans R” et ¢ masse totale finte, et pour un ouvert
o de R", il existe une mesure de Radon positive u, dans R”, portée par @, et
une seule telle que U'on ait:

(a) Nxpu=Nxp, au sens des mesures dans R”.

(b) Nxpu=Nxupu, au sens des mesures dans o.

(€) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans R" et portée par
@, Nxu,<Nxy au sens des mesures dans R" dés que N+xy=Nxu au sens des
mesures dans o.

On dit que #. est la mesure balayée de # sur o relativement au noyau V.
Pour une mesure de Radon réelle x dans R” et avec |u|(R")< + oo, ul=(u*),
—(u7), s’appelle aussi la mesure balayée de x# sur o relativement au noyau N.

Etant donné un noyau de Dirichlet N sur R”, il existe ’espace de
Dirichlet spécial D sur R” dont le noyau est égal a N (cf. [1]). Sa norme
est désignée par || -||. Soit x# une mesure de Raden positive dans R” et &
masse totale finie. Alors, pour un fermé F de R” et pour une suite décroiss-

ante (w,,);-1 d’ouverts de R” avec [\ w,="F, la suite (x,,) converge vaguement
m=1

vers une mesure de Radon positive # dans R”. En effet, quelle que soit f de

Ci et quels que soient m= p,

(| Vo, % f — Nox pra 5 NP < | Vo 5 f 112 — [Nk s % 1,

ol C} est la totalité des fonctions numériques, continues, non-négatives dans
R” et & support compact. Nku,, *f € D résulte de I'inégalité Sdﬂgmggdu< -+ oo,
La suite (IV+u. *f) converge fortement dans D avec m—oo, et (u; ) est va-
guement bornée. Donc il existe une mesure de Radon positive x# dans R”,
portée par F telle que, quelle que soit f de Cg, la suite (Vxu; *f) converge
fortement vers Nxup+f dans D avec m—co. Done (x._ ) converge vaguement
Vers /iy avec m—»>oo.
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La mesure x5 ne dépend pas de la suite (w,) d’ouverts de R” avec
N o,=F, car, quel que soit w un ouvert de R” avec wDF, Nxup<Nxu, au
m=1

sens des mesures dans R” et N satisfait au principe d’unicité .
La mesure yx; ainsi obtenue s’appelle la mesure balayée de 4 sur F re-
lativement au noyau N.

Proposition 1.2. @ Soient N un noyau de Dirichlet sur R" et 2 un
ouvert de de R™; motons . co lo mesure balayée de ¢, sur CQ relativement au
noyau N. Alors, pour une fonction f borélienne et bornée sur C2, la fonction

b= (D det,ca ()

est borélienne et bornée dans R".
Pour montrer cette proposition, on prépare d’abord le lemme suivant:

Lemme 1.3.  Soient N un noyau de Dirichlet sur R” et v un ouvert de R”.
Alors, pour une fonction ¢ finie, continue, non-négative dans R” et telle que
Nxg soit bornée, la fonction

)= | Nrp(y)det o )

est semi-continue inférieurement dans R”.
En effet, soit (x;)5-; une suite de R” et qui converge vers un point x, de

4

R" avec k—oo. Alors la suite (e;, .)7-; est vaguement bornée, cargdexk,mgl.

Soit ' un point vaguement adhérent de (e, .); alors x’ est portée par @ et on
a, au sens des mesures, N«e, = N+x' dans R” et Nxe, = Nxu' dans w. D’apres
la définition de la mesure balayée, on a Nxu'=>Nxe. . dans R”, et par suite,

%g,@

%{i},}SN*@( Pdel, y)=}i)rfgw(y>d(N*e;,,.m)(y>

=[onavier, )= Feo)del, (),
d’ol h est semi-continue inférieurement dans R”.

RemMarQUE 1.4. Dans le lemme précédent, lapplication (Co)’ 3 x—e],
n’est pas toujours vaguement continue, ou (Cw)’ est intérieur de Co.

DimonsTrRATION de la proposition 1.2. Si f=Nx¢, ol ¢ est une fonction

(1) Cela signifie que, quelles que soient y et v mesures de Radon positives dans R™ et 4 masse totale
finie, p=v dés que Nkpy=Nx*v. :

@  Cette proposition a lieu pour un groupe abélien localement compact et dénombrable 2 l'infini en
remplacement de R™.
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qui vérifie la condition du lemme 1.3, A; est alors borélienne et bornée dans
R”, car pour une suite décroissante (v,) d’ouverts de R” avec N\ w,=C2, la
m=1

fonetion
B = | f()dete, ()

est semi-continue inférieurement dans R”, et donc, hy=1lim A{™ est borélienne

et bornée dans R”. L’ensemble {Nx(¢,—¢,) € Ck; ¢; 7\nrz:;'iﬁe la condition du
lemme 1.3 (i=1, 2)} étant dense dans Cx (cf. la proposition 1.1), on obtient
que si f € Ck, hy est aussi borélienne et bornée dans R”. D’aprés la méthode
usuelle, notre proposition a lieu.

ProrosiTioN 1.5. Soient N un noyau de Dirichlet sur R” et F un fermé
de R". Alors, pour une mesure de Radon positive u dans R" et a masse totale
finie, ugp est de la forme

fodus=((odes.sranc),
o ¢ € Cg.

DimonsTRATION. D’aprés la définition du balayage sur un fermé, il suffit
de voir que, pour un ouvert v de R”,

fodui=({odes rdum .

D’apres la proposition 1.2, pour une fonction ¢ de C%, ’intégralegg(p(z)da§,m(z)
du(y) a un sens. Considérons la fonctionnelle

Cx > o= ([0 des u(2)dnty);

alors elle est évidemment positive et linéaire, et donc, cela est une mesure de
Radon positive dans R” et s’écrit #,. On a

Nxpl= SN*SLQ,d/A( )

et par suite, au sens des mesures, Nxu—>Nx*u!, dans R” et Nxu= Nxu’, dans .
La mesure ¢;,, étant la limite vague de (e;,,, ), ol (v.) est une suite d’ouverts

de R” telle que @, Cw et \7 wn=0wo (cf.[56]),0on a
m=1

Nxy" = limSN*ej.,,,,md,a(y),

car (IVxej,, ) est croissante. Il est évident que Nxu,=Nxul , d’ou Nkui=
N+l D’apres la définition de ., on a u,=ul.
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Prorosition 1.6. Soient N et F les mémes que ci-dessus; alors, pour une
fonction ¢ de C%, on a

Negp=({Neo(y)det.(5) ),

ow ¢ est la mesure balayée de pdx sur F relativement au noyau N.

DiEmonsTrATION. Il est bien connu que Nx¢; est absolument continue
par rapport & dx (cf. [17]). Sa densité s’écrit aussi N+¢;. On a, quelle
que soit ¢ de Cg,

[Nor(opdz = Nep()dgrn) = ([ Vo et s (o)

(cf. [1] et la proposition précédente). La fonction ¢ étant quelconque, on
arrive a notre proposition.

D’apreés le lemme 1.3 et la proposition 1.6, la densité de Nx¢j peut étre
considérée comme une fonetion borélinne.

Soit (IV;)7-, un systéme des noyaux de Dirichlet sur R”; supposons tou-
jours que la convolution N=N;xN,x---*N,, a un sens. Alors la transforma-
tion de Fourier de IV est définie et elle est une fonction localement sommable
dans R”. Donc N s’annule a P'infini ®.

Définissons le balayage relatif au systéme (IV;)7-,. Soient (x;)7-, un
systéme des mesures de Radon positives dans R” et & masse totale finie, et o
un ouvert de R” tel que Cw soit compact. Alors x{!), désigne la mesure
balayée de x4, sur o relativement au noyau N;. On désigne ensuite par x%,
la mesure balayée de la measure (INVyxu; — Nokxuil))+ 4, sur o relativement au
noyau N.. On définit, par récurrence, «{*, de la maniére suivant:

#%, est la mesure balayée de la mesure

k-1 k=1 .

ZlM*M+1*"'*Nk_1*ﬂj— ZIM*MH*“'*N/;A*A!;J,L—Fﬂk

i= j= )
sur o relativement au noyau N,. On obtient ainsi un systéme (x!),)7_,; des
mesures de Radon positives dans R”, qui s’appelle le systéme balayé de (x;)7-,
relativement au systéme (NV,)7.;. Cette terminologie est résonable d’apres le
théoréme suivant:

TutoreME 1.7. Soient (N;)7-1, 0, (#:)7-1 et (u$i),) les mémes que ci-dessus;
alors p), est portée par o et on a, au sens des mesures,

1

m m .
NixNi g% s« Nk pt; == 27 Nk Ny 1%« Nk pdt), dans R”,
=1 i=1

m m ,
2 NxNi ok sk Npkpt;= 25 Nk Ny %o *Npxpll,  dans o,
i=1 i=1

@) Cela signifie que, quelle que soit ¢ de Cx, Nxp(x)—0 avec x—o0,
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k k ;
NpeNg %« Npkpt; = D3 NN %« Npkplt), dans o,
i=1 i1

1

Nyxpur=Nyxuil), dans o.

Cela est évident d’aprés la définition du systéme (z!)). En particulier,
pour une mesure de Radon positive # dans R” et 4 masse totale finie, le sys-
téme balayé de (u, 0,..-, 0) sur o relativement au systéme (NV;)7-, s’appelle
simplement celui de g sur o relativement & (V;)7-;, qui s’écrit («{’). Pour
un fermé F de R” dont le complément est borné, on peut définir immédiate-
ment (%) et (#%’) de la méme maniére que ci-dessus.

ProrosiTion 1.8. Sotent (N;)?-, un systeme des noyaux de Dirichlet sur
R” et F un fermé de R" dont le complément est borné. Alors, pour un systéme
(f)7=, des fonctions boréliennes et bornnées sur F, la fonction

Wws (F1-0= 5 (i )dein( )

est borélienne et bornée dans R”.

DémonsTrRATION. On a, quel que soit 1<k<m,
k—1

(Frdeitp=({ fu(e)del ()W Nt 4Ny — T Now N el )
i=1

ou ¢; , r est la mesure balayée de e, sur F relativement au noyau Ng. Cela
résulte immédiatement de la proposition 1.5. D’aprés proposition 1.2 et par
récurrence, on a notre proposition.

RemarQuE 1.9. Soient (V;)7-; et F les mémes que ci-dessus. Pour une
mesure de Radon positive x4 dans R" et & masse totale finie, x{’ est de la
forme

(oanmd= (o desprancy.
En effet, on a, quelle que soit ¢ de C%,
i i-1 .
[oausr= ((otrdet,p. (@) dWisior - Nic e T Ny N ar X ),
£

et donc, d’aprés la proposition 1.5 et par récurrence, on peut voir facilement
notre remarque.

2. La résolutivité de T ;% Tox---* T,

Soit T un laplacien généralisé et symétrique sur R”. Pour une fonction
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¢ de C%, le théoréeme de Levy-Khinchine permet & T de s’écrire
T(p)=—c|pdz+ L(p)+ |(p(x)— p(0)do (),
ol ¢, L et ¢ sont respectivement une constante non-négative, un opérateur

différentiel elliptique & coefficients constants et une mesure de Radon positive
dans R”— {0}, symétrique par rapport a 0 avec

|| .
gT—T—IxIZ do(x) <+ ee.

Prorosition 2.1.  Soit (T;)7-; un systéme des laplaciens généralisés et
symétriques sur R”. Alors la convolution T= Tix Tyx---* T, a un sens.

Cela résulte immédiatement du théoréme de Levy-Khinchine.

Mentionnons encore la définition de la résolutivité pour le balayage. Soit
T; un laplacien généralisé associé au noyau de Dirichlet N; sur R"(i=1, 2,...,
m), ou m est un entier positif; supposons que la convolution N;*Ny*---*xN, a
un sens. Alors, pour un systéme ( f;)7-, des fonctions boréliennes et bornées
sur le complément d’un ouvert borné £ de R”, la fonction

B (Ffn 9= 5 fdeleay

est borélienne et bornée dans R”, ou (e{Lo)7; est le systéme balayé de e,
relativement au systéme (V;)7-,. Done la convolution

Txh(- , (f)7-1, 2)

est définie au sens des distributions, ot 7= Ty* Tox---xT,. On dit que T est
résolutive pour le balayage si, quel que soit £ un ouvert borné de R” et quel
que soit (f;)7-; un systéme des fonctions boréliennes et bornées sur C£2, la
convolution précédente est égale a 0 dans 2.

TutoriMm 2.2. Soit T; un laplacien généralisé associé au noyau de Dirichlet
N; sur R"(i=1, 2,..., m); supposons que N*Ny*---xN,, a un sens. Pour que
T=Tx---xT, soit résolutive pour le balayage, il faut et il suffit que, quel que
soit 2<i<m, T; soit un opérateur différentiel elliptique et auto-adjoint d’ordre
2 a coefficients constants, ou T;= — c;z.

DfmonsTrATION. On montre d’abord que la condition est suffisante. Soi-
ent 2 un ouvert borné de R” et f une fonction borélienne et bornée sur CQ:
on pose alors

B )= f(Ddeloaly) (=1, 2,0, m).
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11 suffit de montrer que lorsque f est une fonction de C%, T*h{’'=0 au sens
des distributions dans £, car f est considérée d’étre définie partout dans R”

et, pour une suite (¢,) des fonctions non-négatives de C%, portées par un
compact fixé et qui tend vers ¢ aveec m—co, on a

tim( frgn(detioa = /(D detita.
On a
h}“(x)zgSNz*(— Ti*f)(z)de§,y,cg(z)d(N1*"'*Ni_1*8x—;gNk*“‘*MA*syf)ca) (».

D’apres la proposition 1.6 et du fait que 4}’ est portée par un compact, on a,
quelle que soit ¢ de Cg,

m(p(x)m*(— Tof)(2)de),y co(2)d(Nyk- -+ N;_yxe,)(y) dox

=§¢<x>d<Nl*~-M*(g»;,m)(x),

ou (gi)ice est la mesure balayée de (— T;xf)dx sur C£ relativement au
noyau N;. Ayantgdl(g,-);,cgl < + oo, car S | — Toxf|ldx<+oo, et Nyx-*N;
s’annulant & 'infini, la convolution T%(Nix---*N;x(g;); ce) @ un sens et on a

Ts(Nypk-- '*Ni*(gi)ﬁ,ca)Z Tipq%o % Tm*(gi)i,cg=0

au sens des distributions dans £, car le support de T, (2<k<<m) est égal a
{0} et (g} ceo est portée par C2. D’autre part, quel que soit k¥ (1=k=<i—1),

(£ @deryca@ i <N vee ()

= SNk* <ok N yxhi( y) dEi’;”cg(y),

B = (e e,ca(y).

La fonction A; étant borélienne et bornée dans R” a4 support compact, la fonc-
tion Ny*---xN;_;xh; est aussi borélienne et bornée dans R”. Par conséquent,
si Txh{’ =0 au sens des distributions dans £, on obtient, par récurrence, que
la condition est suffisante. On a, quelle que soit ¢ de Ckg,

fonp @ ds={o@dNix (gDl ca@),
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et par suite,
TwhP =0

au sens des distributions dans 2, d’ou la condition est suffisante.

Réciproquement, on suppose ensuite que T est résolutive pour le bal-
ayage. Soit £ un ouvert borné de R”. Pour que la condition soit nécessaire,
il suffit de montrer que, quel que soit 5<<i<<m et quelle que soit ¢ une fonc-
tion de C% et portée par CQ,

TxNxNox--xNjxep =0

au sens des distributions dans £. En effet, il en résulte que
Tio1xxTpxep=0

au sens des distributions dans 2 et donc, le support de T, ,%---* T, est égal a
{0}, d’ou le support de T,={0} (k=2,...,m). On connait bien, d’aprés le
théoréme de Levy-Khinchine, que si le support de T, est {0}, T est un opéra-
teur différentiel elliptique et auto-adjoint d’ordre 2 a coefficients constants,
ou Ty=—cpe.

Soit ¢ une fonction de Cj et portée par C2; posons f=N;x¢. On a alors

Txh$ =0

au sens des distributions dans £, ou A{’ est la meme que ci-dessus. Notons
aussi

hi<x>:g () delsca(y)-

I1 résulte de la méme maniére que

i—1
B (@) = Noxlpeo-- Nosgp ()= 3 | N2 Voo oo () deoa ()

k=1
— Nt Nt 4 N9 (6) = 2 Wl oot ()
et donc,
TN xNox-- -« Nxep =0
au sens des distributions dans £. La démonstration est ainsi compléte.

Considérons finalement le noyau r** d’ordre a Q<a<n), ou r=|x|.
Alors on a
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(BE. et = — Coe,

ou pf. signifie la partie finie d’intégrale et C, est une constante positive.
On a déja discuté le balayage relatif & r*” et on connait que pf. r~“" est
résolutive (cf. [4]). D’apreés notre théoréme, quand on écrit

a-n_ ay—ny .. Ay
r Coya,T KooKy ,

ot C,,.., estune constante positive, 0<a;<2 (i=1,2,...,m) et 2, a;=a, la

i=1
distribution pf. r~* " est réslutive pour le -balayage relatif au systéme
(r“s~m™_, si et seulement si, quel que soit 2<<i<<m, a;=2. On peut voir aussi
le résultat analogue concernant les potentiels besseliens.
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