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Introduction.

Etant donne le fait que Γensemble des differences de deux functions har-
monique positives dans un ouvert d'une surface de Riemann est un espace
vectoriel completement reticule selon Γordre naturel, on s'aperςoit qu'il existe
des theoremes sur les fonctions harmoniques qui ne sont au fond que ceux
des espaces vectoriels reticules.

L'objet de ce travail est de construire une frontiere des surfaces de Rie-
mann ouvertes & partir de Γensemble des fonctions harmoniques bornees, en se
basant sur le theoreme de representation d'espaces vectoriels reticules, et de
montrer que cette frontiere jouit de proprietes assez interessantes pour ex-
pliquer les proprietes de la surface ou celles des applications conformes.

Dans la premiere partie, apres un rappel de la terminologie et des resultats
connus sur les espaces vectoriels reticules, nous definirons la frontiere et demon-
trerons quelques theoremes concernant les proprietes fondamentales de la fron-
tiere. Parmi eux, signalons en particulier Γexistence de la valeur limite des
fonctions surharmoniques positives (au moins continues) en tout point de la
frontiere.

Dans la seconde partie, nous etudierons Failure k la frontiere des applications
conformes d'une surface de Riemann dans une autre qui entraίne, comme cas
particulier, celle des fonctions analytiques ou meromorphes et nous obtiendrons
des resultats analogues & ceux dej& obtenus (par rapport aux autres frontieres)
par plusieurs auteurs (cf. [5], [7], [12], [19]). Et nous verrons, comme un des
theoremes principaux, la possibility du prolongement d'une application linde-
lδfienne jusqu'& la frontiere.

Les principaux resultats, surtout de la premiere partie, ont ete resumes
dans une note de Proceedings of the Japan Academy [9].

Tardivement Γauteur s'est rendu compte que la frontiere dont il s'occupes
est essentiellement identique k celle introduite par Feller [8] en langage pro-
babiliste et crois que nous pouvons Γappeler aussi la "frontiere de Feller".

En terminant cette introduction, Γauteur remercie sincerement M. M. Ozawa
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des fructueuses conversations avec qui il a eu.

PREMIERE PARTIE

1. Preliminaires.

Dans cette section, nous rappelons brievement la terminologie, les notations
et les resultats connus sur les espaces vectoriels reticules qui seront utilises
dans la suite sans demonstration. Pour les details, nous renvoyons le lecteur
aux [2], [3] et [21].

Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres reels R, on dit qu'il
est un espace vectoriel reticule, s'il est muni d'une structure d'ordre qui satis-
fait aux axiomes suivants:

( i ) La relation x>y entraίne x + z>y + z quel que soit ze£7.
(ii) La relation x>0 entraine λx>0 pour tout scalaire λ>0.
(iii) Deux elements quelconques x, y de E admettent une borne superieure

x^y et une borne inferieure x^y.

Rappelons d'abord que Pon pose:

x+ = x^0, χ- = (-x)+, \x\ = x^(-x);

alors on a

χ = χ+ — χ~, \χ \ = χ+ + αr.

Notons ici que nous emploierons toujours le signe | | en ce sens, et dans les
sections suivantes oύ un element de E sera une fonction harmonique /, | / | est
en general differente de la fonction qui est egale au module de / en chaque
point.

Deux elements x et y de E sont dits orthogonaux (ou Strangers) et notes
x ± y, si I x I r^ I y \ = 0. x+ et x~ sont les seuls elements orthogonaux y > 0,
z > 0 tels que x = y — z. Si x ± y et x ± z, on a x _L (y + z) et x ± λy pour tout
scalaire λ. Soient A une partie de E et x±y pour tout y^A, si A admet une
borne superieure, cette borne superieure est orthogonale k x. Dire qu'une
fonction harmonique positive est singuliere (cf. [1], [18]) signiίie qu'elle est
orthogonale k toutes les fonctions harmoniques bornees.

On dit qu'un espace vectoriel ordonne E est completement reticule, si toute
partie majoree non vide de E admet une borne superieure dans E. On dit
qu'un element u de E est un element unite (archimedien) si pour tout x^E,
il existe un scalaire λ > 0 tel que

— λu < x < λu.

Dans un espace vectoriel reticule E, on dit qu'un sous-espace vectoriel N
est un ideal (sous-espace epais dans [3]) de E s'il satisfait k la condition
suivante:
(1.1) Lesfrelations x^N, y^Eet \y\<\x\ entraίnent
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On dit que N est un ideal propre s'il n'est pas identique a E tout entier.
Remarquons que si E Φ {0} possede un element unite u, la condition necessaire
et suffisante pour qu'un ideal N soit propre est u<£N. Soit N un sous-espace
vectoriel de E, pour que E/N soit un espace vectoriel reticule pour les struc-
tures induites, il faut et il suffit que N soit un ideal. Soit A une partie de E,
on designe par A! Γensemble des elements orthogonaux a tous les elements de
A. Alors A' est un ideal de E et si E est completement reticule, on a

E=A' Λ-A" (somme directe ordonnee),

oύ A" = (A')'. Pour que A" =A, il faut et il suffit que pour toute partie non
vide X de A majoree dans E, la borne superieure de X appartient a A.

On dit qu'un ideal N est maximal, si NφE et s'il n'existe aucun ideal
propre N' tel que N£N'. Si N est un ideal maximal d'un espace vectoriel
reticule E avec un element unite, E/N est isomorphe a Γespace vectoriel reti-
cule R des nombres reels et Γimage de u est le nombre 1. Done si Γon note
x*(N) Γimage de x par Γapplication canonique: E^E/N(~R)f la corres-
pondance π: x—>x*(N) nous donne une application de E sur un espace vectoriel
reticule £F(5ΐ) de fonctions bornees a valeurs reelles definies sur Γensemble 91
des ideaux maximaux de E. On munit 91 de la topologie la moins fine qui rend
continues toutes les x*(N) (x<sE) et on voit que 91 est un espace compact.

THEOREME DE REPRESENTATION. (Yosida [21]) Soit E un espace vectoriel
reticule avec un element unite u, Vapplication: x-^>x*(N) est un isomorphisme
en tant qu*espace vectoriel reticule de E sur £F(9l) tel que

( i )
(ii)
(iii) £F(^) separe les points de % a savoir: pour tout couple d'elements

differents Nu N2 G % il existe un x de E tel que x*(Ni) = 1 et x*(N2) = 0.

L'espace C(9l) de toutes les fonctions continues sur 91 est un espace vectoriel
reticule et est aussi un espace de Banach pour la norme ||/H

THEOREME. ([21]) £F(ϋft) est partout dense dans C(9Ϊ) pour la topologie de
la norme. En outre, si E est complet pour la topologie definie par la norme
III#111 = infλ (—λu^x^λu), π est une isometrie et est une application de E
sur

Enfin, remarquons qu'etant donne un ideal propre quelconque de E avec
element unite, il existe toujours au moins un ideal maximal qui le contient et
aussi le fait que si N est un ideal maximal, \x\^\y\^N (a fortiori x±y)
entraίne au moins X<EN OU

2. Definition de la frontiere S*.

Soit S une surface de Riemann ouverte, on designe par HB(S) Γensemble
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des fonctions harmoniques uniformes bornees dans S. Lorsque S est parabolique
(e'est-&-dire S^OG) on pose, par convention, HB(S) = {0}, quoi qu'en realite
toute fonction constante appartient toujours k HB(S).

On sait que HB(S) est un espace vectoriel completement reticule, si
Pon pose:

(/ + g)(p) =f(p) + g(p),

(oύ /, g(ΞHB(S), Λ e R, p e S),

f> g Φ=Φ f(p) > g(p) pour tout

f^g (resp. f^g) n'est que la plus petite majorante (resp. la plus grande
minorante) harmonique de / et de g. Toute fonction constante est un element
unite dans HB(S), mais nous adopterons, une fois pour toute, la fonction
identiquement egale k 1 comme element unite de HB{S) et la notons u.

THEOREME 2.1. II existe une application biunivoque π de HB(S) sur
C(S*), S* etant Γespace des ideaux maximaux de HB(S) (muni de la topologie
susdite). π est un isomorphisme en tant qu'espace vectoriel reticule et est
aussi une isometrie.

Puisque HB(S) est complet pour la topologie de la norme Ill/Ill (qui est
egale k suppe,s I f(p) |, d'apres notre choix d'element unite), c'est une conse-
quence directe du theoreme de representation.

DEFINITION. NOUS appelons £* la frontiere de la surface de Riemann S.

Si S est parabolique, £* etant vide, S ne possede pas de frontiere en notre
sens. Done, dans le reste de la premiere partie, nous supposerons que S soit
une surface hyperbolique et nous allons montrer que £* merite d'etre appele
la frontiere de S. Nous designerons aussi les points de 5* par p, puisque nous
considererons bientόt S + S* comme un entier.

3. Mesures sur la frontiere.

Soit p un point fixe de S, la forme lineaire positive

definit une mesure de Radon positive μv sur £* de masse totale egale k 1 (cf.
[3]). Puisque le fait qu'un sous-ensemble de S* est μp-negligeable ou qu'une
fonction sur £* est μp-sommable ne depend pas du choix du point p, nous
ecrirons souvent simplement μ au lieu de μp. On dit, d'apres [6], qu'une
mesure μ positive sur S* est normale, si pour toute famille filtrante croissante
{fc}cEii des fonctions numeriques continues sur S*, de borne superieure continue
/, μ(f) est la borne superieure des μ(fe). La mesure μv definie ci-dessus est
normale, grace au principe de Harnack (cf. [1]).



FRONTIERE DES SURFACES DE RIEMANN 173

PROPOSITION 3.1. S* est un espace hyperstonien de genre denombrable.

D'abord c(S*) (isomorphe k HB(S)) etant completement reticule, S* est
un espace stonien. D'autre part, un ensemble ouvert et ferme non vide de S*
n'est pas μ-negligeable (consequence de Γisomorphie de π). II s'ensuit que toute
famille d'ensembles ouverts et fermes non vides deux k deux disjoints est au
plus denombrable. Done S* est un espace hyperstonien de genre denombrable
(pour la definition de cette notion nous renvoyons k [6]).

REMARQUE. Soient {fc}c<=i une famille majoree filtrante croissante de fonc-
tions de HB(S) et f(p) = sup,€=r/,(p) (p^S), on sait que /efΓB(S) et est done
egale k U,<=i/,, mais la fonction egale k svφeei(πft)(p) (p^S*) n'est pas en
general continue sur S*, et done pas egale k Uc<=iπfc, cependant elle n'en
differe que sur un ensemble μ-negligeable (cf. [6]).

4. La frontiere G* d'un ouvert G de S.

Soit G un ouvert (non necessairement connexe) de S, tel que son adherence
G ne soit pas compact et que le complementaire ne soit pas polaire. On designe
par HQB(G) Γensemble des fonctions harmoniques uniformes bornees dans G qui
s'annulent continύment en tout point-frontiere regulier de G et par ωG(p) ou
simplement ωG) la mesure harmonique de la frontiere ideale de & par rapport k
G. Dans la plus part des applications, il suffit de considerer des G de frontiere
relative dG tres reguliere (par exemple, formee d'un ensemble au plus denom-
brable d'arcs analytiques ne s'accumulant qu'& la frontiere ideale de la surface).

On dit que G est parabolique (ou G e SOHB), si ωG = 0, done H0B(G) = {0}
et que G est hyperbolique, si

H0B(G) est aussi un espace vectoriel completement reticule avec Γ element
unite ωG et encore le theoreme de representation s'applique pour obtenir Γiso-
morphisme:

πG: H0B(G)-*C(G*),

oh G* est Γespace des ideaux maximaux de H0B(G).

DEFINITION. NOUS appelons G* la frontiere de G.

II est evident que pour que G soit parabolique, il faut et il suffit que G*
soit vide.

Soit / une fonction positive de HB(S), Γenveloppe superieure des fonctions
de H0B(G) majorees (dans G) par / sera notee TGf et pour un element quel-
conque de HB(S) on definit Γapplication TG par

Soit inversement / une fonction positive de H0B(G), la fonction /, egale k f



174 KAZUMICHI HAYASHI

dans G et k 0 dans S — G, sauf aux point-frontiere irreguliers de dG, oύ on la

prend egale k sa limite superieure dans G, est sousharmonique. La plus petite

majorante harmonique (dans S) de / sera notee RGf et pour une / quelconque

de H0B{G) on pose:

RGf=RG(f+)-RG(f~).

II est facile k voir que TG est un homomorphisme (en tant qu'espace
vectoriel reticule) de HB(S) sur H0B(G) et que RG est un isomorphisme de
HQB(G) dans HB(S). (Ici, on voit la legitimite de notre convention sur HB(S)
pour le cas de S parabolique.) On sait aussi les proprietes:

( i ) TGRGTG = TG,

(ii) TGRG = application identique,

(iii) ωG = TGu

(cf. [1], [5], [10]. TG et RG sont notees respectivement par IG et EG dans [5]
et par λG et μG dans [10].)

PROPOSITION 4.1. 0% α Zα decomposition de HB{S) en somme directe:

(4.1) J3B(S) = (I-RGTG)(HB(S)) +RG(H0B(G))

(I: application identique de HB(S) sur lui-meme). C'est aussi une decom-
position orthogonale et le premier terme du second membre est egal a kerTG

{le noyau de Vapplication TG).

Les autres enonces etant evidents k cause des proprietes de TG et de RG

citees plus haut, le seul k demontrer est que c'est une decomposition ortho-
gonale. Pour cela il suffit de remarquer que les deux termes du second membre
sont des ideaux de HB(S), ce qui suit de la propriete de RG: si f> 0 satisfait
k RGg>favec un g^H0B(G), il existe une fonction f0 e H0B(G) telle que /
=Rβfo (cf. [5] ou [10]).

La proposition 4.1 nous permet d'identifier les ideaux maximaux de H0B(G)
avec ceux de HB{S) qui contient kerT^ et de considerer G* comme un sous-
ensemble de S* ou plus precisement comme la portion de S* contigϋe k G.

LEMME 4.2. G* est un sous-ensemble ouvert et ferme de S*.

On a

(πu)(p) = 1 = (π{u -RGωG)){p) + (π(RGωG))(p) (p e S*).

Le fait que tout ideal maximal de HB(S) qui constitue S* — G* contient
RG(H0B(G)) (puisqu'un ideal maximal contient au moins un des deux elements
orthogonaux) et la definition de la valeur de π{RGωG) en un point de Γespace
des ideaux maximaux (cf. §1) implique que

π(RGωG)(p) = 0, p e S* - G*.

De meme, on voit que
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π(u-RGωG){p) = 1, | ) G G*.
Done on a

π(RGωG)(p) = l, ί)GG*.

La fonction π(RGωG) qui est egale a 1 dans G et nulle ailleurs devant etre con-
tinue dans S*, on a la conclusion.

REMARQUE. G* peut etre caracterise comme le sous-ensemble (de S*) oh
π(RGωG) est egale a 1.

LEMME 4.3. Soient Gi et G2 deux ouverts de S tels que

G, 2 G2.
Λlors on a

d* 2 G2*.

II est evident que

O)GI(P)><OG*(P), P<ΞG2.

Done
R&COGI ^ RGZCOGZ dans <S,

ou
^ —RGXCOGI ^ % —RGΊCOGZ dans $.

Puisque tout element de kerΓr?/ est majore par un multiple de u—RGiCOGi (i
= 1, 2), on deduit de la derniere inegalite que

DΌύ, on obtient
Gi* 2 G2*.

PROPOSITION 4.4. Soient Gi eί G2 rfe^α; ouverts quelconques de S. Alors on a

(4.2) (G1.G2)* = G1* G2*.

En particulier, si GrG 2 = ^, on a Gi* G2* = lSj.

D'apres le lemme precedent, on a

( G r G . r g G Λ G Λ

Done, il suffit de monter Γinclusion inverse.
La comparaison de 1 + COGI-G2 et de COGI + COG* sur 9(Gi G2) nous donne

facilement

^ + RGI -GzϋlGi G2 > RGICUGI

d'oύ
(^ —RGICOGI) + (^ —RGZCUG

Soit ΛΓ un ideal maximal qui constitue un point de Gi* G2*, alors

N^u —RGiCϋGi (i = 1, 2).

iSΓ etant un ideal, on a
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Done le point de £ * determine par N appartient a (Gi G2)*.

PROPOSITION 4.5. Soient (?i et G2 deux ouverts quelconques de S. Alors
on a

(4.3) (Gi + G 2 )*2Gi* + G2*.

Si Gi G2 = §, on a Vegalite.

La premiere partie έtant une consequence triviale du lemme 4.3, demon-
trons la seconde partie. Si Gi G2 = iSj, on a

ά>Gi+G2 = M a x (ωGi, ώσ 2 )

(ώ signifie le prolongement sousharmonique de ω dans S entier. cf. §4.)
Alors, il est facile a voir que

RGI+GZCOGX+GZ =RGXO)GI^RG2<UGZ.

Done, on a

= U — (RGiCOGi) ^ (RGZCOGZ) = U —RGI+GZCOGI+GZ

Soit N un ideal maximal qui contient kerTGi+Gz, alors

d'oύ
N^u —RGIOJGI OU N^U —RG2

autrement-dit
N 2 ker TGl ou N 2 ker TG*

Done, on a

REMARQUE. Puisqu'il est facile a construire deux domaines paraboliques en
forme spirale du disque unite dont la reunion est le disque entier, on ne peut
remplacer 2 dans (4.3) par έgalite.

PROPOSITION 4.6. Soient Gt {i = 1, 2, •) des ouverts de S tels que

(i) ί
ou

(ii) ί
Alors on a

(4.4)

L'inclusion inverse etant evidente, il suffit de montrer que

D'abord, le meme raisonnement qu'a la proposition precedente, nous montre
pour les deux cas,
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G, = U RGΪ COG:.

Puisque Γensemble (Σ GO* — Σ G** est ouvert et ferme (S* etant stonien, l'ad-
herence d'un ouvert est ouvert), s'il n'est pas vide il n'est pas μ-negligeable.
Or, ΣGi* est justement l'ensemble oύ Γenveloppe superieure en chaque point
des fonctions {πRGiωGi} est egale h 1. Ce qui contredit la remarque apres la
proposition 3.1.

5. La topologie de S+S*.

Maintenant, nous sommes prets k definir la topologie sur la reunion S + S*,
telle que S* merite d'etre appele la frontiere de S.

Nous adoptons comme systeme fundamental de voisinages d'un point p de
S + S*,

i) si p^ S, un systeme fundamental de voisinages de p dans S,
ii) sip^S*, la famille d}'ensembles {G + G*}, oύ G parcourt tons les

ouverts (non-necessairement connexe) de S tels que

REMARQUE. J'ai ecrit dans [9] que G dans ii) parcourt les domaines non-
compacts, mais ce n'est pas suffisant. A cause de la proposition 4.6, un point
de G*, s'il n'est pas isole dans £*, n'est pas necessairement un point de la
frontiere d'une des composantes connexes de G.

THEOREME 5.1. £ + & * est un espace topologique separe connexe. S est
dense dans S + S* et S* est compact.

Les autres assertions etant plus ou moins έvidentes, il suffit de montrer
que S* est compact. 5* etant un espace stonien, les ensembles k la fois
ouverts et fermes forment la base des ensembles ouverts, done la topologie de
S + S* induite sur S* est moins fine que celle de S* en tant qu'espace des
ideaux maximaux. Parsuite ces deux topologies sur S* coincident et S* est
compact dans S+S*.

Notons ici que S* est compact, mais S + S* n'est pas, en general, compact.
Autrement-dit, S + S* n'est pas necessairement un compactiίie de S.

6. Valeurs limites a la frontiere.

LEMME 6.1. Soient N un ideal propre de HB(S) et U}ΞΞ{P\ \f\(p)< 1/n}.
La famille dyensembles {U7}} (n = 1, 2, ;/eJV) est une base d'un filtre
sur S.

Puisqu'un ideal contient | / | en meme temps que /, on peut supposer / > 0 .
Si U} = % alors f^(l/n)u et done u^N, ce qui contredit l'hypothese que N
est un ideal propre. L'intersection de U} et Z7J1 (/, g^N) contient Un

f%™f done
elle n'est pas vide.
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PROPOSITION 6.2. Soient pN un point de S* determine par Videal maximal
N et f(=N. Alors on a

lim f{p) = 0 (ί?E S).
P-+PN

Soit G = {p\ \f\(p)<l/n} (/eiV), alors on obtient, par un raisonnement
simple,

\f\>^(u-RGωG).

Done, on a
u— RGωG<=N

et

(u — RGωG)(pN) = 0.
D'oύ, on a

PN e G*.

Par suite le filtre k base {U}} (n = 1, 2 ••; f^N) est moins fin que le
filtre des voisinages du point pN restreints sur S. DΌύ, on a la proposition.

THEOREME 6.3. Toute fonction f de HB(S) admet un prolongement eon-
tinu f sur S + S* et

Prenons un point pN^S*. Alors on a

fz=Xu-\-g, oύ λ = πf(pN) et

d'aprέs la definition de la valeur de πf en un point de S* (cf. §1). Done, on a

lim f(p) = λ = (πf)(pN) (p e S).
P-*PN

La continuite de / dans S + S* est presque evidente.

Ce theoreme implique, en d'autres termes, que le probleme de Dirichlet
pour la donnee finie et continue sur £* est toujours resoluble et on obtient
ainsi toute fonction de HB(S).

PROPOSITION 6.4. Soit f une fonction harmonique singuliere (cf. [1], [18])
sur S. Alors on a

lim f(p) = 0 (pεS),
p-+p*

en tout point p* de S*.

Soit Gn = {p\f(p) < 1/n} (n = 1, 2, •), alors on a

f>—(u—RGnO)Gn)-

f etant singuliere, u—RGnO>Gn doit etre identiquement nulle, ce qui entraine que

Gn* = S*. c.q.f.d.
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PROPOSITION 6.5. Soit Uv{p) un potentiel continu d'une mesure positive
v sur S. Alors on a

lim Uv(p) = 0 (pe=S),

en tout point j)* e S*.

La demonstration tout k fait identique k la proposition precedente est
valable.

REMARQUE. Comme on voit, par la demonstration, la continuite de Uv

n'est pas absolument necessaire. II suffit que les Gn soient ouverts. D'ailleurs,
tout recemment, S. Mori a demontre, pour sa frontiere tres voisine k la notre
(cf. [17]), une proposition parallele sans hypothese de continuite.

S* etant un espace hyperstonien de genre denombrable, une fonction μ-
sommable est egale, k un ensemble μ-negligeable pres, k une fonction continue
k valeurs dans R (=la droite numerique completee par +00 et —00). Par
suite, nous notons par La

μ(S*) (a^l) l'espace vectoriel reticule de fonctions
continues k valeurs dans R de puissance a-ieme sommable par rapport k μ.

THEOREME 6.6. II existe un isomorphisme entre I'espace des fonctions
harmoniques quasi-bornees (cf. [1], [18]) sur S et LJ(5*). Cette corres-
pondance nous donne aussi la valeur limite des fonctions harmoniques quasi-
bornees en chaque point de S*.

Soient / une fonction quasi-bornee positive et

Fn(p) = Min (f(p), nu(p)) (n = 1, 2, - p e S).

F = s\xpnFn est egale k f dans S et au moins semicontinue inferieurement dans
S + £*. (Puisque le theoreme 6.3 et la proposition 6.5 entrainent que toute
fonction surharmonique bornee continue admet un prolongement continu dans
S + S*.) D'autre part, l'ensemble G = {p\F(p)<k} (k: un nombre reel arbit-
raire), etant egal k {p \Fn(p) <k} (n> k), est ouvert. Done F est continue dans
S + S*. Par suite, on a le droit d'ecrire / au lieu de F. La μ-sommabilite
de f(p) sur *S* est evidente et la normalite de la mesure μ implique inverse-
mentqu'έ, toute fonction de LJ(S*) correspond une fonction quasi-bornee.

REMARQUE. Pour Γaddition des deux elements de LJ(<S*), on peut avoir, de
premiere vue, des points de valeurs indeterminees, mais on peut les eviter en
revenant aux fonctions, quasi-bornees qui leurs correspondent. (La partie posi-
tive et la partie negative d'une fonction quasi-bonrnee ne peuvent etre inίinies
en un meme point de S*.)

On a aussi aisement la

PROPOSITION 6.7. II existe un isomorphisme entre HMa(S) (a> 1) (cf. [18])
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et L"(S*)f et cette correspondance nous donne la valeur limite a la frontiere.

En rassemblant les propositions 6.4, 6.5 et les theoremes 6.3, 6.6f on
obtient le

THEOREME 6.8. Soit F(p) une fonction surharmonique continue a valeurs
dans R et positive sur S. Alors,

lim F{p) (p e S)

existe en tout point p* de S*.
Sa valeur-frontiere est egale a celle de la partie quasi-bornee de la plus

grande minorante harmonique.

On a, en particulier, le

COROLLAIRE 6.9. La valeur-frontiere d'une fonction surharmonique posi-
tive et continue ne peut etre infinie que sur un ensemble μ-negligeάble de S*.

7. Proprietes elementaires de la frontiere S*.

LEMME 7.1. Etant donnee une fonction f de HB(S), pour qu'il existe un
ideal propre de HB(S) qui contient /, il faut et il suffit que

inf |/|(p) = 0.

On peut toujours supposer que / soit positive. La condition est necessaire,
puisque si infpes/^m^O, alors f>mu et Γideal qui contient / doit aussi
contenir u, ce qui est absurde.

Reciproquement, si mfpς=sf=0, soit N Γensemble des functions de HB(S)
qui tendent vers 0 suivant le filtre engendre par Un = {p \f(p) < 1/ri} (n = 1, 2,
•••)> il est evidemment un ideal propre (N$u) qui contient /, done la condi-
tion est suffisante.

PROPOSITION 7.2. (Le principe du maximum.) Soient f(=HB(S) et M
= 8wpP(=sf(p) (resp. m = ίnfP(=sf(p)) Alors il existe un point pi (resp. P2) de S*
tel que f(p{)=M (resp. f{p2)=m).

Soit gi — M—f (resp. g2=f— m), alors mfP^sgi = 0 (i = l, 2). D'apres le
lemme prededent, il existe un ideal propre qui contient gi (resp. g2), done aussi
un ideal maximal iVi (resp. N2) qui contient gi (resp. g2). Soit pi (resp. p2) le
point de S* determine par Ni (resp. N2). II est evident que f(pθ = M (resp.
f(p2) = m ) .

Nous disons, d'apres [10], qu'une fonction harmonique / est une mesure
harmonique generalisee, si

PROPOSITION 7.3. II existe une correspondance biunivoque entre les me-
sures harmoniques generalisees sur S et les ensembles a la fois ouverts et
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fermes de S*. En particulier, il existe une correspondance biunivoque entre
les fonctions minimales (non mutuellement proportionnelles) (cf. [1], [18]) de
HB(S) et les points isoles de S*.

Soit / une mesure harmonique generalisee. Le theoreme 2.1 et le fait que,
pour deux fonction /* et #* de C{S*), (f*^g*)(p*) est egale k Min(/*(p*), g*(p*))
impliquent que πf qui est un element de C(S*) ne peut prendre que les valeurs
1 et 0 sur S*. II suffit de prendre Γensemble oύ πf est egale a 1, pour avoir
la correspondance biunivoque. Si / est minimale, on voit que Γensemble oύ πf
est egale k 1 reduit k un seul point, puisque sinon on peut trouver une fonction
positive continue sur S* plus petite que / et pas egale a un multiple de /.

Nous disons, d'apres [4], que S appartient a la classe OHBU (n = 1, 2, •),
s'il existe au plus n fonctions lineairement independantes de HB(S).

COROLLAIRE 7.4. Pour que S^OnBn — OiiBn-i, il faut et il suffit que S*
consiste en n points isoles.

On designe par HD(S) Γensemble des fonctions harmoniques uniformes sur
S a integrate de Dirichlet ίinie.

COROLLAIRE 7.5. S'il existe une fonction HD-minimale (cf. [4]) sur S,
alors il existe un ensemble ouvert et ferme de S* tel que sur lequel toute
fonction de HD(S) possede la valeur limite constante.

Soit / une fonction iTO-minimale. On peut supposer que / soit positive et
suppes/=l Alors, le fait que HD(S) est aussi un espace vectoriel reticule
selon Γordre naturel entraίne tout de suite que / doit etre une mesure har-
monique generalisee. L'ensemble de S* oύ πf est egale a 1 possede la pro-
priete de Γenonce.

Parallelement au theoreme 6.3, on peut montrer Γexistence du prolongement
continu / sur G + G* (muni de la topologie induite par celle de S + S*) de
toute fonction / de H0B(G) et on a la

PROPOSITION 7.6. (i) Soient G un ouvert de S et f<=HB(S), alors

{T*ft(p)=f(p) (pe6*).

(ii) Soient G un ouvert de S et f ^H0B(G)f alors

Soit Gn' = {p 1 wa(p) > 1 - 1/n}. On a, dans Gn',

ou autrement,
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D'oύ, on a

1 — ωG > —(1 —
n

U— RG(OG ^ (U —

n
Alors, si N contient keΐTG, il contient aussi ker TGW OU autrement-dit

φN^G* entraίne pN^Gn'*. Ainsi, on a demontre (i) pour le cas f=u.
(ii), pour le casf=ωG, est une consequence de la remarque apres le lemme

4.2 et le thέoreme 6.3.
Pour / quelconque, la proposition suit de Γisomorphie (resp. Γhomomorphie)

de TG (resp. RG).

En considerant les fonctions k integrate de Dirichlet finie k la place des
functions bornέes, les notations SOHD, OHDΠ (n = l,2, •••) ou H0D(G) s'inter-
pretent facilement (cf. [4]).

PROPOSITION 7.7. (cf. [4], [15], [16]) S'il exίste n + 1 domaines disjoints
non vides Gι {i = 0, 1, 2, , n) de S tels que Go φ SOHB et Gi φ SOHB (resp.

Gz φ SOHD) (i = 1, 2, , n)j alors S n'appartient pas a OHBn (resp. OHDn)

Soient/»(m 0) ^H0B(Gi) (resp. ^H0D(Gi)) (i = 1, 2, . -., n). u - ^RGiU BOiA
(i = 1, 2, •••, n) sont evidemment indέpendantes, d'apres leurs valeurs sur la
frontiere S*.

SECONDE PARTIE

8. Definition de Sφ*.

Soient S et S' deux surfaces de Riemann et ψ une application conforme
(non necessairement biunivoque, cf. [10], [18], [19]) de S dans S'. L'object
principal de cette partie etant Failure k la frontiere des applications conformes,
on suppose desormais que S soit hyperbolique, mais S' peut etre quelconque
(parabolique ou meme compacte).

Soit {Sn}n=i une exhaustion de S' (lorsque S' est compacte, on considere
une exhaustion de Sf— {p}, S' όte d'un point p). Posons (cf. [5]):

HB(φ) = {/| TV-HSWJ = 0, n = 1, 2, / &HB(S)}.

II est evident que HB(ψ) ne depend pas du choix de Fexhaustion de Sr et que,
d'apres la proposition 4.1, il est identique k Fensemble des elements de HB(S)
orthogonaux k tous les elements de R?-^Sn^T9-^Sn^(HB(S)) (n = l, 2, •••)•

PROPOSITION 8.1. ( i ) HB(φ) est un ideal de HB(S).

(π) HB(S) =HB(ψ) + {HB(ψ)}\

(ou {HB(ψ)Y est Vensemble des elements de HB(S) orthogonaux a tous les ele-
ments de HB(ψ)).
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( i) est facile a voir, selon la definition de HB(φ).
Pour demontrer (ii), il suffit de voir que HB(φ) = {HB(φ)}", ce qui suit du

fait que la borne superieure des elements de HB(φ) majores dans HB(S), puis-
qu'elle est encore orthogonale a tous les elements de Rφ-Hsn')Tφ-ιcSn')(HB(S))
(n = l,2, •••) (cf. §1), appartient aussi a HB(φ).

On designe par Sφ* la partie de S*, qui consiste en des points determines
par les ideaux maximaux de HB(S) contenant {HB(φ)}f.

D'apres la definition de Sφ*, on a la

PROPOSITOIN 8.2. ( i ) S* — Sφ* est egal a Γadehrence (dans S*) de

ψ-KSn')}*.

(ii) S* - Sφ* - Σ * {?" W ) } * est μ-negligeable.

On a
S* - Sφ* = ( Σ ψ'KSn'))* = Σ i<P-l)Sn')}*,

n n

(cf. proposition 4.6). Ce qui entraίne la proposition.

9. Allure a la frontiere des applications lindelδfiennes.

Nous nous occupons maintenant de Failure a la frontiere des applications
lindel'όfiennes (ou applications de caracteristique bornee selon [19]). Nous disons
qu'une application conforme ψ de S dans S' est lindelόfienne (cf. [11]), si

Σ Ή>{r\ φ)£s(Pf r) <-\- oo

lorsque ψ(p) Φ qf. (Oύ, n(r; ψ) est la multiplicite de ψ au point r, Ωsip, r) la
fonction de Green de S de pole r et qf e S7.)

THEOREME 9.1. (cf. [12]) Soit ψ une application lindelόfienne de S dans
S'. Lorsque p(^S) tend vers un point de S*, ψ(p) tend ou bien vers un
point de Sf ou bien a la frontiere ideale de Sf.

Soient 55 = {V(p*)} un systeme fundamental de voisinages d'un point p*
et U = { C7(p*) I ϋ(p*) = V(p*) S, V(p*) e 35}. L'intersection

(Γadherence etant prise dans S') contient au plus un seul point de S'. En
effet, supposons que HnΨ(U(p*)) contient deux points differents qι' et q2' de
S'. D'abord, considerons le cas oύ S' est hyperbolique. Soit Qs'($f, qf) la fonc-
tion de Green de Sf de pole q\ La fonction £siψ(p), qi) qui est surharmonique
continue sur S doit admettre une valeur limite (finie on infinie) bien determinee,
lorsque p tend vers p*, mais Q&W, qι) est bornee au voisinage assez petit de
q2', tandis qu'elle ne Test pas au voisinage de qS, ce qui est absurde.

Lorsque Sf est parabolique ou compact, il suffit de considerer, au lieu de
r, q'), la fonction Ds'{pf\ <h', q2) (introduite par Heins, cf. [11]) de sin-
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gularite logarithmique positive au point qi\ celle negative au point q2' et har-
monique ailleurs. Si ψ est lindelofienne, on sait, d'apres Heins [11], que

(9.1) Dsiφ(p); qΛ <fc') = S(p, <h') - S(p,
oύ

S(P, Q') = Σ n(r, φ)Ss{v, r)

et H(p) est une difference de deux fonctions harmoniques positives. D'apres ce
que Γon a vu dans §6, le deuxieme membre de (9.1), done aussi Dsiφ(p); #/, qz),
possede une valeur limite bien determinee, lorsque p tend vers p*.

Notons ici que, lorsque S' est compacte, la deuxieme possibilite de Penonce
du theor&me n'a pas lieu et on a, comme cas particulier oh S' est la sphere de
Riemann, le

COROLLAIRE 9.2. Toute fonction meromorphe lidelόfienne sur S possede la
valeur limite en tout point de S*.

REMARQUE. La demonstration du theoreme ci-dessus est encore valable,
lorsque φ est une application telle que Pou peut trouver un ouvert G'(czS') oύ
il existe une fonction de Green et qui satisfait k

C'est exactement ce que Constantinescu et Cornea (cf. [5], p. 71) appelle
"application de Fatou".

PROPOSITION 9.3. Soit G un ouvert de S et φ une application conforme de
S dans S' telle que φ(p) tend a la frontiere ideale de S'9 lorsque p-^>p* ( G G * ) ,
Alors on a

ωG < ωφcβ) ° ψ sur G.

On peut supposer, sans perdre la generalite, que les frontieres relatives dG
et dψ(G) sont suffisamment regulieres. Soit ωn

f la fonction harmonique egale k
0 sur (θφ(G)) Sn' e t έ l sur (dSn') φ(G). Alors,

)= lim ωn'.
n—>oo

D'autre part, d'apres Phypothese, (φ~Kψ(G)'Sn))'G est un ouvert relative-
ment compact ou parabolique. Done, le principe du minimum par rapport k la
frontiere relative subsiste et la comparaison de coG et ωn

r © ψ sur la frontiere
relative de O r W Φ Sn'))-^ entraίne

oψ sur (φ-\φ{G) Sn')) G.

Le passage k la limite w—>oo, nous donne Pinegalite cherchee.

COROLLAIRE 9.4. Sous la meme hopothese que la proposition 9.3, Vimage
d'un ouvert hyperbolique est toujours hyperbolique.

PROPOSITION 9.5. Soit ψ une application lindelofienne de S dans S'. Lors-
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qu'un point p(^S) tend vers un point p* de Sφ*, φ(p) tend vers un point
de S'*.

D'apres la proposition precedente, (φ(U(p*))* (oύ U(p*) signifie le meme
ensemble que dans la demonstration du theoreme 9.1) n'est pas vide et il est
compact, done Γintersection Ylκ(φ(U(j)*))* n'est pas vide. Si elle contient deux
points distincts qS, q2' il existe une fonction / de HB(S') telle que f(qι)
^=f(Q2/)9 d'autre part f°ψ(p) doit avoir une valeur limite bien determinee en le
point p*, ce qui est une contradiction.

THEOREME 9.6. Soit ψ une application lidelόfienne de S dans S'. Lors-
qu'un point p de S tend vers un point p* de Sφ* -+-^jn{<P~KSn)}*> ψ(p) tend
vers un point de S'+S'*.

On verra dans § 12 que l'existence d'un ensemble μ-negligeable exceptionnel
de S* oύ ψ ne peut etre definie par prolongement continu est, en general,
inevitable.

REMARQUE. Si φ est une application lindeloίienne et Sf parabolique, Sφ*
doit etre vide.

Soit S un domaine (considere lui-meme comme une surface de Riemann) de
S' et ψ Γapplication identique de S dans Sf. ψ est lindelofienne et on voit
aisement que Sφ* est egale a la frontiere de S considere comme un ouvert de
Sf (au sens de §4) avec conservation des ensembles negligeables et on a la

PROPOSITION 9.7. Soit F une fonction surharmonique continue et positive
sur un ouvert G de S. F possede la valeur limite en tout point de G*, sauf
au plus sur un ensemble μ-negligeable.

Les points de G* appartient, au plus a un sous-ensemble μ-negligeable pres,
a la frontiere d'une de ses composantes connexes (cf. proposition 4.6).

10. Dans la suite, φ peut etre une application conforme quelconque (non
necessairement lindelofienne).

Remarquons d'abord que φ est toujours definie dans ^Σjn{ψ~KSn)}*9 sauf au
plus sur un sous-ensemble μ-negligeable. (Pour le voir, il suίfit de considerer

)* QΊ et tenir compte de la proposition 9.7.)

THEOREME 10.1. (F. et M. Riesz-Lusin-Priwaloff) Soit A* un sous-ensemble
de 2w {^"KSr/)}* tβl Que μ{A*) > 0. Alors φ(A*) ne peut etre contenu dans un
compact de capacite nulle.

Suppons que φ(A*) soit contenu dans un compact de capacite nulle et soit
F une fonction surharmonique continue et positive definie dans un voisinage W
relativement compact de φ(A*) qui vaut 4- oo sur φ(A*) (son existence est
assuree par Evans-Selberg). Alors Foψ possede la valeur limite + oo sur un
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sous-ensemble de μ-mesure positive de la frontiere de ψ'1(W)9 ce qui est absurde
(cf. corollaire 6.9 et proposition 9.7).

COROLLAIRE 10.2. (cf. [4], [13]) Si S admet une function HB-minimale
(resp. HD-minimale), alors S e OL (resp. S e OAD)

(OL (resp. OAD) signifie la classe des surfaces de Riemann qui admettent
aucune fonction meromorphe lindelδfienne (resp. fonction analytique k integral
de Dirichlet ίinie) non-constante.)

C'est une consequence des proposition 7.3, corollaire 7.5, corollaire 9.2 et
theoreme 10.1.

11. LEMME 11.1 Soit ψ une application con for me localement du type-Bl
(cf. [10]). Alors on a

Sφ*=S*.

D'apres [14], Γimage inverse des ouverts relativement compacts de S' est
relativement compacte ou parabolique, done HB(φ)=HB(S).

PROPOSITION 11.2. Soient <ρ une application non-lindelόfienne de S dans
S' et G un ouvert de S tel que

Alors, S' — φ(G) est un ensemble polaire.

II suffit de remarquer que Sf doit etre parabolique et que φ(G) ne peut pos-
seder de fonction de Green.

En tenant compte du lemme precedent, l'hypothese de la proposition etant
toujours satisfaite lorsque ψ est une application localement du type-Bl, on voit
que e'est une extension d'un resultat de [14].

12. Cas du disque unite.

Finalement, examinons un peu ce qui se passe au cas oύ S est le disque
unite {z | | z | < 1} du plan complexe.

A Γaide de Γapplication identique (lindelofienne) du disque unite dans le
plan complexe, on peut considerer que les points p* de S* est situes, comme
une fibre, sur chaque point de la circonference {z\\z\ = l} (cf. [20]).

Soient

= \z <{'.
et ψ Γapplication identique de Si dans S/. Puisque l'on voit aisement qu'il
n'existe pas de point de S/* situe sur z = 0, les points de Si* situes sur z = 0
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ne peut avoir d'image dans Si'+ Si*. Void un exemple oύ il existe un ensemble
exceptionnel.

Etant donnes des nombres reels δn et θn (n = l, 2, •• •) tels que dn>0, βn

>θn+u 0nI 0 e t I β * * » - 1 ί > d n , I e * « » - e ^ n + i \>dn + δ n + i , o n p o s e Dn = {z\\z-eiθ™\

<δn} et Gn—intersection de Dn et du disque unite S. Σ^G^ est la restriction
sur S d'un voisinage de certains points de S* situes sur z = l, autrement-dit
{ΣnGn}* contient des points de S* situes sur z = l.

Soit maintenant S2 un disque quelconque tangente k S k z = 1 et situe
dans S, on peut toujours trouver une famille d'ensembles du type ci-dessus qui
se trouve dans S — 82. Done la limite en notre sens est une sorte de limite
tangente plutot qu'une limite radiale (telle qu'il apparaίt dans le theoreme de
Fatou). Ici encore, on voit que Γapplication identique de S2 dans S ne peut
etre prolonger, par continuite, jusqu'aux points de *S2* situes sur z = 1.
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