UNE FRONTIERE DES SURFACES DE RIEMANN OUVERTES
ET APPLICATIONS CONFORMES

PAR KAzUMICHI HAYASHI

Introduction.

Etant donné le fait que ’ensemble des différences de deux fonctions har-
monique positives dans un ouvert d’une surface de Riemann est un espace
vectoriel complétement réticulé selon I'ordre naturel, on s’apercoit qu’il existe
des théorémes sur les fonctions harmoniques qui ne sont au fond que ceux
des espaces vectoriels réticulés.

L’objet de ce travail est de construire une frontiére des surfaces de Rie-
mann ouvertes & partir de I’ensemble des fonctions harmoniques bornées, en se
basant sur le théoréme de représentation d’espaces vectoriels réticulés, et de
montrer que cette frontiére jouit de propriétés assez intéressantes pour ex-
pliquer les propriétés de la surface ou celles des applications conformes.

Dans la premiére partie, aprés un rappel de la terminologie et des résultats
connus sur les espaces vectoriels réticulés, nous définirons la frontiére et démon-
trerons quelques théorémes concernant les propriétés fondamentales de la fron-
tiere. Parmi eux, signalons en particulier I’existence de la valeur limite des
fonctions surharmoniques positives (au moins continues) en tout point de la
frontiére.

Dans la seconde partie, nous étudierons ’allure & la frontiére des applications
conformes d’une surface de Riemann dans une autre qui entraine, comme cas
particulier, celle des fonctions analytiques ou méromorphes et nous obtiendrons
des résultats analogues & ceux déja obtenus (par rapport aux autres frontiéres)
par plusieurs auteurs (ef. [5], [7], [12], [19]). Et nous verrons, comme un des
théorémes principaux, la possibilité du prolongement d’une application linde-
lofienne jusqu’a la frontiére.

Les principaux résultats, surtout de la premiére partie, ont été résumeés
dans une note de Proceedings of the Japan Academy [9].

Tardivement ’auteur s’est rendu compte que la frontiére dont il s’occupes
est essentiellement identique a celle introduite par Feller [8] en langage pro-
babiliste et crois que nous pouvons l’appeler aussi la *‘ frontiere de Feller .

En terminant cette introduction, I’auteur remercie sincérement M. M. Ozawa
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des fructueuses conversations avee qui il a eu.

PREMIERE PARTIE
1. Préliminaires.

Dans cette section, nous rappelons briévement la terminologie, les notations
et les résultats connus sur les espaces vectoriels réticulés qui seront utilisés
dans la suite sans démonstration. Pour les détails, nous renvoyons le lecteur
aux [2], [3] et [21].

Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R, on dit qu’il
est un espace vectoriel réticulé, s’il est muni d’une structure d’ordre qui satis-
fait aux axiomes suivants:

(i) La relation x >y entraine x+ 2 >y + 2 quel que soit z€FE.

(ii) La relation >0 entraine Az >0 pour tout scalaire 1> 0.

(iii) Deux éléments quelconques x, ¥ de E admettent une borne supérieure
x>~y et une borne inférieure = — ¥.

Rappelons d’abord que I’on pose:
zr=2>0, « =(—=x* |z|=27(—2)
alors on a
r=x*—x", lx|=2"+ 2.

Notons ici que nous emploierons toujours le signe | | en ce sens, et dans les
sections suivantes ot un élément de E sera une fonction harmonique f, |f]| est
en général differente de la fonection qui est égale au module de f en chaque
point.

Deux éléments z et ¥ de E sont dits orthogonaux (ou étrangers) et notés
xly, silz]~ly|=0. x* et £~ sont les seuls éléments orthogonaux % >0,
z2>0telsque x=y—=2. Sizxlyetaxlz onaxl(y+z)etxldy pour tout
scalaire 4. Soient A une partie de E et x L y pour tout y €A, si A admet une
borne supérieure, cette borne supérieure est orthogonale & z. Dire qu’une
fonction harmonique positive est singuliere (ef. [1], [18]) signifie qu’elle est
orthogonale a4 toutes les fonctions harmoniques bornées.

On dit qu’un espace vectoriel ordonné E est complétement réticulé, si toute
partie majorée non vide de E admet une borne supérieure dans E. On dit
qu’'un élément v de E est un élément unité (archimédien) si pour tout zE,
il existe un scalaire 1 >0 tel que

—u<x<Au.

Dans un espace vectoriel réticulé E, on dit qu’un sous-espace vectoriel N
est un idéal (sous-espace épais dans [38]) de E ¢’il satisfait 4 la condition
suivante:

(1.1) Les¥relations x =N, y=FE et |y|<|z| entrainent y N.
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On dit que N est un idéal propre §’il n’est pas identique a E tout entier.
Remarquons que si E # {0} possede un élément unité u, la condition nécessaire
et suffisante pour qu’un idéal N soit propre est w & N. Soit N un sous-espace
vectoriel de E, pour que E/N soit un espace vectoriel réticulé pour les struc-
tures induites, il faut et il suffit que N soit un idéal. Soit A une partie de E,
on désigne par A’ ’ensemble des éléments orthogonaux 4 tous les éléments de
A. Alors A’ est un idéal de E et si E est complétement réticulé, on a

E=A"+A" (somme directe ordonnée),

o A’ =(A’)Y. Pour que A’ =A, il faut et il suffit que pour toute partie non
vide X de A majorée dans FE, la borne supérieure de X appartient a A.

On dit qu’un idéal N est maximal, si N+E et ¢’il n’existe aucun idéal
propre N’ tel que NEN’. Si N est un idéal maximal d’un espace vectoriel
réticulé E avec un élément unité, E/N est isomorphe a l’espace vectoriel réti-
culé R des nombres réels et I'image de u est le nombre 1. Donc si 'on note
2*(N) limage de x par l'application canonique: E—E/N(=R), la corres-
pondance z: £ — x*(N) nous donne une application de E sur un espace vectoriel
réticulé #(M) de fonctions bornées a valeurs réelles définies sur l’ensemble N
des idéaux maximaux de E. On munit %t de la topologie la moins fine qui rend
continues toutes les 2*(N) (x =E) et on voit que N est un espace compact.

THEOREME DE REPRESENTATION. (Yosida [21]) Soit E un espace vectoriel
réticulé avec un élément unité w, Uapplication: x — x*(N) est un isomorphisme
en tant qu’espace vectoriel réticulé de E sur F(N) tel que

(i) lzl—=la*(N)I,

(ii) w(N)=1,

(ili)) F(R) sépare les points de N, a savoir: pour tout couple d’éléments
différents N1, No &R, il existe un x de E tel que x*(N;) =1 et x*(N,)=0.

L’espace c(M) de toutes les fonctions continues sur 9t est un espace vectoriel
réticulé et est aussi un espace de Banach pour la norme | f|=supyen|f(N)]

(fec).

THEOREME. ([21]) F(RN) est partout demse dans C(R) pour la topologie de
la norme. En outre, si E est complet pour la topologie définie par la norme
Ml =infd (—Au<x<lu), = est une isométrie et est une application de E
sur C(N).

Enfin, remarquons qu’étant donné un idéal propre queleconque de E avee
élément unité, il existe toujours au moins un idéal maximal qui le contient et
aussi le fait que si N est un idéal maximal, |z| ~|y|EN (a fortiori x L ¥)
entraine au moins x €N ou y EN.

2. Définition de la frontiére S*.

Soit S une surface de Riemann ouverte, on désigne par HB(S) ’ensemble
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des fonctions harmoniques uniformes bornées dans S. Lorsque S est parabolique
(c’est-a-dire S=0g) on pose, par convention, HB(S)= {0}, quoi qu’en réalité
toute fonction constante appartient toujours a HB(S).

On sait que HB(S) est un espace vectoriel complétement réticulé, si
I’on pose:

(f+9)@)=f(0)+9(p), QAf)p)=iSf(p)
(ou f, g€HB(S), AR, pS),

fz2g9& f(p)>9(®  pour tout peS.

f>"g (resp. f~9g) nest que la plus petite majorante (resp. la plus grande
minorante) harmonique de f et de g. Toute fonction constante est un élément
unité dans HB(S), mais nous adopterons, une fois pour toute, la fonction
identiquement égale 4 1 comme élement unité de HB(S) et la notons u.

THEOREME 2.1. Il existe une application biunivoque = de HB(S) sur
C(S*), S* étant Uespace des idéaux maximaux de HB(S) (muni de la topologie
susdite). = est um isomorphisme en tant qu’espace wvectoriel réticulé et est
aussi une isométrie.

Puisque HB(S) est complet pour la topologie de la norme Il fll (qui est
égale & suppes|f(p)|, d’aprés notre choix d’élément unité), c’est une consé-
quence directe du théoréme de représentation.

DEFINITION. Nous appelons S* la frontiére de la surface de Riemann S.

Si S est parabolique, S* étant vide, S ne posséde pas de frontiére en notre
sens. Donc, dans le reste de la premiére partie, nous supposerons que S soit
une surface hyperbolique et nous allons montrer que S* mérite d’étre appelé
la frontiere de S. Nous désignerons aussi les points de S* par p, puisque nous
considérerons bientét S+ S* comme un entier.

3. Mesures sur la frontiére.
Soit » un point fixe de S, la forme linéaire positive
oo f) =@ D)  (f*ec(S)

définit une mesure de Radon positive x, sur S* de masse totale égale a 1 (cf.
[8]). Puisque le fait qu’un sous-ensemble de S* est u,négligeable ou qu’une
fonction sur S* est pu,sommable ne dépend pas du choix du point p, nous
écrirons souvent simplement ux au lieu de g, On dit, d’aprés [6], qu’une
mesure g positive sur S* est normale, si pour toute famille filtrante croissante
{f}.er des fonctions numériques continues sur S*, de borne supérieure continue
f, #(f) est la borne supérieure des u(f,). La mesure u, définie ci-dessus est
normale, grice au principe de Harnack (ef. [1]).
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PROPOSITION 3.1. S* est un espace hyperstonien de genre démombrable.

D’abord c(S*) (isomorphe & HB(S)) étant complétement réticulé, S* est
un espace stonien. D’autre part, un ensemble ouvert et fermé non vide de S*
n’est pas p-négligeable (conséquence de I’isomorphie de =). Il s’ensuit que toute
famille d’ensembles ouverts et fermés non vides deux & deux disjoints est au
plus dénombrable. Donc S* est un espace hyperstonien de genre dénombrable
(pour la définition de cette notion nous renvoyons & [6]).

REMARQUE. Soient {f.}.c; une famille majorée filtrante croissante de fonc-
tions de HB(S) et f(p) =sup.e;f(p) (p € S), on sait que f=HB(S) et est donc
égale & U.e;f, mais la fonction égale a sup.e;(zf)(®) (<= S*) n’est pas en
général continue sur S*, et donc pas égale & U.,ernf, cependant elle n’en
differe que sur un ensemble p-négligeable (cf. [6]).

4. La frontiére G* d’un ouvert G de S.

Soit G un ouvert (non nécessairement connexe) de S, tel que son adhérence
G ne soit pas compact et que le complémentaire ne soit pas polaire. On désigne
par H,B(G) I’ensemble des fonctions harmoniques uniformes bornées dans G qui
g’annulent continiment en tout point-frontiére régulier de G et par wgs(p) ou
simplement wg) la mesure harmonique de la frontiere idéale de S par rapport &
G. Dans la plus part des applications, il suffit de considérer des G de frontiére
relative 0G trés réguliére (par exemple, formée d’un ensemble au plus dénom-
brable d’ares analytiques ne s’accumulant qu’a la frontiére idéale de la surface).

On dit que G est parabolique (ou G € SOgp), 8i we=0, donc H,B(G)= {0}
et que G est hyperbolique, si wg# 0.

HyB(G) est aussi un espace vectoriel complétement réticulé avee 1’élément
unité we et encore le théoréme de représentation s’applique pour obtenir 1’iso-
morphisme:

ng: HyB(G)— C(GY),

ol G* est 'espace des idéaux maximaux de H,B(G).
DEFINITION. Nous appelons G* la frontiére de G.

Il est évident que pour que G soit parabolique, il faut et il suffit que G*
soit vide.

Soit f une fonction positive de HB(S), ’enveloppe supérieure des fonctions
de H,B(G) majorées (dans G) par f sera notée Tsf et pour un élément quel-
conque de HB(S) on definit ’application Ty par

Tef =Te(f*) = Te(Sf7).

Soit inversement f une fonection positive de H,B(G), la fonction f, égale a f
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dans G et 4 0 dans S — G, sauf aux point-frontiére irréguliers de 0G, ou on la
prend égale 4 sa limite supérieure dans G, est sousharmonique. La plus petite
majorante harmonique (dans S) de f sera notée Rsf et pour une f quelconque
de Hy,B(G) on pose:

Rof =Ro(f*) —Re(f).

I1 est facile & voir que 7y est un homomorphisme (en tant qu’espace
vectoriel réticulé) de HB(S) sur H,B(G) et que R; est un isomorphisme de
HyB(G) dans HB(S). (Ici, on voit la légitimité de notre convention sur HB(S)
pour le cas de S parabolique.) On sait aussi les propriétés:

( i) TGRGTG =Tay

(ii) TeRs=application identique,

(lii) wg=Teu
(ef. [1], [5], [10]. T et R sont notées respectivement par Iz et E¢ dans [5]
et par Az et ug dans [10].)

ProOPOSITION 4.1. On a la décomposition de HB(S) en somme directe:
4.1) HB(S) = (I — ReTe)(HB(S)) + Ro(H,B(G))

(I: application identique de HB(S) sur lui-méme). C’est aussi une décom-
position orthogonale et le premier terme du second membre est égal a ker Tq
(le noyau de Dapplication Tg).

Les autres énoncés étant évidents A cause des propriétés de T et de Rg
citées plus haut, le seul a démontrer est que c’est une décomposition ortho-
gonale. Pour cela il suffit de remarquer que les deux termes du second membre
sont des idéaux de HB(S), ce qui suit de la propriété de Rs: si f>0 satisfait
4 Reg>f aveec un g <= HyB(G), il existe une fonction f, € H,B(G) telle que f
=Rsfo (ef. [5] ou [10]).

La proposition 4.1 nous permet d’identifier les idéaux maximaux de Hy,B(G)
avee ceux de HB(S) qui contient ker Ty et de considérer G* comme un sous-
ensemble de S* ou plus précisément comme la portion de S* contigiie 4 G.

LEMME 4.2. G¥* est un sous-ensemble ouvert et fermé de S*.

On a
(mu)(p) = 1= (n(u — Rwe))(p) + (n(Rewa))(p)  (ES™).

Le fait que tout idéal maximal de HB(S) qui constitue S* — G* contient
Ry(H,B(®)) (puisqu’un idéal maximal contient au moins un des deux éléments
orthogonaux) et la définition de la valeur de n(Rsws) en un point de l’espace
des idéaux maximaux (cf. §1) implique que

n(Rgwe)(p) =0, pe S*—G*.
De méme, on voit que
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(w —Rewe)(p) =1, DpEG*.
Donc on a
n(Rewe)(p) =1, peEG*.

La fonction n(Rsws) qui est égale 4 1 dans G et nulle ailleurs devant étre con-
tinue dans S*, on a la conclusion.

REMARQUE. G* peut étre caractérisé comme le sous-ensemble (de S*) ol
n(Rgws) est égale a 1.

LEMME 4.3. Sotent G, et Gy deux ouverts de S tels que

G12G..
Alors on a
G* 2 Ge*.

Il est évident que

w6i(P) = we:(D), P E G
Done
Rewe, = Re,w6: dans S,
ou
% —Regwe, < 4 —Rawg, dans S,

Puisque tout élément de ker Ts; est majoré par un multiple de u —Rgwe; (4
=1, 2), on déduit de la derniére inégalité que

ker T, S ker Te,.
D’ol1, on obtient
G* 2 Ge*.

PROPOSITION 4.4. Soient Gy et G, deux ouverts quelconques de S. Alors on a
4.2) (G1+Go)* = G1*- Ge*.
En particulier, si Gi-Gy =Y, on a Gi*-G.* =\,
D’aprés le lemme précédent, on a
(G1-G2)* € G *-Ge*.

Done, il suffit de monter 'inclusion inverse.
La comparaison de 1+ wa.c. et de we, + wg. sur 0(Gi-G:) nous donne
facilement
U+ RG1~G2(-UG1 Ge = RwaGl + RszGu
d’olr
(u —Rcw6,) + (4 — Ra,ws:) = % — Rey .¢:05,-6:.

Soit N un idéal maximal qui constitue un point de G,*-G-*, alors

N> u—Rswe; (=1, 2).
N étant un idéal, on a
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Nou— RGl-szGer-

Donc le point de S* déterminé par N appartient a (Gi-Gz)*.

PROPOSITION 4.5. Soient G et G deux ouverts quelconques de S. Alors
on a

(4.3) (G1+ G)* 2 G1* + Go*.
St G1-G2 =18, on a Végalité.

La premiére partie étant une conséquence triviale du lemme 4.3, démon-
trons la seconde partie. Si G;-G: =¥, on a

wei+6. = Max (g, ©c:).

(& signifie le prolongement sousharmonique de o dans S entier. cf. §4.)
Alors, il est facile & voir que

R¢i1 6061 +6: = Rowe, ™~ Re,wa6,.
Done, on a

(u —Reiw6,) ~ (¥ —Rewe,) = 4 + (— Re,wa:) ~ (—Re.wes)
=UuU— (RleGl) ~ (RGzﬂ)Gz) =Uu —RG1 +G2(VG1+G2e

Soit N un idéal maximal qui contient ker Tg,+¢., alors

N> u — R, +6:06:1+G2s
d’ou
N >34 —Rg e, ou N >34 —Rg.wa:,
autrement-dit
N2ker Te, ou N 2 ker Tg,.
Done, on a
(G1 'l‘ GZ)* = G1* + Gz*.

REMARQUE. Puisqu’il est facile & construire deux domaines paraboliques en
forme spirale du disque unité dont la réunion est le disque entier, on ne peut
remplacer 2 dans (4.3) par égalité.

PROPOSITION 4.6. Soient G; (1=1, 2, ---) des ouverts de S tels que
(i) Gi-G,=18 (t+#7),

ou
(i) G:&G.+1 (=12, ---).
Alors on a
“ (2 G)* =316,

L’inclusion inverse étant évidente, il suffit de montrer que
G S2G6
k3

D’abord, le méme raisonnement qu’a la proposition précédente, nous montre
pour les deux cas,
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Rse w56, =URg;we..
2

Puisque I'ensemble (31G.)* —>1G.* est ouvert et fermé (S* étant stonien, I’ad-
hérence d’un ouvert est ouvert), s’il n’est pas vide il n’est pas u-négligeable.
Or, >1G;* est justement I’ensemble ol I’enveloppe supérieure en chaque point
des fonctions {7Rg,wa;} est égale & 1. Ce qui contredit la remarque apres la
proposition 3.1.

5. La topologie de S+ S*.

Maintenant, nous sommes préts a définir la topologie sur la réunion S + S¥,
telle que S* mérite d’étre appelé la frontiere de S.

Nous adoptons comme systéme fondamental de voisinages d’un point p de
S+ S*,

i) st pES, un systeme fondamental de voisinages de p dans S,

il) st p=S* la famille d’ensembles {G + G*}, o G parcourt tous les
ouverts (non-nécessairement connexe) de S tels que p € G*.

REMARQUE. J’ai écrit dans [9] que G dans ii) parcourt les domaines non-
compacts, mais ce n’est pas suffisant. A cause de la proposition 4.6, un point
de G*, §’il n’est pas isolé dans S* n’est pas nécessairement un point de la
frontiere d’une des composantes connexes de G.

THEOREME 5.1. S+ S* est un espace topologique séparé conmexe. S est
dense dans S+ S* et S* est compact.

Les autres assertions étant plus ou moins évidentes, il suffit de montrer
que S* est compact. S* étant un espace stonien, les ensembles a la fois
ouverts et fermés forment la base des ensembles ouverts, donc la topologie de
S+ S* induite sur S* est moins fine que celle de S* en tant qu’espace des
idéaux maximaux. Parsuite ces deux topologies sur S* coincident et S* est
compact dans S+ S*.

Notons ici que S* est compact, mais S+ S* n’est pas, en général, compact.
Autrement-dit, S+ S* n’est pas nécessairement un compactifié de S.

6. Valeurs limites a la frontiére.

LEMME 6.1. Soient N un idéal propre de HB(S) et Ur={p||f|(p) <1/n}.
La famille d’ensembles {U% (n=1,2,---; fEN) est une base d’un filtre
sur S.

Puisqu’un idéal contient |f]| en méme temps que f, on peut supposer f=0.
Si Up=\, alors f>1/n)u et done # N, ce qui contredit ’hypothése que N
est un idéal propre. L’intersection de U7 et Uy (f, g €N) contient U7y, done
elle n’est pas vide.
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PROPOSITION 6.2. Soient py un point de S* déterminé par U'idéal maximal
N et feN. Alors on a
lim f(p)=0 peS).
DHDN
Soit G={p||f|(P)<1/n} (fEN), alors on obtient, par un raisonnement
simple,

113 0 — Rowo).

Done, on a
u —R(,'wg eN
et
(4 — Rgwe)(pn) = 0.
D’ou, on a

Py € G*.

Par suite le filtre & base {U?} (n=1,2.--; fEN) est moins fin que le
filtre des voisinages du point py restreints sur S. D’oil, on a la preposition.

TI}EOREME 6.3. Toute fonction f de HB(S) admet un prolongement con-
tinu f sur S+ S* et

F) = (=f)(p) (peS™.
Prenons un point py= S*. Alors on a
f=du+yg, ot A==xf(py) et gEN,
d’apreés la définition de la valeur de zf en un point de S* (cf. §1). Done, on a
lim f(p)=4=(zf)py) (@ES).
DP-DN
La continuité de f dans S+ S* est presque évidente.

Ce théoréme implique, en d’autres termes, que le probléme de Dirichlet
pour la donnée finie et continue sur S* est toujours résoluble et on obtient
ainsi toute fonction de HB(S).

PROPOSITION 6.4. Soit f une fonction harmonique singuliére (cf. [1], [18])
sur S. Alors on a

z}ir;}*f @®=0 (@eS)
en tout point p* de S*.
Soit G,={p|f(p)<1l/n} (n=1,2, --.), alors on a
£> 2w~ Rews,).

f étant singuliére, u — Rg,wa, doit étre identiquement nulle, ce qui entraine que
G.* = S*. c.q.f.d.
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PROPOSITION 6.5. Soit U*(p) un potentiel continu d’une mesure positive
v sur S. Alors on a
lim U*(p) =0 (pel),
p—p*

en tout point p* & S*.

La démonstration tout a fait identique a la proposition précédente est
valable.

REMARQUE. Comme on voit, par la démonstration, la continuité de U*
n’est pas absolument nécessaire. Il suffit que les G, soient ouverts. D’ailleurs,
tout récemment, S. Mori a démontré, pour sa frontiére trés voisine a la notre
(ef. [17]), une proposition parallele sans hypothése de continuité.

S* étant un espace hyperstonien de genre dénombrable, une fonction u-
sommable est égale, & un ensemble u-négligeable prés, & une fonction continue
a valeurs dans R (=la droite numérique complétée par + oo et — o). Par
suite, nous notons par L3*(S*) (w=1) I’espace vectoriel réticulé de fonctions
continues & valeurs dans R de puissance a-iéme sommable par rapport a su.

THEOREME 6.6. Il existe un isomorphisme entre l’espace des fonctions
harmoniques quasi-bornées (cf. [1], [18]) sur S et LLS*). Cette corres-
pondance nous donne aussi la valeur limite des fonctions harmoniques quasi-
bornées en chaque point de S*.

Soient f une fonection quasi-bornée positive et
F,(p) = Min (f(p), nu(p)) r=12,---;pE8).

F=sup,F, est égale a f dans S et au moins semicontinue inférieurement dans
S+ S*. (Puisque le théoréme 6.3 et la proposition 6.5 entrainent que toute
fonction surharmonique bornée continue admet un prolongement continu dans
S+ S*.) D’autre part, ’ensemble G = {p|F(p) <k} (k: un nombre reél arbit-
raire), étant égal a {p |F(p) < k} (n>E), est ouvert. Donc F est continue dans
S+S*. Par suite, on a le droit d’écrire f au lieu de . La u-sommabilité
de f(p) sur S* est évidente et la normalité de la mesure u implique inverse-
mentqu’a toute fonction de LL(S*) correspond une fonection quasi-bornée.

REMARQUE. Pour P’addition des deux éléments de L1(S*), on peut avoir, de
premiére vue, des points de valeurs indéterminées, mais on peut les éviter en
revenant aux fonctions quasi-bornées qui leurs correspondent. (La partie posi-
tive et la partie négative d’une fonction quasi-bonrnée ne peuvent étre infinies
en un méme point de S*.)

On a aussi aisément la

PROPOSITION 6.7. Il existe un isomorphisme entre HM,(S) (a = 1) (cf. [18])
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et L(S*), et cette correspondance nous donne la valeur limite & la frontiére.

En rassemblant les propositions 6.4, 6.5 et les théoréemes 6.3, 6.6, on
obtient le

\

THEOREME 6.8. Soit Fi(p) une fonction surharmonique continue & valeurs
dans R et positive sur S. Alors,
lim F(p) e s)
p—p*

existe en tout point p* de S*.
Sa valeur-frontiére est égale & celle de la partie quasi-bornée de la plus
grande minorante harmonique.

On a, en particulier, le

COROLLAIRE 6.9. La valeur-frontiere d’une fonction surharmonique posi-
tive et continue ne peut étre infinie que sur un ensemble u-négligeadble de S*.

7. Propriétés élémentaires de la frontiére S*.

LEMME 7.1. Etant donnée une Sonction f de HB(S), pour qu’il existe un
idéal propre de HB(S) qui contient f, il faut et il suffit que

inf | f|(p) =0.
peS

On peut toujours supposer que f soit positive. La condition est nécessaire,
puisque si infyesf=m =0, alors f>mu et I’'idéal qui contient f doit aussi
contenir u, ce qui est absurde.

Réciproquement, si inf,esf=0, soit N ’ensemble des fonctions de HB(S)
qui tendent vers 0 suivant le filtre engendré par U,={p|f(p)<1/n} (n=1, 2,
...), il est évidemment un idéal propre (N 3 %) qui contient f, donc la condi-
tion est suffisante.

ProposiTION 7.2. (Le principe du maximum.) Soient fe HB(S) et M
= 8uUppes f(D) (resp. m =infyes f(0)). Alors il existe un point p; (resp. ps) de S*
tel que f(p) =M (resp. f(ps)=m).

Soit g1 =M —f (resp. go=f—m), alors infres9:=0 (¢=1, 2). D’apres le
lemme prédédent, il existe un idéal propre qui contient g; (resp. g:), donc aussi
un idéal maximal N; (resp. N:) qui contient g; (resp. g:). Soit p; (resp. p:) le
point de S* déterminé par N; (resp. Nz). Il est évident que f(p:) =M (resp.
J(@2) =m).

Nous disons, d’aprés [10], qu’une fonction harmonique f est une mesure
harmonique génméralisée, si

F~(u—f)=0.

PROPOSITION 7.3. Il existe une correspondance biunivoque entre les me-
sures harmoniques généralisées sur S et les ensembles & la fois ouverts et
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fermés de S*. En particulier, il existe ume correspondance biunivoque entre
les fonctions minimales (non mutuellement proportionnelles) (cf. [1], [18]) de
HB(S) et les points isolés de S*.

Soit f une mesure harmonique généralisée. Le théoréme 2.1 et le fait que,
pour deux fonction f* et g* de C(S*), (f* ~ g*)(»*) est égale & Min (f*(p*), g*(»*))
impliquent que nf qui est un élément de C(S*) ne peut prendre que les valeurs
1 et 0 sur S*. Il suffit de prendre ’ensemble oli =f est égale & 1, pour avoir
la correspondance biunivoque. Si f est minimale, on voit que 1’ensemble ol nf
est égale 4 1 réduit & un seul point, puisque sinon on peut trouver une fonction
positive continue sur S* plus petite que f et pas égale & un multiple de f.

Nous disons, d’aprés [4], que S appartient a la classe Omgs, (=1, 2, ---),
8’1l existe au plus n fonctions linéairement indépendantes de HB(S).

COROLLAIRE 7.4. Pour que S < OgB,— OuBn.,, il faut et il suffit que S*
consiste en n points isolés.

On désigne par HD(S) I’ensemble des fonctions harmoniques uniformes sur
S a intégrale de Dirichlet finie.

COROLLAIRE 7.5. S’il existe umne fonction HD-minimale (cf. [4]) sur S,
alors il existe un ensemble ouvert et fermé de S* tel que sur lequel toute
Jonction de HD(S) posséde la valeur limite constante.

Soit f une fonction HD-minimale. On peut supposer que f soit positive et
suppesf=1. Alors, le fait que HD(S) est aussi un espace vectoriel réticulé
selon 'ordre naturel entraine tout de suite que f doit étre une mesure har-
monique généralisée. L’ensemble de S* ol nf est égale & 1 posséde la pro-
priété de 1’énoncé.

Paral}élement au théoréme 6.3, on peut montrer I’existence du prolongement
continu f sur G+ G* (muni de la topologie induite par celle de S+ S*) de
toute fonction f de Ho,B(G) et on a la

ProposITION 7.6. (i) Soient G un ouvert de S et f=HB(S), alors
N ~
(Tef)D)=F(®) (PEG*).

(ii) Sotent G un ouvert de S et f = Hy,B(G), alors

®wHo={7"  P=C)

Soit G,/ = {p|ws(p)>1—1/n}. On a, dans G,/,
1— l + lcoc,v,,/ < wg,
n o n

ou autrement,



182 KAZUMICHI HAYASHI

1
1 — Wg > —ﬁ(l - (UG,,’).
D’oi, on a

1
U— Rewe > %(u — R wey).

Alors, si N contient ker 7, il contient aussi ker Te, ou autrement-dit
Py € G* entraine py= G,’*. Ainsi, on a démontré (i) pour le cas f=u.

(ii), pour le cas f=wg, est une conséquence de la remarque apres le lemme
4.2 et le théoréme 6.3.

Pour f quelconque, la proposition suit de 1’isomorphie (resp. ’homomorphie)
de TG (resp. Rg).

En considérant les fonctions & intégrale de Dirichlet finie 4 la place des
fonctions bornées, les notations SOxp, Omp, (0=1, 2, --+) ou HyI(G) s’inter-
pretent facilement (cf. [4]).

ProposITION 7.7. (cf. [4], [15], [16]) S’il existe m+1 domaines disjoints
non vides G; (1=0,1,2,---,n) de S tels que Gy SOup et Gy & SOps (resp.
G, &ESOpp) (1=1, 2, -+, m), alors S n’appartient pas & Oyg, (resp. Omupy).

Soient f, (#0) € HyB(G,) (resp. e H\D(Gy)) (:=1,2, +--, n). u— >4 Rs,;fo, Ra:fo
(t=1,2, ..+, n) sont évidemment indépendantes, d’aprés leurs valeurs sur la
frontiere S*.

SECONDE PARTIE

8. Définition de S,*.

Soient S et S’ deux surfaces de Riemann et ¢ une application eonforme
(non nécessairement biunivoque, cf. [10], [18], [19]) de S dans S’. L’object
principal de cette partie étant ’allure & la frontiére des applications conformes,
on suppose désormais que S soit hyperbolique, mais S’ peut étre queleconque
(parabolique ou méme compacte).

Soit {S,’'}m: une exhaustion de S’ (lorsque S’ est compacte, on considére
une exhaustion de S’— {p}, S’ 6té d’un point p). Posons (cf. [5]):

HB(¢) ={f|Te-1sw>f =0, n=1,2, ---; f €HB(S)}.
Il est évident que HB(p) ne dépend pas du choix de I’exhaustion de S’ et que,
d’aprés la proposition 4.1, il est identique & I’ensemble des éléments de HB(S)
orthogonaux & tous les éléments de Ry-1csy, To-tcsw,(HB(S)) (=1, 2, --+).
ProrosiTiON 8.1. (i) HB(p) est un idéal de HB(S).
(ii) HB(S)=HB(¢) + {HB(¢)},

(on {HB(¢)} est Uensemble des éléments de HB(S) orthogonaux & tous les élé-
‘ments de HB(p)).
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(i) est facile a voir, selon la définition de HB(¢).

Pour démontrer (ii), il suffit de voir que HB(¢)={HB(¢)}’, ce qui suit du
fait que la borne supérieure des éléments de HB(¢) majorés dans HB(S), puis-
qu’elle est encore orthogonale & tous les éléments de Ry-tsw, To-1cs.>(HB(S))
(n=1,2,---) (cf. §1), appartient aussi & HB(¢).

On désigne par S,* la partie de S*, qui consiste en des points déterminés
par les idéaux maximaux de HB(S) contenant {HB(¢)}'.

D’aprés la définition de S,*, on a la

PrROPOSITOIN 8.2. (i) S*—S8,* est égal o Uadéhrence (dans S*) de

Sh{e (S}
(ii) S*—8,* =33 {¢"US.)}* est u-négligeable.

On a
S*—8§,* = (; oS )* = 21{e™)8)},

(cf. proposition 4.6). Ce qui entraine la proposition.

9. Allure i la frontiére des applications lindelofiennes.

Nous nous occupons maintenant de I’allure a la frontiére des applications
lindelofiennes (ou applications de caractéristique bornée selon [197). Nous disons
qu’une application conforme ¢ de S dans S’ est lindelofienne (ef. [11]), si

2 mr; 9)as(p, 1) <+ oo
o(r)=q’
lorsque ¢(p) #q’. (Ou, n(r; ¢) est la multiplicité de ¢ au point 7, Gs(p, r) la
fonction de Green de S de pdle r et ¢’ =8’.)

THEOREME 9.1. (cf. [12]) Soit ¢ une application lindelsfienne de S dans
S’. Lorsque p(€S) tend vers un point de S*, ¢(p) tend ou bien wers un
point de S’ ou bien & la frontiére idéale de S’.

Soient B = {V(p*)} un systéme fondamental de voisinages d’un point p* €S*
et UW={U®*)|Up*)=V(®*)-S, V(p*) €B}. L’intersection

IHI o(U®@*)

(adhérence étant prise dans S’) contient au plus un seul point de S’. En
effet, supposons que [Iy ¢(U(p*)) contient deux points différents q,’ et g’ de
S’. D’abord, considérons le cas ol S’ est hyperbolique. Soit Gs/(p’, q’) la fone-
tion de Green de S’ de pole ¢’. La fonction Gs(¢(p), i) qui est surharmonique
continue sur S doit admettre une valeur limite (finie on infinie) bien déterminée,
lorsque p tend vers p*, mais s (p’, qi’) est bornée au voisinage assez petit de
q2’, tandis qu’elle ne I’est pas au voisinage de ¢/, ce qui est absurde.

Lorsque S’ est parabolique ou compact, il suffit de considérer, au lieu de
Gs(p', q'), la fonetion Dg(p’; qi/, q5’) (introduite par Heins, cf. [11]) de sin-
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gularité logarithmique positive au point ¢q,’, celle négative au point ¢’ et har-
monique ailleurs. Si ¢ est lindeléfienne, on sait, d’aprés Heins [11], que

9.1) Ds(¢(p); a1/, q2') = S, q1") — S(», ¢=") +H(p),
ol
S, ¢) = 33 nir; P)gs(p, 1)

T)=q
et H(p) est une différence de deux fonctions harmoniques positives. D’aprés ce
que l'on a vu dans §6, le deuxiéme membre de (9.1), done aussi Ds(¢(p); ¢i/, @2),
posséde une valeur limite bien déterminée, lorsque p tend vers p*.

Notons ici que, lorsque S’ est compacte, la deuxiéme possibilité de 1’énoncé
du théoréme n’a pas lieu et on a, comme cas particulier oit S’ est la sphére de
Riemann, le

COROLLAIRE 9.2. Toute fonction méromorphe lidelofienne sur S posséde la
valeur limite en tout point de S*.

REMARQUE. La démonstration du théoréme ci-dessus est encore valable,
lorsque ¢ est une application telle que 'ou peut trouver un ouvert G’(c S’) ol
il existe une fonction de Green et qui satisfait a

{o@}* = 8™,
C’est exactement ce que Constantinescu et Cornea (cf. [5], p. 71) appelle
‘‘application de Fatou’’.

ProrosiTION 9.3. Soit G un ouvert de S et ¢ une application conforme de
S dans S’ telle que ¢(p) tend & la frontiére idéale de S’, lorsque p — p* (€ G*).
Alors on a
W < Wpy° P sur Q.

On peut supposer, sans perdre la généralité, que les frontieéres relatives 0G
et 0¢(G) sont suffisamment réguliéres. Soit w,’ la fonction harmonique égale a
0 sur (0¢(G@))-S." et a 1 sur (8S,’)-¢(G). Alors,

Wy, = lim wy’.
D’autre part, d’apres ’hypothese, (¢~ (¢(G)-S,'))-G est un ouvert relative-
ment compact ou parabolique. Done, le principe du minimum par rapport a la

frontiere relative subsiste et la comparaison de ws et @,/ o¢ sur la frontiére
relative de (¢~Y(¢(G)-S,’))-G entraine

weg < W/ 0@ sur (¢ Y¢(@)-S)))-G.
Le passage & la limite n — co, nous donne l’inégalité cherchée.

COROLLAIRE 9.4. Sous la méme hopothése que la proposition 9.8, l’image
d’un ouvert hyperbolique est toujours hyperbolique.

PROPOSITION 9.5. Soit ¢ une application lindelofienne de S dans S’. Lors-
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guw'un point p(€S) tend wers um point p* de S,*, ¢(p) tend vers un point
de S'*.

D’aprés la proposition précédente, (@(U(p*))* (ot U(p*) signifie le méme
ensemble que dans la démonstration du théoréme 9.1) n’est pas vide et il est
compact, done I'intersection [ (¢(U(p*))* n’est pas vide. Si elle contient deux
points distincts q.’, g2’ il existe une fonction f de HB(S’) telle que f(q:")
#+ f(gs'), d’autre part fo¢(p) doit avoir une valeur limite bien déterminée en le
point p*, ce qui est une contradiction.

THEOREME 9.6. Soit ¢ une application lidelofienne de S dans S’. Lors-
gw'un point p de S tend vers un point p* de S,*+ >3, {¢~U(S.)}*, ¢(p) tend
vers un point de S'+ S’*.

On verra dans §12 que l'existence d’un ensemble u-négligeable exceptionnel
de S* oll ¢ ne peut étre définie par prolongement continu est, en général,
inévitable.

REMARQUE. 8i ¢ est une application lindeléfienne et S’ parabolique, S,*
doit étre vide.

Soit S un domaine (considéré lui-méme comme une surface de Riemann) de
S’ et ¢ Papplication identique de S dans S’. ¢ est lindeléfienne et on voit
aisément que S,* est égale 4 la frontiére de S considéré comme un ouvert de
S’ (au sens de §4) avec conservation des ensembles négligeables et on a la

PROPOSITION 9.7. Soit F une fonction surharmonique continue et positive
sur un ouvert G de S. F posséde la valeur limite en tout point de G*, sauf
au plus sur un ensemble p-négligeable.

Les points de G* appartient, au plus & un sous-ensemble u-négligeable pres,
a la frontiere d’une de ses composantes connexes (cf. proposition 4.6).

10. Dans la suite, ¢ peut étre une application conforme quelconque (non
nécessairement lindelofienne).

Remarquons d’abord que ¢ est toujours définie dans >, {¢~1(S,/)}*, sauf au
plus sur un sous-ensemble p-négligeable. (Pour le voir, il suffit de considérer
G (@(D), @’) et tenir compte de la proposition 9.7.)

TuEorREME 10.1. (F. et M. Riesz-Lusin-Priwaloff) Soit A* un sous-ensemble
de S {97 U(S.)}* tel que u(A*)>0. Alors ¢(A*) ne peut étre contenu dans un
compact de capacité nulle.

Suppons que ¢(A*) soit contenu dans un compact de capacité nulle et soit
F une fonction surharmonique continue et positive définie dans un voisinage W
relativement compact de ¢(A*) qui vaut 4+ oo sur ¢(A*) (son existence est
assurée par Evans-Selberg). Alors Fo¢ posseéde la valeur limite + oo sur un
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sous-ensemble de u-mesure positive de la frontiére de ¢~(W), ce qui est absurde
(cf. corollaire 6.9 et proposition 9.7).

COROLLAIRE 10.2. (cf. [4], [18]) Si¢ S admet wune fonction HB-minimale
(resp. HD-minimale), alors S € Oy, (resp. S & O.4p).

(Or (resp. Oup) signifie la classe des surfaces de Riemann qui admettent
aucune fonction méromorphe lindelofienne (resp. fonction analytique a intégral
de Dirichlet finie) non-constante.)

C’est une conséquence des proposition 7.3, corollaire 7.5, corollaire 9.2 et
théoréme 10.1.

11. LeMME 11.1 Soit ¢ une application conforme localement du type-Bl
(cf. [10]). Alors on a

S,* =S*.

D’aprés [14], 'image inverse des ouverts relativement compacts de S’ est
relativement compacte ou parabolique, donc HB(¢) =HB(S).

ProrosiTION 11.2. Sotent ¢ une application non-lindelofienne de S dans
S’ et G un ouvert de S tel que

GH(# 1) C S,*.
Alors, 8" — ¢(G) est un ensemble polaire.

Il suffit de remarquer que S’ doit étre parabolique et que ¢(G) ne peut pos-
séder de fonction de Green.

En tenant compte du lemme précédent, I’hypothése de la proposition étant
toujours satisfaite lorsque ¢ est une application localement du type-Bl, on voit
que c’est une extension d’un résultat de [14].

12. Cas du disque unité.
Finalement, examinons un peu ce qui se passe au cas ou S est le disque
unité {#||z| <1} du plan complexe.

A T’aide de Tapplication identique (lindelofienne) du disque unité dans le
plan complexe, on peut considérer que les points p* de S* est situés, comme
une fibre, sur chaque point de la circonférence {z||z|=1} (cf. [20]).

Soient

S = {sz—%\<%} Sy=1{z10<|z|<1}

et ¢ Dapplication identique de S; dans S;’. Puisque l’on voit aisément qu’il
n’existe pas de point de S;’* situé sur z=0, les points de S;* situés sur 2 =0
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ne peut avoir d’image dans S;’+ Si’*. Voici un exemple ot il existe un ensemble
exceptionnel.

Etant donnés des nombres réels d, et 6, (n=1,2,-.--) tels que 6,>0, ¢,
> Ons1, 0,10 et |en—1{>0,, |eifn—e?Wn1|>d,+ 041, on pose D, ={z| |z — n|
< 0.} et G,=intersection de D, et du disque unité S. >,G, est la restriction
sur S d’un voisinage de certains points de S* situés sur z=1, autrement-dit
{3% G.}* contient des points de S* situés sur z=1.

Soit maintenant S; un disque quelconque tangente 4 S & z=1 et situé
dans S, on peut toujours trouver une famille d’ensembles du type ci-dessus qui
se trouve dans S —S.. Donc la limite en notre sens est une sorte de limite
tangente plutét qu’une limite radiale (telle qu’il apparait dans le théoréme de
Fatou). Ici encore, on voit que ’application identique de S:. dans S ne peut
étre prolonger, par continuité, jusqu’aux points de S;* situés sur z =1.
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