
UBER BINE UHERTRAGUNG ZWISCHBN RANDWSRTAUFGABEN

FUR EINEN KREISRING

Von Yusaku KCMATU

1. Einleitungo

Die Integralformeln, um die
Dirichletsche Randwertaufgabe fur
einen Kreisring zu Γόsen, warden
schon frϋher von verschiedenen
Verfassern expliziterweise aufgestellt,

1
'

Davon anschlieβend hat der Verfasser
der vorliegenden Note eine explΐzite
Integralformel hergeleitet, welche die
Lδsung der Neumannschen Randwertaufgabe
fur einen Kreisring darstellt .2) In
einer anderen Note3/ hat er ferner die
Ubertragung zwischen dies en zwei Art en
der Randwertaufgaben fίir einige einfach
zusammenhangende kanonische Grundgebiete
behandelt ,

Nun wird sich zeigen, daβ sich die
in der letztgenannten Note benutzte
Methode auch auf den Fall des Kreisrings
wohl anwenden la&t und zwar der Umstand
dabei der ganzen Glattheit des Randes
gema& mehr einfach ist. Von dies em
Standpunkte aus soil in der vorliegenden
Note das in der genannten Note^)
behandelte Problem wieder erδrtert
werdem

Z
9
 Einige Vorbereitungssatze

a

Wir beginnen mit einem Hilf ssatz,
der eine formale Identitat enthalta

TCΘ),

.Hilf ssatz 1, Es sei
jjn auf der Zτ=Ύe,*

6
 -Ebene gelegenen

Kreisring&i ^<r<l eindeutige
Funktion, die bezύglich T und θ
zweimal stetig differenzierbar ist,
Dann ist, fur ein beliebig festes
T
0
 mit %<r

0
< i > die durch die

Gleichung

•ft.").
def inierte Funktion auch dort eindeutig
und sogar genύgt sie der Beziehung

worin Δ den Laplaceschen Operator
bedeutet und ferner gesetzt ist:

Beweis. Die Eindeutigkβit von
) 1st unmittelbar ersichtlich.

Ferner gewinnt man durch direkte
Berechnung

Von nun an wollen wir unsβrβ
liberlβgung hauptsachlich auf har~
monische Funktionen beschrankeno In
diesem Falle zieht der Hilf ssatz 1
sofort nach sich den folgenden
Hilf s sat Zo

Hilf ssatz Z, V/enn ttCre"'
0
) in

K/ eindeutig und harmonisch ist und
<Uf(rQ

lβ
) wieder wie im Hilf ssatz

definiert wird, dann stellt der
Ausdruck

o
eine in R/ eindeutige Funktion dar,
welche von r unabhangig ist. Es
besteht sogar
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Der soeben hergeleitete Hilfssatz 2
kann auch mittels der Reihenentwicklung
bestatigt werden* In der Tat sei die
Entwicklung der harmonischen Funktion

dargestellt durch

00

Σ (̂flfc

wobei Σ, die Weglassung des Summanden
mit 7i=0 bedeutet

β
 Daraus gewinnt man

und somit f erner die gewίinschte
Beziehung

Nun sei ttOre*') wieder eine in
R, eindeutige und harmonische Funktion

0

Ihre konjugiert harmonische Funktion
bezeichne man mit u(r eΛ

β
) > die

bekanntlich bis auf eine additive
Konstante bestimmt wird. Der oben
genannten Entwicklung von ttCT e*"®)
gemaβ la&t sich die analytische
Funktion fc^-m-titi in der Form

darstelleno Hierbei bedeutet f> eine
reelle Konstante, welche bestimmt
wird durch

Die harmonische Funktion
und also zugleich auch die analy-
tische Funktion Jffc) sind eindeutig
dann und nur dann, wenn tt=0 ist,
Im allgemeinen ist der Mittelwert
von tt(rê ) Γangs einer Kreisperi-
pherie um den Ursprung gleich

Es sei nun o < r, < T, < 1 « Dann wird
τc I'

 £ z

Die Bedingung ou— 0 daf ίir, da& ίcCre )
als auch cKfc) in R/ eindeutig sind,
ist daher Equivalent mit dem Bestehen
von

r

J

fίir irgendsolches Paar von T̂  und
X^

 β
 Wenn ΊtCTe

4
'
6
) insbesondere im

abgeschlossenen Kreisring stetig
bleibt, so ΓaBt sich die Bedingung
in der Form

ΓZ<ΠΓ -a Γ
\ U f e ) d . Q = z \

0Λ %

darstellen, welche ϋblich als die
Monodromiebedingung bekannt ist*

Andereseits erhalt man aus der
Crleichung

die Beziehung

oder

«Γ
Folglich Γa&t sich die Monodromie-
bedingung auch in der Form

ί
darstellen mit irgendeinem beliebigen
Of o Aber diese Tatsache ist auch
unmittelbar ersichtlicho In der Tat
liefert die Cauchy-Riemannsche
Gleichung ru

t
=^L

$
 die Beziehung

λ<ιc
i P

λ<ιc

=έJ iS
0=0

namlich stellt27C(l nichts anders als
den Periodizitatsmodul von it dar

β

Wir kδnnen nun einen Satz erwahnen,
der unserer spateren Uberlegung
zugrunde liegt.
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Satz lc Es sei Oδ) eine in
regular analytischθ Funktion^ deren
reeller Teil U.Crβ̂ -̂ CŶ ) dort
eindeutίg isto Dann,4>esitzt die durch

und harmonisch, worin gesetzt sind:

definierte Funktion aυδti dort den
eindeutigen reellen Tell OΓCτê )
— 0̂ 9-Cτê )ί woriri beide Konstanten
OL und -4 die durch 2/τc dividierten
Periodizit atsmodul von

Hierbei bedeutet u eine zu ΊL
konjugiert harmonische Funktion,
deren willkϋrlich gebliebene additive
Konstante ersichtlich auf den Wert
von ίcΓτ

0
)- έ keinen Einfluβ ausύbt

β

bedβuten
c

Beweis, Da angenommen ist, dafe
ĵf (£) eindeutig ist, stellt die

reelle Konstante cu den durch &ΪCΛ/
dividierten Periodizitatsmodul von

dar, woraus die Eindeutigkeit
von α(̂  folgte

sei

Durch Integrieren in bezug auf
ergibt sicn die Beziehung

Beweis, Zuerst ergibt sich fur
die in Satz 2 eingefuhrte analytische
Funktion <?(z) die Beziehung

Die Entwicklung von

Auf Grund der Cauchy-Riemannschen
Gleichung lafi)t sich das erste Integral
der rechten Seite umformen in die Form

α̂r̂ -ί- 7'7t oy
r
 ̂'

v x

woraus sich wieder die Eindeutigkeit
von 1R,α(£) schlieβen la&t.

Durch Trennung des reellen Teils
der im Satz 1 erwahnten Beziehung
erhalt man den folgenden Satz

c

— f
^ \J

o
 0

f
θ
 f

•=- \ dJB\
Jo J

0

Γ
θ

= 1 (e-
Jo

womit sich ergibt

Satz 2
C
 Es sei fcίrê ) eine in

Λ eindeutige und harmonische Funktion
c

Dann ist die durch

def inierte Funktion auch dort eindeutig

was nach Satz 2 ersichtlich die
Eindeutigkeit und die Harmonizit'at
von or Ore

10
) zeίgt.

Ferner ist nebenbei zu bemerken,
daβ> sich die Funktion
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worin die Konstante d durch

mit einer reellen Konstante β dann
und nur dann in & eindeutig verhalt,
wenn β mit eben genanntem {? ,
namlich mit dem Periodizitatsmodul
von

zusammenfallt, welcher auch als den
imaginaren Teil des konstanten
Gliedes der Laurentschen Entwicklung
von fft)— a,lgfc urn den Ursprung
erklart werden kann.

Vίenn insbesondere ;£(£)== tt+iit selbst
eindeutig ist, dann gilt CL=0 und
somit

Zum Schluβ) bemerke man weiter, dafe
die Harmonizit'at der im Satz 2
genannten Funktion ΊfCrê

0
) auch

aus Hilfssatz 2 unmittelbar folgt.
In der Tat erhalt man

3. Ubertragung zwischen
Randwertaufgaben.

Durch Differenzieren der im Satz
2 angegebene Gleichung in bezug auf
T ergibt sich die Beziehung

.Λ

geliefert wird, insofern u(re J
<t<|ίC|̂ l stetig bleibt. Diese
Beziehung deutet eine Mδglichkeit
der ϋbertragung zvd.sc hen den
Dirichletschen sowie Neumannschen
Randwertaufgaben an, welche die
verwandten Randbedingungen tragen:

auf

fur

ϊ- '
oder

tc=H
ftίβ)

fur

1,

Im f olgenden sollen vdj diese Moglich-
keit ausfύhrlicherweise feststellen,

Satz J. Es seien vfe)— ftΛfts)
 und

Ufê =7lίf5θ, wo JCΛ-) und Λfe)
beide analytisch sind, die Lδsungen
der NeumannSchen sowie Dirichletschen
Randwertaufgaben mit den Randbedingungen

fPO)

l
-P(β),

fur

worin 3/3P die Differentiation Γangs
innerhalb gerichteter Normale bedeutet,
Dann gilt die Beziehung

wo eine reelle Konstante ist.

Beweis. Die Bedingung fur die
Auflδsbarkeit der Neumannschen
Aufgaben lautet bekanntlich
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r
Sogar stellt sie zugleich auch die
Monodromiebedingung fίir f(fc) dar«
Andererseits ist Zj'fa) auch in K,
eindeutigo Die eindeutige regular
analytischβ Funktion ffc)
besitzt den reellen Teil 'fct-
welcher langs des ganzen Randes
ϋberall verschwindeto Deshalb mufi>
sie mit einer rein imaginaren
Konstante zusammenf alien, die mit
i\> bezeichnet werden mag.

Die Ubertragung zwischen den
beiden Randwertaufgaben lafi>t sich
nun durchf ϋhren wie in den f olgenden
Satzen erwahnt wird*

Satz 4. Gestellt sei eine Dirichlet-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

eindeutigo Daher ist
=H.XJ

/
&)+α%l*l auch eindeutig,

Perner genligt tc der Randbedingung

Satz 5» Gestellt sei eine Neumann-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

r

Man lose zuerst durch V(fc>=0lj(50) mit
analytischem $00 eine assozierte
Neumannsche Aufgabe mit der Rand-
bedingung

worin gesetzt ist

Die Losungtί/̂ r̂̂ ljfe) der
ursprunglichen Dirichletschen
Aufgabe wird dann geliefert durch

Beweis o Die Auflbsbarkeitsbedingung
fiir die Neumannsche Aufgabe ist gewife
erfxillt; namlich gilt

Da die Mehrdβutigkeit von JCx) sich
nur auf einen Periodizitatsmodul des
imaginaren Teils bezieht, so ist

Man lose zuerst durch .ufe)=ίlf̂ ) «it
analytischem Ĉ̂ ;) eine assozierte
Dir ic hie t sche Aufgabe mit der Rand-
bedingung

Die Lbsung Ufê ĵfe) der ursprύng-
lichen Neuraannschen Aufgabe wird dann
geliefert durch

=c+ fJ
eine beliebige Konstante ist
eine reelle Konstante:

wo c
und

bedeutet; hierbei mag l; eine beliebige
positive Zahl sein, sofern
isto

Beweis. Die die Auflδsbarkeit der
Neumannschen Aufgabe sicherstellende
Nebenbedingung zieht nach sich die
Eindeutigkeit von f (sc; , woraus weiter
die von fr(z) folgt. Aus der Beziehung
*,}'(*)?=.f(*)-ί{ ergibt sich, dafe v(z)
==Γ̂ LjCΛ) die gestβllts Randbedingung
βrfίίllt:
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4. ϋbertragung der expliziten
Integralformeln.

Auf Grund der Satze 4 und 5 lassen
sich die expliziten Integraldarstellun-
gen fur die Lδsungen der Dirichletschen
und Neumannschen Aufgaben im Kreisring
$<ίfc|< 1 untereinander ϋbertragen*
Namlich, sobald eine Darstellung
bezuglich einer Aufgabe gewonnen
wird, dann ΓaBt sie sich in die
βntsprechende Darstellung bezuglich
anderer ύbertragen. Im folgenden
soil zu'erst die ϋbertragung aus der
Villatschen Formel bezuglich der
Dirichletschen Aufgabe in diejenige
Formel beziiglich der Neumannschen
Aufgabe durchgefuhrt werden, welche
fruher̂ ) auf einem etwas anderen Wege
hergeleitet worden ist

9

Es sei eine Neumannsche Aufgabe
mit der Randbedingung

Dβr Satz 5 besagt, dafe die Lδsung
v(z)=^3(a(z,) der ursprϋnglichen
Neumannschen Aufgabe durch

Λ

I
gestellto Die assozierte Dirichlet-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

besitzt die Lόsung tc(fc) , die mit
dem reellen Teil einer eindeutigen
analytischen Funktion f(Z)
zusammenfalltβ Die Villatsche
Formel lief ert dann die Darstellung

hier und im folgenden beziehen sich
die Bezeichungen auf die WeierstraB-
ische Theorie der elliptischen
Funktionen mit den primitiven Perioden
SUbljL (reell) und α̂)

3
 (rein imaginar),

die der einzigen Beziehung genύgen:

geliefert wird* Durch Einsetzen der
Darstellung fur f(f) erhalt man nach
Integration in bezug auf Igf den
expliziten Ausdruck

Die reelle Konstante -6 wird, wie
schon bemerkt wurde, bestimmt durch

=-.1

+-

hierbei 1st die Nebenbedingung der
urspriinglichen Aufgabe in Betracht
gezogen warden. Somit erhalt man
schlieMich die gewunschte Pormel
in der Gestalt
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worin C* wieder eine willkurlich
wahlbare Konstante bedeuteto Die
Letzte Formel fallt natύrlich mit der
in der fruheren Note^) hergeleiteten
vbllig zusammeno

Zum Schlufib sollen wir gelegentlich
noch zeigen, da& sich die Villatsche
Formel auf umgekehrtem Wege aus der
letzten herleiten lafet-. Nun werde
eine Dirichletsche Aufgabe mit der
Randbedingung

gestelltc Nach dem Satz 4 geht man
dann von einer analytischen Funktion

£ J

aus, deren reeller TeillΓία/)
die Neumannsche Aufgabe mit der
Randbedingung

lost. Dementspreehend ergibt sich
nun fΐir die Lόsung tt(CO~'R.f (fc) ^

e
r

ursprunglichen Dirichletschen Aufgabe
die Darstellung

i
-^ f ?~*fι

Da das letzte Glied offenbar eine
rein imaginare Grόβe ist, so liefert
die letzte Darstellung wesentlich
gerade die Villatsche Formel. Bei
der oben durchgefϋhrten umgekehrten
Ubertragung ist tatsachlich derjenige
Fall der soeben hergeleiteten Formel
benutzt worden, worin die Monodromie-
bedingung erfϋllt isto
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