
EINE BEMERKUNG UBER NEUMANNSCHE RAiNDWERTAUFGABE

Von lusaku KOMATϋ

l Es sei D ein auf der ζ-Ebene
gelegtes Gebiet mit einβr glatten
Begrenzung C > das der Einfachheit
halber als beschrankt angenommen werden
soll Die Neumannsche Funktion N(ζ, 5t)
von P mit der logarithmischen Singu-
laritat an Z wird gewδhlich charak-
terisiert durch drei Bedingungen:

1°. M(ζ,x)+l£K~*Ί ist regular
harmonisch fur ζ G D;

2, dHfc,*>)/dV bleibt konstant
fur ζ ^ C , worin V a V s 3 / ^

ζ
 die

Differentiation langs der nach Innen
gerichteten Normale an ζ bedβutet;
der konstanfce V/ert ist dann notwendig
gleich z.nτ./L* > wo L die Gesamt-
lange von C bedeutet;

3°. J N(ζ, O ά S verschwindet,

C
worin c(s=x ci5ζ das Linienelement langs
C an ζ bedeutet

Das Keuinannsche Randwertproblem in
Potentialtheorie laβt sich nun formu-
lieren wie folgt:

Vorgelegt sei eine auf C defi~
nierte stetige Funktion $($) Gesucht
wird eine Funktion tt(X), welche den
Bedingungen geniigt:

fur z = oc+;^G Ό,

fίir ζ=ζCs)€C.

Eine notwendige und hinreichende
Bedingung fur die Auflδsbarkeit des
Problems ist bekanntlich, daβ die
gegebene Randfunktion fur die ftorrual-
ableitur-g der gesucht en in D harmoni-
schen Funktion das verschwindende
Mittel besitzt:

Die Lδsung des Problems wird dann
eindeutig bestimmt bis auf eine will-
kiirliche additive Konstante, und sie
laβc sich in der Tat mittels der
Neumannschen Funktion darstellen
durch die Formel:

hierin bedeutet
Konstante,

c eine beliebige

Unter den obengenannten charak-
terisierenden Bedingungen von M(£, ̂ ) >
hangt die letzte Bedingung 3° lediglich
von einer Normierung ab. Falls man
auf diese Bedingung verzichtet, so
ergibt sich nur eine Unbestimmtheit
von einer beliebigen additiven Grδf3e,
welche nur von Z- abhangen mag Auf
Grund der Erforderung, daβ Φ(s) das
verschwindende Mittel langs C besitzt,
bleibt aber die Integralformel fur

auch dann gίiltig.

Andererseits, in der letztgenannten
Integralformel werden die Werte von
JNj(ς, z) lediglich fur ζeC (und
ΠL€ D ) bβnϋtzt Wenn isΓCζ,X) urn
eine nur von ζ abhangige GrδίSe ab~
geandert wird, dann andert sich die
durch diese Formel dargestellte Funk-
tion u.(X) nur urn eine additive Kon-
stante

Fiihrt man folglich eine durch den

Ausdruck

ft,
fiir ζ€ C und ^ ^ D

definierte Funktion ein, worin θi(ζ)
z B. langs C meβ>bar angenommen
wirdj so laSt sich die Lδsung des
Keumannschen Problems mit der Rand-
funktion auch in der Fom

C

darstellen, sof ern das Mittel von φ(s)
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auf (L verschwindet.

Z* Nun 1st die durch drei Bedin-
gungen charakterisierte Neumannsche
Funktion selbst ίm allgemβinen keine
konforme Invariante. Siβ besitzt
dennoch eine Art quasi-invariante
Eigenschaft bezuglich konformer Ab-
bildung dβs Bezugsgebiets Es zeigt
sich in der Tat, daf5 die Funktion
?Lft,x) als ganze Familie gewife
konform invariant ist Namlich gilt
der folgende Satz«

Satz l Es sei ς = f ( ζ
N
) mit

Z =• f C£
x
) irgendeine analytische

Funktion von ζ\ die die Abbildung
zwischen dem Originalgebiet P und
einem auf der ζ

x
 -Ebene gelegten

beschrankten Gebiet D^ vermittelt,
das auch eine glatte Begrenzung C

N

besitzen soil* Dann besteht eine
Beziehung der Form

fur und Zx€])\

worin die rechts stehende Funktion
bezuglich άes Gebiets D v

 definiert
wird wie ?l(ζ, Z) bezuglich des
Gebiets D , i. e.

mit der Neumannschen Funktion JSΓΎζ\ ̂
v
)

von D
v
 sowie mit geeigneten Zusatzglie-

dern cC(ζ
s
) und {.(%") .

Beweis Aus der Annahme der
Glattheit der beiden Rander C und
C* folgt bekanntlich eine eineindeutige
und glatte Zuordnung zwischen den ab-
geschlossenen Bereichen D + C und
D

V
 +C

x
 Durch die geπannte Abbildung

ζ = ^ C ζ
v
) transformiert sich jede in

D harmonische und auf D + C glatte
Funktion uCς) in eine bezuglich D

v
 und

D
v
 + C

v
 ebensolche Funktion tt

v
Cζ

v
)

=. v- (f (ζ
x
)) • Die N ormalable itung von

it
λ
fi

v
) langs C

v
 wird dann gegeben

durch

fiir ζ^ζCs) und ζ
N
 - ζYs

v
 ) .

Aus der Integralformel

βrgibt sioh daher nach Einsetzen von

ΈZIf'f<υ|<A5x d ie Beziehung
~d$
ng

=
c
-

Andererseits Iaί3t sich das Neumannsche
Problem bezuglich D

v
 mit der Rand-

funktion φ
N
(s

v
) unmittelbar durch die

Formel

{
auflδsen, worin c

N
 eine Konstante ist

Beide soeben genannten Darstellun£:en
fiir dieselbe Funktion u

v
fe

N
) bleiben

gultig, sofern die Randbelegung das
verschwindende Mittel besitzt:

Mithin ergibt sich aus einem ein wenig
verallgemeinerten Fundamentalhilfssatz
der Variationsrechnung, daβ> eine
Beziehung der Form

fiir ζ
v
 e

w
β
 z, b.

u n d gelt en

Es ist oft sehr nϋtzlich, da?5 die
Neumannsche Funktion den Symmetrie-
charalcter

besitzt, welcher insbesondere die
Harmonizitat von Nfζ, *) bezuglich
% nach sich zieht Eine mittels

f ur ζ und

definierte Funktion ist jedoch im
allgemeinen nicht symmetrisch in bezug
auf beide Argumente. Urn dies der Fall
zu sein, ist es notwendig und hin-
reichend, daβ β-(ζ)-aζζ) » const
ist.

Nun genligt eine Funktion TL(*>,%)
der soeben genannten Form im

β
allgemeinen

keiner Bedingung unter 1°., 2° und 3!
Die erste von denen wird dann und nur
dann erfϋllt, wenn ΰL(ζ) harmonisch
fiir ζ £ D ist Die zweite wird dann
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und nur dann erfϋllt, wenn 2<2-CO/d&
fur ζ e C ist* Die letzte wirt dann
und nur dann erfίilltj wenn -£fe) sich
auf eine Konstante -£ reduziert,
welche einer Beziehung

I
genϋgt* Die gleichzeitige Gύltigkeit
dieser dr^i Bedingungen zieht insbe-
sondere nach sich, daβ d(ζ) und &(Z)
beiάe versehwinden mϋssen, was gerade
die eindeutige Bestirnmtheit der Neu-
lαannschen Funktion bedeutet,

3r Die oben gezeigten Quasi-
invarianz la(3t sich in die Form

bringen, worin M^ύWhO-CίCV)) und
Bft

v
)=^Vr)-*Gf«

1
)) gesetzt sind,

Diese Beziehung erwahnt, wie die
Neumannsche Funktion des Bildgebiets
£)

λ
 fur ς'eC und z^tf mit derjenigen

des Originalgebiets 0 = / ^ ) verbunden
wird. Λber in dieser Form zeigt sich
darίiber hinaus eine noch explizite
Darstβll .αng. Zum Zweckβ soil eine
Grόfee eingefϋhrt v/erden, die der
Robinschen Konstcαnte bei der Greenschen
Funktion entspricht* Es sei namlich

und ebenso

gesetzt* Dann lautet der gewunschte
Satz wie fclgt .

> Fiir iedos Punktepaar ζλ

Si l t di.rί Beziehungin

KYζ\ONfV
v orin ACζx) f' ir ^ 6 P harmonic h
ist* Ferner laβt sich die Grotie
^(% N ) fur Z v ίD λ in e
Vveisβ άurch

oάer auch durch

Beweis Da die Differenz

ύberall in D
N
 harmonisch

in bezug auf jedes Argument ist. so
la^t sich die zuerst fίir ξ

x € C und
Y
i

β
 e

β

Der

bestatigtβ Beziehung
(Kϊfί-Aί)-ί«)ina ganze Gebiet,

fίir ς
v
ep

v
 und ^

x
^ p

N
 fortsetzen

Symmetrieeigenschaft der Neumannschen
Funlction gemaβ muβ ferner B(^)~ACz

N
)

sβ const sein. Deshalb ist gezeigt,
daβ die im Satze erwahnte Beziehung
gilt, indem eine unwesentlichβ additive
Konstante geeignet in dem Ausdrck A
zugefύgt wird. Nachdem diese Beziehung
gewonnen word en ist, lal̂ t sich die
erste Darstellung fur A θ

N
) leicht

einsehen Beim Grenzϋbergang ζ
x
-»£

Λ

gilt namlich

Die alternative Darstellung fiir Aίz
v

ergibt sioh duroh Integration der
Beziehung ΰber ς^fCζ^eC . Dabei
i3t nur zu bemerken, daβ

Nebenbei bemerkt, daft die Noπnal-
ableitunc von^Cζ

v
) der Gleichung

liefern, wo £ eine Konstante bedeuteti

fur

genύgt, wo JL die Gesamtlange von C
bedeutet. Daraus ergibt sich wieder
die zweite Darstellung fiir A(V)>
indem diese Funktion als eine Lόsung
der Neumannschen Aufgabe mit der
genannten Randfunktion bestimrat wird*

Ux Der Urnstand soil nun durch ein
Beispiel erklart werden Es seien
D und D

X
 beide die Einheitskreise

auf den respektiven Ebenen. Die
allgemeinste Gestalt der Abbildungs-
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funktionen zwischen ihnen laBt sich
dann in der Form

ς

mit lΠ<ί und Jλ = Q

darstellen* Die Neumannsche Funktion
von D wird durch den Ausdruck

geliefert Sie wird nun tatsachlich
in die erwartete Form transfoπniert,
naralich

), f fcx

In diesem Falle i s t folglich

Andererseits erh'alt man

α
woraus die erste Formel fur A(z") im
Satz 2 unmittelbar folgt Die zweite
Formel ergibt sich, indβm man demselben
Verfahren wie im Beweis des Satzes £
nachtritt. Ferner ergibt sich fϋrl£

x
ί~l

)^ i 1 \ί-ϊ?\X

womit sich die allgemeine Aussage in
diesem Spezialfall bestatigt wird,
denn es ist L = L

N
 = 2/7G.

5 Es lafit sich nun leicht βinse-
hen, wie sich die Normalableitung der
durch einen Ausdruck

«c-^j. J

mit dL(&)**frfozyi-a.&)H(z) def inierten
Funktion langs C verhalt, wenn die
Randbelegung φ(s) nicht notwendiger-
weise das versehwindende Mittel
besitzt

Fύhrt man namlich der Einfachheit
wegen die Funktion

= Φ(S)-^J φ(tΠt

ein, so verschwidet ihr Mittel langs
C Unter Berucksichtigung der
Bedingung 3°. ϋber ]Vί(ς,X^ lalδt sich
der Ausdruck fur ILC%) in die Forrα

u ί l t ) = c
- i ^ J

~ i J
 φ(s) α(ζ )d
-
s
 - h

umformeno Mithin wird die Koriαal-
ableitung an ζ=ζCs)6C durch

geliefert, sofern %

Insbesondere wenn w £ ) sich auf
eine Konstante reduziert, sieht man
ein, daβ die Normalableitung einer
Funktion der Gestalt

2JK, J^

am Handpunkt ζ —ζ(s) durch

geleifert wird Jede durch ein Integral
des Neumannschen Typus dargestelite
Funktion besitzt also als ihre Normal-
ableitung gerade die vorgelegte Rand-
belβgung nach Regulieren um ein
konstantes Niveau,

6. Zum Schluβ bemerke man, da$
jede oben betrachtete Funlction ti(^z)
sieh von der Neumannschen Funktion
NCζ^ %) selbst durch eine Summe der
nur von ̂  bzw % abhangigen Groβen
unterscheidet

9
 Deshalb gilt die

Identitat



Die recht Seite der letzten Gleichung
stellt^wie bekanntlich die Kernfunk-
tion K.(ζ,«) bezϋglich derjenigen in
D analytischβn Funktionen dar,
welche zur o^-Klasse gehόren und
eindeutige Stammίunktionen besitzen

o

Ss ist namlich

worin ίj Γζ)} ein betreffendes voll-
standiges Crthonormalsystem ist

β

Daher stellt der Ausdruck

ein bilineare Hβrmiteschβ Different!-
alform dar, die konform invariant ist

0

Zwar konnte man die ganzen Re-
sultate der vorliegenden Note noch
einfacher aus der soebβn erwahnten
Tatsache herleiten, wahrend hier ein
mehr elementarer Weg dazu gewahlt
worden ist

c
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