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EXISTENCE ET ARBITRARIETE DES CONNEXIONS

COMPATIBLES A UNE STRUCTURE RIEMANN

GENERALISEE DU TYPE PRESQUE

fc-HORSYMPLECTIQUE METRIQUE

PAR RADU MIRON ET GHEORGHE ATANASIU

Dans les notes [12], [13] nous avons aborde le probleme dΈisenhart pour les
espaces Riemann generalises du type presque 0- et 1-horsymplectiques metriques,
etablissant Γexistence et Γarbitrariete des solutions. Notre attention porte a
present sur le cas general de la structure Riemann generalised du type presque
^-horsymplectique metrique. On associe a une telle structure, g=gJrg, deux
distributions V et H sur M, supplementaires, orthogonales, par Γintermediaire
desquelles on determine un champ de tenseurs antisymetriques g du type (2, 0) et
une structure presque ^-horsymplectique locale. La condition de permutabilite
(2.1) des operateurs Obata appartenant a la structure g montre que la structure
presque ^-horsymplectique locale mentionnee est egalement une structure metrique.
Deux exemples justifient Γexistence de telles structures [4], [5]. Les proprietes
mentionnees servent a etablir Γexistence (theoreme 6) et Γarbitrariete des con-
nexions lineaires compatibles a g (theoremes 8 et 10). On y constate Γapparition
de deux cas importants: elliptique et hyperbolique, selon que Γapplication μ : M-+R,
de (2.2), qui est constante, est positive ou negative. Les theoremes 7 et 9 don-
nent les formes canonniques des connexions lineaires compatibles a. g, pour chaque
cas a part. Finalement, observons encore que les theoremes 8 et 10 offrent
toutes les connexions lineaires compatibles aux structures Riemann generalisees
du type presque ^-horsymplectique metrique elliptique ou hyperbolique.

Les notations et la technique de la demonstration des proprietes enumerees
sont celles que nous avons utilisees dans les notes precedemment indiquees [12],
[13].

§ 1. Structures Riemann generalisees d'indice k

Soit M une variete differentiate de dimension 2n + k. Un champ de tenseurs
a la decomposition unique dans la partie symetrique g et la partie

antisymetrique g
v
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Le champ g determine une structure Riemann generalisee si

(1.2) det\\g\\Φθ.

DEFINITION 1. On considerera que la structure Riemann generalisee est
d'indice k si

(1.3) r g | | £ |

v

II est evident que g determine une structure Riemann sur M et g est une

2-forme sur M. On montrera que g determine d'une mamiere unique un champ

de tenseurs g<aτl(M).
Vraiment, pour tout champ de tenseurs X&3£(M), Γapplication

ψ ' X > ixg

definit un morphisme du fibre tangent T(M) au fibre cotangent T*{M), qui est
homomorphisme sur des fibres. Soit V=keτφ. V est une distribution sur M de
dimension locale k. On note par H la distribution supplementaire, orthogonale a
V, Γorthogonalite etant etablie par rapport a g.

Dans chaque point X G M O Π a la decomposition directe

et VX1_HX.

On note avec v et h les projecteurs (supplementaires) determines par les
distributions V et H.

Soit ([/, xι) un systeme de coordonnees locales sur M et gXJ, glJy gx3 les

coordonnees locales des champs g, g et respectivement g. Si ξ\ , ξι est une

base locale orthonormee de V, alors

(1.4) grjξJ=0, gιJξψ=δab (a,b=l,-,k).
V a - a b

On considere les champs duels

(1.5) ηt=gτ£J.
— a

On a done:

(1.6) ηtξJ=δS
b

et les champs v, h definis sur la variete M, ont les composantes locales:

(1.7) vιj = rjjξ\ hj^δj—ηjξ1 (on somme apres a).
a a

THEOREME 1. // existe sur M un seul champ de tenseurs, antisyrnetriques, du
type (2, 0), g, ayant les proprietes
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iχg-g=h(X), vg=Q, VZGΞ3?(M).

Vraiment, le systeme d'equations en gl] (les coordonnees de g):

I gtJV4

α

v . Le champ g ne depend
VJ ° 1

pas de la base locale (£*) de la distribution V.
a

a

OBSERVATION 1. Le triplet (g, η, ζ) definit une structure presque &-horsym-
V α

plectique, locale.
On a, effectivement, du theoreme precedent:

gikgv~\-rjiζJ=δi (on somme apres a)
V a

(1.8) ηj?=δi
b

gtjξ
}=0, ηjgV=0 (a, b=l, - , k).

V a

Revenant a la structure g, on peut considerer les operateurs Oproiu apparte-
nant a g, [16].

v

(1.9)

et les operateurs Obata [15] de g:

(1.10) ΛlJ=i(δϊδJ-*,/*ϊ- ), i4ίJ=^-(3ί3j+ίr.^-)
l Z - 2 Δ -

On note par Λ-φ, ou Λί θ , le „ produit" des operateurs A et φ, ou ί̂ et Θ.
I l l 1 1 1

On a (-4 ^)IJ=ylϊ5ι^ΪJι, et Γeffet de Γapplication d'un de ces operateurs, par

exemple φ, sur un champ t^τ\{M) sera note par {φ't)s

XJ—φf s

rt
rm j-

Grace a un calcul direct on demontre le

THEOREME 2. (i) Les operateurs (1.9), (1.10) sont des champs de tenseurs
sur M.
(ii) A, A sont des projecteurs supplement air es sur <3{M)—le module τ\(M).

(iii) A'Θ=ΘΆ (M=1, 2).
u u

(iv) φ—Θ et φ-\-Θ sont des projecteurs supplement air es sur τ\{M).
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(v) Si Λ'ώ—φ'Λ, alors les projecteurs A et φ—Θ (respectivement A et φ+Θ)
1 1 1 1 1 1 2 2

sont permutabίes et A-(φ—Θ)} A-(φ+Θ) sont des projecteurs supplementatres sur
1 2 2 2

ή(M).
Aussi apparait-il comme une consequence le

THEOREME 3. Si les operateurs A, φ sont permutables, alors le systeme

a"equations tensorielles dans le champ de tenseurs X^τ\(M).

A X=Q
resp. \ 2

(φ-θ)-X=0 L I (φ+θ) X=0.
1 2

a des solutions non-triviales et sa solution generale est

X=A'(φ+θ)Ύ [resp. X=A-(φ-θ)Ύ^,
2 2 1 1

oύ Y<=τl(M) est complement arbitraire.

On appliquera ces resultats a la determination de toutes les connexions
lineaires compatibles a la structure g.

% 2. Structures Riemann generalisees du type presque &-horsymplectiques
metriques

DEFINITION 2. La structure Riemann generalisee g s'appelle du type presque
k-horsymplectique metrique, si g est d'indice k et les operateurs A, φ sont permu-

1 1

tables:

(2.1) A'φ=φ A.
1 1 1 1

THEOREME 4. La structure Riemann generalisee g, άϋndice k, est presque
k-horsymplectique metrique, si et seulement s'il existe une fonction non-nulle
μ: M-+R, de telle maniere qu' on ait

(2.2) gιrgj8gv=μgιj-

Demonstration. L'equation (2.1) est equivalente a

— — v — — v '

Si on note

la derniere egalite nous offre cljgrs=crsglJ. Par contraction avec g™ et notant
v v

avec μ—(l/2n)crsgyy on obtient (2.2). Toujours de (2.2) on s'aperpoit que μΦO
sur M. La propriete reciproque est immediate.
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a

E X E M P L E 1. L ' e n s e m b l e d 'ob je ts g e o m e t r i q u e s (F), ηl9 ξ
%, gtJ) (a=l, •••, k\

a ~

oύ F) est un champ de tenseurs du type (1, 1) sur M, τjι sont des k champs de
covecteurs sur M, ξι sont des k champs de vecteurs sur M et gχ3 —gji est une

a — —

structure Riemann sur M, presentant les proprietes:
α

—δ)-]rηjξι (on somme apres a)

b

(on somme apres a)

sera appele une (FJ, ηlt ξ
ι, ^ι<7 )-structure elliptique sur M.

α —

Au cas de k—2, K. Yano et quelques collaborateurs [20] ont prouve Γexis-
tence de telles structures sur certaines varietes M, de dimension 2n+2.

a

S'il e x i s t e u n e ( F ) , ηt, ξ\ ^ t j ) - s t r u c t u r e e l l ip t ique s u r M, (α = l , •••, k), a l o r s
a —

prenant gu=Frigjr, le champ de tenseurs gii—gij+gu determine une structure
v v

presque &-horsymplectique metrique (elliptique) sur M.
EXEMPLE 2. L'ensemble d'objets geometriques (PJ, η%9 ξ\ gXJ) (α = l, •••, k)

a
\ α

ou P) est un champ de tenseurs du type (1, 1) sur M, ηx sont des k champs de
con vecteurs sur M, ξι sont des ^-champs de vecteurs sur M et gu—ga une

a _ -

structure Riemann sur M, ayant les proprietes
P%

rP
rj=δ)—η£% (on somme apres a)

a

a a λ

j^—gij+ηiηj (on somme apres α)

α

sera nomme une (PJ, 37,, fJ, ^ ι;)-structure hyperbolique sur M.
α —

Une structure presque hermitienne hyperbolique, [11] induit sur une sous-
s a

variete de co-dimension 2 appartenant a M une (PJ, 771, f
 7, g ι ; )-structure hyper-

α —

bolique (α = l, 2).
a

S'il e x i s t e s u r M u n e ( P J , ^ t, f\ g ι > 7 ), s t r u c t u r e h y p e r b o l i q u e , ( α = l , •••, fe),
α —

alors prenant g%3—Prig3r on obtient gu=gιj+gu qui est une structure Riemann
v v

generalisee du type &-horsymplectique metrique (hyperbolique).
Ces deux exemples prouvent Γexistence des structures Riemann generalisees

du type &-horsymplectiques metriques g (elliptiques et hyperboliques) et en meme
temps ils suggerent la methode moyennant laquelle on obtient les connexions
compatibles a la structure g.
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A ce qu'on pourra remarquer, la fonction μ de (2.2) est constante. De ce
fait on peut donner:

DEFINITION 3. La structure Riemann generalised g du type presque &-hor-
symplectique metrique s'appelle: elliptique si μ=c2 (c>0, c^R) et hyperbolique
si μ = -c2 (c>0, c^R).

Au cas elliptique Γequation (2.2) est equivalente a

Cg-grr--=-—g\ϊgjr,

et on peut considerer le champ de tenseurs du type (1, 1):

(2.3) Fl=cgirgir.

Au cas hyperbolique Γequation (2.2) est equivalente a

Cg*gjτ=—gVgjr,

et il est possible de considerer le champ de tenseurs du type (1, 1):

(2.4) P} = Cg*gjr.

PROPOSITION 1. Le champ F) de la structure g elliptique et le champ P) de
la structure g hyperbolique, sont globalement definis sur M.

a

Observation 2. L'ensemble (Fj, η3, ξ
ι, g%j) donne par (1.4), (1.5) et (2.3) deter-

α —
α

mine une (F), ηlt ξ\ ^li7)-structure elliptique locale.
a —

Observation 3. L'ensemble (PJ, ηJ9 ξ\ gtj)-άonne par (1.4), (1.5) et (2.4) deter-
α —

a

mine une {P), ηx, ξ\ gtj) structure hyperbolique locale.
a -

§ 3. Connexions lineaires compatibles a une structure g du type presque
&-horsymplectique metrique

Le probleme important est certes celui de Γexistence des connexions lineaires
Γ par rapport auxquelles la structure Riemann generalisee g est parallele.

DEFINITION 4. Nous considererons qu'une connexion lineaire Γ est compati-
ble a la structure Riemann generalisee g si lxg—0, VZejr(M).

On constate immediatement que Γ est compatible a g si et seulement si:

(3.1) gtjM,=0, £ V , * = O .

Un premier resultat est avance par le

THEOREME 5. SΊl existe une connexion lineaire Γ compatible a une structure
Riemann generalisee g du type presque k-horsymplectique metrique sur M, alors
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( i ) les distributions V et H sont paralleles par rapport a Γ sur M;
(ii) les projecteurs v, h et le champ g sont paralleles sur M;
(Hi) la fonction μ de (2.2) est const ante.

Demonstration (i). Selon (3.1) en appliquant la derivation covariante gtjξ
ι=0,

a

on obtient gιjξ\k—^. Done ζι

 {k appartiennent a la distribution V. II s'ensuit
V a a

que V est parallele par rapport a la connexion Γ sur M. Si on applique de
nouveau (3.1) il s'ensuit que H est parallele sur M.

(ii). Selon (i) il resulte v et h paralleles. De gιrgy—H en appliquant Γopera-
/ N V

teur de derivation covariante on parvient a
ιrgvik =

Si on realise la contraction avec g\$, on a gtf, k—vfgtf, k=0, relation que

nous pouvons ecrire gtf \ k — (vfgίf) \ k=0 Par d'autres mots g\7 \ k=0.
(iii) Si on derive d'une maniere covariante (2.2), selon (3.1) et (ii) on a

μkgιj — 0, qui implique μk = 0 (μk = dμ/dxk). Done μ—constant.

Par consequent on a a considerer les deux cas μ=c2 (elliptique) et μ= — c2

(hyperbolique).

THEOREME 6. Sur la variete differentiable M douee d'une structure Riemann
generalisee g du type k-horsymplectique metrique, il existe une connexion lineaire
Γ compatible a g, si et seulement si la structure g est elliptique ou hyperbolique.

Demonstration. Si Γ existe, conformement au theoreme precedent la structure
g est elliptique ou hyperbolique.

Reaproquement: a) Supposons que g est elliptique. Soit Γ une connexion
o o

lineaire sur M, ίixee et | la derivation covariante par rapport a Γ. La connexion
lineaire suivante sur M est compatible a. g:

(3.2) ΓU=f'k + ^{gr-*lgrm+υTgrm*Δ+gVM
4 - — v v

avec F) donne par (2.3).

Assurement, par calcul direct on prouve que Γ satisfait a. (3.1).
b) Si g est hyperbolique, la connexion lineaire suivante est compatible a g:

(3.3) Γ)k=f)k+^{gVlgrj\k+vTgrjάά+g

oύ P) est donne par (2.4).

Evidemment, par calcul direct on prouve que Γ satisfait a (3.1). q.e. d.
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Ω

La connexion Γ donnee par (3.2), ou (3.3), sera appelee connexion compatible

a g associee a la connexion Γ.

§4. Generalite de la solution du probleme dΈisenhart

Ce qui interesse c'est Γarbitrariete de la solution du probleme dΈisenhart.

DEFINITION 5. La connexion (3.2) respectivement (3.3) compatible a g asso-

ciee a la connexion Γ)k — \ Λ determinee par g s'appelle la connexion canomque

de la structure g.

On note cette connexion par Γ.
1) La structure Riemann generalised g du type presque &-horsymplectique

metrique elliptique.
c

THEOREME 7. La connexion canomque Γ de la structure Riemann generalisee
g du type presque k-horsymplectique metrique elliptique presente une des formes
suwantes equivalentes deux par deux:

( i i ) fu\s} +

(iii) Γj,

avec F) donne par (2.3).

En appliquant le theoreme 3 on prouve le:

THέOREME 8. Toutes les connexions lineaires compatibles a une structure
Riemann generalisee g du type presque k-horsymplectique metrique elliptique sont
donnees par la formule

(4.1) ru=ru+lM^-e)y,*mY?k,
c

oil Γ est la connexion canonique de la structure g, et Y)k est un champ de tenseurs
du type (1, 2), arbitraire.

2) La structure Riemann generalisee g du type presque &-horsymplectique
metrique hyperbolique.

c

THEOREME 9. La connexion canonique Γ de la structure Riemann generalisee
g du type presque k-horsymplectique metrique hyperbolique possede une des formes
suivantes equivalentes deux par deux
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\

(iϋ) fu^^

avec P) donne par (2.4).

Faisant appel, de nouveau, au theoreme 3, on deduit le

THEOREME 10. Toutes les connexions lineaires compatibles a une structure

Riemann generalisee g du type presque k-horsymplectique metrique hyperbolique
c

sont donnees par la formule (4.1) oil Γ est la connexion canonique du theoreme 9,

et Y)k est un champ de tenseurs du type (1, 2) arbitrairement sur M.
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