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EXISTENCE ET ARBITRARIETE DES CONNEXIONS
COMPATIBLES A UNE STRUCTURE RIEMANN
GENERALISEE DU TYPE PRESQUE
k-HORSYMPLECTIQUE METRIQUE

PAR RADU MIRON ET GHEORGHE ATANASIU

Dans les notes [12], [13] nous avons abordé le probléme d’Eisenhart pour les
espaces Riemann généralisés du type presque 0- et 1-horsymplectiques métriques,
établissant l'existence et larbitrariété des solutions. Notre attention porte a
présent sur le cas général de la structure Riemann généralisée du type presque
k-horsymplectique métrique. On associe a une telle structure, g=g+€, deux
distributions V et H sur M, supplémentaires, orthogonales, par l'intermédiaire
desquelles on détermine un champ de tenseurs antisymétriques & du type (2, 0) et
une structure presque k-horsymplectique locale. La condition de permutabilité
(2.1) des opérateurs Obata appartenant a la structure g montre que la structure
presque k-horsymplectique locale mentionnée est également une structure métrique.
Deux exemples justifient I'existence de telles structures [4], [5]. Les propriétés
mentionnées servent a établir lexistence (théoréme 6) et l'arbitrariété des con-
nexions linéaires compatibles a g (théorémes 8 et 10). On y constate I’apparition
de deux cas importants : elliptique et hyperbolique, selon que I'application p: M—R,
de (2.2), qui est constante, est positive ou négative. Les théorémes 7 et 9 don-
nent les formes canonniques des connexions linéaires compatibles a g, pour chaque
cas a part. Finalement, observons encore que les théorémes 8 et 10 offrent
toutes les connexions linéaires compatibles aux structures Riemann généralisées
du type presque k-horsymplectique métrique elliptique ou hyperbolique.

Les notations et la technique de la démonstration des propriétés énumérées
sont celles que nous avons utilisées dans les notes précédemment indiquées [12],

[13].

§1. Structures Riemann généralisées d’indice »

Soit M une variété différentiable de dimension 2n-+%. Un champ de tenseurs
g<=13(M) a la décomposition unique dans la partie symétrique g et la partie
antisymétrique g

Vv
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(L.1) g=g+€.
Le champ g détermine une structure Riemann généralisée si
(1.2) détf g|| #0.

DEFINITION 1. On considérera que la structure Riemann généralisée est
d’indice k si
(L.3) rangl[gll-:dim M—k=2n.

Il est évident que g détermine une structure Riemann sur M et g est une
2-forme sur M. On montrera que g détermine d’une mamiére unique un champ

de tenseurs geti(M).
Vraiment, pour tout champ de tenseurs X< %(M), I'application

go:X—»zxg

définit un morphisme du fibré tangent T(M) au fibré cotangent T*(M), qui est
homomorphisme sur des fibres. Soit V=ker ¢. V est une distribution sur M de
dimension locale 2. On note par H la distribution supplémentaire, orthogonale a
V, lorthogonalité étant établie par rapport a g.

Dans chaque point xM on a la décomposition directe

et V.1 H,.

On note avec v et h les projecteurs (supplémentaires) déterminés par les
distributions V et H.

Soit (U, x%) un systéme de coordonnées locales sur M et g, 8w 8y les

coordonnées locales des champs g, g et respectivement g Si 51‘, e gl est une
base locale orthonormée de V, alors
(1.4) gvgizo, gl_,giél”:ﬁab (a, b=1, -, k).
On considére les champs duels
(L5) n=gu5.
On a donc:
(1.6) n§1=08

et les champs v, & définis sur la variété M, ont les composantes locales:

Q.7 vi=p,&, hi=8—n& (on somme aprés a).

THEOREME 1. I existe sur M un seul champ de tenseurs, antisymétriques, du
type (2, 0), g, ayant les propriétés
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Z'x§~§=h(X), v-§=0, VXex(M).

Vraiment, le systéme d’équations en g¥ (les coordonnées de g):
gipgl=hi

a
7;8Y=0,
. . PR . I g”._??i v 7
a la matrice (antisymétrique), non-singuliere || ,V . Le champ g ne dépend
7,

pas de la base locale (gi) de la distribution V.

OBSERVATION 1. Le triplet (\g, :7, &) définit une structure presque k-horsym-
a

plectique, locale.
On a, effectivement, du théoréme précédent:

g{/kg{}k+7;i§f=5i (on somme apres a)
a
1.8) 77]«%’:5,‘,‘
a
g\z/j?:O, 77;g</]:0 (a) b:]-y R) k) .
Revenant a la structure g, on peut considérer les opérateurs Oproiu apparte-
nant a g [16].
1
BES —2—(5§5§-+v§v§——g i8Y)
1 Vv
1
(1.9) ¥§=—2—(5€5§-—v€v§+gugsv’)
2 \

1
61 = Wihi+hv)

et les opérateurs Obata [15] de g:
1 1

(1.10) ./11§§=-§(5£5§—g1jg1‘) ) 4I§=5(525§+g31g13) .

On note par /11-¢, ou /11-@, le , produit ” des opérateurs /11 et qf, ou /11 et 6.

1

On a ({l-gé)zjz/ll’:f,,qu", et leffet de l'application d’'un de ces opérateurs, par
exemple gé, sur un champ te7i(M) sera noté par (Qf-t)z,zslf%" W 5

Gréce a un calcul direct on démontre le

THEOREME 2. (i) Les opérateurs (1.9), (1.10) sont des champs de tenseurs

sur M.
(ii) 4, 4 sont des projecteurs supplémentaives sur F(M)—Ile module ti(M).
1

(iiiy 4-0=0-4 (u=1, 2).
(iv) gbl—@ et gzg—i—@ sont des projecteurs supplémentaives sur ti(M).
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(v) Si /{gz?zq?/{, alors les projecteurs 4 et gz?—@ (respectivement /g et gzz—i—@)

sont permutables et A-(¢—0O), A-(p+O) sont des projecteurs supplémentaires sur
1 2 2 2
i(M).
Aussi apparait-il comme une conséquence le

THEOREME 3. Si les opérateurs A, ¢ sont permutables, alors le systeme
1 1

d’équations tensorielles dans le champ de tenseurs Xe<i(M).

{ A-X=0 [ { A-X=0 }
! resp.{ 2
(4—6)-X=0 (¢+6)-X=0

a des solutions non-triviales et sa solution générale est
X:Az-(gzg—i—@)-}’ [resp. X:/{-(gzz—@)-Y],
ol Yeri(M) est completement arbitraire.

On appliquera ces résultats a la détermination de toutes les connexions
linéaires compatibles a la structure g.

§2. Structures Riemann généralisées du type presque k-horsymplectiques
métriques

DEFINITION 2. La structure Riemann généralisée g s’appelle du type presque
k-horsymplectique métrique, si g est d’indice k et les opérateurs 4, ¢ sont permu-
1 1

tables :

@.1) A-g=¢-A.

1 1

THEOREME 4. La structure Riemann généralisée g, d'indice k, est presque
k-horsymplectique métrique, st et seulement s’il existe une fonction non-nulle
@ M—R, de telle maniere qu’ on ait

(2.2) gl_rgJ_ngvs:ﬂg\t/J .
Démonstration. L’équation (2.1) est équivalente a
8188\ 81y =8r18sm8\' 81y -
Si on note
C1;=8uw&m8V",
la derniére égalité nous offre €= Craly- Par contraction avec g{’ et notant

avec p=(1/2n)c,;g¥, on obtient (2.2). Toujours de (2.2) on s’apercoit que p+0
sur M. La propriété réciproque est immédiate.
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EXEMPLE 1. L’ensemble d’objets géométriques (F:, 771, 5’, &) (=1, -, k),

ou F! est un champ de tenseurs du type (1, 1) sur M, 771 sont des 2 champs de
covecteurs sur M, E’ sont des & champs de vecteurs sur M et g,;=g;: est une

structure Riemann sur M, présentant les propriétés:
F,éF;:-—&H—?;,.‘{;‘1 (on somme aprés a)
Fin:=0,
Fig1=0, %azﬁ,

FiFigs=guy—n ;), (on somme aprés a)

a
sera appelé une (F:, 7, &%, g.;)-structure elliptique sur M.
S 8y

Au cas de k=2, K. Yano et quelques collaborateurs [20] ont prouvé lexis-
tence de telles structures sur certaines variétés M, de dimension 2n-2.

a
S’il existe une (F3, 7, E’, g”-)-structure elliptique sur M, (a=1, -+, k), alors
prenant g,,=Fig,, le champ de tenseurs g,,= g”-l—gU détermine une structure
\

presque k-horsymplectique métrique (elliptique) sur M.

EXEMPLE 2. L’ensemble d’objets géométriques (P2, ;l, & g, (e=1, -, k)

a
ot P? est un champ de tenseurs du type (1, 1) sur M, 7, sont des & champs de
convecteurs sur M, {-" sont des k-champs de vecteurs sur M et g,,=g;; une

structure Riemann sur M, ayant les propriétés
P$P§:5}~;)j§’ (on somme apres a)
Pipi=0, PE=0, pg=3,
P€P§'gr_s=—~g1_j+;l;1;)] (on somme aprés a)

a
sera nommé une (P}, 7, &, g.,)-structure hyperbolique sur M.
2 &Y
Une structure presque hermitienne hyperbolique, [11] induit sur une sous-
\ a
variété de co-dimension 2 appartenant a M une (P%, 1., &, g.;)-structure hyper-
> &Y
bolique (a=1, 2).
a

Sl existe sur M une (P3, %, {-‘1 &), structure hyperbolique, (a=1, -, k),
alors prenant g”—Pzg,, on obtient g,,= g”%—g“ qui est une structure Riemann
généralisée du type k-horsymplectique metrxque (hyperbolique).

Ces deux exemples prouvent l'existence des structures Riemann généralisées
du type k-horsymplectiques métriques g (elliptiques et hyperboliques) et en méme
temps ils suggérent la méthode moyennant laquelle on obtient les connexions
compatibles a la structure g.
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A ce qu'on pourra remarquer, la fonction yx de (2.2) est constante. De ce
fait on peut donner:

DEFINITION 3. La structure Riemann généralisée g du type presque k-hor-
symplectique métrique s’appelle: elliptique si p=c? (¢>0, c€R) et hyperbolique
si uy=—c? (¢>0, ceR).

Au cas elliptique Iéquation (2.2) est équivalente a

1
cg’—’g]vr= — 788

et on peut considérer le champ de tenseurs du type (1, 1):
(2.3) Fi=cg¥g, .
W

Au cas hyperbolique I'équation (2.2) est équivalente a
r —_— l r
C8=8y="-8VE&r>
Voo
et il est possible de considérer le champ de tenseurs du type (1, 1):
2.4) Pi=cg¥g, .

PROPOSITION 1. Le champ F: de la structure g elliptique et le champ P} de
la structure g hyperbolique, sont globalement définis sur M.

Observation 2. L’ensemble (FF, 7;], gl, -39 donné par (1.4), (1.5) et (2.3) déter-
mine une (F?, ;1, a{-", gl_])-structure elliptique locale.
Observation 3. L’ensemble (P, ;l; 2 %’, gl_j)-donné par (1.4), (1.5) et (2.4) déter-
mine une (P}, ;;z, a{”, gl_j) structure hyperbolique locale.
§3. Connexions linéaires compatibles 4 une structure g du type presque
k-horsymplectique métrique

Le probléme important est certes celur de I'existence des connexions lindaires
I” par rapport auxquelles la structure Riemann généralisée g est paralléle.

DEFINITION 4. Nous considérerons qu’une connexion linéaire I est compati-
ble a la structure Riemann généralisée g si Vyg=0, VX x(M).
On constate immédiatement que I  est compatible a g si et seulement si:

(3.1 gz_jlk:0> g{/ﬂk:O-
Un premier résultat est avancé par le

THEOREME 5. S'il existe une connexion linéare I' compatible & une structure
Riemann généraliséé g du tvpe presque k-hovsymplectique métrique sur M, alors-
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(i) les distributions V et H sont paralleles par rapport a I' sur M,
(ii) les projecteurs v, h et le champ § sont paralleles sur M;
(iil) la fonction p de (2.2) est constante.

Démonstration (i). Selon (3.1) en appliquant la dérivation covariante g,,;&*=0,
a
on obtient g.;&*,=0. Donc &', appartiennent a la distribution V. II s’ensuit
Va a

que V est paralléle par rapport a la connexion I” sur M. Si on applique de
nouveau (3.1) il s’ensuit que H est paralléle sur M.

(ii). Selon (i) il résulte v et h paralléles. De g”g"—h’ en appliquant I'opéra-
teur de dérivation covariante on parvient a

gzrgi/rl k:()'

Si on réalise la contraction avec g'2, on a gi?,,—vfg?, =0, relation que
nous pouvons écrire g??, ,—(wPg?),,=0. Par d’autres mots gi?,,=0.

(iii) Si on dérive d'une maniére covariante (2.2), selon (3.1) et (ii) on a
y,,glvj.—-o, qui implique p,=0 (u,=0p/0x*). Donc p=constant.

Par conséquent on a a considérer les deux cas p=c® (elliptique) et p=-—c?
(hyperbolique).

THEOREME 6. Sur la variété différentiable M douée d’une structure Riemann
généralisée g du type k-horsymplectique métrique, il existe une connexion linéaire
I" compatible a g, si et seulement si la structure g est elliptique ou hyperbolique.

Démonstration. Si I' existe, conformément au théoréme précédent la structure
g est elliptique ou hyperbolique.

Réciproquement . a) Supposons que g est elliptique. Soit I" une connexion

o o
linéaire sur M, fixée et | la dérivation covariante par rapporta /. La connexion
linéaire suivante sur M est compatible a g:

0 s 1
3.2) =5t {glsl:glj?k"'l);ngﬂﬁk]+g</s[g(/j‘rk+ U}ngr\}ncl‘k]
+FILES v ] +ojve— vrv;Tk+2{1; n[3vgvie—vl ],

avec F! donné par (2.3).

Assurément, par calcul direct on prouve que F satisfait a (3.1).
b) Si g est hyperbolique, la connexion linéaire suivante est compatible a g:

Q . 1
3.3) I's= §~k+Z{g’—‘[g:ﬁﬁ-v}"gmu]+g(f[gy‘?k+v3"gr¢‘?k]

—P§[P57k+vsmPl”Tk]+v§v$7k—v$v97k+2/11§5nESv?viTk—vl"Tk] ,

ot Pt est donné par (2.4).
Evidemment, par calcul direct on prouve que F satisfait a (3.1). g.e.d.
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2
La connexion /" donnée par (3.2), ou (3.3), sera appelée connexion compatible

\ 7z \ . S
a g associée a la connexion 7.

§4. Généralité de la solution du probléme d’Eisenhart
Ce qui intéresse c’est 'arbitrariété de la solution du probléme d’Eisenhart.

DEFINITION 5. La connexion (3.2) respectivement (3.3) compatible & g asso-

ciée a la connexion I” }k:{; Ie} déterminée par g s’appelle la connexion canonique
de la structure g.
C
On note cette connexion par [

1) La structure Riemann généralisée g du type presque k-horsymplectique
métrique elliptique.

C
THEOREME 7. La connexion canomique I' de la structure Riemann généralisée
g du type presque k-horsymplectique métrique elliptique présente une des formes
swwwantes équivalentes deux par deux:

. ¢ 1
(1) Fou={] J+ T eV gyt FIPst 245 Gopvti—vria),
L 1 .
(i) Fy={3 -+ 5 {g¥gyint Sotugh—otia,
sy 7S 1
i) F3={5  }+ 5 PP s+vs—308,
avec F* donné par (2.3).

En appliquant le théoréme 3 on prouve le:

THEOREME 8. Toutes les connexions linéaires compatibles a une structure
Riemann généralisée g du type presque k-horsymplectique méirique elliptique sont
données par la formule

A1 5=l L4 (9= O B,

C.
o I est la connexion canonique de la structure g, et Y3, est un champ de tenseurs
du type (1, 2), arbitrare.

2) La structure Riemann généralisée g du type presque k-horsymplectique
métrique hyperbolique.

C
THEOREME 9. La connexion canonique 1" de la structure Riemann généralisée
g du type presque k-horsymplectique métrique hyperbolique possede une des formes
suivantes équivalentes deux par deux -
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. ¢ 1
(1) Li={3 T 80— PiPEA2 A5 Goputi—orio).

in oS 1
() Ii={3 1+ 5 eVt 3mn—os)

v S 1
i) I3={3,}— 5 (PPo+ 305ttt

avec P} donné par (2.4).

Faisant appel, de nouveau, au théoréme 3, on déduit le

THEOREME 10. Toutes les connexions linéaires compatibles a une structure
Riemann généralisée g du type presque k-horsymplectique méirique hyperbolique

[4
sont données par la formule (4.1) ont I est la connexion canonique du théoréme 9,
et Y, est un champ de tenseurs du type (1, 2) arbitrairement sur M.
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