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Inégalités de Harnack et phénomene de concentration
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Abstract. We give some results about the product supu X inf u for some elliptic
operators of order 2 and 4. If we use those inequalities and the concentration phenomena,
we can describe the asymptotic behavior of some nonlinear PDE of Yamabe type.

1. Introduction et résultats.

1.1. Le cas d’opérateurs d’ordre 2.

On note A = —V'V; le Laplacien géométrique.

On s’occupe de certaines inégalités de Harnack de type sup xinf et de leurs
applications aux phénomenes de concentration dans le cas d’opérateurs elliptiques
d’ordre 2. Ce type de problémes est bien connu (cf. par exemple, [B1], [B2] [C-L],
[DLN], [GT], [H], [He] [L1], [L2], [M]) et les résultats obtenus utilisent des techniques
de symétrie (cf. [GNN]).

Les phénomenes de concentration (ainsi que leurs conséquences) ont été largement
étudiés, precisément pour la recherche des meilleures constantes dans les inégalités de
Sobolev (voir par exemple [Au], [Au, D, He|, [DHR] et [He,V]). En ce qui nous
concerne, ce type d’inégalités (sup x inf) et le phénomene de concentration, nous
permettent de décrire le comportement asymptotique de certaines solutions d’EDP.

Considérons une suite de réels positifs (¢;);, avec ¢, — 0 et une suite de fonctions
v, > 0 sur S", telles que: -

-2 -2
Av,+ M=, 2 N
7 4 1 4(”— 1) 7 7
2
avec, N = —n2, 0<a<V,(z)<b<+4oo,Vze S et|VV], <A

n— X . T
On suppose que, pour tout ¢, les fonctions V, et v, sont régulieres.

THEOREME 1. Sous ces hypothéses la suite (v.,) vérifie

1/4
(722 (Sup v€,> x inf v, — 0. (1)
S S

On s’intéresse aussi au probleme suivant:
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Au; = Vi(|z))w; V7179, w; > 0 dans By(0) et u; = 0 sur 9B (0).

ou B;(0) est la boule unité de R" et V; est une fonction décroissante de |z| qui vérifie
0<a<Vz|]) <b< +oo pour tout z. On suppose que les fonctions u; et V; sont
régulieres pour tout i.

THEOREME 2.  Pour tout compact K de B1(0), on a

sup u; X infu; > ¢ = c(a,b, K,Q,n) > 0.
Bi(0) K

1.2. Application.
Considérons le probléme suivant:

Au, =n(n—2)u 1% wu, >0 dans Q et u, =0 sur 99, (E)

ol 2 est un ouvert borné de R".
Pour ce type d’équation il existe de nombreux résultats de compacité et de

comportement asymptotique (voir par exemple, [BP], [H], [He]).

THEOREME 3.
1) Il existe c1 = c1(n, ) > 0, ca = c2(n, Q) > 0 telles que:

¢ < luell gy < -

2) Si ) est étoilé (pour simplifier), alors, il existe une sous-suite (uc,) pour laquelle, il
existe unm € N* et un nombre fini de points de concentration xyi, xs, ..., T, € Q tels que:

i) hrr}) u, =0 dans C; (Q—{z1,...,zn}),

VEke{l,...,m}, 3 (zjx) avec, v — wp et u(xjx) — +oo.

u w
. . — n
i1) lim uiv G = g pids, avec fr; > ——.
e—0 Py 2

Ici la convergence a lieu au sens des distributions.
3) Pour tout compact K de Q—{x1,...,xn}, il existe une constante positive

c=c(K,Q,n) >0 telle que:

Sup Ue; X sup ue; < c.
Q K

4) Il existe un voisinage w du bord 9 et une constante positive ¢ = ¢(w, 2, n) tels que:
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Sup U, X sup ue; < €.
Q w
5) Il existe deux constantes positives, B et By telles que:
2
B <€ (Sgpuej) < Bo.

Plus précisément, il existe une fonction g € C*(09), telle que,

2 2
n oo < > 8,, d
€j<supu(]> _, S $|V(i) [0,9(0)] o
Q D ket Mk

Wn

o ke{l,...,m}, tels que:

6) Il existe m réels positifs yi,...,Ym, YV > n(n — 2)
m _
Sup ue; X U, () — Z’ykG(zk, x) dans CZQUC(Q —{z1,. ., xm}),
Q k=1

ou G est la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichlet. On peut prendre,
9=y wG(xk,.) dans le 5).

REMARQUE. Le théoreme 3, donne une géneralisation du résultat de Han (cas
d’un ouvert étoilé par exemple), qu’on peut retrouver en utilisant son hypothese
supplémentaire (voir [H]).

1.3. Le cas d’opérateurs d’ordre 4.

Concernant certains opérateurs d’ordre 4, il existe des résultats comme [C1], [C2],
[C-G] et [V]. Nous nous occupons maintenant de savoir si pour certains d’entre eux des
minorations du produit sup X inf sont possibles.

Sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 5, on considere
I’équation suivante:

A%u; + bAu; + cu; = V,L-u,;<”+4)/(”74), u; > 0 sur M, (E)
b2
oubye>0,c<— et 0<Vi(z) <A
La condition 0 < ¢ < (b*/4) est trés utile pour obtenir notre estimation, car elle
permet d’avoir une fonction de Green avec d’intéréssantes propriétés et est utilisée pour
appliquer le principe du maximum voir [C2].

THEOREME 4. I existe une constante positive k = k(b,c, A, M, g), telle que,

sup u; X infu; > k,V 1,
M M
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ou u; est solution de (E').

Autre résultat sur un ouvert € strictement convexe de R" avec n > 5, considérons
I’équation:

Au, =ul", u.>0dans Q, et u = Au, =0 sur 99, (E")

n+4
avec p = et 0<e<
n—4 n—
THEOREME 5. Pour tout compact K C Q, il existe c = ¢(K,Q,n) > 0 telle que pour

toute solution u. de (E"), on ait:

sup u, X infue > c.
Q K

Pour les opérateur d’ordre 4, il existe une identité de Pohozaev comme pour ceux
d’ordre 2([P]), voir [C-G], et I'’équation (E"), avec € = 0, ne possede pas de solutions
lorsque l'ouvert € est étoilé. Ceci nous pousse a étudier (E”) avec € > 0.

Pour I’équation (E”), il est important de remarquer que les points z. ou les solutions
ue sont maximum, restent loin du bord 0f2. Ceci est important pour estimer ces solutions
prés du bord. Ce fait important est réalisé pour les ouverts §2 strictement convexes, la
méthode utilisée est celle de symétrie de [GNN] et la transformation de Kelvin. Pour le
laplacien d’ordre 2, I’équation reste invariante par la transformation de Kelvin, ce qui
n’est pas le cas pour (E”) et la condition de stricte convexité du domaine peut attenuer
la non invariance par cette transformation, voir [C-G].

2. Preuves des Theoremes.

2.1. Preuve du Théoreme 1.
Supposons par 1’absurde que (1) ne soit pas vraie, alors:

1/4
lim sup lei(”_z)/z <sup UEI> x inf vql >c>0.
€—0 s" 5"
Soit z, le point ou v, atteint son maximum. On consideére la projection stéréographique
de pdle y,, point diamétralement opposé a z.,. On a:

Siz=(x1,...,&n,Tny1) € S" et y= (v1,...,yn) € R" 'image de x par la projection
stéréographique, alors:

2y; 2 1
- e Iyl2 ’
L+ Jyl ly|” +1

i SESn, Tpp =

et,
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2 (n—2)/2
2 dy?, et u 2 )
g=\\———"— Y-, € ¢ — | 7 2 €
1+ |y 1+ [y

Soit E la métrique euclidienne et Ag le laplacien pour cette métrique, on obtient:

n—9 9 (n—2)/2

AEU/G, _ 7H€L‘/;u671v717617 avec H(y) — - ,
T R T+ P

et

ue (0) = 2722 max v, = maxu,, et inf
0

U, > infu,,.
5" By1(0) B1(0) §"

On en déduit que,

i

limsup | ;" 2/2[u,, (0)]"/*x inf u@.] >c>0.
€—0 Bi(0)

On se retrouve dans le cas du Théoreme 1 de [B1], les étapes de la preuve de ce
Théoreme 1 se conservent ici, mais il faut vérifier si le lemme 2 de I’étape 2-3 se conserve.
On a, a., = 0 pour tout entier i et,

3 9\ (22
V. (t,0) = e" D92 H ()Y, (), avec H(t) = [ —— .
i i 1+€2t

Comme,

/2=l (0)] 1> &> 0,

i

ce qui s’écrit,

loge > — (2 _ ) (0) +logé =t
oge; =~ 2\ n =2 9 Oguel ogec =1;.

Donc
AV, >0, sur ]—oo,t;]x &

Donc, le lemme 2 de I’étape 2-3 du Théoreme 1 de [B1] se conserve et la conclusion de la
preuve de ce Théoréme 1 reste la méme ici, a savoir,
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e, (0 V4 inf ue, < ¢, pour tout i,
i B0 e
1 0

or, d’apres notre hypothese de départ,

[ue, (0)]* inf u,, >

B1(0) o T

2.2. Preuve du Théoreme 2.

D’apres le Théoréme 1’ de Gidas-Ni-Nirenberg [GNN], la méthode “moving-plane”
assure que u; est radiale. Considérons la fonction de Green G du laplacien, on peut
écrire:

maxu; = Uz(o) = G(O,y)‘/;(|x|)ui(y)N717€'
B (0) By (0)

<b G(0,y)dy | (max ;)N ¢,
< [Bm 0,y) y](w» )

1
[0 G(O.9)y|

On peut alors appliquer le Théoreme 2 de [B2] pour obtenir le résultat voulu.

qui donne [u;(0)]Y")7% > ¢ > 0, avec, ¢ =

2.3. Preuve du Théoréme 3.

PREUVE DE 1). D’apres l'inégalité de Harnack du type sup X inf (voir [C-L], [L1] ou
adapter la méthode qui se trouve dans [B1] avec les V; = 1), pour tout compact K d’un
ouvert 2y CC €, il existe une constante positive ¢ = ¢(K, Qy, 2, n) telle que :

sup ue X infu, < c.
K Q

On sait que (voir [H] p. 164-165) pour 6 = &y > 0 assez petit:
u(z) < M= M(,Qn), Vaze{ydly,d) <b}.
Ici 6y dépend de €2 mais pas de € > 0.
1 26
On prend, Q) = {x,d(w,@Q) > 20} et K = {:c,d(x,aQ) > 30}
Soit G la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichlet, alors:

zuwzéa@ww”ﬂww

En appliquant le principe du maximum a G, on a pour & > 0,
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G(z,y) > ¢c1 = ¢1(60,Q,n) > 0 sur {z,d(x,00) > 280/3} x {y, d(y, ) > 6y/2},

qui donne

¢ > supu, x inf u, > / uN " (y)dy.
K 2 {,d(2,09)>260/3}

Comme,

3 = Wy + [ u¥ )iy

/[z,d(z,@ﬂ)ﬁ?éq/?)} {z,d(x,00)>268,/3}

On en déduit que:
el IN=¢ < e(n, Q).

En multipliant (E) par u. € H} () et en intégrant par parties, on obtient:
el 2 () < €(n, Q).

D’autre part, en utilisant I'injection de Sobolev, puis en multipliant I’équation (F)
par ue, en intégrant par parties et en utilisant I’inégalité de Holder, on obtient:

K el < Kolluel% < / IVl = nn - 2) / W = n(n — ) u N,

qui donne,

[ tell v > K, >0 et el g1 > K, > 0.

PREUVE DE 2).

Point i): Comme u, est bornée dans H', on peut en extraire une sous-suite us — u et
la convergence est presque partout, dans LV=(1/2) fort et dans H' faible.

La fonction u > 0 vérifie, Au=n(n — 2)u~! et u =0 sur Q. De plus ull ) <
liminfe g [[ue [ i) < c(n, Q).

1’) Régularité de u au bord: On sait (voir [H] pp. 164-165), qu’il existe un voisinage
w du bord 0f) et constante positive M telle que:

ug(x) <M, Vzew.

En utilisant le lemme 2 de [H] (ou le lemme 8 de [He]), on en déduit que la suite (u,,) est
uniformément bornée dans C'* au voisinage du bord. En utilisant le théoréme d’Ascoli,
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la suite (u,,) converge vers une fonction C! et donc u est C' au voisinage du bord.

2’) Régularité de u a Uintérieur de : En utilisant les arguments de régularité locale
de Trudinger (voir [T] le théoreme 3 et le lemme p.268) et le théoreme de
Ladyzenskaya-Ural’ceva (voir le théoreme 4.40 de [Au]), on en déduit que u est au
moins de classe C%(Q).

Finalement u € C?(£2). D’apres le principe du maximum » = 0 ou u > 0. Comme {2
est étoilé, en utilisant la formule de Pohozaev [P], on conclut que u = 0.

REMARQUE. On peut se passer du fait que €2 est étoilé. On sait que les points z,, ou
u,, est maximum restent loin du bord, alors, soit u,, est uniformément borné dans C°(Q)
et on a donc un résultat de compacité, soit, il existe une sous-suite de u,, notée encore u,
telle que u,, (z.,) — +00 et dans ce cas l'inégalité de Harnack du type sup X inf et les
estimations de Schauder (au voisinage du bord), nous permettent d’avoir l'existence
d’un point ag trés proche du bord sans étre sur le bord (ou u,, est uniformément bornée)
tel que u(ag) = 0, le principe du maximum appliqué a u implique que u = 0.

On définit un point de concentration xy, comme suit,

Vé>0, lim inf/ ul = (z)dx > 0.
B(x,6)NQ2

€i
€;—

On prend la lim inf au lieu de lim sup, dans la définition d’un point de concentration,
pour pouvoir compter tous les points de concentrations, on verra plus tard qu’il est plus
simple de compter les points de concentrations (qui seront en nombre fini).

En utilisant le Lemme 1 dans [He] (avec la modification lim sup devient liminf), on
en déduit que si xg est un point de concentration, alors:

liminf/ u, (y)dy > —.
=0 JB(z0,6)nQ

Comme u.(x) < M sur {z,d(z,0Q) < §}, d’apres les estimations elliptiques on en
déduit que ||Vl g, < M, ot w est un voisinage du bord €. On conclut grace au
théoreme d’Ascoli que u, converge uniformément vers 0 sur un voisinage du bord et donc
il n’y a pas de points de concentration au voisinage du bord. De plus en utilisant le
lemme 2 de [H] ou lemme 8 de [He] et le théoreme 6.6 de [GT], on déduit que [[ucl|¢z(,,
converge vers 0 au voisinage w du bord, (on prend une couronne C voisinage du bord, les
bords dC de C sont, 9§ et I(€2, ), on prend 7 une fonction telle que n = 0 sur 9(£2,) et
n = 1 dans un voisinage de dQ, puis on s’occupe de 1’équation A(nu,) = f. € C**(C) et
nue = 0 sur 9C).

Comme (u,,) est bornée dans H'(Q), par le théoréme de Rellich-Kondrachov, pour
tout ¢ € [1, NJ, il existe une sous-suite notée encore (u,,) qui converge vers 0 dans L?. En
prenant une suite ¢ — N et en utilisant le procédé diagonal, on déduit qu’il existe une
sous-suite notée encore (u,) qui conevrge vers 0 dans tous les L7 avec ¢ € [1, N|.

En premiere conclusion, on obtient, une sous-suite notée (u,) telle que |[uc, |2y —
0etVqe[l, N[ [lugllpyn) — 0, avec w un voisinage du bord.
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Comme v, est bornée dans LY, on en déduit que si il y a des points de concentration
alors ils sont en nombre fini x4, . . ., z,,. De plus m est borné par un réel ne dépendant que
de Q et n.

On va voir que la suite u., a au moins un point de concentration. Supposons le
contraire, soit alors K un compact de Q tel que ! — K C w, ot w est un voisinage du
bord tel que, |u,, ||Cz(w> — 0, alors supy u,, = u, (ye;) avec y, — y € K. Apres passage a
une sous-suite, il existe 6, > 0 tel que, liminf,_, fB(y,éy) uﬁY’q (z)dx =0, on en déduit
grace au procédé d’itération de Moser, que supp, /2) ue — 0 et donc \|u6,||Lm(K) — 0.
Ainsi, [lug [~y — 0, or ceci contredit le fait que |[uc, || vy = ¢ > 0, pour tout i.

Pour la suite (u, ), on a un nombre fini de points de concentration de €2, on considere
alors, une sous-suite (u,) de (u,) qui a le maximum de points de concentration, soit
T1,%2,..., T, tous les points de concentration de (u,). Alors toute sous-suite de (u,) a
au plus m points de concentration.

D’apres le lemme 1(modifié, lim sup — liminf) de [He], on a:

Vike{l,...,m}, V6>0, liminf/ w6 (x)dx > ﬂ,
6‘]*’

Blard) € on
et,
Vye Q—{zy,...,zy}, 36, >0, liminf/ ul "% (z)dz = 0.
€0 B(y.5,) !
Soit K un compact de Q—{z,...,z,}, on a, supg ue, = uc;(y;) avec, par

compacité, y; — y € K. En utilisant le méme raisonnement que [He] dans le lemme 4
et le lemme 8 et les estimations elliptiques (théoreme 9.11 de [GT]), puis les estimations
de Schauder, on en déduit qu’il existe une sous-suite u,, qui tend vers 0 dans C*(K). De
plus cette sous-suite vérifie

Vke{l,...,m}, V6 >0, liminf/ o > —,
=0 JB(.s) 2n

qui revient a dire que la nouvelle sous-suite a au moins m points de concentrations,
d’apres la définition de m, cette sous-suite a exactement m points concentrations
z1,...,T,. On obtient:

VyeQ—{z1,...,zn}, 36,>0, liminf/ ugfﬁh (z)dx = 0.
B(y,6y) v

€, —0

En considérant une suite exhaustive de compacts (K,) de Q— {zy,...,7,},
K, C Kpi1, UK, =Q — {z1,...,2m} et en utilisant le procédé diagonal, on en déduit
qu’il existe une sous-suite notée u., qui a exactement m points de concentration
T1,..., T, et qui converge vers 0 dans CF (Q — {z1,...,Zm}).

Soit z; un point de concentration, alors, il existe une suite j, — 400 et x;, 1 — 21
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avec U, (2, k) — +oo. En appliquant le méme procédé pour x, puis pour xy, k allant de
3 & m, on extrait une sous-suite notée encore (u,) et des suites de points (z;), k allant
de 1 a m tels que, u,(v;1) — +00 et zj — xp.
Ainsi, pour tout k € {1,...,m}, il existe une suite y; — 1 et u,(y;r) — +o0.
On peut remarquer que,

w
| B(ay, 6)| sup ufy > / u) " (x)dx > —= pour i > i,
Blap) Blapd) gntl

puis, on fait tendre é vers zéro.
Point ii): Soit x; un point de concentration, alors:

w,
= liminf uN" (@) de > =2,
Hk €;—0 Blapbo) € ( ) — 9n
d(.’L‘i,SL’j)

avec, 0y = min{i;éj,i,j:l‘.“,m}
Alors, pour 0 < 6§ < §p, on a:

pp = lim inf/ ul"%(z)dr = lim inf/ ul~ (z)dx.
§=0 JBus) §=0  JB(8)

En considérant une sous-suite et en prenant ¢ € C(£2), on obtient:

m
[ o@oar =Y [ @+ [ a5 (2)$(2)da.
Q 7 1 JBas) Q-[Un, B(zi.8)]

En prenant § assez petit et en utilisant le point i) du théoreéme, on en déduit que:

Wn

€;—0 Q on .

m
lim [ ¥ @)p()d = mdle), >
k=1

Point iii): Soit z, € Q tel que u,,(z,) = supg uc;, apres extraction d’une sous-suite,
on peut supposer que z., — zg € . Il est clair que zy est un point de concentration et
donc zy est 'un des xy, k € {1,...,m}, on peut supposer que xg = .

Soit K un compact de Q — {z1,...,xy}, alors il existe a; > 0,...,a,, > 0 tels que,
KcQ=0, - (U B(zi, )], ot € est un ouvert relativement compact de 2. D’apres
le point i), u.; — 0 uniformément sur Q.

Considérons I'opérateur L = —A +n(n — 2)u,, Alors, Lue, = 0 et I'inégalité
de Harnack usuelle est vérfiée pour cet opérateur (voir [GT]). Ainsi, pour tout 2 CC Q,
il existe ¢ = ¢(Q,Q,n) > 0 telle que:

N—2—¢;

sup ue, < cinf Ue; -
0 9]
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On prend €2 contenant K et tel que son bord extérieur (bord le plus proche de 99Q) soit le

bord d’un ouvert O contenant une boule de centre x; et de rayon o > 0. Comme wu; est
sous-harmonique, on obtient:

inf u.. <infu, = infu,..
Q J 90 J O J

Comme, B(x1,a) € O, en utilisant Iinégalité de Harnack du type sup x inf, on a:

sup u, X infu., < c=c(0,a,n).
B(z,a) o

Or, supg Ue; = SUPp(y, ) Ue;» €N cOmbinant ces inégalités, on obtient:

sup ug; sup ue, < ¢ = c(K,§,n).
Q K

Point iv):
Méthode 1: On sait (voir [H] pp. 164-165) qu’il existe un voisinage du bord w, un
ouvert ' CC et une constante positive ¢ = /(n, Q) tels que:

sup u, < c’/ U, (x)dz.
w /

On peut (quitte a grandir '), supposer qu’il existe R > 0 tel que, B(zg, R) C €,
ke{l,...,m}.

Comme u,; est sous-harmonique d’apres I'inégalité de Moser-Harnack, il existe 0 <
R’ < R et une constante positive ¢ = é(n, 2, R') tels que:

/ ue (v)dr < ¢ inf wu,=¢ inf wu,, ke{l,...,m}.
BanR) B(xy,R') OB(xy,R)

D’apres le point iii), on a:

SUp U, X SUp U < Cp.
Q ' 0B(x,R')

Ce qui donne:
sup uej/ ue,(z)dx < €(R',Q, k,n).
Q B(xy,R')

On se place maintenant sur ' — {U}~, B(zx, R'/2)}. Sur cet ouvert on a d’apres le
point i), u,, <1 a partir d'un certain rang, on peut appliquer 'inégalité de Harnack
usuelle a la fonction u,, solution de Lu,, =0 ou L = —A+n(n — 2)ug_2_€j. Il existe

¢ = ¢(R,Q,n) telle que:
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sup ug, < ¢ inf U, = C inf ue; < ¢infu,, = cinfu,,.
@ —{U", Bz, R)} @ —{UL, Blaw,R)} Y —{U, Bz R)}) oY Q’

En utilisant ’'inégalité de Harnack du type sup x inf, on obtient:

supue, X infu,, = sup u., x infu., < c(Q,Qn).
o 2 7 Bwmr) ¥

Finalement, on obtient:
SUp U, X / U, ()dr < supu; x sup U, < (R ,Q,n).
Q Q—{U, B(ay,R)} Q Q—{U" BlayR)}
En combinant, toutes ces inégalités, on obtient,

sup ue, X supu,, < ¢ sup ufl/ e, (z)dr < c(w, Q,n).
Q w o o o

Méthode 2: D’apres 'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci (voir [Au]), on a:

SUp Ug; < SUP U; + C||U£,[7176’ (PR
w ow :
Donc,
sup u, < sup u; + C||“g_1_€j||er(w) < supu,, + C(sup uej)Nfl—s_y’_
w Ow Ow w

D’apres le point i), sup,, u,, — 0, d’ol:

(1 —k)supu,, <supu,, avec 0 < k < 1.
w ow

En utilisant iii), on conclut que:

1
1-k

SUP U, X SUP U; < sup U, sup u;, < c(w,§2,n).
Q w Q Ow

Point v): D’apres la formule de Pohozaev (voir [P] ou [H]), on a:
ej/ uN T (2)de = cn/ < (z—ylv(z) > [dhu, (0)]2d0.
o o0

D’ou,
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2

2
s <Supu(7> / w19 (2)dz = ¢y / < zlv(z) > {ay[(supuq)uq](cr) do.
Q Q 7 90 Q

Posons, g, = (supg ue,)u, et fo, = n(n —2)(supq ue_l)ugflfej. Alors, on a:

Ag., = [, dans Q et g, = 0 sur 0€.

D’apres le point iv), [|g, || 1=(,) < ¢(w, €2, n), avec w un voisinage du bord 9.
D’apres la formule de représentation de la fonction Green, on a:

g (z) = /Q Gla, o) (y)dy > / Gla,9) 1., (5)dy.

Q—w

D’apres le point iii), on a, g (x) < c(z,2,n) pour x € Q—{zy,...,2,} et d’aprés le
point iv) et 1), £, [l < clw, n).
D’apres le principe du maximum, G(z,y) > ¢(z, Q2 — w,Q,n) > 0 pour z € Q.
Finalement,

/Q fo)dy < ¥ j.

On veut prouver qu’il existe une constante ¢ = ¢(€2,n) > 0 telle que pour toute
solution positive u; de,

Au; =n(n — Z)uiN_l_f', dans u; = 0 sur 052,

on a,

fi<e
0

On sait qu’il existe un voisinage w du bord tel que sup, u; < ¢(w, 2, n), on considere
lopérateur L = —A +n(n — 2)u;V =274 dans l'ouvert w, pour cet opérateur on peut
appliquer I'inégalité de Harnack usuelle (voir [GT], chapitre 8). On obtient,

sup u; < éinf ug;,
) @

pour tout ouvert w relativement compact dans w et ¢ = ¢(@,w, n).

On sait aussi, qu'il existe 6 =6(2,n) >0 tel que d(z;,d0) > 6, avec u;(z;) =
supgq u;. On prend alors, @ tel que son bord extérieur soit 8@, et  contient strictement
les ;. On a w dépend de Q et de n, de méme © CC w, est choisi a partir de w et donc
dépend (il le doit) de © et de n. On a
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supu; x supu; < ésupy; infu; < ésupu;  inf wy
Q @ Q w 9) Oestericur®

= cu;(z;) X infu; = éu;(z;) x inf u;,
79} Q

car wu; est sous-harmonique et l'inf sur I'ouvert est atteint sur le bord (principe du
maximum).
On utilise 'inégalité de Harnack du type sup x inf pour obtenir,

supu; X infu; < ¢(Q,w,n),
Q 0

Donc,
gi(z) < ¢(w,Q,n) sur w. (%)
D’apres, I'inégalité d’Alexandrov-Bekelman-Pucci,

supu; < supui + Cllu; | ) < supuy + Cllug| g,y
w Ow ow

En multipliant par supq u; a droite et a gauche, on obtient,

sup g; < sup gi + C|1g;l 1 () -
w Ow

On peut écrire,

19ill 2n iy < Ngill ooy + 19l 20
avec, w, un ouvert de w qui est voisinage de 02,

1
190 ) < sUP gilwe" < sup gilw ",
We w

ainsi,

sup gi(1 — Clw ") < SUp gi + Csup g;.
w (%)

wW—We

En prenant w, voisin de dQ de mesure trés petite |w.| < C~", puis en utilisant (%)
avec @ = w — w, puis @ = dw, on obtient,

19ill = (W) < (€2, m).
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Grace a la fonction de Green du laplacien,

gi(x) = : G(z,y) fily)dy > G(z,y) fi(y)dy

Q-w

Par le principe du maximum, G(z,y) > ¢(0w — 00,2 — w,Q,n)) pour x € dw — I et
ye—w.
Donc,

fi S C(Qa TL),
Q-w

or, fi = n(n —2)g; x u;N"27% < ¢(Q,n) sur w, d’olt le résultat.
En utilisant, le lemme 8 de [He] ou le lemme 2 de [H], il existe une constante positive
¢ = c(w, Q,n) telle que pour 5 €]0, 1], pour tout voisinage o' CC w du bord 99, on a:

n
||ge_,-HW1-q(sz) + HVQEJHCO-S(M/ <¢ 1<¢< n_2

En utilisant le théoréme d’Ascoli, on peut extraire de g, une sous-suite qu’on note
encore g, qui converge uniformément dans CY(W') vers g > 0. D’aprés le principe

du maximum de Hopf, supyq |0,g] > 0, en utilisant le point 1) et I'identité de Pohozaev
(voir [H]), on conclut qu’il existe deux constantes positives i et [y telles que:

2
B < g (Slép Usj) < Ba.

Plus précisément,

< >2 Cn oo < zlv(z) > [8,9(0))*do
€l supug | — — .
D ket M

Sur un voisinage w de 02, en passant aux sous-suites, on peut supposer que g, converge
uniformément vers g, dans C*(w).

Point vi): Considérons une suite exhaustive de compacts (K,) de Q — {zy,...,z,,}.
Sur tout compact K de Q — {z1,..., 2} le point iii) donne ||g, ||« (x) < ¢(K,Q,n). En
utilisant les estimations elliptiques et le lemme 2 de [H] ou le lemme 8 de [He] et le

théoreme d’Ascoli, on peut extraire de (g.,) une sous-suite qu1 converge dans C'(K) vers
une fonction gx. Comme Vf, =n(n—2)(N—-1- ej)uel Vgej, en appliquant ce
procédé a la suite de compacts (K,,) et en utilisant le procédé diagonal et I'unicité des

limites, on construit de proche en proche une fonction g € C2(Q — {z1,...,2,}) et une
sous-suite notée encore g, qui converge vers g dans C3, (Q — {x1,...,2,}). En prolonge
get Vgen §et Vgsur Q par 0 (par exemple) sur {y,...,&,}. § reste une fonction

mesurable sur € et comme |[|g,| wia) < ¢(n, ) avec 1< g < (n/(n—1)). Grace a
I'injection de Sobolev W4 dans L” 1 < r < ¢* et I'injection compacte de Khondrakov
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pour 1 <r < g*,onag, — gdans L" et g = g presque partout( on compare g et g sur K,
puis on passe a la limite en n). Donc, § € L"(2) avec r > 1 et est solution ( au sens des
distributions) de:

[ 380 =3 b, voe F@n i@,

k=1

avec, v, = liminf, o fB(zmﬂ) fe,()dz et dg = min;zj; jeqr,. my((d(wi,75))/2). En utilisant
les points i), iii) et iv),la suite (f,) converge uniformément vers 0 sur tout compact de
Q—A{x1,...,zn}

Or, la fonction G de Green du laplacien avec condition de Dirichlet, vérifie:

/ Gz, 2)Ad =6, ¥V ¢ € C*(Q)UHND).
Q

Donc,

/Q [g— i%G(ﬂ%x)] Ap=0, Ve CHQ)NH(Q)

k=1

et
g- Z’Y}gG(l’k, x) = 0 sur 0Q.
k=1

En utilisant le théoréme de régularité d’Agmon (voir théoréme 8.2 p.444 de [Ag]
ou [Au]), on conclut que, u = g— Y_;", %G(xk, x) presque partout avec u € C*(Q).

Comme §— > 1, G (xk,.) est CHQ = {z1,...,2,}), on en déduit que u=g—
Yoy G (@, .) partout sur Q — {x1,...,zy}.

Soit alors, w la fonction qui vaut u dans B(zy, €),k=1,...,met g — > ;" 7Gxy, .)
partout ailleurs sur Q, w est C?(Q) égale & u — Y}, 7Gxy, .) presque partout sur et
donc, [, wA¢ =0 au sens des distributions et w = 0 sur le bord 9. Finalement w = 0
sur Q; d’od g = >,_, WG (wy,.) sur Q — {21, 39,...,2,,}. Ainsi, on a:

SUD U, U, — Z’ykG(xk, .) dans CZQOC(Q —Az1,...,xn}).
Q k=1

On a:

Wn

. s N—e¢
Vi = hmlnf/ fe et hmlnf/ u, Y= pp > —,
60 B &0 JBans) 2

donc,
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v = n(n — 2) lim inf [(sup Ue )uiv_l_ef} >n(n — 2)uy.
=0 Jp@s)l o Y

2.4. Preuve du Théoréme 4.
Les conditions b,c > 0, et ¢ < (b*/4), nous permettent d’avoir 'existence d’une
fonction de Green G pour I'opérateur A% + bA + ¢, telle que,

C'(M,g)
dg(z,y)" "

C(M,g)

G(.’I),y) Z T, \n—4°
dg(xay)’ !

avec, C(M,g),C"(M, g) > 0.
On écrit alors,

minu = ui(eg) = | Glasy)Vily)uily) "V, ()

et,

minwu; > c Vi(y)u -(y)(nﬂ)/(n%)dVg(y),
M M

d’ot,

sup u; X 1nfu7 > / Vi, 2 (=)
M M M

On multiplie I’équation (F) par w; puis on intégre par parties, on obtient,
20/ (n=2) 12 2 112
V072 = [ [(au)? 0Vl + i) = Kl
M M

On utilise I'injection de Sobolev HZ(M) dans L*"/ =4 (M) et le fait que 0 < Vi(z) < A
sur M pour obtenir,

2 —4 2
Al 250070 > K il |70,

donc,

Hu’[”LQn/(nf&) >K' > 0, Vi

ainsi,
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sup u; X infu; > / Viu, 22 > K > 0, V i.
M M M

2.5. Preuve du Théoréme 5.
Supposons par 'absurde que:

supu; X infu; — 0.
Q K

Alors, pour 6 > 0 assez petit, on a:

sup u; X inf u; — 0.
Q {z,d(x,09)26}

D’apres la preuve de la proposition 2.4 de [C-G], on a pour § > 0 assez petit,

sup  u; < M = M(n,Q).
{z,d(x,00)<6}

On a,

uilz) = /Q G, () dy.

Soient, K’ un autre compact de §2, en utilisant le principe du maximum, on obtient:
Jeo=c(K, K n,Q) >0, tel que G(z,y) >¢c, VzeK, ye K/,

donc,

ir&f i = ui(z;) > cl/ wi(y)P " dy.

1

En prenant, K = Ks = {x,d(x,00) > 6}, il existe co = c2(6,n, K, Q) > 0 telle que:

infu; > 02/ wi(y)P ™ dy,
K K,

sup u; X inf U; > 02/ Ui(y)l7+176idy.
Q K K,

On en déduit que:
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pHl—e __ +1—¢ +1—€
Julgtics = [ wies [ uptos,
{z,d(z,00)<6} {z,d(z,00)>6}

qui donne,

AP <supu; xinf d(z, 09) < 8}) M
||u1r||p+176,; > Slglzpub {z,d(;,%ﬂ)zé} Uj +m€3({m7 (33, ) > }) )

en faisant tendre, ¢ vers ’infini et en prenant ¢ assez petit, on conclut que,
||ui||p+1—q - O
Or, d’aprés l'injection de Sobolev (voir [V]), H3(2) N H(Q) dans LF™(Q), en

multipliant (E) par ue, en intégrant par parties et en utilisant I'inégalité de Holder, on
obtient,

2 2 2 e 1-¢
K1Hui||p+17ﬂ < KQH’U,»L‘HPJA < /Q(Auz) :/Quip-‘rl € — ||Uz||5117:1

4
De0<e¢ < et de I'inégalité précédente, on a la contradiction suivante,
n

willye1-, = Kz > 0.
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