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Abstract. Let F be a codimension-one foliation, transversally oriented, of

class C r �rV 0� on a connected closed manifold M. The class of a leaf F of F

is de®ned to be the union of all leaves G with F � G. Let X be the space of

classes of leaves in M and let X0 be the union of open subsets of X which are

homeomorphic to R or to S1. In this paper we prove that if the level of F is

well de®ned (in the sense of [12]), then X ÿ X0 is a spectral space.

0. Introduction.

Soient M une varieÂteÂ fermeÂe connexe, F un feuilletage deÂ®ni sur M, trans-

versalement orientable, de classe C r �rV 0� et de codimension 1, et soit t un feuilletage

de dimension 1 transverse aÁ F (t existe toujours).

On entend par feuille une feuille de F. Une telle feuille F est dite propre s'il existe

un arc transverse ouvert I tel que I VF est un singleton, F est dite localement dense s'il

existe un arc transverse ouvert I tel que I VF � I , autrement F est dite exceptionnelle.

Etant donneÂ une feuille F, on deÂ®nit Cl�F�, la classe de F, comme eÂtant la reÂunion

des feuilles G de F veÂri®ant F � G [11].

On deÂ®nit sur M la relation d'eÂquivalence: x@ y signi®e Fx � Fy ouÁ Fx et Fy

deÂsignent les feuilles de F passant respectivement par x et y, l'espace quotient est noteÂ

M=F, c'est l'espace des classes des feuilles, il est de Kolmogoro¨ �T0�, alors que

l'espace des feuilles M=F ne l'est pas toujours. On remarque que si toutes les feuilles

sont propres, alors M=F � M=F.

Dans ce travail on comparera la topologie quotient de M=F avec une topologie

spectrale. Pour cela rappelons la topologie de Zariski deÂ®nie sur le spectre, Spec�A�

(ensemble des ideÂaux premiers de A), d'un anneau commutatif unitaire A:

Si p est un ideÂal de A, on pose V�p� � fq A Spec�A�=pJ qg, les V�p� sont les

fermeÂs de la topologie de Zariski, noteÂe tz, sur Spec�A�. L'espace Y � Spec�A� muni de
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la topologie de Zariski posseÁde les proprieÂteÂs suivantes:

i) Y est un espace de Kolmogoro¨ �T0� (i.e. pour tout couple de points distincts x

et y de Y, il existe un voisinage Vx de x ne contenant pas y ou il existe un voisinage Vy

de y ne contenant pas x).

ii) Y est quasi-compact et posseÁde une base d'ouverts quasi-compacts.

iii) L'intersection de deux ouverts quasi-compacts est quasi-compacte.

iv) Tout fermeÂ irreÂductible de Y posseÁde un point geÂneÂrique (i.e. Si B est un fermeÂ

de Y tel que l'intersection de deux ouverts non vides de B est non vide, alors il existe un

eÂleÂment a, appeleÂ point geÂneÂrique de B, tel que fag � B).

Un espace topologique X veÂri®ant les quatre proprieÂteÂs preÂceÂdentes est appeleÂ

espace topologique spectral [8]. L'espace �Spec�A�; tz� est spectral, et reÂciproquement

tout espace topologique spectral est homeÂomorphe au spectre d'un anneau muni de la

topologie de Zariski [8].

Soit U0 la reÂunion des feuilles propres stables (i.e. les feuilles contenues dans un

ouvert trivialement feuilleteÂ en produit). L'ensemble U0 est un ouvert satureÂ de M

tel que deux feuilles F et G d'une meÃme composante connexe de U0 sont propres,

homeÂomorphes, et ont le meÃme ensemble limite.

Dans tout ce qui suit, on note X � M=F et X0 � U0=F et on a �M ÿU0�=F �

X ÿ X0 (X0 est la reÂunion des ouverts de X homeÂomorphes aÁ R ou aÁ S1).

L'espace X � M=F est ordonneÂ par: p�x�U p�y� signi®e Fx JFy ( p eÂtant la

projection canonique de M dans X ). Un point de X est dit de hauteur 0 si c'est un

point minimal de X, par reÂcurrence trans®nie il est dit de hauteur un ordinal a si tout

point p�y� < p�x� a une hauteur deÂ®nie eÂgale aÁ un ordinal b < a et si pour tout ordinal

b < a, il existe un eÂleÂment p�y� de X de hauteur b tel que p�y� < p�x� [2]. Le niveau

d'une feuille (deÂ®ni dans [12]) correspond aÁ la hauteur de sa classe dans X, le feuilletage

F a une hauteur deÂ®nie si le niveau de toute feuille est deÂ®ni; cela est eÂquivalent aÁ dire

que pour toute feuille F et pour tout ouvert invariant U contenant F, l'intersection F VU

contient un ensemble minimal de la restriction de F aÁ U [12] (c'est le cas des feuilletages

de classe C r; rV 2 [3]).

Le reÂsultat principal de ce travail consiste aÁ montrer que si le feuilletage F a une

hauteur deÂ®nie, alors X ÿ X0 est un espace spectral (cf. TheÂoreÁme 3.15). Ce reÂsultat

est mis en deÂfaut si le niveau de F n'est pas deÂ®ni (cf. Exemple 2.9 et lemme 3.6).

Ils existent des espaces topologiques spectraux connexes deÂnombrables de hauteur le

premier ordinal limite o (cf. Exemple 3.18) et des espaces topologiques connexes de

hauteur ®nie (cf. Exemples 3.19 et 3.20) qui ne sont pas homeÂomorphes aÁ des espaces

X ÿ X0).
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Pour eÂtablir ce reÂsultat, on a besoin de rappeler les notions suivantes sur les

feuilletages, pour plus de preÂcisions voir C. Godbillon [5, Chapitre 4.4].

Le satureÂ d'une partie A de M, Sat�A�, est la reÂunion des feuilles de F rencontrants

A. Un sous-ensemble E de M est dit satureÂ, s'il est invariant pour F (i.e. E est une

reÂunion de feuilles de F). L'ensemble satureÂ E est dit un ensemble minimal (E.M) s'il

est minimal pour l'inclusion dans la famille des fermeÂs invariants non vides, il est

dit ensemble minimal local (E.M.L) s'il est un ensemble minimal pour la restriction de

F aÁ un ouvert satureÂ U de M; ce qui est eÂquivalent aÁ dire que pour toute feuille F

dans E on a: F VU � E � Cl�F�. Toutes les feuilles d'un (E.M.L) sont de meÃme

type (propre, dense, exceptionnel); on parlera ainsi d'un (E.M.L) de type dense ou

exceptionnel.

Etant donneÂ un ouvert connexe invariant U de M, on note Û le compleÂteÂ de U

pour une meÂtrique riemannienne de M. Dippolito a montreÂ qu'il existe un compact K

(appeleÂ noyau de U ) inclus dans Û tel que toute feuille de U rencontre l'inteÂrieur K
o
de

K, de plus si dU est l'image du bord qÛ de Û par l'extension î de l'injection canonique i

de U dans M, alors dU est une union ®nie de feuilles de F [4]. On distingue les parties

d
ÿU (resp. d�U) de dU le long desquels les feuilles de t̂ sortent de (resp. entrent dans) U,

t̂ eÂtant la restriction de t aÁ Û .

On dit qu'une feuille G se rapproche d'une feuille F si F est contenue dans

l'adheÂrence G de G avec G0F , dans ce cas si x est un point de F et Tx la feuille de t

passant par x, il existe une suite in®nie �xn; n A N� dans Tx VG qui converge vers x. Si

on peut supposer que �xn; n A N� est dans T�
x VG (T�

x eÂtant la demi-feuille positive de

Tx), on dit que G se rapproche de F�.

Soient L une feuille, x un point de L et Tx un arc transverse identi®eÂ aÁ R ouÁ x

correspond aÁ zeÂro, on suppose que L est propre du coÃteÂ positif (i.e. Il existe e > 0 tel que

LV �0; e�� q�. On deÂsigne par PL�
x le pseudo-groupe d'holonomie positif de L en x.

D'apreÁs le theÂoreÁme de Dippolito-Sacksteder-Schwartz [4], l'une des deux situations

suivantes est reÂaliseÂe:

i) Il existe e > 0 tel que tout point de �0; e� n'est pas un point ®xe de PL�
x ; ceci est

eÂquivalent aÁ dire que toute feuille rencontrant �0; e� se rapproche de L� auquel cas on dit

que L� est attractante.

ii) Il existe une suite �xn; n A N� strictement deÂcroissante de points ®xes de PL�
x

convergeant vers zeÂro, et telle que toute feuille passant par xn est homeÂomorphe aÁ L et

l'ouvert Sat��0; x1�� est un produit feuilleteÂ. Dans ce cas L� est semi-stable (L� est dite

semi-stable (resp. stable) s'il existe un ouvert U produit feuilleteÂ (resp. trivialement

feuilleteÂ en produit) tel que L est incluse dans d
�U).
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Finalement pour une feuille F, on deÂ®nit la structure supeÂrieure, SS�F �, (resp. la

structure infeÂrieure SI�F�� de F comme la reÂunion des feuilles G de F veÂri®ant F HG

(resp. GHF ) [11].

Notons que tout au long de ce travail, ``H'' deÂsigne l'inclusion stricte et ``J''

deÂsigne l'inclusion large.

1. GeÂneÂraliteÂs sur l'espace X � M=F.

Les proprieÂteÂs relatives aÁ la structure des feuilles du feuilletage F (type et niveau de

feuilles, (E.M.L), structure infeÂrieure et supeÂrieure d'une feuille; . . .) correspondent aÁ des

proprieÂteÂs eÂquivalentes dans l'espace des classes de feuilles X � M=F. Dans ce par-

agraphe on donne certaines de ces proprieÂteÂs qui seront utiliseÂes dans la suite.

On note p la projection canonique de M dans X et on deÂ®nit la relation d'ordre U,

sur X, par:

p�x� � aU b � p�y� signifie Fx JFy:

Si a � p�x� est un point de X, on deÂsigne par:

�a; " � � fb A X=aU bg; � #; a� � fb A X=bU ag:

�a; " � � fb A X=a < bg; � #; a�� fb A X=b < ag:

On a facilement la proprieÂteÂ suivante:

ProprieÂteÂ 1.1.

i) pÿ1�fag� � Cl�Fx�.

ii) pÿ1��a; " �� � SS�Fx�.

iii) pÿ1�� #; ; a�� � SI�Fx�.

iv) pÿ1�� #; ; a�� � Fx.

Remarque. 1.2. Soient F et G deux feuilles, alors F JG si et seulement si, tout

ouvert satureÂ contenant F contient G.

Remarquons que pour tout ouvert U de M la reÂunion des feuilles rencontrants U est

eÂgale aÁ la reÂunion des classes de feuilles rencontrants U. Compte tenu du fait que la

projection de M sur l'espace des feuilles M=F est ouverte, on a:

ProprieÂteÂ 1.3. La surjection canonique p est une application ouverte.

ProprieÂteÂ 1.4. La topologie de X est compatible avec l'ordreV (i.e. pour tout a A X ,

fag � � #; a�).
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DeÂmonstration. Soit b � p�y� A � #; a� donc Fy JFx. Soit Vb un voisinage ouvert

de b, pÿ1�Vb� est un ouvert satureÂ de M contenant y, donc Fx J pÿ1�Vb� (cf. Remarque

1.2) et Vb � p�pÿ1�Vb��K p�Fx� � fp�x�g � fag, ainsi tout voisinage de b contient a et

b A fag. ReÂciproquement, si b A fag, alors pour tout voisinage ouvert Vb de b on a;

a A Vb.

Ainsi, puisque p est ouverte, tout voisinage satureÂ de Fy contient Fx donc Fy JFx.

Ce qui donne bU a. r

ProprieÂteÂ 1.5. Le singleton fag est localement fermeÂ dans X si et seulement si Fx est

contenue dans un (E.M.L) de F.

DeÂmonstration. Le singleton fag est localement fermeÂ veut dire qu'il existe un

ouvert V de X tel que fagVV � fag. On a pÿ1�fag�V pÿ1�V� � pÿ1�fag�, au vu de la

proprieÂteÂ 1.1, Fx V pÿ1�V� � Cl�Fx�. On en deÂduit que Cl�Fx� est un (E.M.L).

ReÂciproquement, si Fx est incluse dans un (E.M.L) E, alors E � Cl�Fx�, et il existe

un ouvert U de M tel que Fx VU � E. On a; p�Fx VU� � p�E� � p�Cl�Fx�� � fag, or

U est un ouvert satureÂ, donc p�Fx VU� � p�Fx�V p�U� � fag et, vu que fag � p�Fx�,

on a fagV p�U� � fag. Il en reÂsulte que fag est localement fermeÂ. r

ConseÂquence 1.6. L'ensemble � #; a� est fermeÂ dans X si et seulement si Fx est

contenue dans un (E.M.L).

En e¨et, si �#; a� est fermeÂ, alors fag est fermeÂ dans X ÿ �� #; a��. ReÂciproquement,

si Fx est incluse dans un (E.M.L) alors fag est localement fermeÂ, ainsi il existe un ouvert

V de X tel que fagVV � fag, et par suite � #; a� � � #; a� ÿ V est un fermeÂ.

ProprieÂteÂ 1.7. [11] i) Pour tout a A X , �a; " � est un ouvert.

ii) Si la feuille Fx est propre attractante des deux coÃteÂs ou si Fx est non propre et

contenue dans un (E.M.L), alors �a; " � est un ouvert.

ProprieÂteÂ 1.8. i) L'inteÂrieur de l'adheÂrence du singleton fag est non vide si et

seulement si Fx est localement dense.

ii) Si le singleton fag n'est pas localement fermeÂ et s'il veÂri®e fag
o

� q, alors Fx est

exceptionnelle et n'est contenue dans aucun (E.M.L).

DeÂmonstration. i) Si Fx est localement dense, il existe un ouvert U de M tel

que Fx JU JFx. Ainsi fag � p�Fx�J p�U�J p�Fx� � fag, d'ouÁ fag
o

est non vide.

ReÂciproquement, si fag
o

0q on a: a A fag
o

J fag, de sorte que Fx � pÿ1�fag�J

pÿ1�fag
o

�J pÿ1�fag�� � Fx. L'ensemble pÿ1�fag
o

� est un ouvert non vide donc F
o

x est
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non vide et par suite Fx est localement dense.

ii) Le fait que fag
o

est vide implique que Fx est nullepart dense (d'apreÁs l'eÂtape (i)).

Le fait que fag n'est fermeÂ dans aucun ouvert, implique que F n'est contenue dans

aucun (E.M.L) (cf. ProprieÂteÂ 1.5), ainsi Fx est exceptionnelle. r

2. Ensembles compacts par saturation.

Dans le but d'eÂtudier les ouverts quasi-compacts de X, on introduit la notion de

parties de M compactes par saturation.

DeÂfinition 2.1. Une partie satureÂe A de M est dite compacte par saturation (en

abreÂgeÂ (C.P.S )) si de tout recouvrement de A par des ouverts satureÂs, on peut extraire

un sous-recouvrement ®ni. (i.e. A est quasi-compacte pour la topologie de M formeÂe par

les ouverts satureÂs).

Remarque 2.2. Tout ouvert compact par saturation posseÁde un nombre ®ni de

composantes connexes.

En e¨et, puisque M est localement connexe alors toute composante connexe de M

est un ouvert.

Lemme 2.3. Un ouvert satureÂ U de M est (C.P.S) si et seulement si, il est le satureÂ

d'un compact T de U.

DeÂmonstration. Supposons que U est le satureÂ du compact T et soit �Ui; i A I� un

recouvrement de U par des ouverts satureÂs, la famille �Ti � T VUi; i A I� est un re-

couvrement ouvert de T, il existe ainsi un entier p tel que T � Ti1 UTi2 U � � � UTip et, vu

que Ui � Sat�Ti�, on a; U JUi1 UUi2 U � � � UUip . ReÂciproquement, l'ouvert U posseÁde

un nombre ®ni de composantes connexes (cf. remarque 2.2), ainsi il existe un compact K

de Û tel que toute feuille de U coupe K
o
(ouÁ K est un noyau de U ). On en deÂduit qu'il

existe un nombre ®ni d'arcs transverses compacts T1;T2; . . . ;Tp dans K tels que toute

feuille de U rencontre l'inteÂrieur de l'un de ces arcs. Si, par exemple, T1 a une extreÂmiteÂ

dans une feuille L de d
�U , on identi®e T1 aÁ �0; 1� ouÁ zeÂro est l'extreÂmiteÂ appartenant aÁ

L, on consideÁre ensuite une suite strictement deÂcroissante �en; n A N� de points de �0; 1�

qui converge vers zeÂro.

La suite d'ouverts �Un; n A N� deÂ®nie par Un � Sat��en; 1�U �6p

i�2
Sat�T

o

i�� est

strictement croissante et recouvre l'ouvert (C.P.S) U, il existe alors n0 tel que U � Un0 .

Ainsi on peut remplacer T1 par �en0 ; 1� et par reÂcurrence on peut supposer alors que le

compact T � T1 UT2 U � � � UTp est inclus dans U VK avec Sat�T� � U . r
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Exemples 2.4. a) Le satureÂ d'une transversale fermeÂe est un ouvert (C.P.S ).

b) Le satureÂ d'une composante connexe d'une reÂunion de feuilles de t est (C.P.S ).

c) Tout fermeÂ invariant d'un ouvert (C.P.S ) est (C.P.S ).

d) Toute reÂunion ®nie de (C.P.S ) est (C.P.S ).

Lemme 2.5. Soit U un ouvert invariant de M, les conditions a) et b) sont eÂquivalentes

a) U est (C.P.S).

b) U posseÁde un nombre ®ni de composantes connexes et les deux proprieÂteÂs

suivantes sont veÂri®eÂes:

i) Pour toute feuille L de d eU�e � G�, L est attractante du coÃteÂ e.

ii) Pour toute feuille F incluse dans U, F VU contient un ensemble minimal de

F restreint aÁ U.

DeÂmonstration. Dans chacune des deux conditions a) et b), U posseÁde un nombre

®ni de composantes connexes, et il existe ainsi un compact KJ Û tel que U � Sat�K
o
� et

un nombre ®ni de feuilles L1;L2;::;Ln telles que dU � L1 UL2 U � � � ULn [4].

b) ) a) Si Li est une feuille de deiU �ei � G; 1U iU n�, Li est attractante du coÃteÂ

ei, notons V�L ei
i � l'ouvert formeÂ par la reÂunion des feuilles se rapprochant du coÃteÂ ei de

la feuille Li, d'apreÁs ii), il existe un arc transverse Ti JU VK tel que toute feuille de

V�Lei
i � coupe T

o

i [9, Corollaire 1, page 75]. On en deÂduit que toute feuille de U passe

par le compact w � �6n

i�1
Ti�U �K ÿ �6n

i�1
V�L ei

i ���JU . Le lemme 2.3 permet de

conclure.

Pour la reÂciproque, remarquons que a) veut dire qu'il existe un compact T de U tel

que U � Sat�T� ce qui entraõÃne, d'apreÁs le lemme de Zorn, la proprieÂteÂ ii). De plus non

i) entraõÃne non a): en e¨et supposons que i) n'est pas veÂri®eÂe, il existe une feuille L de

d eU non atractante du coÃteÂ e �e � G�. Supposons e � �, soient x un point de L et Ix

un arc transverse identi®eÂ aÁ � ÿ 1; 1� ouÁ x correspond aÁ zeÂro, il existe une suite

�xn; n A N� dans �0; 1� convergeant vers zeÂro telle que pour tout n; xn correspond aÁ un

point ®xe du pseudo-groupe d'holonomie positif PL�
x de la feuille L, en particulier

Sat��0; xn�� est un produit feuilleteÂ. L'ensemble Un � U ÿ Sat��0; xn�� est un ouvert de U

et la famille �Un; n A N� est un recouvrement de U par des ouverts satureÂs duquel on ne

peut extraire un sous-recouvrement ®ni, ainsi non i) ) non a). r

Remarque 2.6. Si le feuilletage F restreint aÁ U a une hauteur deÂ®nie [12], alors la

condition b-ii) du Lemme 2.6 est reÂaliseÂe. En particulier, si F est de classe C r �rV 2�

cette condition est reÂaliseÂe pour tout ouvert invariant U JM [3].

On a aussi:
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Corollaire 2.7. Si le feuilletage F a une hauteur deÂ®nie et U est un ouvert satureÂ

de M posseÂdant un nombre ®ni de composantes connexes, alors U est (C.P.S) si et

seulement si toute feuille de deU est attractante du coÃteÂ e �e � G�.

Corollaire 2.8. Si F est un feuilletage qui a une hauteur deÂ®nie, alors l'intersection

W de deux ouverts U et V (C.P.S) est un ouvert (C.P.S).

En e¨et, on a deW J deU U deV �e � G�, de sorte que, d'apreÁs le corollaire 2.7,

toute feuille de deW est attractante du coÃteÂ e et W est (C.P.S).

En geÂneÂral l'intersection de deux ouverts (C.P.S) n'est pas (C.P.S), l'exemple

suivant corrobore cette a½rmation.

Exemple 2.9. On consideÁre les suites �an; n A N�, �bn; n A N�, �cn; n A N� et

�dn; n A N�, strictement monotones, veÂri®ants 0 < an U 1=4U bn U 1=2U cn U 3=4U

dn U 1, deÂ®nies sur �0; 1� et convergeants respectivement vers 0; 1=2; 1=2 et 1. On deÂ®nit

pour tout n un di¨eÂomorphisme de classe Cy sur �0; 1� tel que:

* fn�x� � x, pour tout eÂleÂment x de �0; an�U �bn; cn�U �dn; 1�.

* fn�x� > x, pour tout eÂleÂment x de �an; bn�U �cn; dn�.

* fn�1�an� � bn, fn�1�cn� � dn (voir ®gure 1).

Soient en®n le groupe de di¨eÂomorphismes H de �0; 1� engendreÂ par � fn; n A N�, et

le groupe G de di¨eÂomorphismes de R de classe Cy engendreÂ par la translation j0

deÂ®nie par j0�x� � x� 1 et par le di¨eÂomorphisme j deÂ®ni comme suit; pour tout

x A �n; n� 1�, j�x� � �jn
0 � fn � j

ÿn
0 ��x� (voir ®gure 1). On a G�0� � Z, G�1=2� �

�1=2� � Z et pour x eÂleÂment de Rÿ �G�0�UG�1=2�� on a: G�x�V �0; 1� � H�y� ouÁ y est

un point de �0; 1�. Les orbites des points de �0; 1� par G ou par H sont de meÃme type.

Par suspension de groupes, on associe aÁ G un feuilletage F de classe C 0 sur la

varieÂteÂ M � V2 � S1 (V2 eÂtant une surface fermeÂe connexe de genre 2). Le feuilletage

F posseÁde une feuille compacte Fy et deux feuilles propres F0 et F�1=2� telles que

F 0 ÿ F0 � F �1=2� ÿ F �1=2� � Fy, les autres feuilles correspondent aux orbites de H

pour x eÂleÂment de �0; 1=2�U �1=2; 1�. Pour x dans �0; 1� on note Fx la feuille cor-

respondant aÁ H�x�. Dans M consideÂrons les deux ouverts U � M ÿ F 0 et

V � M ÿ F�1=2�.

L'ouvert U (resp. V ) est (C.P.S) car c'est le satureÂ d'un arc transverse compact

contenant le point 1=2 (resp. 0), par contre U VV � M ÿ �F 0 UF �1=2�� n'est pas

(C.P.S): En e¨et, la suite d'ouverts �Un; n A N� deÂ®nie par Un � Sat��an; bn�U �cn; dn�� est

une suite strictement croissante d'ouverts satureÂs veÂri®ants U VV � 6
n
Un et pour tout

entier p, U VV 0Up.
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Figure (1).
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3. Feuilletages et Topologie spectrale.

Puisque M est une varieÂteÂ compacte, l'espace X � M=F est quasi-compact (en

abreÂgeÂ (Q.C )). On montrera que l'espace X ÿ X0 posseÁde une base d'ouverts (Q.C ),

l'exemple 3.3 montre que ce n'est pas le cas pour X.

ProprieÂteÂ 3.1. L'espace topologique X est de Kolmogoro¨ �T0�.

En e¨et, si l'espace X n'est pas �T0�, ils existeraient a � p�x� et b � p�y� deux

points distincts de X tels que tout voisinage de a contient b et tout voisinage de b

contient a; ce qui eÂquivaut aÁ fag � fbg ainsi Fx � Fy, en contradiction avec le fait que

a0 b.

TheÂoreÁme 3.2. Les assertions suivantes sont eÂquivalentes:

i) L'espace X est seÂpareÂ �T2�.

ii) L'espace X est accessible �T1�.

iii) Le feuilletage F est minimal (i.e. l'adheÂrence de toute feuille de F est un

ensemble minimal ).

DeÂmonstration. i) ) ii) Evident.

ii) ) iii) L'espace X eÂtant accessible, tout singleton fag est fermeÂ, c'est aÁ dire

fag � fag � � #; a� (cf. proprieÂteÂ 1.4), ainsi pour toute feuille F on a F � Cl�F� et F est

un ensemble minimal.

iii) ) i) L'existence d'un ensemble minimal E de type exceptionnel implique

l'existence d'une feuille F telle que EHF [10], en contradiction avec le fait que F est

minimal. Il en reÂsulte que ou bien toutes les feuilles sont partout denses, auquel cas X

est reÂduit aÁ un point, ou bien toutes les feuilles sont compactes auquel cas X est

homeÂomorphe aÁ S1 muni de sa topologie usuelle. r

Exemple 3.3. On consideÁre le tore aÁ deux dimension T 2 muni d'un feuilletage F

posseÂdant une seule feuille peÂriodique noteÂe F0, l'espace des classes de feuilles X ne

posseÁde pas de base d'ouverts (Q.C), en e¨et le sous-ensemble U � X ÿ p�F0� est un

ouvert homeÂomorphe aÁ S1 (muni de sa topologie usuelle) et S1 priveÂ d'un point ne peut

contenir aucun ouvert (Q.C). L'espace X est non seÂpareÂ, il est donc non accessible.

Remarques 3.4. 1) On deÂduit du theÂoreÁme 3.2 que si F est un feuilletage non

minimal sur M, alors l'espace X est de Kolmogoro¨ non accessible et que si F est

minimal alors X est seÂpareÂ. Ce reÂsultat est faux si M est non compacte. Par exemple si

M � R
2 et F est le feuilletage de M deÂ®ni par l'eÂquation �aÿ x��1� x� dy � x dx avec

a un reÂel strictement positif (voir ®gure 2), on a M=F � M=F accessible non seÂpareÂ.
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2) Si toutes les feuilles sont propres alors M=F � M=F est T0, alors que si F

posseÁde une feuille non propre contenue dans un (E.M.L) (par exemple le feuilletage

irrationnel de T 2), alors M=F n'est pas T0.

Proposition 3.5. L'espace topologique X ÿ X0 posseÁde une base d'ouverts quasi-

compacts.

On eÂtablit d'abord le lemme suivant:

Lemme 3.6. Un ouvert V de X est (Q.C) si et seulement si l'ouvert U � pÿ1�V� est

(C.P.S).

DeÂmonstration. Supposons que V est (Q.C) et soit U � pÿ1�V� � 6
i A I

Ui avec

�Ui; i A I� une famille d'ouverts satureÂs. On a V � 6
i A I

p�Ui�, eÂtant donneÂ que Ui est

satureÂ et que V est (Q.C) on a V � p�Ui1�U � � � U p�Uin� et U � Ui1 UUi2 U � � � UUin .

Figure (2). Feuilletage deÂ®ni sur R
2 par l'eÂquation �xÿ a��x� 1� dy � x dx �a > 0�
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ReÂciproquement, soit V � 6
i A I

Vi avec �Vi; i A I� une famille d'ouverts de X.

Comme les ensembles pÿ1�Vi� sont des ouverts satureÂs et U � pÿ1�V� � 6
i A I

pÿ1�Vi�

eÂtant (C.P.S), il existe Vi1 ;Vi2 ; . . . ;Vin tels que: U � pÿ1�Vi1�U � � � U pÿ1�Vin� et V �

Vi1 UVi2 U � � � UVin . r

DeÂmonstration de (3.5). Il su½t de prouver que pour tout ouvert V de X ÿ X0 et

tout point a de V, il existe W un ouvert (Q.C) de X ÿ X0 tel que a A W JV .

Soit F une feuille telle que a � p�F�, notons U � pÿ1�V�, on envisage quatre cas;

1er cas: La feuille F est non propre, dans ce cas il existe une transversale fermeÂe y

contenue dans U et coupant F, on prend W � p�Sat�y�� ÿ X0(cf. Exemple 2.4 a) et c)).

2�eme cas: La feuille F est propre attractante des deux coÃteÂs.

Soit x un point de F et Ix un arc transverse identi®eÂ aÁ � ÿ 1; 1� ouÁ x correspond aÁ

zeÂro. Il existe e > 0 assez petit de sorte que Sat��ÿe; e�� � Sat��ÿe=2; e=2��JU , et

l'ouvert W � p�Sat��ÿe; e��� ÿ X0 reÂpond aÁ la question.

3�eme cas: La feuille F est propre attractante d'un coÃteÂ, non attractante de l'autre

(par exemple F� non attractante et Fÿ attractante).

ÿSi F� est non stable, il existe une suite �yn; n A N� dans �0; e� qui ne correspond

aÁ aucun point ®xe de PF�
x , on deÂsigne par �an; bn� la composante connexe de

�0; 1�ÿFix�PF�
x � contenant yn. Puisque F� est non attractante et non stable, les suites

�an; n A N� et �bn; n A N� sont des suites in®nies convergeantes vers zeÂro.

Pour n assez grand, l'ouvert W � p�Sat��ÿe; bn��� ÿ X0 �

p Sat ÿ
e

2
;
bn ÿ an

2
� an

� �� �� �

ÿ X0 reÂpond aÁ la question.

ÿSiF� est stable, pour e > 0 treÁs petit on a, compte tenu du fait que F� est stable,

Sat��ÿe; e�� ÿU0 � Sat��ÿe; 0�� ÿU0 JU .

Le fait que Fÿ est attractante permet d'eÂcrire Sat��ÿe; 0�� ÿU0 �

Sat��ÿe=2; 0�� ÿU0, de sorte que W � p�Sat��ÿe; 0��� ÿ X0 � p �Sat��ÿe=2; 0��� ÿ X0 est

un ouvert (Q.C) de X ÿ X0 qui reÂpond aÁ la question.

4�eme cas: F est propre non attractante des deux coÃ teÂs, vu que a A X ÿ X0, la feuille

F est non stable au moins d'un coÃteÂ. On suppose que Fÿ non stable et on raisonne

comme dans le 3�eme cas, suivant que F� est stable ou non. r

Proposition 3.7. Si le feuilletage F a une hauteur deÂ®nie, alors l'intersection de

deux ouverts (Q.C) de X ÿ X0 est un ouvert (Q.C) de X ÿ X0.

Pour la deÂmonstration on a besoin du lemme suivant:

Lemme 3.8. Si le feuilletage F a une hauteur deÂ®nie alors l'intersection de deux

ouverts (Q.C) de X est un ouvert (Q.C) de X.
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DeÂmonstration. Si U et V sont des ouverts (Q.C) de X, alors pÿ1�U� et pÿ1�V�

sont (C.P.S) dans M. Compte tenu du corollaire 2.8, l'ensemble pÿ1�U VV� �

pÿ1�U�V pÿ1�V� est (C.P.S). Il en reÂsulte que U VV � p�pÿ1�U VV�� est (Q.C) (cf.

Lemme 3.6). r

Le reÂsultat du lemme preÂceÂdent peut eÃtre mis en deÂfaut si le niveau de F n'est pas

deÂ®ni (voir exemple 2.9 et lemme 3.6).

DeÂmonstration de (3.7). Notons U1 et U2 deux ouverts (Q.C) non vides de

X ÿ X0. Soient Vi �i � 1; 2� deux ouverts de X tels que Ui � Vi ÿ X0, posons

U 0
i � pÿ1�Ui� et V 0

i � pÿ1�Vi� �i � 1; 2�, U 0
i est un (C.P.S) de M ÿU0 et V 0

i est un

ouvert de M tel que U 0
i � V 0

i ÿU0. On se propose de montrer que V 0
i peut eÃtre choisi

(C.P.S) et par suite Vi (Q.C). Pour cela, il su½t de montrer que V 0
i peut eÃtre choisi tel

que toute feuille L contenue dans d
eV 0

i �e � G� est attractante du coÃteÂ e (cf. Corollaire

2.7).

En e¨et, s'il existe une feuille L de d
eV 0

i non attractante du coÃteÂ e, on suppose

e � �, consideÂrons un point x de L et un arc transverse Ix identi®eÂ aÁ � ÿ 1; 1� ouÁ x

correspond aÁ 0. Il existe ainsi une suite �xn; n A N� strictement monotone dans �0; 1�,

convergeante vers zeÂro et correspondante aÁ des points ®xes de PL�
x . La suite d'ouverts

V 0
i;n � V 0

i ÿ Sat��0; xn�� est strictement croissante et veÂri®e V 0
i � 6

n
V 0
i;n. Par ailleurs, vu

que, U 0
i � V 0

i ÿU0, on a U 0
i � 6

n
�V 0

i;n ÿU0�, la famille �V 0
i;n ÿU0; n A N� est un re-

couvrement par des ouverts satureÂs du (C.P.S) U 0
i , on peut en extraire un recouvrement

®ni et on a: U 0
i � 6p

n�1
�V 0

i;n ÿU0�. Etant donneÂ que la famille �V 0
i;n ÿU0; n A N�

est croissante, on a pour tout nV p, V 0
i;n ÿU0 � V 0

i;p ÿU0 et on deÂduit que

Sat��0; xp��JU0.

L'ouvert U 0
i eÂtant non vide, il n'est pas contenu dans U0, il existe ainsi e0 > 0 tel

que Sat��0; e0��JU0 et tel que la feuille Le0
n'est pas stable du coÃteÂ positif. On choisit

ainsi au lieu de V 0
i l'ouvert V 0

i ÿ Sat��0; e0��. Dans ces conditions Le0
est attractante du

coÃteÂ positif et est contenue dans d
�V 0

i . Le meÃme proceÂdeÂ permet de construire V 0
i tel

que toute feuille de d
eV 0

i est attractante du coÃteÂ e et U 0
i � �V 0

i U dV 0
i � ÿU0.

D'apreÁs le corollaire 2.7, V 0
i est (C.P.S), le corollaire 2.8 permet d'a½rmer que

V 0
1 VV 0

2 est (C.P.S), de meÃme, en tant que reÂunion ®nie de feuilles, dV 0
i est (C.P.S).

Puisque U 0
1 VU 0

2 est un fermeÂ de l'ouvert (C.P.S) V 0
1 VV 0

2, il est un (C.P.S) (cf. exemple

2.4) et en conclusion U1 VU2 est (Q.C) (cf. Lemme 3.6). r

Proposition 3.9. Tout fermeÂ irreÂductible B de X posseÁde un point geÂneÂrique.
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On eÂtablit d'abord le lemme suivant:

Lemme 3.10. Le point a � p�F � est un point non geÂneÂrique du fermeÂ irreÂductible B de

X si et seulement si, il existe une feuille G de A � pÿ1�B� avec F < G. (i.e F HG).

DeÂmonstration. Le fait que B est irreÂductible signi®e que A � pÿ1�B� est un fermeÂ

satureÂ tel que l'intersection de deux de ses ouverts satureÂs non vides U et V est non vide.

Un point a � p�F� de B est non geÂneÂrique signi®e qu'il existe un ouvert satureÂ U0

de A ne contenant pas F.

Soient x un point de F et Ix un arc transverse de la feuille Tx de t passant par x,

on identi®e Ix aÁ �ÿ1; 1� ouÁ x correspond aÁ zeÂro. Puisque, pour tout n A N ,

U0 V Sat��ÿ1=n; 1=n��0q, il existe une feuille Fn de U0 coupant �ÿ1=n; 1=n� en un point

xn, ce proceÂdeÂ permet de construire une suite in®nie �xn; n A N�, et quitte aÁ prendre une

sous-suite, on peut supposer xn A �0; 1=n�. On distingue les cas suivants:

1er cas: F� est propre, on montre qu'elle est attractante et par suite on peut

prendre G � Fn pour n assez grand.

Supposons que F� n'est pas attractante, alors il existe une suite �yn; n A N� de �0; 1�

convergeant vers zeÂro et correspondant aÁ une suite de points ®xes de PF�
x . Quitte aÁ

consideÂrer une sous-suite, on peut prendre yn < xn < yn�1 < xn�1 < yn�2 < � � � ainsi

Sat��yn; yn�1��VA et Sat��yn�1; yn�2��VA sont des ouverts non vides de A d'intersection

vide ce qui contredit le fait que B est irreÂductible.

2�eme cas: F� non propre, soit V0 un ouvert satureÂ de M (qu'on peut choisir

connexe) avec U0 � V0 VA et soit �an; bn� la composante connexe de V0 V �0; 1� contenant

le point xn.

Le fait que F est non propre du coÃteÂ positif et qu'elle n'est pas contenue dans U0

implique que les suites �an; n A N� et �bn; n A N� sont in®nies et convergent vers zeÂro.

Quitte aÁ prendre une sous-suite, on peut supposer que tous les intervalles �an; bn� sont des

arcs de feuilles transverses d'un meÃme bras de V0, de sorte que toute feuille coupant

�an; bn� se rapproche de F�. Ainsi on peut prendre G � Fn pour n assez grand.

ReÂciproquement, s'il existe une feuille G de A avec F < G, alors a � p�F� < p�G�,

ce qui implique que fag � � #; a�HB (cf. ProprieÂteÂs 1.1 et 1.4) et par suite a n'est pas

geÂneÂrique. r

Lemme 3.11. [10] Soit C � �Fi; i A I� une famille totalement ordonneÂe de feuilles,

alors C admet une borne supeÂrieure G, de plus G � UF i.

DeÂmonstration de 3.9. On suppose que B n'a pas de points geÂneÂriques et on pose

A � pÿ1�B�. Soit C � �Fi; i A I� une chaõÃne maximale de feuilles de A, d'apreÁs le lemme

3.11, C admet une borne supeÂrieure F veÂri®ant F � UF i., le fait que A est fermeÂ montre
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que F est une feuille contenue dans A. Le lemme 3.10 assure l'existence d'une feuille G

de A telle que F < G, ce qui contredit la maximaliteÂ de C. Il s'en suit que B posseÁde un

point geÂneÂrique. r

Puisque X ÿ X0 est un fermeÂ de X, on a:

Corollaire 3.13. Tout fermeÂ irreÂductible de X ÿ X0 posseÁde un point geÂneÂrique.

Lemme 3.14. i) Si le niveau de F est deÂ®ni alors l'ordinal htF � Supfniv�F�=F est

une feuille de Fg est deÂnombrable [12].

ii) Si F est de classe C r �rV 2� alors F a une hauteur deÂ®nie et sa hauteur htF

est infeÂrieure ou eÂgale au premier ordinal limite o.

On est maintenant en mesure d'eÂnoncer le reÂsultat principal de ce papier.

TheÂoreÁme 3.15. Soient M une varieÂteÂ fermeÂe connexe et F un feuilletage sur M, de

codimension 1, de classe C r �rV 0� et transversalement orientable. On note X � M=F

l'espace des classes de feuilles et X0 la reÂunion des ouverts de X homeÂomorphes aÁ R ou aÁ

S1. Si F a une hauteur deÂ®nie, alors X ÿ X0 est un espace topologique spectral. De plus

la hauteur de X est un ordinal deÂnombrable.

Corollaire 3.16. Si F est de classe C2 alors l'espace X ÿ X0 est spectral et la

hauteur de X est infeÂrieure ou eÂgale au premier ordinal limite o.

Si le niveau de F n'est pas deÂ®ni alors X ÿ X0 peut eÃtre spectral (exemple 2.9 et

lemme 3.6) ou non spectral, il su½t de consideÂrer le feuilletage associeÂ (comme dans

l'exemple 2.9) au groupe K de di¨eÂomorphismes de �0; 1=2� obtenu par les restrictions

des eÂleÂments de H (voir 2.9) aÁ �0; 1=2�.

Pour l'espace des feuilles Z � M=F, on eÂtablit par les meÃmes techniques le reÂsultat

analogue suivant:

TheÂoreÁme 3.17. Soient M une varieÂteÂ fermeÂe connexe et F un feuilletage sur M, de

codimension 1, de classe C r �rV 0� et transversalement orientable. On note Z � M=F

l'espace des feuilles et Z0 la reÂunion des ouverts de Z homeÂomorphes aÁ R ou aÁ S1. Si F a

une hauteur deÂ®nie, alors l'espace Z ÿ Z0 veÂri®e les proprieÂteÂs suivantes:

i) Z ÿ Z0 est (Q.C) et posseÁde une base d'ouverts (Q.C).

ii) l'intersection de deux ouverts (Q.C) de Z ÿ Z0 est un ouvert (Q.C) de Z ÿ Z0.

iii) tout fermeÂ irreÂductible de Z ÿ Z0 posseÁde un point geÂneÂrique.

(On dira suivant [1] que Z ÿ Z0 est un espace quasi-spectral).

Exemple 3.18. Un espace topologique spectral deÂnombrable de hauteur le premier

ordinal limite o qui n'est pas homeÂomorphe aÁ un X ÿ X0.
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On donne: Y � f�0; p�=p A NgU f�q; 2p� 1�=p A N ; q � G1gU fy
o
g. On munit Y

de la relation d'ordre: �r; s�U �r 0; s 0� signi®e (sU s 0 et s0 s 0) ou �r; s� � �r 0; s 0� et pour

tout a de Y on a; aU y
o

(voir ®gure 3).

La famille ��y; " �; y0 y
o
; y A Y� est une base d'ouverts d'une topologie deÂ®nie sur

Y compatible avec l'ordre V . En e¨et, si �a; b� A Y � Y , il existe c A Y tel que:

�a; " �V �b; " �� �c; " �, de plus, pour tout eÂleÂment y de Y on a fyg � � #; y�.

L'espace Y muni de cette topologie est spectral, en e¨et:

± Il est clair que Y est (Q.C), que ��y; " �; y0 y
o
� est une base d'ouverts (Q.C), que

l'intersection de deux ouverts (Q.C) est (Q.C).

± Un fermeÂ irreÂductible de Y est de la forme � #; a� � fag, (en fait les fermeÂs de Y sont

de l'une des trois formes: � #; a�, � #; a�U � #; b� ou � #; a�U � #; b�U � #; c��, il posseÁde ainsi

un point geÂneÂrique.

L'espace topologique Y est spectral, pourtant ce n'est pas un espace X ÿ X0 comme

dans le theÂoreÁme (3.15). En e¨et, soit M une varieÂteÂ fermeÂe connexe et F un feuilletage

de classe C r �rV 0� de codimension 1 et transversalement orientable et M=F. On

sait que, sous ces hypotheÁses, il existe une nombre ®ni de feuilles non maximales

L1;L2; . . . ;Ln telles que M ÿ �L1 UL2 U � � � ULn� est un produit feuilleteÂ et que dans un

produit feuilleteÂ l'adheÂrence de toute feuille contient au plus deux classes de hauteur

Figure (3).
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donneÂe [10]. La contradiction vient du fait que si Y eÂtait X ÿ X0, on aurait une feuille

de hauteur 2p qui contient dans son adheÂrence trois classes distinctes de hauteur 2pÿ 1

et ceci pour tout entier p.

Exemples 3.19. a) Le spectre d'un anneau nútheÂrien A de dimension V2 n'est

pas homeÂomorphe aÁ un X ÿ X0. Supposons que Spec�A� est homeÂomorphe aÁ X ÿ X0

comme dans le theÂoreÁme 3.15, consideÂrons ensuite un eÂleÂment q de Spec�A� de hauteur

2, comme A est nútheÂrien il existe une in®niteÂ d'eÂleÂments ri de Spec�A� de hauteur 1 tels

que ri H p. Ce qui contredit le fait que dans l'adheÂrence d'une feuille d'un feuilletage il

y a au plus un nombre ®ni de feuilles de hauteur donneÂe.

b) On consideÁre Spec�R�T �� muni de la topologie de Zariski et de l'ordre K,

Spec�R�T �� ÿMax�Spec�R�T ��� est un ensemble non deÂnombrable qui a la puissance du

continu, donc Spec�R�T �� n'est pas un X ÿ X0.

On remarque qu'en particulier le spectre de A � K �X1 � � �Xn� (l'anneau de poly-

noÃmes en n indeÂtermineÂes aÁ coe½cients dans un corps K) ne peut eÃtre homeÂomorphe aÁ

un X ÿ X0.

Exemple 3.20. Un espace topologique spectral deÂnombrable de hauteur 2 non

homeÂomorphe aÁ un X ÿ X0.

On pose Y � f�0; 0�gU f�n; 1�=n A NgU f�0; 2�g et on deÂ®nit sur Y la relation

d'ordre: �n;m�U �n 0;m 0� signi®e �n � m � 0� ou (n 0 � 0 et m 0 � 2). Muni de la

topologie droite, Y est spectral. Pourtant il ne peut eÃtre homeÂomorphe aÁ un X ÿ X0 car

l'adheÂrence de �0; 2� contient une in®niteÂ d'eÂleÂments de hauteur 1.

Exemple 3.21. L'exemple (3.3) de [2] permet de donner un espace topologique

spectral de type ®ni (i.e. toute chaõÃne est ®nie), de hauteur 2o, qui n'est pas homeÂ-

omorphe aÁ un espace X ÿ X0 comme dans le theÂoreÁme 3.15.
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