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Introduction.

Soit K/k une extension cyclique de corps de nombres, de groupe de Galois
G, et soit L une extension abélienne finie de K, galoisienne sur k.. Nous don-
nons une formule explicite pour #Gal(L/K)%, qui est aussi le degré sur K du sous-
corps maximal de L, abélien sur & (cf. (2.7) a (2.10)). Cette formule généralise
celle de [G], [H-L], [J]. Une application standard d’une telle formule est la
détermination de la structure d’un p-groupe de classes généralisé Clx, ., dans une
extension cyclique K/k de degré p, au moyen du calcul de la filtration (M;)izo
définie par M, /M;=(Clx /M) et M,=1.

Notre approche différe des approches connues dans la mesure ou nous réalisons
une “translation” d’une formule classique de classes invariantes (par ex. de C.
Chevalley, Y. Furuta, ---) au moyen de la suite exacte (2.3).

0. Remarque préliminaire.

Nous adoptons ici un point de vue introduit dans [J] par ]J.-F. Jaulent qui
raisonne en termes de classes de diviseurs des corps de nombres, les diviseurs
étant en bijection avec les places, et qui parle de “complexification” de places
réelles au lieu de ramification ; cependant, nous n’écrirons que des groupes de
classes d’idéaux (ce qui est toujours possible, a4 condition de bien préciser le
role des places a l’infini) et dirons qu’'une place “complexe” au-dessus d’une
place “réelle” a un degré résiduel égal a 2.

Il est commode, en dépit des habitudes prises, d’écrire le corps de classes
selon ces définitions; en particulier, pour un corps de nombres F, c’est le corps
de classes de Hilbert (correspondant a la non ramification des idéaux premiers)
qui joue un role pivot dans le treillis des extensions F§ de F qui sont les
sous-extensions S-décomposées maximales des corps de rayons F™ au sens
restreint, o S est un ensemble de places de F et m un idéal entier non nul de
F. Bien entendu, dans ce cadre, les invariants au sens ordinaire se retrouvent
en imposant que S contienne ’ensemble des places a ’infini de F.

1. Groupes de classes généralisés.

Soit donc F un corps de nombres. Dans toute la suite, m désigne un module
fini de F, c’est-a-dire un idéal entier non nul de F, et T désigne ’ensemble des
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idéaux premiers divisant m. On désigne par S un ensemble de places de F,
disjoint de T.

(1.1) Principales notations.
(i) On appelle P¢r I’ensemble des places de F, qui est donc constitué des
sous-ensembles Pér , (resp. Pir .) des idéaux premiers (resp. des places
a Dinfini).
(ii) Pour toute place p=Plr, on définit la valuation v, suivante:
—si pePlr,,, vyt F*—>Z est la valuation p-adique normalisée usuelle ;
—s8i pEPlp,. est “réelle” (i.e. de degré résiduel 1), v,: F*—=Z/2Z
est définie par v,(x)=0 (resp. 1) si g,(x)>0 (resp. <0) relative-
ment au plongement g,: FS, R, associé a p;
—si pE Plr . est “complexe” (i.e. de degré résiduel 2), alors v,=0.
(iii) On définit successivement:

Up,r={x&F*, v,(x)=0 pour tout pTUPlr .},
qui est ’ensemble des éléments totalement positifs de F*, étrangers a T ;
Upw=1{x€Upr, x=1 mod m} ;
Ef = {x&F*, v,(x)=0 pour tout p&S},
le groupe des S-unités;
E3 w= {x=E%, x=1 mod m} ;
Ir le groupe des idéaux fractionnaires de F;
Ip,r = {acIp, vy(a)=0 pour tout p=T} ;
Prow={x)elp, x&Upun Sl 1,
le rayon modulo m au sens restreint ;
Clpm=1Ip17/Ppu,
le groupe des classes modulo m au sens restreint ;
clr.w 'application canonique Ip r— Clp n;
Cl3 w=Clrn/clpa(S),

le groupe des S-classes modulo m au sens restreint, ou cfp,,(S) désigne
le sous-groupe de C/r . engendré par les classes des idéaux premiers p=S et,
pour les p=SNPlr., par les classes des idéaux (x¥), ou xFeF* vérifie les
conditions suivantes:

x5 =1modm,

v,(x%) = 0,,, pour tout q= Pép .. de degré résiduel 1
(0,, s=symbole de Kronecker)

(il s’agit 1a de la seule incidence de la représentation des classes de
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“diviseurs” par des idéaux). On peut toujours supposer que S ne contient pas
de places “complexes”.

Afin de rapprocher ces définitions des notations standard, donnons une table
de concordance (ou P/, désigne Plgp,..):

notation signification usuelle

Upo=Upr ,=Ur groupe F** des éléments totalement positifs #0

E$=Er groupe des unités totalement positives

E&t= groupe E¥9 des unités au sens ordinaire

Pr y=PFPr groupe des idéaux principaux au sens restreint

Clp, y=Cltr groupe des classes d’idéaux au sens restreint

Celin,=Ceht= groupe C¢%9d des classes d’idéaux au sens ordinaire

Cebiz groupe C¢¥d des classes modulo m au sens ordinaire
Table (1.2).

On remarque que le groupe P3¢ des idéaux principaux au sens ordinaire n’ap-
parait pas dans la table précédente; si I’on considére un systéme de (x,), pE
Piér. . (relativement a m=(1)), on a:

P = {(x,))Pp;
ord = <('xgl>>PF m s

en prenant ici les x}'=1 mod m pour tout p=Plp, ..
La correspondance du corps de classes peut se résumer dans le tableau sui-
vant, dans lequel on indique les dénominations classiques:

de méme, on a

groupe
de classes corps signification usuelle

Ctp,y=Ctr FWV=H, corps de classes de Hilbert (extension abélienne
maximale de F, non ramifiée pour les idéaux premiers)

CeEie,=Ceht~> H¥Fd corps de classes absolu de Hilbert (extension abélienne
maximale de F, non ramifiée pour les idéaux premiers
et Pl.-décomposée)

Cts v=Cts F§P=Fs corps des S-classes (extension abélienne maximale de F,
non ramifiée pour les idéaux premiers et S-décomposée)

Clp Fa corps de rayon modulo m au sens restreint
(i.e. modulo MmITyep.n b)

Cel's Fmord corps de rayon modulo m au sens ordinaire
(i.e. Pf.-décomposé)

Ct3 n F@ extension abélienne S-décomposée maximale
de F dans F™

Table (1.3).
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2. Calcul de #(Clx n/9)°.

Soit K/k une extension cyclique de corps de nombres, de degré n, et de
groupe de Galois G dont on fixe un générateur g.

Fixons également un idéal entier non nul m de 2 et posons T={pe
Pe¢,.,, plm}. Par abus, on désigne encore par m et T les étendus de met 7 a K.

Enfin on fixe un sous-G-module 4 de Clx. n.

(2.1) REMARQUES.

(i) Comme m est un module de k2, G opére sur Clx. ,, et donc il opére
par conjugaison sur Gal (K™ /K) via I’isomorphisme d’Artin.

(i) Si A est un sous-G-module de Cég,, il lui correspond un sous-corps
L de K™ galoisien sur k£ (et réciproquement), et G opére de méme sur
Gal (L/K).

(iii) Si Von prend H=clg (S) pour SSPlg, SNT=, on obtient Clx ./ K
=CeS net L=K@.

On se propose de calculer
#(Gal (L/K)% = #(Clg,m/3)%,
ce qui équivaut, compte-tenu de la suite exacte
1—Gal(L/K)* — Gal(L/K) —> Gal(L/K)'"* —1, -

a donner le degré sur K de la sous-extension maximale de L/K, abélienne sur Z.

La méthode employée ici est trés simple et différe, logiquement, de celles
utilisées en général pour les calculs de “classes ambiges généralisées”, car elle
n’utilise qu’une seule formule de classes ambiges (celle donnant #C¢% par ex-
emple) ; I'idée (essentiellement la proposition (2.3)) généralise un cas particulier
donné dans [B]. La formule obtenue (cf. théoréme (2.7) et corollaires) recouvre

et généralise toutes les formules connues (cf. [G], [H-L], [J] et la bibliographie
trés compléte de cette derniére référence).

(2.2) Groupe de nombres associé a %. Posons:

H=1h€Clgw W €4} ;
il est clair que

(2.2.1) (Clgm/H) = H)H .

On a les suites exactes:
l—¢
1—Cton—>FA—>H'""—>1,
2.2.2) ' : N
1— H*—> Y4 — NI —>1,
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ol 4* est le noyau, dans 4, de la norme arithmétique N=Ng,, définie par
N(chm(%[» - cekm(NaI) »

ce qui a bien un sens puisque NPx wSPi u.
Soit J un sous-G-module de [k r tel que

(223) JPK,m/PK,m:ﬂ;

et pour lequel on a donc

NI = NIPy w/Piom .
On a la suite exacte:

l—FEymn—>Upm—>Prn—>1;

on pose alors
(2.2.4) A =¢ (NINPy,w);
on a évidemment:

Ek,m g A g [Jk,m .

(2.3) PROPOSITION. On a la suite exacte:

SD ~
1] —> (Ek,mNUK,m)ﬂ/I — A > HF/F—> 1,
ol”p(x)=cl, (W) IH'"7 pour A€ tel que (x)=NU.

Démonstration. Si x4, ¢(x)=(x)EP:,m est de la forme NU, Ay, et
donc clx (Weg*; si (x)=NB, Bey, il existe €I, tel que BUA =17,

(2.3.1) LEMME. On peut choisiv € dans Ik, p.

En effet, I'idéal D=BUA! est dans Ix r et est de norme (1); par conséquent,
on peut écrire
D=119,, D= IIP=2D;

vel Bip

on a N®,=(1) pour tout p, auquel cas

@p - 513(3 H S'Bom ’
ou o est dans ’idéal d’augmentation de Z[G]; on peut donc prendre € dans I, 7.

On a donc clx (@ )=(clr a(C) "=clg, (BUA )by o(I)=9, et par
conséquent, clx. (C)eH, ce qui fait que (clk, (€)' °cd'"°. D’ou la définition
de o.

Si A=y est tel que NA=(a)EP;.m, a€U, m, alors a4 et c’est un anté-
cédent pour clx (); d’ou la surjectivité de ¢.

Calculons enfin Kerg: si x4, (x)=N¥U, A<, et si clx (W7, il
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existe B&Ix r tel que clr w(B)EFX et clr w(W)=cli «(B)'"7; donc il existe
ucsUg . tel que
A =B (u),
et il vient
(x) = NU = (Nu),
soit
x =¢eNu, e c EgT9;

comme x et Nu sont dans U, , on a eE, ., et x est bien dans E; o NUg n.
Réciproquement, si x4 est de la forme eNu, ¢e€E; n, uSUgk,m, ON 2
(x)=N(u)=NU, A<, ce qui conduit a A=(u)B*"?, B Ik r (cf. (2.3.1)); comme
(WE Pk, m, clxm(W)=(clrx n(B)'"7€*° puisque clx (B )=clr,n(WEX.
D’ol la suite exacte.
On a alors (cf. (2.2.2)):

#CLS nwI1-°

(K90 = Nawar

. #CE% .
NI F0)?

d’ou
#CLG
#NIH (A (Ep. uNUg N A)

_ #Cgcl;{,m
T #NHANUg w: ExaNUgw)”

(2.4) #(Clgm/ ) =

Appliquons cette formule a:
Ho= Pg,v/Px.m;

H, est le sous-groupe de Clg, ., qui correspond au corps de Hilbert Hx; on a
alors:

2.4.1D (Clg.m/H) = Cts.
On pose alors:
o = PK,T ’
d’ou
NJO = NPK,T et Nﬂ[o = NPK_TPk'm/Pk,m,
et

Ao = {x€U; n, (x)ENPkg, 1}
=(E:NUg,0)NUp s .
Il vient alors (via [2.4), [2.4.1)):
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(2.4.2) #ClG = #CLEHNIH((ENUg, 2)NU o Ep. uNU g ).
Ensuite, N4, s’interpréte au moyen de la suite exacte :
11— EU;w/Upn —> ExNUg,vU /U, —> NPx, v Py, /Py —> 1

qui donne:

(EeNUg, 7 (ExNUg,.r)NU )
2.4.3 #NIK, = : =,
(2.4.3) ° (Ev Er)

D’ou:
(ExNUg, 7 Ep, uNUx, )

G — G
#CKK,m‘—#CeK (Ek:Ek’m)

On a les inclusions:
NUgm E EruNUg,w S ExNUg 1,
qui conduisent a:

#Cé%(EkNUK'T: NUK,m)
(Ek : Ek,m)(Ek,mNUK,m: NUK,m) '

#Cﬂg{m =

soit :

#CLE(ENUg,r: NUg, r)(NUg, 1 NUg )
ClGm= ' ' ‘
(2.4.4) K, (Erv: Er o) EeaNUg m: NUg )

La formule donnant #C¢% (cf. [G, th. 4.1, p. 26], [J, p. 177]) est

#Ce kH &Py e
C G — P k.0 °P
(2.4.5) #Ce% [K: E1(E, : E.ANK")’
ou ¢, est Iindice de ramification de I’idéal premier p de %, dans K/%, et ou
I’indice (Ek . EkﬂNK") peut §’écrire (Ek . EkmNUK_T)—_—(EkNUK_T: NUK,T) en
raison du résultat plus général suivant:

(25) LEMME. On a U, ;N\NNK*=NUg, r.

Soit a=Nx, a€U,,r, x€K*. D’aprés [G, Prop. 1.1, p. 9] puisque ask**,
on peut déja choisir x&K**; ensuite, comme pour (2.3.1), on écrit (x)=
Il,cp.,., Ay et on remarque que la condition N(x)&I, r entraine A,=B} 7,
B, I, pour tout p7 ; on a donc

(X):QI%I_G, QIEIK,T, B = H%pEIK.

peT
On peut alors trouver € &/x r dans la classe de B modulo Px; on a donc
%:g(a)’ aEKX+’
d’ou
() =ACT 9 (a)"7;
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il suffit de poser y=xa’"! pour constater que Ny=Nx=a avec yeUg. r.

a donc obtenu (via [2.4.4), [2.4.5)):

#ClIlpep, s ey(NUg r: NUg )
[K:kEy: Ep o) Ex aNUg w: NUg )’

#C0% =
d’ou (cf. [2.4):

(2-6) #(CZK /ﬂ[)a — #CngPEPlk,g ep(NUK,T: NUK,m)

[K: k]J#NIH(Ey: Ep ) ANUg w: NUg w)

Etudions l'indice (NUg.r: NUg.w); pour cela posons

(2.6.1) Ugr= [IUsC X7 = 1 Kg,

PsT peT

On

ol Uy est le groupe des unités du complété Ky de K en P, et appelons Vg n
I’adhérence de Ux.n dans Ux.r; la norme N se prolonge par continuité a X7
et les groupes NUg 7, NUg,n sont des sous-groupes ouverts compacts de Uy, r.

Par conséquent
NUg,r —> NUg,7/NUxk,m

est surjective; déterminons son noyau: soit Nu, ucUgk,r, tel que Nu=~Nay,
an=Ug.m; puisque Nu=Na, et que l'algébre galoisienne K est telle que

HY(G, X£r)=0, il existe B K7 tel que
U=anp’.
Approchons 8 par veUg(=K**) et an par uyEUg, n; On a donc:

U = U, & proche de 1 dans X7,
et en posant
u = uy’!
il vient
wW=uf € Ug.n
et
Nu =Nue NUg.x.

Ainsi le noyau cherché est NUg , et il vient:

(Usr: NUg,m)
(Up,r: NUg, 1)

— (Urr: Ura)Urm: NUk.m) |
(Ug,r: NUg.1) ’

(2.6.2) (NUg,r: NUg,w) =

par le corps de classes local, on a

(2.6.3) (Uer: NUk.7) = Il e,

el
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(produit des indices de ramification, dans K/%, des éléments de T).

(2.6.4) REMARQUE. L’indice (U, wm: NUk,w) ne dépend que de la ramification
supérieure dans K/k et peut se calculer, en fonction de m, au moyen des for-

mules normiques sur la filtration habituelle des groupes Ug et U, (cf. [S,
Chap. V).

En revenant a (2.6), on obtient la formule générale suivante, compte tenu
de ’expression classique

Uer:Usw,

#Cly m=#Ct :
ke k (Ek:Ek,m>

(2.7) THEOREME. Soit K/k une extension cyclique, de groupe de Galois G,
soit m un idéal entier non nul de k et T={p=Pl;,, plm}. On désigne par e,
Uindice de ramification, dans K/k, de la place finie p de k. Pour tout sous-G-
module 4 de Clg.m, 00 Q.

#cek,m HpeT ep(q]k,m: NCUK,m)
[(K: RI#NHUA: ANNUg,w) ’

A={x&U; w, (x)eNJI}, ot 9 est n’importe quel sous G-module de Ik r tel que
NIPy oo/ Pe.w=NI (pour les principales notations voir (1.1) et |(2.6.1)).

#(Clx,m/H)° =

Ce résultat simplifie et généralise I’étude que nous avions menée dans [G]:

(2.8) COROLLAIRE ([G, th. 4.3, p. 41]). Pour T=@, on a:

G _ #Clx Ipepey, o %
# b/ = F R Ta N4 ANNK) *

(2.9) CoroLLAIRE ([H-L]). S: m n’est divisible par aucun idéal premier
ramifié dans K/k, alors on a:

o #Cly,mIoep:,. o 0
#(Clg.m/H)¢ = [K:k]J#NI(A: ANNK®) "

(2.10) COROLLAIRE. Si T=@ et £ =clx(S), ou S est un ensemble fini de
places de K, on a:

#(Ce5)° = #C¢, Iseriy., %
[K: kl#ct (NSYEYS: EFSNNK>)’
o EfS={x<E}, v(x)=0mod f, pour tout p=S,}, S, désignant I’ensemble des
places de k en-dessous de S et f, le degré résiduel de p dans K/k.

On notera que NS est constituté des p’ P pour pES,; en particulier, on
rappelle que NP=p? pour une place a l'infini pS, non totalement décomposée
dans K/k, pour tout PB|p, et par conséquent les éléments de EYS (les “NS-
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unités”) sont positifs en les places a I’infini p&S, non totalement décomposées
dans K/k.

Ce dernier corollaire fournit une expression différente de celle donnée par
J.-F. Jaulent dans [J, p. 177], ot l'on a:

#CP Ipes, dp Ipes, e
11 Ce%)f = e e
@11 #OOR = (B : ESANK ™
ou d,=e,f, est 'ordre du groupe de décomposition de p dans K/k, formule qui
suppose que S contienne toutes les places de K au-dessus de S,.
Nous laissons au lecteur le soin de voir, a titre d’exercice, que l’on passe
d’une formule a 'autre par des considérations élémentaires.
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