J. Math. Soc. Japan
Vol. 37, No. 2, 1985

Fonctions hypergéométriques F, et
fonctions automorphes II.

Groupes discontinus arithmétiquement définis

Dédié au professeur Y. Kusunoki, & I'occasion
de son soixantiéme anniversaire

Par Toshiaki TERADA

(Regu le 4 mars, 1981)
(Revisé le 8 aofit, 1983)

Introduction.

Pour obtenir le groupe modulaire elliptique G, il existe deux méthodes.
L’une des définitions est arithmétique: G est le groupe de transformations
linéaires fractionnaires donné par

0 1 0 1
— * —_—
Go={re6Le. 2|12 )T =(2; o}

L’autre est analytique ou géométrique. En partant de deux solutions
wl(x)=5:du/v et wg(x):S;du/v (avec v=vu(u—x)(u—1))
de I'équation différentielle hypergéométrique
x(x—1)y"+Q2x—1)y' +3/4=0,

on a d’abord la fonction automorphe x=A(r) avec r=w:/w, et puis en divisant le
domaine fondamental par un groupe fini de transformations lindaires fraction-
naires, on arrive au nouveau groupe G, et a la nouvelle fonction automorphe

J(@)=4(L—2+1)*/272%(2—1)".

La premiére définition G, est trés claire et il en est de méme du rapport a la
théorie des nombres. Mais elle n’est pas commode pour étudier les générateurs
du groupe, le domaine fondamental, la fonction-méme ou les relations avec les
courbes elliptiques. Cependant la deuxiéme G., est tout l'opposé. Donc il est
a désirer qu'un groupe discontinu soit, si possible, défini par ces deux méthodes.

Or, d’'une part, quant aux groupes analytiquement définis, Schwarz [6]
avait établi que, lorsque ®; et w, sont des solutions convenables de I'équation
différentielle hypergéométrique
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x(x—1)y"+[+ 2 —2+@E—2—24—2) 2]y’ +(1—2) A0y =0

et que les paramétres A; admettent certaines conditions (voir 1.3), la fonction
inverse de w.(x)/w,(x) donne une fonction automorphe sur le cercle unité. Le
groupe est défini évidemment par le groupe de monodromie. Ensuite cela est
généralisé au cas du systéme (F;) d’équations différentielles aux dérivées partielles
(voir 1.1), dont une solution est la fonction hypergéométrique F, d’Appell (si
n>2, Fp de Lauricella), par Picard [4], [6], Deligne et Mostow [1], Mostow
et lauteur [8], [10]: linverse de I'application sur 'espace projectif de dimension
n, définie par n+1 solutions linéairement indépendantes de (F;) donne, sous cer-
taines conditions sur les parametres, des fonctions automorphes sur un domaine
biholomorphe a la boule unité. Le groupe est naturellement induit par le groupe
de monodromie.

D’autre part, quant aux groupes arithmétiquement définis, Shimura a
présenté six groupes comme des exemples de son théorie de fonctions auto-
morphes (voir ci-dessus), qui proviennent de modules de courbes algébriques.

Notre but est d’établir une relation entre ces deux sortes de groupes: parmi
les groupes de monodromie de (F;) (y compris le cas d’'une variable) qui sont
aussi des groupes discontinus analytiquement définis, il existe dix groupes dont
des extensions finies peuvent se définir aussi arithmétiquement. Voici I'énoncé
grossier de notre théoréme: pour chacun de ces dix, il existe une extension
naturelle d’'ordre fini G telle que, avec un entier positif 7, une m-iéme racine
primitive { de 1, un anneau K=Z[{] et une matrice hermitienne A= GL(n+1, K)?,
le groupe de transformations projectives donné par G coincide avec celui donné
par le groupe de matrices

Gor={T<&GL(n+1, K) | T*AT=A},

ce qui est 'expression d’aprés Shimura.

Notre table contient tous les groupes de Shimura, et les groupes de (4), (6),
(7, (8), 9) et (10) correspondent, par une transformation linéaire, respectivement
a @), 6), (1), 3), G) et (2) de son liste. Pour ces six, notre résultat est une
autre démonstration du sien. Et les groupes de (7), (8), (9) et (10) correspondent
a (1), 9), (2) et respectivement (28) présentés dans [10]. D’ailleurs l'auteur ne
sait pas encore §’il existe d’autres groupes de monodromie arithmétiquement
définis (en notre sense).

Dans la Section 1, on explique quelques propriétés des fonctions automorphes
provenant du systéme (F;) d’équations hypergéométriques et leur groupe analyti-
quement défini. La Section 2 traite les propriétés d'une famille de courbes algé-
briques dont nos fonctions automorphes donnent le module. Et I'énoncé exact
du Théoréme et la démonstration se trouvent dans la Section 3.

1) Il existe une exception: le (1) de la Table de p. 182.
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Enfin l'auteur témoigne sincérement de la reconnaissance a K. Aomoto et
M. Yoshida pour les conversations précieuses.

§1. Préliminaire.

1.1. Le domaine 9 et les fonctions @;. Dans I'espace numérique C *(x4,**, X ),
posons, avec x,=0 et x,.;=1,

D=A{x=(xy, =+, xa) | X:#x,; 0=/ <j=n+1)},

et désignons par 9 le revétement universel de 9, et par x la projection. Et
considérons un systéme d’équations différentielles aux n-+3 paramétres A=(4;)
(2:0; 1) Ty n—}—l, 0, 2(:;021.:”_'—1): avec at:a/axt et 2:21§a§n,a=ﬁiy

(xi—x,)0:0,F+(4,— )0, F— (2, —1)3,F=0  (1<i<j<n)
(F) { xa(xe=DOIF+[x:(xs— DD —2a)/(Xi— X o)+ A0+ A= 2+ (1= 20— 221 —An41)X ]
0 P+ A=) xa(x,—1)0F/(xi—x2)+A(1—A)F=0  (1=i=n).

Il a n+1 solutions linéairement indépendantes, holomorphes sur &, et si aucun
de A; n’est entier, on peut, pour un Q€9 avec 7(Q)=x=(x;, ---, x,), les repré-
senter par l'intégrale
ri ntl —_
w; (4, Q)=(1-—;ei)S0l I_Io(u——xa)za‘ldu 2 (avec p;=exp 2rxv'—12,)).

01 ---n+lco
Dob1 " Prn+1 Do
respondant, il existe un automorphisme Tp de D: x=(xy, =, Xp)ox'=
(x1, =, xn) avec

Soit P une permutation avec P‘I:( ) Alors, en la cor-

— X p, / Xpi—Xpe
Xppt1 ™ Xpg ! Xppi1 T Xpw
ot on pose x,=0, x,+1=1 et x=o00, Tpest bien défini si on considére la limite

ol x.—o0. On désigne par T ; 'automorphisme T dont P est la transposition
entre 7 et ;. T j; est le reboursement par rapport a x;=x;.

1.2. Les changements des w;. Désignons par I la matrice unité d’ordre
n-+1, par M;(---) la matrice dordre n+1 dont la i-iéme ligne est (---) et les
autres sont nulles et par diag (---) la matrice diagonale dont les éléments dia-
gonaux sont (-+-), €t POSONS fLiy,..;, =€Xp [2;1«/?1(2¢0+2i1+---+2ip)] et pi=1—pu;.
Ensuite on pose, lorsque 0</<j<n-+1,

Rij=I4p * My (s5)— pt; EM (k)

2) Le chemin dépend de Q. Il est précisé dans [10], §1. Et les w;-ci sont égaux a
(11— pi)w;—wo) de [10].
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ou (sekx)=(0 -0 —pt; piyy - pj-y 1 0---0), lorsque 0<i=n+1,

Roy=I—="M(pti -+ pi-1 1—pos Mottiss - Molln+1)
et :

Rix=(RyRi1+* Ri1-1Ri i1 Rinar)™ '
Posons encore, lorsque 0</<j=n-+1 et 4;=4,,
T ;=1 4" M;(ss5) = M; (o) |
lorsque 0<:<n-+1 et 4,=4,,

Toi=T—1/p)  M(pi - prioy pilp+1) paptivn = paptnen)
lorsque 0<7=<n-+1 et 4;=A4,

z

Tiw=diag (1 -+ 1 pb 1 D—pdMigty pror - for-n)

n+l
+a=§+1 Patts Ma(pto - Mori-z foti-1F1/tts fori =+ tor.n)

et lorsque 4,=A4.,

n+1
Tow:1+(#w/ﬂ;o)a§ e Ma(to o+ foen) -

On a, si 4;=4;, (T1;)*=R;;.

Désignons par Ga, (resp. Gin.) le groupe engendré par les R;; et T; (resp.
seulement par les R;;). Sa signification est comme ce qui suit. Le groupe fonda-
mental de 9 est engendré par les lacets A;; (0</<j<n-+1) par rapport a x;=x;
([9]), et le prolongement analytique de =%, ***, w,+,) est égal & R w (si =0
et j=n+1, & poRyw). De plus, si 4,;=4;, il existe une courbe C qui lie un
point x de 9 et x'=T ;(x) telle que le prolongement analytique de w le long
de C soit k;;Tj0 ou ky; est une fonction de x ([10], §5). Pour une matrice T,
désignons par T, la transformation linéaire projective donnde par T et par

Gan, pr (r€Sp. Gin pr) le groupe engendré par tous les T, avec TEG,, (resp.
Gl.). Ainsi on a le

LEMME 1. Q o Q'€ avec n(Q)=x et n(Q")=x" étant donnés, s’il existe
01 - oo

bopy Do

une permutation P‘lz( telle qu'on ait x'=Tp(x), il existe un TGy,

tel qu'on ait
(4, Q=T pro(4, Q)

ou w est ici regardé comme un point de l'espace projectif a n dimensions.
Dailleurs, si tous les 4; sont réels et aucun en n'est entier, en posant

A=(a)=WE (@ @ (@—ap/(l=p) a - )W
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(avec W=diag (fto ffo1 *** ftor.n) €t 4=+ pte), 0N a T*A'T=A’ pour tout T EGgn
([10], 81, 5). A’ est évidemment hermitienne, et toute matrice hermitienne A
telle qu'on ait R*AR=A pour tout R=G/, est égale a A’ a une constante réelle
multiplicative prés ([8]).

1.3. Les fonctions automorphes sur B. Les fonctions w; déterminent natu-
rellement une application @: w;=w; locallement isomorphe de 9 sur un espace
projectif aux coordonnées homogeénes wy, -+, wy+:. Sous la condition

(C): 0<4:<1 (0=i=00), et, pour tout 0=7,<i, < -+ <ip=n-+1, 4+ 4+
+2i,—p est égal a linverse d’un entier (sauf 1) ou zéro,

I'image de I'application w est contenue dans un domaine biholomorphe a la boule
unité :
B= {w I Z}a“ﬂhw1>0} .

Et il existe une application méromorphe ¢ de B sur un domaine 9, avec 9C 9D,
CP,(C) telle que ¢-wo=x et que B ¢ (D) est un ensemble analytique de co-
dimension 1 ([10]). Il est évident que B,=¢ Y(D)=w(D) et la restriction de ¢
sur B, est biholomorphe, et que ¢(w)=¢(w’) si et seulement si w'=T p,w pour
un TGy, Par suite ¢ détermine des fonctions automorphes sur B avec le
groupe discontinu Gpa, ,~~ En divisant encore le domaine fondamental par un
groupe fini, on obtient des nouvelles fonctions automorphes dont le groupe est
Gan, pr €t le domaine fondamental est isomorphe a H\9, ou H est le groupe
engendré par tous les T avec 4;=4;, et D, est une variété birationnelle a 9.

§2. Famille de courbes algébriques.

2.1. Les courbes algébriques V, et leur équivalence. Soient m et m; (i=0,
1, ---, n+1, oo) des entiers avec 0<m;<m (0=i=Zn+1), mfme. et m(n+1)=> 7 om,,
et supposons encore la condition (P): m et m, sont premiers entre eux. Pour
tout point fixe x de 9@ avec les coordonnées x=(x;, ---, x,), définissons une courbe
algébrique V. sur 'espace des variables u et v par I'’équation

n+1 .
V= Ho(u—xi)m‘m .
3=

On a obtenu ainsi une famille {V} de courbes algébriques. Tout V', a un auto-
morphisme

CO: (u, U) — (u: CU) >

ou { est une m-iéme racine primitive de 1.

DEFINITION. Pour x et x’€9, on dira que V, et V. sont équivalents §'il
existe un isomorphisme f:V,—V . qui est permutable avec {,.
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Soit P“:(O L OO) une permutation avec m;=m,, (¢=0, 1, ---, n+1, oo).

pop1 pw

Si x et x’€9 vérifient x'=Tp(x), V. et V.. sont équivalents. En effet, posons,
avec x,=0, x,4:=1, et xo=00,

VR 7 / U—X poo

Xpui1 " %00’ Xppi1™ *peo

WEpyey =23 (pu=oo)

r— —m
v= (u—xp)t=ms/m "“l:(xpnﬂ—xpm)(xpo”‘x;vm)

(=X pe 1=0 (xpnﬂ—xpo)(xpi”—xpw)

77 oo,

)l+1

ou p;=oo et [ est l'entier tel que 0</m—m<m. Alors l'application Ty p:
(u, v)—(u’/, v') donne une équivalence; ce qu'on voit, dans la formule v'™=
II(w'—x3)™"™¢, en remplagant u’, v’ et x;” par les fonctions correspondantes de
u, v et x;. Et de plus on a le

LEMME 2. V, et V. étant donnés, ils sont équivalents si et seulement s’il
existe une permutation P et une application Ty, p comme plus haut.

En effect, soit f: u'=>"3 s (u)v?, v/ =27, (u)v? un isomorphisme donnant
une équivalence entre V, et V., ou s; et t; sont des fonctions rationnelles de
u. f étant permutable avec &, on a

Dsi=31sC¢ et (tat=2tL0

et, par suite, u'=s,(u) et v’=t,(u)v. f étant un isomorphisme, s,(u) est une
fraction linéaire. Dans la formule v'™=II(x'—x;)™ ™, en remplacant u’ par
so(u)=(au+b)/(cu-+d) et v’ par t,(u)v, on voit 'existence de P, Tp et Ty, p.

2.2. Une représentation de 'anneau K, et les cycles de V.. Soit K,=Z[&,]
un anneau qui consiste en tous les polynomes formels en &, a coefficients des
entiers Z dont {, est le générateur du groupe cyclique d’ordre m et dont on
désigne l'unité par 1. K, a une involution naturelle : {,—C,=C3%, et, étant donné
un nombre algébrique { avec {™=1, il existe un homomorphisme ¢ de K, sur
Z[{]:L—0()=C Unanneau R étant donné, désignons par M, ,(R) I'ensemble
de toutes les (p, g)-matrices aux éléments dans R, et surtout notons M, ,(R)=
My(R). L’involutions et l'application ¢ peuvent se généraliser: pour I'=(1;,)€
My(K,), on note I'*='I"=(F;;) et o(I=(a(rsy). Etdisons quun I'e M,(K,) est
(anti-)K-hermitien si on a [™*=(—1)I".

Tout élément e de K, est représenté par une matrice ¢ avec la formule
01 0
01

001
1 0
matrice M & Mpm,qn(Z) y correspondante.

e
<o
I

EMn(Z). Et pour toute matrice Me M, (K,), il existe une
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Pour fixer 'idée, nous nous donnons d’abord une courbe arbitraire V=V, ot
X €9, et envisageons un systéme des cycles de V :

C:t(cly Cay *** 625’)}

ou g est le genre de V. Prenons le point a,sur V tel que my(a,)=0 ot z, est
la projection de V sur le plan de u. Comme m est premier avec i, a, Se
détermine uniquement. Et soit 7; (0</=<n-1) une courbe continue sur V dont
7y(r:) est un lacet par rapport a x; partant de ©«=0.» Par la condition (P), 7;
est cycle sur V et tout cycle y est une combinaison linéaire des {i(r;) (1=/=n+1,
0<k<m). Etant donné un élément ¢ de K, ¢ peut se regarder comme une
transformation de H,(V, Z), ce qu'on voit en considérant é. Donc, il existe une
matrice D€ Msq, 2+1(K,) telle qu'on ait

c=Doyr  (avec 7=y, 7o 5 Ta+r)) -

On peut ainsi regarder la courbe V munie du systéme de cycles 7 et de la matrice
D, comme une surface de Riemann marquée qu'on désigne par V=V, ol Q est
un point de 9 avec n(Q)=x et est choisi arbitrairement une fois pour toute.

Ensuite, considérons les intersections des cycles. Posons 7="'(ry, &(11),
Er=1r), Tar s (P M7 nsn)) €8 =77 ol - signifie le nombre de points d’inter-
section de deux cycles. On a I'S Hpmin(Z) et :=—1I. Puisque i) -Cir,)=
7:°7j» on peut déterminer de la manieére unique une matrice I7& M, (K,) telle
que I,=I" T, peut se regarder comme la matrice d’intersection de 7 et est
anti-K,-hermitienne vu que I est anti-symétrique. Puisque, avec [ =74 et
7i;=28=71;8C8, on a yi;3=7:-Cfr;, on peut explicitement déterminer y,; sous la
condition (P):

Fir=1 ot oo PR QG e LT (<)
et

7ii=Co+ L+ - LT = (L e +C0 )
ou 0<a;=<m—1 et a;m,=m; (mod. m).

Ensuite, on fait Q parcourir §. A mesure, on obtient les systémes ¢, des
cycles canoniques sur VQ et les systéme 7, de cycles comme plus haut qui dé-
pendent continument de @ ; et la matrice D, ne dépend pas de @ : on a co=D7,.
On a ainsi obtenu une famille {V"} de surfaces de Riemann marquées. Evidem-
ment la matrice d’intersection I, de 7o est aussi indépendante de Q.

2.3. Les différentielles, les périodes et la variété jacobiennes.® D’aprés
Kuribayashi [2], toute différentielle abélienne de la premiére espéce de V, est
donné par

3) Exactement dire, y dépend du chemin de intégrale définissant w;.
4) Dans la suite, “variété jacobienne” signifie “variété jacobienne canoniquement pola-
risée”, et il en est ainsi de “transformation d’une variété jacobienne”.
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[Zij:(u—xi)ki}du/vb

ou 0<b=m—1, 0=k, ke, -+, ko<, (im—d;)—bm—m;)+mk,;=0 (d; est le plus
grand commun diviseur des m et m;) et

kwm_}‘b(m—i—mW)_(m_i_doo)io (kw:—(k0+ +kn+1>):

et le genre g est donné par
g= gl(m——di)/Z—(m—l) .
Donc on peut choisir
dot=du/v et dwj:{;ii[:(u—xa)kia}du/vbf @<j<g)

comme les bases de différentielles. La période 7;-dw’ le long du cycle 7; est
donnée par
Ti‘dwj:w{:wi(lj, Q),

ou MV=(A5, -+, M) et Ay=mub;/m+k;e 0=a=<n+1). Les w4, Q) ne sont pas
toujours bien définis parce que quelques-uns des 4% peuvent €tre entiers. Mais on
peut le débrouiller en posant w}=0 lorsque A% l'est. En conséquence, la matrice
de périodes relative a ¢ et dw’ est donnée par

R=c-(do, -, do®)=(D'@", -+, D*w¥)E Mgz 5,(C)

ou Di=g%(D,) et o%: Mp, (Ko)—Mp oK) (avec K=Z[{]) est l'application de
matrices définie par {y—{% et par suite on peut construire la variété jacobienne
J=J: de V=V, et, un Q=xn*(x) étant donné, le plongement canonique de V
dans J. L’automorphisme {, de V produit celui de J défini, avec les coordonnés
analytiques, par Dy—{,D,. Grice a Shimura [7], I'équivalence des V s’exprime
par celle des J, ou on dira que J et J/ sont équivalents si et seulement s’il existe
un isomorphisme de J sur J’ permutable avec .

LEMME 3. Si le genre g est >1, les courbes V, et V, sont équivalentes si
et seulement s'il en est de méme des variétés jacobiennes [, et J,.

En effet, la démonstration se fait, d’aprés Shimura, en appliquant le théoréme
de Torelli: le plongement de V, dans J, est unique & déplacement et & -= prés.

2.4. La forme hermitienne A et la forme anti-K,-hermitienne I,. Mainte-
nant dans les formules explicites de R;; et T;;, remplagons g; par {§¢ 0=a;<m,
mi=mea; (mod. m)). On a les nouvelles matrices Ry;; et Toi; € Mn1(K,) et des
nouveaux groupes G, et G{ engendrés par eux. G, et G, sont bien définis puis-
qu'on a det(Ry;;)=_5i*% et det(Ty;;)=C%%. Dans [10], on a calculé les matrices
R;; et T; en étudiant les changements des cycles et de la fonction intégrée.
Parallélement on peut voir que, pour tout T,€G, et Q€ 9, il existe une per-
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mutation P et un Q€9 avec T,(x(Q))==(Q’) tel qu'on ait, avec un entier ¢
convenable,

7o =CTrq-
Donc on a

T%RTOZFO s

parce que le changement des cycles causé par T, rend invariant les nombres de
points d’intersection. Et il est évident, d’aprés §1, que ¢%(T,)=T7 exprime le
changement des wi, et que, si aucun de 2} (0</=<o0) n’est entier, il existe une
matrice hermitienne A7 telle que (T9)*A’T/=A’ pour tout T'=Gi, ou Gi,=
a%(G,).

LEMME 4. Si a; et m, sont premiers entre eux, une constante purement ima-
ginaire a’ existant, on a
obi(l)=a’A’
et de plus, si bj+br=m,
'wk Alw’=0 .

En effet la premicére formule provient de ce que A’ est unique a une con-
stante réelle pres, que ¢%(I;) est un conjugué de o'(I;) et que, comme yip=
1—¢m-2i, g'([y)#0. D’ailleurs griace a Riemann, on a

‘w*("DED]{—"DiD{w’=0 (avec ‘D/=("D{‘D}), Dic M (K) (i=1, 2))
et
Diy=—~/—1(:DiD}{—'D}{D}>0.

Or comme on le voit facilement par la démonstration de I'inégalité de Riemann,
on a (TH*DJ{,T'=DJ, pour T,€G,, et par suite D{, est égal a A’ 4 une constante
réelle multiplicative prés. Comme D’=D*, on a la deuxiéme formule.

§3. Groupes arithmétiquement définis.

3.1. Les exemples de groupes arithmétiquement définis.

Avant d’exposer I'enoncé exacte de la Théoréme, présentons et expliquons
une table. Chaque numéro de la Table est muni d’'une famille de courbes algébri-
ques a n parameétres

+1

n n+1
Wo/)" =TI (u—x;)™ (avec x,=0, x4 =1, vo:iljo(u——xi)),

1=0

le genre g et des g—1 différentielles abéliennes de premiére espéce autre que
du/v de courbes génériques et une matrice hermitienne A qui est égale a A’ de
1.2 4 une constante réelle multiplicative prés (avec les notations ci-dessous). Et
on pose (=expxv—1m,/m) et K=Z[{] (le (5) est exceptionnel: {=
exp(brv/—1/3)). On a AeGL(n+1, K) (le (1) est exceptionnel: Ae
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GL@2, Z[~—1])).

D’autre part, en posant 4;=m;/m, Ae=n-+1—

T. TERADA

Gur={TeGL(n+1, K) | T*FAT=A}.

Dans cette situation, d’une part, on définit un groupe par

P2 et py=exp(2rv/—14;), on

définit le groupe G., de matrices, qui est une extention finie du groupe de mono-
dromie du systéme (F),) hypergéométrique et qui est engendré par R;; (0=i<j
<n+1) et T;; 0=i<j=<o0, 2;=2;) de 1.2. Et enfin notons Gar, pr (r€Sp. Gan, pr)
le groupe de transformations linéaires projectives donné par G, (resp. Gan).

o différentielles de .
n | courbe algébrique |genre| la premiére espéce A
autre que du/v
i1 (o/v)2=0, 1 VZT(—(—)l (1)>
@) | 1 | /v)yP=vy(u—1) 2 u(u—1)du/v* ((C) _C_Zl)
N o) . . -1 1
®| 1| ey | 2 wiu—Didufu (1 o
s vodu/vt; du/v?, 1 4+
—(i)—i%ﬂim (UO/U) = 4 (u__xl)du/vz (C2+C4 1 )
G)| 1 [wo/v)=v3u(u—=x,)| 2 Vou(u—x,)du/v° (22 C(;)
B vidu/v®; du/v?, 14040 C4e
6|1 (Vo/v)'=0} 6 (u—x)du/v%; vodu/v*, <2 6 s | pa
(u—x,)vodu/v* cHe 1% +C)
0 &1
(7| 2 (vo/v)2 =03 3 du/v?, (u—x,)du/v? — 0 &
- ~ 1co0/
1 -1 1
TR (u—xo)(u—1)du/v?, e s
@) | 2 |wo/v)y=viu(u—x1)| 3 () — )t — L) /0 (11 é CO)
vodu/v*, (u—xvedu/vt; | [24+C+C {4+ O
@1 2 (Vo/v)* =0} 6 | du/v?, (u—x,)du/v? —| &+ 24+C+C $+E
(u—x)(u—x5)du/v? O+ O+ 24+
-1 1 ¢ &
s 2 du/v?, (u—x.)du/v?, 1 =11 ¢
10y 31 (wo/v)i=0s Yl =)= xa)dus® o1 -1 1
. ¢ &1 -1
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THEOREME. Sous les notations plus haut et pour les dix numéros de la Table,

on a
Gar, pr:Gan, pr -

En effet, puisque la relation G, C G, est évident vu les générateurs de Gq,
et la matrice A’, on a besoin que de démontrer G, prCGan, pr; c€ qu'on effectura
dans les sections suivantes.

3.2. Les démonstrations des cas sauf (1) et (5).

La condition (P) étant remplie et g étant >1, tous les résultats jusqu’ici sont
vrais. Prenons une matrice T€G,,. D’une part, comme T*AT=A, T,, estun
automorphisme du domaine B= {w | w*Aw=A} sur I'espace projectif, et par suite
ii existe d’aprés 1.3, de deux points Q et Q'€ tels que

w(l; Q/):Tp'rw(zy Q) ’

parce que B w(D) est un ensemble analytique. D’autre part, il existe un T,&
Mn+1(K,) tel que a'(To)=T*=T (pas nécessairement unique). Dans notre situa-
tion on a ¢/(I,)=0 lorsque m et j ne sont pas premiers entre eux vu l'expres-
sion explicite de I, et, ¢’(I,) est égale 4 un conjugué de A a une constante
réelle prés par le Lemme 4. Donc on a toujours ¢/(T¥)a’(Iy)a’(T)=0'(Il;) et en
conséquence,
T?‘)‘F oTo:F 0>

vu le déterminant de Vandermonde. Désignons J, J’ et respectivement Jr la
variété jacobienne dont la matrice de périodes est 2=(D'w!, D’w?, -+, D*w®),
Q' =D'w"?, -, D?w’'®) et respectivement Q2r=(D'T'w!, ---, D*T4w?) ou w'=
01, Q), o''=w'(At, Q') et T'=g%(T,).

Or T, peut se regarder comme une transformation des cycles: c=Dyy—cr=
DTy, et il existe Mye M, (Z) tel qu'on ait

CT:MTC .

La formule T#¥I,T,=I} signifiant que T, rend invariant les nombres de points
d’intersection, My est simplectique. Conséquemment J et Jr sont équivalents vu
la commutativité de {,J et T, Cela établi, supposons que J’ et Jr sont équi-
valents. Alors J et J/ le sont aussi et par suite V. et V, sont équivalents selon
Lemme 3, ou x=n(Q) et x’==(Q’). Donc par Lemme 2 et 1, on a T, EGan, pr
En conséquence, notre probléme réduit a I’équivalence de J’ et Jr, a savoir, au

LEMME 5. Lorsque les différentielles de la premiere espece dw*=dw=du/v
et do’=f;(w)du/v’ 2=j=<g) (f; étant des polynomes en u) vérifient que g/(n-+1)
=q+1 est entier, qu'on a bs = - =bsp+,, (p=1, 2, -+, q) o sp=(n+1)p+1 et
que by= - =by,=m—1, J' et Jr sont équivalents.

En effet, comme on le verra facilement, il ne faut que le démontrer au cas
ou ¢=1. D’une part, on peut supposer, sans restreindre la généralité,
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do** =(u—x,) - (u—x,)do* (k=1,2, -, n, s=s;=n+2).
Alors on a
0§ F=a0psy - O™

ol a, est une constante non nulle pour x fixé. ! vérifiant (F;) avec i=47, on
peut supposer, par une transformation linéaire,

w§+k'1:6kw§+” .

Parce que le déterminant wronskien ne s’annule jammais sur @ ([8]), on a, avec
E’-——(w’s, o, @) et Ep=(T'a?®, -+, T "@™+"),

(det Er)(det E)=#0.
D’autre part, on a, d’aprés Lemme 4,
YT (ATw)='@’ ‘T’ ATwo="'0’ Aw=0 Q2=j=<n-+1)
et, par le prolongement analytique,
' A’ =0 (ATw)=0.

En peu de mot, tous les TVw’ et w7 (2=<7=<n-+1) sont orthogonaux au vecteur
AT par rapport a la norme euclidienne. Encore par les wronskiens, on voit que

les T7w’ et respectivement les @’/ sont linéairement indépendants ; donc il existe
un E,eGL(n, C) tel que

(wlz, - w/n+1):(T2w2’ e Tn+lwn+1)El .

Enfin la transformation de Jy sur J':

y{:yly (3’5, Tt y;z+1):(3’2, ; yn+1)E1,

{

s, =, Yeen)=s, =+, Yean) ET'E’

ou y; (resp. v} sont les coordonnées analytiques de Jr (resp. J’), donne 1'équi-
valence, ce qui achéve la démonstration de ce lemme et conséquemment de notre
théoréme sauf les cas (1) et (5).

3.3. Les démonstrations pour (1) et (5). Lemme 3 n’est pas généralement
vrai lorsque le genre est un, mais pour le cas (1), notre théoréme est bien connu.
La seul difficulté pour (5) est ce que m et m, ne sont plus premiers entre eux
et en conséquence la courbe 7, définie comme dans 2.2 n’est plus un cycle.
Donc nous n’avons qu'a définir les cycles 7 et y; convenablement.

Pour cela, il ne faut que poser yi=y;, que définir y; par un double lacet et
que poser
1 & 0 —1)

Di=(y ¢ %
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Alors, en remplagant [, par

_ 0 1-G—G+G
Fi=(Lygigin —ooniain

A par A’=E*AE™! avec E=<(1) g), o par Ew, TeG,, par ETE™! et { par

¢’ =exp(5nv/—1/3), on peut suivre tous les procédés des démonstrations plus
haut, ce qui achéve la démonstration.

D’ailleurs, il sera facile de voir la relation entre les exemples de Shimura et
les nétres, parce que les deux proviennent des mémes familles de courbes algé-
briques.
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