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Introduction.

Pour obtenir le groupe modulaire elliptique $G$ , il existe deux m\’ethodes.
L’une des d\’efinitions est arithm\’etique: $G$ est le groupe de transformations
lin\’eaires fractionnaires donn\’e par

$G_{ar}=\{T\in GL(2, Z)|T^{*}(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})T=(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})\}$ .

L’autre est analytique ou g\’eom\’etrique. En partant de deux solutions

$w_{1}(x)= \int_{0}^{x}du/v$ et $w_{2}(x)= \int_{0}^{1}du/v$ (avec $v=\sqrt{u(u-x)(u-1)}$)

de l’\’equation diff\’erentielle hyperg\’eom\’etrique

$x(x-1)y’+(2x-1)y’+y/4=0$ ,

on a d’abord la fonction automorphe $x=\lambda(\tau)$ avec $\tau=\omega_{1}/w_{2}$ et puis en divisant le
domaine fondamental par un groupe fini de transformations lin\’eaires fraction-
naires, on arrive au nouveau groupe $G_{an}$ et \‘a la nouvelle fonction automorphe

$J(\tau)=4(\lambda^{2}-\lambda+1)^{3}/27\lambda^{2}(\lambda-1)^{2}$ .
La premi\‘ere d\’efinition $G_{ar}$ est tr\‘es claire et il en est de m\^eme du rapport \‘a la
th\’eorie des nombres. Mais elle n’est pas commode pour \’etudier les g\’en\’erateurs
du groupe, Ie domaine fondamental, la fonction-m\^eme ou les relations avec les
courbes elliptiques. Cependant la deuxi\‘eme $G_{an}$ est tout l’oppos\’e. Donc il est
\‘a d\’esirer qu’un groupe discontinu soit, si possible, d\’efini par ces deux m\’ethodes.

Or, d’une part, quant aux groupes analytiquement d\’efinis, Schwarz [6]

avait \’etabli que, lorsque $w_{1}$ et $w_{2}$ sont des solutions convenables de l’\’equation
diff\’erentielle hyperg\’eom\’etrique
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$x(x-1)y’+[\lambda_{0}+\lambda_{1}-2+(4-\lambda_{0}-2\lambda_{1}-\lambda_{2})x]y’+(1-\lambda_{1})\lambda_{\infty}y=0$

et que les param\‘etres $\lambda_{i}$ admettent certaines conditions (voir 1.3), la fonction
inverse de $\omega_{1}(x)/\omega_{2}(x)$ donne une fonction automorphe sur le cercle unit\’e. Le
groupe est d\’efini \’evidemment par le groupe de monodromie. Ensuite cela est
g\’en\’eralis\’e au cas du syst\‘eme $(F_{1})$ d’\’equations diff\’erentielles aux d\’eriv\’ees partielles
(voir 1.1), dont une solution est la fonction hyperg\’eom\’etrique $F_{1}$ d’Appell (si

$n>2,$ $F_{D}$ de Lauricella), par Picard [4], [5], Deligne et Mostow [1], Mostow [3]

et l’auteur [8], [10]: l’inverse de l’application sur l’espace projectif de dimension
$n$ , d\’efinie par $n+1$ solutions lin\’eairement ind\’ependantes de $(F_{1})$ donne, sous cer-
taines conditions sur les param\‘etres, des fonctions automorphes sur un domaine
biholomorphe \‘a la boule unit\’e. Le groupe est naturellement induit par le groupe
de monodromie.

D’autre part, quant aux groupes arithm\’etiquement d\’ePnis, Shimura [7] a
pr\’esent\’e six groupes comme des exemples de son th\’eorie de fonctions auto-
morphes (voir ci-dessus), qui proviennent de modules de courbes alg\’ebriques.

Notre but est d’\’etablir une relation entre ces deux sortes de groupes: parmi
les groupes de monodromie de $(F_{1})$ ($y$ compris le cas d’une variable) qui sont
aussi des groupes discontinus analytiquement d\’efinis, il existe dix groupes dont
des extensions finies peuvent se d\’efinir aussi arithm\’etiquement. Voici l’\’enonc\’e
grossier de notre th\’eor\‘eme: pour chacun de ces dix, il existe une extension
naturelle d’ordre fini $G$ telle que, avec un entier positif $m$ , une m-i\‘eme racine
primitive $\zeta$ de 1, un anneau $K=Z[\zeta]$ et une matrice hermitienne $A\in GL(n+1, K)^{1)}$ ,
le groupe de transformations projectives donn\’e par $G$ coincide avec celui donn\’e
par le groupe de matrices

$G_{ar}=\{T\in GL(n+1, K)|T^{*}AT=A\}$ ,

ce qui est l’expression d’apr\‘es Shimura.
Notre table contient tous les groupes de Shimura, et les groupes de (4), (6),

(7), (8), (9) et (10) correspondent, par une transformation lin\’eaire, respectivement
\‘a (4), (6), (1), (3), (5) et (2) de son liste. Pour ces six, notre r\’esultat est une
autre d\’emonstration du sien. Et les groupes de (7), (8), (9) et (10) correspondent
\‘a (1), (9), (2) et respectivement (28) pr\’esent\’es dans [10]. D’ailleurs l’auteur ne
sait pas encore s’il existe d’autres groupes de monodromie arithm\’etiquement
d\’efinis (en notre sense).

Dans la Section 1, on explique quelques propri\’et\’es des fonctions automorphes
provenant du syst\‘eme $(F_{1})$ d’\’equations hyperg\’eom\’etriques et leur groupe analyti-
quement d\’efini. La Section 2 traite les propri\’et\’es d’une famille de courbes alge-
briques dont nos fonctions automorphes donnent le module. Et l’\’enonc\’e exact
du Th\’eor\‘eme et la d\’emonstration se trouvent dans la Section 3.

1) Il existe une exception: le (1) de la Table de p. 182.
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Enfin l’auteur t\’emoigne sinc\‘erement de la reconnaissance \‘a K. Aomoto et
M. Yoshida pour les conversations pr\’ecieuses.

\S 1. Pr\’eliminaire.

1.1. Le domaine $\mathscr{D}$ et les fonctions $w_{i}$ . Dans l’espace num\’erique $C^{n}(x_{1}, \cdots, x_{n})$ ,
posons, avec $x_{0}=0$ et $x_{n+1}=1$ ,

$\mathscr{D}=\{x=(x_{1}, \cdots x_{n})|x_{i}\neq x_{j}(0\leqq i<j\leqq n+1)\}$ ,

et d\’esignons par $\tilde{\mathscr{D}}$ le rev\^etement universel de $\mathscr{D}$ , et par $\pi$ la projection. Et
consid\’erons un syst\‘eme d’\’equations diff\’erentielles aux $n+3$ param\‘etres $\lambda=(\lambda_{i})$

$(i=0,1, \cdots , n+1, \infty, \Sigma_{i=0}^{\infty}\lambda_{i}=n+1)$ , avec $\partial_{i}=\partial/\partial x_{i}$ et $\sum=\Sigma_{1\leqq\alpha\leqq n,a\neq i}$ ,

$(F_{1})\{\begin{array}{ll}(x_{i}-x_{j})\partial_{i}\partial_{j}F+(\lambda_{j}-1)\partial_{i}F-(\lambda_{i}-1)\partial_{j}F=0 (1\leqq i<]\leqq n)x_{i}(x_{i}-1)\partial_{i}^{2}F+[x_{i}(x_{i}-1)\sum(1-\lambda_{\alpha})/(x_{i}-x_{a})+\lambda_{0}+\lambda_{t}-2+(1-\lambda_{0}-2\lambda_{i}-\lambda_{n+1})x_{i}] \partial_{i}F+(\lambda_{i}-1)\sum x_{\alpha}(x_{\alpha}-1)\partial_{\alpha}F/(x_{i}-x_{a})+\lambda_{\infty}(1-\lambda_{i})F=0 (1\leqq i\leqq n).\end{array}$

Il a $n+1$ solutions lin\’eairement ind\’ependantes, holomorphes sur $\tilde{\mathscr{D}}$ , et si aucun
de $\lambda_{i}$ n’est entier, on peut, pour un $Q\in\tilde{\mathscr{D}}$ avec $\pi(Q)=x=(x_{1}, \cdots , x_{n})$ , les repr\’e-
senter par l’int\’egrale

$w_{i}( \lambda, Q)=(1-\mu_{i})\int_{0}^{x_{i}}\prod_{\alpha=0}^{n+1}(u-x_{\alpha})^{\lambda_{\alpha}-1}du^{2)}$ (avec $\mu_{i}=\exp(2\pi\sqrt{-1}\lambda_{i})$).

Soit $P$ une permutation avec $P^{-1}=(\begin{array}{lllll}0 1 \cdots n+1\infty p_{0}p_{1} \cdots \cdots p_{n+1} p_{\infty}\end{array})$. Alors, en la cor-

respondant, il existe un automorphisme $T_{P}$ [9] de $\mathscr{D};x=(x_{1}, \cdots x_{n})\succarrow x’=$

$(x_{1}’, \cdots x_{n}’)$ avec
$x_{i}’= \frac{x_{p_{i}}-x_{p_{0}}}{x_{p_{n+1}}-x_{p_{0}}}/\frac{x_{p_{i}}-x_{p\infty}}{x_{p_{n+1}}-x_{p\infty}}$

o\‘u on pose $x_{0}\equiv 0,$ $x_{n+1}\equiv 1$ et $x_{\infty}\equiv\infty,$ $T_{P}$ est bien d\’efini si on consid\‘ere la limite
o\‘u $x_{\infty}arrow\infty$ . On d\’esigne par $T_{(ij)}$ l’automorphisme $T_{P}$ dont $P$ est la transposition
entre $i$ et $j$ . $T_{(\ell j)}$ est le reboursement par rapport \‘a $x_{i}=x_{j}$ .

1.2. Les changements des $w_{i}$ . D\’esignons par $I$ la matrice unit\’e d’ordre
$n+1$ , par $M_{i}(\cdots)$ la matrice d’ordre $n+1$ dont la i-i\‘eme ligne est $(\cdots)$ et les
autres sont nulles et par diag $(\cdots)$ la matrice diagonale dont les \’el\’ements dia-
gonaux sont (-), et posons $\mu_{i_{0}t_{1}\cdots i_{p}}=\exp[2\pi\sqrt{-1}(\lambda_{\iota_{0}}+\lambda_{i_{1}}+\cdots+\lambda_{i_{p}})]$ et $\mu_{i}’=1-\mu_{i}$ .
Ensuite on pose, lorsque $0<i<j\leqq n+1$ ,

$R_{ij}=I+\mu_{j}’{}^{t}M_{i}(***)-\mu_{i}’{}^{t}M_{j}(***)$

2) Le chemin d\’epend de $Q$ . Il est pr\’ecis\’e dans [10], \S 1. Et les $w_{i}$-ci sont \’egaux \‘a
$(1-\mu_{i})(w_{i}-w_{0})$ de [10].
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o\‘u $(***)=(0\cdots C-\mu_{i}\mu_{\acute{\iota}+1}\cdots\mu_{\acute{f}- 1}10\cdots 0)$ , lorsque $0<i\leqq n+1$ ,

$R_{0i}=I-tM_{i}(\mu_{1}’\cdots\mu_{i-1}’1-\mu_{ot}\mu_{0}\mu_{i+1}’\cdots\mu_{0}\mu_{n+1}’)$

et
$R_{i\infty}=(R_{t0}R_{i1}\cdots R_{ii-1}R_{ii+1}\cdots R_{in+1})^{-1}$ .

Posons encore, lorsque $0<i<j\leqq n+1$ et $\lambda_{i}=\lambda_{j}$ ,

$T_{ij}=I+{}^{t}M_{i}(***)-{}^{t}M_{j}(***)$ ,

lorsque $0<i\leqq n+1$ et $\lambda_{0}=\lambda_{i}$ ,

$T_{0i}=I-(1/\mu_{i}’)^{t}M_{i}(\mu_{i}’\cdots\mu_{i- 1}’\mu_{i}’(\mu_{i}+1)\mu_{t}\mu_{i+1}’\cdots\mu_{i}\mu_{\acute{n}+1})$ ,

lorsque $0<i\leqq n+1$ et $\lambda_{i}=\lambda_{\infty}$ ,

$T_{i\infty}=diag(1\cdots 1\dot{\mu}_{\infty}’1\cdots 1)-\mu_{i}^{2}M_{i}(\mu_{0}\mu_{01}\cdots\mu_{01\cdots n})$

$+ \sum_{\alpha=i+1}^{n+1}\mu_{a}’\mu_{i}M_{a}(\mu_{0}\cdots\mu_{01\cdots i- 2}\mu_{01\cdots i- 1}+1/\mu_{i}\mu_{01\cdots i}\cdots\mu_{01\cdots n})$

et lorsque $\lambda_{0}=\lambda_{\infty}$,

$T_{0\infty}=I+( \mu_{\infty}/\mu_{\infty}’)\sum_{\alpha=1}^{n+1}\mu_{a}^{\prime_{2}}M_{a}(\mu_{0}\mu_{01}\cdots\mu_{01\cdots n})$ .

On a, si $\lambda_{i}=\lambda_{j},$ $(T_{ij})^{2}=R_{ij}$ .
D\’esignons par $G_{an}$ (resp. $G_{an}’$) le groupe engendr\’e par les $R_{ij}$ et $T_{ij}$ (resp.

seulement par les $R_{ij}$). Sa signification est comme ce qui suit. Le groupe fonda-
mental de $\mathscr{D}$ est engendr\’e par les lacets $A_{ij}(0\leqq i<j\leqq n+1)$ par rapport \‘a $x_{i}=x_{j}$

([9]), et le proIongement analytique de $w=^{t}(w_{1}, \cdots , w_{n+1})$ est \’egal \‘a $R_{i}\mu$ (si $i=0$

et $j=n+1$ , \‘a $\mu_{\infty}R_{0n+1}w$). De plus, si $\lambda_{i}=\lambda_{j}$, il existe une courbe $C$ qui lie un
point $x$ de $\mathscr{D}$ et $x’=T_{(ij)}(x)$ telle que le prolongement analytique de $w$ le long
de $C$ soit $k_{ij}T_{i}\mu$ o\‘u $k_{ij}$ est une fonction de $x$ ([10], \S 5). Pour une matrice $T$ ,
d\’esignons par $T_{pr}$ la transformation lin\’eaire projective donn\’ee par $T$ et par
$G_{an.pr}$ (resp. $G_{an.pr}’$) le groupe engendr\’e par tous les $T_{pr}$ avec $T\in G_{an}$ (resp.
$G_{an}’)$ . Ainsi on a le

LEMME 1. $Q$ et $Q’\in\overline{\mathscr{D}}$ avec $\pi(Q)=x$ et $\pi(Q’)=x’$ \’etant donn\’es, s’il existe

une permutati0n $P^{-1}=(\begin{array}{llll}0 1 \cdots \infty p_{0}p_{1} \cdots \cdots p_{\infty}\end{array})$ telle qu’on ait $x’=T_{P}(x)$ , il existe un $T\in G_{an}$

tel qu’on ait
$w(\lambda, Q’)=T_{pr}\omega(\lambda, Q)$

o\‘u $w$ est ici regard\’e comme un pojnt de l’espace pr0jectif \‘a $n$ dimensions.
D’ailleurs, si tous les $\lambda_{i}$ sont r\’eels et aucun en n’est entier, en posant

$A‘=(a_{ij})= \overline{W}\sum_{\alpha=1}^{n+1}(\overline{a}\cdots\overline{a}(\overline{a}-a\mu_{\alpha})/(1-\mu_{\alpha})a\ldots a)W$
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(avec $W=diag(\mu_{0}\mu_{01}\cdots\mu_{01\cdots n})$ et $a=\sqrt{\mu_{\infty}}$), on a $T^{*}A’T=A$ ‘ pour tout $T\in G_{an}$

([10], \S 1, 5). $A’$ est \’evidemment hermitienne, et toute matrice hermitienne $A$

telle qu’on ait $R^{*}AR=A$ pour tout $R\in G_{an}’$ est \’egale \‘a $A’$ \‘a une constante r\’eelle
multiplicative pr\‘es ([8]).

1.3. Les fonctions automorphes sur $B$ . Les fonctions $w_{i}$ d\’eterminent natu-
rellement une application $w:w_{i}=\omega_{i}$ locallement isomorphe de $\tilde{\mathscr{D}}$ sur un espace
projectif aux coordonn\’ees homog\‘enes $w_{1},$

$\cdots$ $w_{n+1}$ . Sous la condition

(C): $0<\lambda_{i}<1(0\leqq i\leqq\infty)$ , et, pour tout $0\leqq i_{0}<i_{1}<\ldots<i_{p}\leqq n+1,$ $\lambda_{i_{0}}+\lambda_{t_{1}}+\cdots$

$+\lambda_{i_{p}}-p$ est \’egal \‘a l’inverse d’un entier (sauf $\pm 1$ ) ou z\’ero,

l’image de l’application $w$ est contenue dans un domaine biholomorphe \‘a la boule
unit\’e:

$B=\{w|\Sigma a_{ij}\overline{w}_{i}w_{j}>0\}$ .

Et il existe une application m\’eromorphe $\phi$ de $B$ sur un domaine $\mathscr{D}_{1}$ avec $\mathscr{D}\subset \mathscr{D}_{1}$

$\subset P_{n}(C)$ telle que $\phi^{Q}w=\pi$ et que $B\backslash \phi^{-1}(\mathscr{D})$ est un ensemble analytique de co-
dimension 1 ([10]). Il est \’evident que $B_{0}\equiv\phi^{-1}(\mathscr{D})=w(\Phi)$ et la restriction de $\phi$

sur $B_{0}$ est biholomorphe, et que $\phi(w)=\phi(w’)$ si et seulement si $w’=T_{pr}w$ pour
un $T\in G_{an}’$ . Par suite $\phi$ d\’etermine des fonctions automorphes sur $B$ avec le
groupe discontinu $G_{an,pr}’$ . En divisant encore le domaine fondamental par un
groupe fini, on obtient des nouvelles fonctions automorphes dont le groupe est
$G_{an.pr}$ et le domaine fondamental est isomorphe \‘a $H\backslash \mathscr{D}_{0}$ o\‘u $H$ est le groupe
engendr\’e par tous les $T_{(ij)}$ avec $\lambda_{i}=\lambda_{j}$ , et $\mathscr{D}_{0}$ est une vari\’et\’e birationnelle \‘a $\mathscr{D}_{1}$ .

\S 2. Famille de courbes alg\’ebriques.

2.1. Les courbes alg\’ebriques $V_{x}$ et leur \’equivalence. Soient $m$ et $m_{i}(i=0$,
1, $\cdots$ $n+1,$ $\infty$ ) des entiers avec $0<m_{t}<m(0\leqq i\leqq n+1),$ $m\nmid m_{\infty}$ et $m(n+1)=\Sigma_{i=0}^{\infty}m_{i}$ ,
et supposons encore la condition (P): $m$ et $m_{0}$ sont premiers entre eux. Pour
tout point fixe $x$ de $\mathscr{D}$ avec les coordonn\’ees $x=(x_{1}, \cdots x_{n})$ , d\’efinissons une courbe
alg\’ebrique $V_{x}$ sur l’espace des variables $u$ et $v$ par l’\’equation

$v^{m}= \prod_{i=0}^{n+1}(u-x_{i})^{m- m_{i}}$ .

On a obtenu ainsi une famille {V} de courbes alg\’ebriques. Tout $V_{x}$ a un auto-
morphisme

$\zeta_{0}$ : $(u, v)-(u, \zeta v)$ ,

o\‘u $\zeta$ est une m-i\‘eme racine primitive de 1.

D\’EFINITION. Pour $x$ et $x’\in \mathscr{D}$ , on dira que $V_{x}$ et $V_{x}$ , sont equivalents s’il
existe un isomorphisme $f$ : $V_{x}arrow V_{x’}$ qui est permutable avec $\zeta_{0}$ .
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Soit $P^{-1}=(\begin{array}{llll}0 1 \cdots \infty p_{0}p_{1} \cdots \cdots p_{\infty}\end{array})$ une permutation avec $m_{i}=m_{p_{i}}$ $(i=0,1, \cdots , n+1, \infty)$ .

Si $x$ et $x’\in \mathscr{D}$ v\’erifient $x’=T_{P}(x),$ $V_{x}$ et $V_{x’}$ sont \’equivalents. En effet, posons,
avec $x_{0}=0,$ $x_{n+1}=1$ , et $x_{\infty}=\infty$ ,

$u’= \frac{u-x_{p_{0}}}{x_{p_{n+1}}-x_{p_{0}}}/\frac{u-x_{p\infty}}{x_{p_{n+1}}-x_{p\infty}}$

$v’=\{\begin{array}{ll}v(x_{p_{n+1}}-x_{p_{0}})^{-1-m_{\infty}/m} (p_{\infty}=\infty)v\frac{(u-x_{p_{j}})^{1-m_{j}/m}}{(u-x_{p_{\infty}})^{l+1}}\prod_{i=0}^{n+1}[\frac{(x_{p_{n}}}{(x_{p_{n}}}\frac{+1^{-x_{p_{\infty}})(x_{p_{0}}-x_{p_{\infty}})}}{+1^{-x_{p_{0}})(x_{p_{\ell}}-x_{p_{\infty}})}}]^{1- m_{i}/m} (p_{\infty}\neq\infty), \end{array}$

o\‘u $p_{j}=\infty$ et 1 est l’entier tel que $0<lm-m_{\infty}<m$ . Alors l’application $T_{V_{x},P}$ :
$(u, v)\vdasharrow(u’, v’)$ donne une \’equivalence; ce qu’on voit, dans la formule $v^{\prime m}=$

$\prod(u’-x_{i}’)^{m-m_{i}}$ , en remplagant $u’,$ $v’$ et $x_{i}’$ par les fonctions correspondantes de
$u,$ $v$ et $x_{i}$ . Et de plus on a le

LEMME 2. $V_{x}$ et $V_{x’}$ \’etant donn\’es, ils sont \’equivalents si et seulement s’il
emste une permutatjOn $P$ et une applicatjOn $T_{V_{x}.P}$ comme plus haut.

En effect, soit $f:u’=\Sigma_{i=0}^{m-1}s_{i}(u)v^{i},$ $v’=\Sigma_{i=0}^{m-1}t_{i}(u)v^{i}$ un isomorphisme donnant
une \’equivalence entre $V_{x}$ et $V_{x’}$ , o\‘u $s_{i}$ et $t_{i}$ sont des fonctions rationnelles de
$u$ . $f$ \’etant permutable avec $\zeta_{0}$, on a

$\sum s_{i}v^{i}=\sum s_{i}\zeta^{i}v^{i}$ et $\zeta\sum t_{i}v^{i}=\sum t_{i}\zeta^{i}v^{i}$

et, par suite, $u’=s_{0}(u)$ et $v’=t_{1}(u)v$ . $f$ \’etant un isomorphisme, $s_{0}(u)$ est une
fraction lin\’eaire. Dans la formule $v^{\prime m}=\Pi(u’-x_{i}’)^{m-m_{i}}$ , en remplagant $u’$ par
$s_{0}(u)=(au+b)/(cu+d)$ et $v’$ par $t_{1}(u)v$, on voit l’existence de $P,$ $T_{P}$ et $T_{V_{x}.P}$.

2.2. Une repr\’esentation de l’anneau $K_{0}$ et les cycles de $V_{x}$ . Soit $K_{0}=Z[\zeta_{0}]$

un anneau qui consiste en tous les polynomes formels en $\zeta_{0}$ \‘a coefficients des
entiers $Z$ dont $\zeta_{0}$ est le g\’en\’erateur du groupe cyclique d’ordre $m$ et dont on
d\’esigne l’unit\’e par 1. $K_{0}$ a une involution naturelle: $\zeta_{0}-,\overline{\zeta}_{0}=\zeta_{0}^{-1}$ , et, \’etant donn\’e
un nombre alg\’ebrique $\zeta$ avec $\zeta^{m}=1$ , il existe un homomorphisme $\sigma$ de $K_{0}$ sur
$Z[\zeta]:\zeta_{0}\mapsto\sigma(\zeta_{0})=\zeta$ . Un anneau $R$ \’etant donn\’e, d\’esignons par $\mathscr{M}_{p,q}(R)$ l’ensemble
de toutes les $(p, q)$-matrices aux \’el\’ements dans $R$ , et surtout notons $\mathscr{M}_{p.p}(R)=$

$\mathscr{M}_{p}(R)$ . L’involutions et l’application $\sigma$ peuvent se g\’en\’eraliser: pour $\Gamma=(\gamma_{ij})\in$

$\mathscr{M}_{p}(K_{0})$ , on note $\Gamma^{*}={}^{t}\overline{\Gamma}=(\overline{\gamma}_{ji})$ et $\sigma(\Gamma)=(\sigma(\gamma_{\ell j}))$ . Et disons qu’un $\Gamma\in \mathscr{M}_{p}(K_{0})$ est
$(anti-)K_{0}$-hermitien si on a $\Gamma^{*}=(-1)\Gamma$

Tout \’el\’ement $e$ de $K_{0}$ est repr\’esent\’e par une matrice \^e avec la formule

$\hat{\zeta}_{0}=(\begin{array}{lll}01 00 1\cdot 0 011 0\end{array})\in \mathscr{M}_{m}(Z)$ . Et pour toute matrice $M\in \mathscr{M}_{p,q}(K_{0})$ , il existe une

matrice $\hat{M}\in \mathscr{M}_{pm,qm}(Z)y$ correspondante.
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Pour fixer l’id\’ee, nous nous donnons d’abord une courbe arbitraire $V=V_{x}$ o\‘u
$x\in \mathscr{D}$, et envisageons un syst\‘eme des cycles de $V$ :

$c={}^{t}(c_{1}, c_{2}, \cdots c_{2g})$ ,

o\‘u $g$ est le genre de $V$ . Prenons le point $a_{0}$ sur $V$ tel que $\pi_{V}(a_{0})=0$ o\‘u $\pi_{V}$ est
la projection de $V$ sur le plan de $u$ . Comme $m$ est premier avec $m_{0},$ $a_{0}$ se
d\’etermine uniquement. Et soit $\gamma_{i}(0<i\leqq n+1)$ une courbe continue sur $V$ dont
$\pi_{V}(\gamma_{i})$ est un lacet par rapport \‘a $x_{i}$ partant de $u=0^{3)}$ Par la condition (P), $\gamma_{i}$

est cycle sur $V$ et tout cycle $y$ est une combinaison lin\’eaire des $\zeta_{0}^{k}(\gamma_{i})(1\leqq i\leqq n+1$ ,
$0\leqq k<m)$ . Etant donn\’e un \’el\’ement $e$ de $K_{0}$, $e$ peut se regarder comme une
transformation de $H_{1}(V, Z)$ , ce qu’on voit en consid\’erant \^e. Donc, il existe une
matrice $D_{0}\in \mathscr{M}_{zg.n+1}(K_{0})$ telle qu’on ait

$c=D_{0}\gamma$ (avec $\gamma={}^{t}(\gamma_{1},$
$\gamma_{2},$

$\cdots$ $\gamma_{n+1})$).

On peut ainsi regarder la courbe $V$ munie du syst\‘eme de cycles $\gamma$ et de la matrice
$D_{0}$ comme une surface de Riemann marqu\’ee qu’on d\’esigne par $\tilde{V}=\tilde{V}_{Q}$ o\‘u $Q$ est
un point de $\tilde{\mathscr{D}}$ avec $\pi(Q)=x$ et est choisi arbitrairement une fois pour toute.

Ensuite, consid\’erons les intersections des cycles. Posons $\hat{\gamma}={}^{t}(\gamma_{1}, \zeta_{0}(\gamma_{1}),$ $\cdots$

$\zeta_{0}^{m-1}(\gamma_{1}),$
$\gamma_{2},$

$\cdots$ $\zeta_{0}^{m-1}(\gamma_{n+1}))$ et $\hat{\Gamma}=\hat{\gamma}\cdot{}^{t}\hat{\gamma}$ o\‘u signifie le nombre de points d’inter-
section de deux cycles. On a $\hat{\Gamma}\in \mathscr{M}_{m(n+1)}(Z)$ et ${}^{t}\hat{\Gamma}=-\hat{\Gamma}$. Puisque $\zeta_{0}^{k}(\gamma_{i})\cdot\zeta_{0}^{k}(\gamma_{j})=$

$\gamma_{l}\cdot\gamma_{j}$, on peut d\’eterminer de la mani\‘ere unique une matrice $\Gamma_{0}\in \mathscr{M}_{n+1}(K_{0})$ telle
que $\hat{\Gamma}_{0}=\hat{\Gamma}$ $\Gamma_{0}$ peut se regarder comme la matrice d’intersection de $\gamma$ et est
$anti- K_{0}$-hermitienne vu que $\hat{\Gamma}$ est anti-sym\’etrique. Puisque, avec $\Gamma_{0}=(\gamma_{ij})$ et
$\gamma_{ij}=\sum_{\beta=0}^{m-1}\gamma_{tj\beta}\zeta_{0}^{\beta}$ , on a $\gamma_{ij\beta}=\gamma_{i}\cdot\zeta_{0}^{\beta}\gamma_{j}$, on peut explicitement d\’eterminer $\gamma_{ij}$ sous la
condition (P):

$\gamma_{ij}=1+\zeta_{0}+\cdots+\zeta_{0}^{m-\alpha}J^{-1}+(\zeta_{0^{i}}^{\alpha}+\zeta_{0^{i+1}}^{\alpha}+\cdots+\zeta_{0^{i+m-\alpha_{j^{-1}}}}^{\alpha})$ $(i<])$

et
$\gamma_{ii}=\zeta_{0}+\zeta_{0}^{2}+$ $+\zeta_{0}^{m-\alpha_{i^{-1}}}-(\zeta_{0^{i+1}}^{\alpha}+\cdots+\zeta_{0}^{m- 1})$

o\‘u $0<\alpha_{i}\leqq m-1$ et $\alpha_{i}m_{0}\equiv m_{i}(mod. m)$ .
Ensuite, on fait $Q$ parcourir $\tilde{\mathscr{D}}$ . A mesure, on obtient les syst\‘emes $c_{Q}$ des

cycles canoniques sur $\tilde{V}_{Q}$ et les syst\‘eme $\gamma_{Q}$ de cycles comme plus haut qul d\’e-
pendent continument de $Q$ ; et la matrice $D_{0}$ ne d\’epend pas de $Q$ : on a $c_{Q}=D_{0}\gamma_{Q}$ .
On a ainsi obtenu une famille {V} de surfaces de Riemann marqu\’ees. Evidem-
ment la matrice d’intersection $\Gamma_{0}$ de $\gamma_{Q}$ est aussi ind\’ependante de $Q$ .

2.3. Les diff\’erentielles, les p\’eriodes et la vari\’et\’e jacobiennes.4) D’apr\‘es
Kuribayashi [2], toute diff\’erentielle ab\’elienne de la premi\‘ere esp\‘ece de $V_{x}$ est
donn\’e par

3) Exactement dire, $\gamma$ d\’epend du chemin de l’int\’egrale d\’efinissant $w_{i}$ .
4) Dans la suite, “vari\’et\’e jacobienne” signifie “vari\’et\’e jacobienne canoniquement pola-

ris\’ee’’, et il en est ainsi de “transformation d’une vari\’et\’e jacobienne”.
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$[ \prod_{i=0}^{n+1}(u-x_{i})^{k_{i}}]du/v^{b}$

o\‘u $0<b\leqq m-1,0\leqq k_{0},$ $k_{1},$ $\cdots$ $k_{n+1}<m,$ $(m-d_{i})-b(m-m_{i})+mk_{i}\geqq 0(d_{i}$ est le plus
grand commun diviseur des $m$ et $m_{i}$) et

$k_{\infty}m+b(m+m_{\infty})-(m+d_{\infty})\geqq 0$ $(k_{\infty}=-(k_{0}+\cdots+k_{n+1}))$ ,

et le genre $g$ est donn\’e par

$g= \sum_{i=1}^{\infty}(m-d_{i})/2-(m-1)$ .

Donc on peut choisir

$dw^{1}=du/v$ et $dw^{j}=[ \prod_{\alpha=0}^{n+1}(u-x_{\alpha})^{k_{j\alpha}}]du/v^{b_{j}}(2\leqq j\leqq g)$

comme les bases de diff\’erentielles. La p\’eriode $\gamma_{i}\cdot dw^{j}$ le long du cycle $\gamma_{i}$ est
donn\’ee par

$\gamma_{i}\cdot dw^{j}=\omega_{i}^{j}=w_{i}(\lambda^{j}, Q)$ ,

o\‘u $\lambda^{j}=(\lambda_{0}^{j}, \cdots , \lambda_{n+1}^{j})$ et $\lambda_{a}^{j}=m_{\alpha}b_{j}/m+k_{j\alpha}(0\leqq\alpha\leqq n+1)$ . Les $\omega_{i}(\lambda^{j}, Q)$ ne sont pas
toujours bien d\’efinis parce que quelques-uns des $\lambda_{a}^{j}$ peuvent \^etre entiers. Mais on
peut le d\’ebrouiller en posant $w_{\alpha}^{j}=0$ lorsque $\lambda_{\alpha}^{j}$ l’est. En cons\’equence, la matrice
de p\’eriodes relative \‘a $c$ et $dw^{j}$ est donn\’ee par

$\Omega=c\cdot(d\omega^{1}, \cdots dw^{g})=(D^{1}\omega^{1}, \cdots D^{g}w^{g})\in \mathscr{M}_{g.2g}(C)$

o\‘u $D^{j}=\sigma^{b_{j}}(D_{0})$ et $\sigma^{\alpha}$ : $\mathscr{M}_{p,q}(K_{0})arrow \mathscr{M}_{p,q}(K)$ (avec $K=Z[\zeta]$ ) est l’application de
matrices d\’efinie par $\zeta_{0}\succarrow\zeta^{\alpha}$ , et par suite on peut construire la vari\’et\’e jacobienne
$J=J_{x}$ de $V=V_{x}$ et, un $Q\in\pi^{-1}(x)$ \’etant donn\’e, le plongement canonique de $V$

dans $J$. L’automorphisme $\zeta_{0}$ de $V$ produit celui de $J$ d\’efini, avec les coordonn\’es
analytiques, par $D_{0}\mapsto\zeta_{0}D_{0}$ . Gr\^ace \‘a Shimura [7], l’\’equivalence des $V$ s’exprime
par celle des $J$, o\‘u on dira que $J$ et $J’$ sont \’equivalents si et seulement s’il existe
un isomorphisme de $J$ sur $J’$ permutable avec $\zeta_{0}$ .

LEMME 3. Si le genre $g$ $est>1$ , les courbes $V_{x}$ et $V_{x’}$ sont \’equivalentes si
et seulement s’il en est de m\^eme des vari\’et\’es jacohennes $J_{x}$ et $J_{x’}$ .

En effet, la d\’emonstration se fait, d’apr\‘es Shimura, en appliquant le th\’eor\‘eme
de Torelli: le plongement de $V_{Q}$ dans $J_{Q}$ est unique \‘a d\’eplacement et \‘a $\pm pr\grave{e}s$ .

2.4. La forme hermitienne $A$ et la forme $anti- K_{0}$-hermitienne $\Gamma_{0}$ . Mainte-
nant dans les formules explicites de $R_{ij}$ et $T_{ij},$ $rempla_{\xi}:ons\mu_{i}$ par $\zeta_{0^{i}}^{\alpha}(0\leqq\alpha_{i}<m$ ,
$m_{i}\equiv m_{0}\alpha_{i}(mod. m))$ . On a les nouvelles matrices $R_{0ij}$ et $T_{0ij}\in \mathscr{M}_{n+1}(K_{0})$ et des
nouveaux groupes $G_{0}$ et $G_{0}’$ engendr\’es par eux. $G_{0}$ et G\’o sont bien d\’efinis puis-
qu’on a det $(R_{0ij})=\zeta_{0^{i+\alpha_{j}}}^{\alpha}$ et det $(T_{0ij})=\zeta_{0^{i}}^{\alpha}$ . Dans [10], on a calcul\’e les matrices
$R_{ij}$ et $T_{ij}$ en \’etudiant les changements des cycles et de la fonction int\’egr\’ee.
Parall\‘element on peut voir que, pour tout $T_{0}\in G_{0}$ et $Q\in\tilde{\mathscr{D}}$ , il existe une per-
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mutation $P$ et un $Q’\in\Phi$ avec $T_{p}(\pi(Q))=\pi(Q’)$ tel qu’on ait, avec un entier $q$

convenable,
$\gamma_{Q’}=\zeta_{0}^{q}T_{0}\gamma_{Q}$ .

Donc on a
$T_{0}^{*}\Gamma_{0}T_{0}=\Gamma_{0}$ ,

parce que le changement des cycles caus\’e par $T_{0}$ rend invariant les nombres de
points d’intersection. Et il est \’evident, d’apr\‘es \S 1, que $\sigma^{b_{j}}(T_{0})=TJ$ exprime le
changement des $w_{i}^{j}$ , et que, si aucun de $\lambda_{i}^{j}(0\leqq i\leqq\infty)$ n’est entier, il existe une
matrice hermitienne $A^{j}$ telle que $(T^{j})^{*}A^{j}T^{j}=A^{j}$ pour tout $T^{j}\in G_{an}^{j}$ o\‘u $G_{an}^{j}=$

$\sigma^{b_{j}}(G_{0})$ .
LEMME 4. Si $\alpha_{j}$ et $m_{0}$ sont premiers entre $eux$, une constante puremeni ima-

ginaire $a^{j}$ exzstant, on a
$\sigma^{b_{j}}(\Gamma_{0})=a^{j}A^{j}$

et de plus, si $b_{j}+b_{k}=m$ ,
${}^{t}w^{k}A^{j}\omega^{j}=0$ .

En effet la premi\‘ere formule provient de ce que $A^{j}$ est unique \‘a une con-
stante r\’eelle pr\‘es, que $\sigma^{b_{j}}(\Gamma_{0})$ est un conjugu\’e de $\sigma^{1}(\Gamma_{0})$ et que, comme $\gamma_{1b_{j}}=$

$1-\zeta^{m-a_{j}},$ $\sigma^{1}(\Gamma_{0})\neq 0$ . D’ailleurs gr\^ace \‘a Riemann, on a
${}^{t}\omega^{k}({}^{t}D_{1}^{k}D_{2}^{j}-{}^{t}D_{2}^{k}D_{1}^{j})w^{j}=0$ (avec ${}^{t}D^{j}=({}^{t}D_{1}^{j}{}^{t}D_{2}^{j}),$ $D_{i}^{j}\in \mathscr{M}_{g}(K)(i=1,2)$ )

et
$D_{12}^{j}=-\sqrt{-1}({}^{t}\overline{D}_{1}^{f}D_{2}-\overline{D}_{2}^{j}D_{1}^{j})>0$ .

Or comme on le voit facilement par la d\’emonstration de l’in\’egalit\’e de Riemann,
on a $(T^{j})^{*}D_{12}^{j}T^{j}=D_{12}^{j}$ pour $T_{0}\in G_{0}$ , et par suite $D_{12}^{j}$ est \’egal \‘a $A^{j}$ \‘a une constante
r\’eelle multiplicative pr\‘es. Comme $D^{j}=\overline{D}^{k}$ , on a la deuxi\‘eme formule.

\S 3. Groupes arithm\’etiquement d\’efinis.

3.1. Les exemples de groupes arithm\’etiquement d\’efinis.
Avant d’exposer l’enonc\’e exacte de la Th\’eor\‘eme, pr\’esentons et expliquons

une table. Chaque num\’ero de la Table est muni d’une famille de courbes alg\’ebri-
ques \‘a $n$ param\‘etres

$(v_{0}/v)^{m}= \prod_{i=0}^{n+1}(u-x_{i})^{m_{i}}$ (avec $x_{0}=0,$ $x_{n+1}=1,$ $v_{0}= \prod_{i=0}^{n+1}(u-x_{i})$),

le genre $g$ et des $g-1$ diff\’erentielles ab\’eliennes de premi\‘ere esp\‘ece autre que
$du/v$ de courbes g\’en\’eriques et une matrice hermitienne $A$ qui est \’egale \‘a $A’$ de
1.2 \‘a une constante r\’eelle multiplicative pr\‘es (avec les notations ci-dessous). Et
on pose $\zeta=\exp(2\pi\sqrt{-1}m_{0}/m)$ et $K=Z[\zeta]$ (le (5) est exceptionnel: $\zeta=$

$\exp(5\pi\sqrt{-1}/3))$ . On a $A\in GL(n+1, K)$ (le (1) est exceptionnel: $A\in$
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$GL(2, Z[\sqrt{-1}]))$ . Dans cette situation, d’une part, on d\’efinit un groupe par

$G_{ar}=\{T\in GL(n+1, K)|T^{*}AT=A\}$ .

D’autre part, en posant $\lambda_{i}=m_{i}/m,$ $\lambda_{\infty}=n+1-\sum_{i=0}^{n+1}\lambda_{i}$ et $\mu_{i}=\exp(2\pi\sqrt{-1}\lambda_{i})$ , on
d\’efinit le groupe $G_{an}$ de matrices, qui est une extention finie du groupe de mono-
dromie du syst\‘eme $(F_{1})$ hyperg\’eom\’etrique et qui est engendr\’e par $R_{ij}(0\leqq i<j$

$\leqq n+1)$ et $T_{ij}(0\leqq i<j\leqq\infty, \lambda_{l}=\lambda_{j})$ de 1.2. Et enfin notons $G_{ar,pr}$ (resp. $G_{an.pr}$)

le groupe de transformations lin\’eaires projectives donn\’e par $G_{ar}$ (resp. $G_{an}$).

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1apremi\grave{e}reesp\grave{e}ce}courbealg\acute{e}brique|genre|\begin{array}{l}n\ovalbox{\tt\small REJECT}\end{array}||_{autrequedu/v}^{diff\acute{e}rentie11esde}|A(1)|1|(v_{0}/v)^{2}=v_{0}|1||\sqrt{-1}(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})$

$\infty(2)1|(v_{0}/v)^{3}=v_{0}(u-1)|2|u(u-1)du/v^{2}|(\begin{array}{ll}0 \zeta^{2}\zeta -1\end{array})\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(3) $|1|(v_{0}/v)^{4}=v_{0}(u-x_{1})^{2}(u-1)|$ 2 $\overline{|u^{2}(u-1)du/v^{3}|(\begin{array}{ll}-1 11 0\end{array})}$

$\overline{(4)|1|(v_{0}/v)^{5}=v_{0}^{3}|4|\begin{array}{l}v_{0}du/v^{4}.\cdot du/v^{2},(u-x_{1})du/v^{2}\end{array}|(\begin{array}{ll}1 \zeta+\zeta^{3}\zeta^{2}+\zeta^{4} 1\end{array})}$

$\overline{(5)|1|(v_{0}/v)^{6}=v_{0}^{2}u(u-x_{1})|2|v_{0}u(u-x_{1})du/v^{5}|(\begin{array}{ll}1 \zeta^{2}\zeta^{2} 0\end{array})}$

$\overline{(6)|1|(v_{0}/v)^{7}=v_{0}^{4}|6|\begin{array}{l}v_{0}^{2}du/v^{6}.\cdot du/v^{2},(u-x_{1})du/v^{2}.v_{0}du/v^{4},(u-x_{1})v_{0}du/v^{4}\end{array}|(\begin{array}{l}1+\zeta^{3}+\zeta^{4} \zeta+\zeta^{5}\zeta^{2}+\zeta^{6} 1+\zeta^{3}+\zeta^{4}\end{array})}$

$\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}(7)|2|(v_{0}/v)^{3}=v_{0}^{2}|3|du/v^{2},(u-x_{1})du/v^{2}|-(\begin{array}{lll}0 \zeta^{2} 1\zeta 0 \zeta^{2}1 \zeta 0\end{array})(8)|2(v_{0}/v)^{4}=v_{0}^{2}u(u-x_{1})|3|_{(u-x_{1})(u-x_{2})(u-1)du/v^{3}}^{(u-x_{2})(u-1)du/v^{3}}|-(-11\zeta^{\S)}11\zeta 0}$

$(8) |2$ $(v_{0}/v)^{4}=v_{0}^{2}u(u-x_{1})|$$| 3 |$
$(u-x_{2})(u-1)du/v^{8},$
$|(u-x_{1})(u-x_{2})(u-1)du/v^{3}|$ $-(-111-1\zeta 1\zeta^{3}10)$

$(9) |2$ $(v_{0}/v)^{5}=v_{0}^{8} |$$| 6 |$$|v_{0}du/v^{4},(u-x_{1})v_{0}du/v^{4}$

;

$du/v^{2},(u-x_{1})du/v^{2}(u-x_{1})(u-x_{2})du/v^{2}$

$|-(2\zeta^{2}\zeta^{3}+++\zeta\zeta^{3}\zeta^{4}+\zeta^{4}\zeta^{8}2+\zeta\zeta^{4}+\zeta^{2}2\zeta^{2}+\zeta^{\epsilon})$
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TH\’EOR\‘EME. Sous les notations plus haut et pour les dix num\’eros de la Table,
on a

$G_{ar,pr}=G_{an,pr}$ .

En effet, puisque la relation $G_{an}\subset G_{ar}$ est \’evident vu les g\’en\’erateurs de $G_{an}$

et la matrice $A’$ , on a besoin que de d\’emontrer $G_{ar.pr}\subset G_{an.pr}$ ; ce qu’on effectura
dans les sections suivantes.

3.2. Les d\’emonstrations des cas sauf (1) et (5).

La condition (P) \’etant remplie et $g$ \’etant $>1$ , tous les r\’esultats jusqu’ici sont
vrais. Prenons une matrice $T\in G_{ar}$ . D’une part, comme $T^{*}AT=A,$ $T_{pr}$ est un
automorphisme du domaine $B=\{w|w^{*}Aw=A\}$ sur l’espace projectif, et par suite
il existe d’apr\‘es 1.3, de deux points $Q$ et $Q’\in \mathscr{D}$ tels que

$w(\lambda, Q’)=T_{pr}w(\lambda, Q)$ ,

parce que $B\backslash w(\tilde{\mathscr{D}})$ est un ensemble analytique. D’autre part, il existe un $T_{0}\in$

$\mathscr{M}_{n+1}(K_{0})$ tel que $\sigma^{1}(T_{0})=T^{1}=T$ (pas n\’ecessairement unique). Dans notre situa-
tion on a $\sigma^{j}(\Gamma_{0})=0$ lorsque $m$ et $j$ ne sont pas premiers entre eux vu l’expres-
sion explicite de $\Gamma_{0}$ , et, $\sigma^{j}(\Gamma_{0})$ est \’egale \‘a un conjugu\’e de $A$ \‘a une constante
r\’eelle pr\‘es par le Lemme 4. Donc on a toujours $\sigma^{j}(T_{0}^{*})\sigma^{j}(\Gamma_{0})\sigma^{j}(T_{0})=\sigma^{j}(\Gamma_{0})$ et en
cons\’equence,

$T_{0}^{*}\Gamma_{0}T_{0}=\Gamma_{0}$ ,

vu le d\’eterminant de Vandermonde. D\’esignons $J,$ $J’$ et respectivement $J_{T}$ la
vari\’et\’e jacobienne dont la matrice de p\’eriodes est $\Omega=(D^{1}w^{1}, D^{2}w^{2}, \cdots D^{g}w^{g})$ ,
$\Omega’=$ $(D^{1}w^{\prime 1}, -- , D^{g}w^{\prime g})$ et respectivement $\Omega_{T}=(D^{1}T^{1}w^{1}, \cdots D^{g}T^{g}\omega^{g})$ o\‘u $w^{i}=$

$w^{i}(\lambda^{i}, Q),$ $\omega^{\prime i}=w^{i}(\lambda^{i}, Q’)$ et $T^{j}=\sigma^{b_{j}}(T_{0})$ .
Or $T_{0}$ peut se regarder comme une transformation des cycles: $c=D_{0}\gamma-arrow c_{T}=$

$D_{0}T_{0}\gamma$ , et il existe $M_{T}\in \mathscr{M}_{2g}(Z)$ tel qu’on ait
$c_{T}=M_{T}c$ .

La formule $T_{0}^{*}\Gamma_{0}T_{0}=\Gamma_{0}$ signifiant que $T_{0}$ rend invariant les nombres de points
d’intersection, $M_{T}$ est simplectique. Cons\’equemment $J$ et $J_{T}$ sont \’equivalents vu
la commutativit\’e de $\zeta_{0}I$ et $T_{0}$ . Cela \’etabli, supposons que $J’$ et $J_{T}$ sont \’equi-

valents. Alors $J$ et $J’$ le sont aussi et par suite $V_{x}$ et $V_{x}’$ sont \’equivalents selon
Lemme 3, o\‘u $x=\pi(Q)$ et $x’=\pi(Q’)$ . Donc par Lemme 2 et 1, on a $T_{pr}\in G_{an.pr}$.
En cons\’equence, notre probl\‘eme r\’eduit \‘a l’\’equivalence de $J’$ et $J_{T}$, \‘a savoir, au

LEMME 5. Lorsque les diff\’erentielles de la Prmi\‘ere esP\‘ece $dw^{1}=d\omega=du/v$

et $dw^{j}=f_{j}(u)du/v^{b_{j}}(2\leqq]\leqq g)$ ( $f_{j}$ \’etant des polynomes en u) v\’enfient que $g/(n+1)$

$=q+1$ est entier, $qu’ m$ a $b_{s_{p}}=\ldots=b_{s_{p}+n}$ ($p=1,$ 2, q) o\‘u $s_{p}=(n+1)p+1$ et
que $b_{2}=\ldots=b_{n+1}=m-1,$ $J’$ et $J_{T}$ sont \’equivalents.

En effet, comme on le verra facilement, il ne faut que le d\’emontrer au cas
o\‘u $q=1$ . D’une part, on peut supposer, sans restreindre la g\’en\’eralit\’e,
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$dw^{s+k}=(u-x_{1})$ ,.. $(u-x_{k})d\omega^{s}$ $(k=1,2, \cdots n, s=s_{1}=n+2)$ .
Alors on a

$w_{i}^{s+k}=a_{0}\partial_{k+1}\cdots\partial_{n}\omega_{i}^{s+n}$

o\‘u $a_{0}$ est une constante non nulle pour $x$ fix\’e. $w_{\ell}^{j}$ v\’erifiant $(F_{1})$ avec $\lambda=\lambda^{j}$, on
peut supposer, par une transformation lin\’eaire,

$w_{i}^{s+k-1}=\partial_{k}w_{i}^{s+n}$ .
Parce que le d\’eterminant wronskien ne s’annule jammais sur $\mathscr{D}$ ([8]), on a, avec
$E’=(\omega^{\prime s}, \cdots w^{\prime s+n})$ et $E_{T}=(T^{s}w^{s}, \cdots, T^{s+n}w^{s+n})$ ,

$(\det E_{T})(\det E’)\neq 0$ .

D’autre part, on a, d’apr\‘es Lemme 4,

${}^{t}(T^{j}w^{j})(ATw)={}^{t}w^{j}{}^{t}T^{j}AT\omega={}^{t}w^{j}Aw=0$ $(2\leqq]\leqq n+1)$

et, par le prolongement analytique,

${}^{t}w^{\prime j}Aw’={}^{t}\omega^{\prime j}(AT\omega)=0$ .

En peu de mot, tous les $T^{j}\omega^{j}$ et $w^{\prime j}(2\leqq]\leqq n+1)$ sont orthogonaux au vecteur
$\overline{ATw}$ par rapport \‘a la norme euclidienne. Encore par les wronskiens, on voit que
les $T^{j}w^{j}$ et respectivement les $w^{\prime j}$ sont lin\’eairement ind\’ependants; donc il existe
un $E_{1}\in GL(n, C)$ tel que

$(w^{\prime 2}, \cdots w^{\prime n+1})=(T^{2}w^{2}, \cdots T^{n+1}w^{n+1})E_{1}$ .
Enfin la transformation de JT sur $J’$ :

$y_{1}’=y_{1}$ , $(y_{2}’, \cdots y_{n+1}’)=(y_{2}, \cdots y_{n+1})E_{1}$ ,

$(y_{s}’, \cdots y_{s+n}’)=(y_{s}, \cdots, y_{s+n})E_{T}^{-1}E’$

o\‘u $y_{j}$ (resp. $y_{j}’$) sont les coordonn\’ees analytiques de $J_{T}$ (resp. $J’$ ), donne l’\’equi-
valence, ce qui ach\‘eve la d\’emonstration de ce lemme et cons\’equemment de notre
th\’eor\‘eme sauf les cas (1) et (5).

3.3. Les d\’emonstrations pour (1) et (5). Lemme 3 n’est pas g\’en\’eralement
vrai lorsque le genre est un, mais pour le cas (1), notre th\’eor\‘eme est bien connu.
La seul difficult\’e pour (5) est ce que $m$ et $m_{0}$ ne sont plus premiers entre eux
et en cons\’equence la courbe $\gamma_{2}$ d\’efinie comme dans 2.2 n’est plus un cycle.
Donc nous n’avons qu a d\’efinir les cycles $\gamma_{1}’$ et $\gamma_{2}’$ convenablement.

Pour cela, il ne faut que poser $\gamma_{1}’=\gamma_{1}$ , que d\’efinir $\gamma_{2}’$ par un double lacet et
que poser

${}^{t}D_{0}’=(01$ $0\zeta_{0}^{2}$ $01$ $-1\zeta_{0})$ .
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Alors, en remplagant $\Gamma_{0}$ par

$\Gamma_{0}^{f}=(0-1-\zeta_{0}+\zeta_{0}^{3}+\zeta_{0}^{4}$ $1-\zeta_{0}^{2}-\zeta_{0}^{3}+\zeta_{0}^{5}-\zeta_{0}-\zeta_{0}^{2}+\zeta_{0}^{4}+\zeta_{0}^{5})$ ,

$A$ par $A^{f}=E^{-1}AE^{-1}$ avec $E=(\begin{array}{ll}1 00 2\end{array})$ , $w$ par $Ew,$ $T\in G_{an}$ par $ETE^{-1}$ et $\zeta$ par

$\zeta’=\exp(5\pi\sqrt{-1}/3)$ , on peut suivre tous les proc\’ed\’es des d\’emonstrations plus
haut, ce qui ach\‘eve la d\’emonstration.

D’ailleurs, il sera facile de voir la relation entre les exemples de Shimura et
les n\^otres, parce que les deux proviennent des m\^emes familles de courbes alg\’e-
briques.
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