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Introduction.

Dans [3], S. Kobayashi donne une int\’eressante construction du groupe de
Galois de l’extension ab\’elienne non ramifi\’ee maximale d’exposant 3 du corps
$Q(\sqrt{-3}, \sqrt[3]{m})$ , pour certains $m\in Z$. La valeur du 3-rang du groupe des
classes de $Q(\sqrt[3]{m})$ est alors une cons\’equence de $1’\acute{e}tude$ de ce groupe de $\cdot$

Galois.
Les r\’esultats de Kobayashi sugg\‘erent l’existence de relations entre les.

l-rangs des groupes des classes d’une extension de degr\’e $l$ de $Q$ non galoi-
sienne et de sa cl\^oture galoisienne, lorsque celle-ci est di\’edrale de degr\’e 21..
C’est ce que nous essayons de pr\’eciser dans cette note.

Je tiens \‘a remercier ici S. Kobayashi qui $m’ a$ communiqu\’e ses r\’esultata
avant leur parution et le Professeur S. Iyanaga auquel je dois cet \’echange.

\S 1. G\’en\’eralit\’es.

Soit $L/Q$ une extension de degr\’e 1 de $Q$ (1 premier impair) non galoi-
sienne, ayant une cl\^oture galoisienne $K$ di\’edrale de degr\’e 21 sur $Q$ . On notera
$\sigma$ et $\tau$ des g\’en\’erateurs de $G=Ga1(K/Q)$ v\’erifiant les relations:

$\sigma^{l}=\tau^{2}=1$ et $\sigma\tau=\tau\sigma^{-1}$

Soient $ H=\langle\sigma\rangle$ et $ T=\langle\tau\rangle$ les sous-groupes de $G$ engendr\’es par $\sigma$ et $\tau.$ .

On note $k$ le sous-corps de $K$ fixe par $H$ (c’est une extension quadratique de
$Q)$ ; on peut supposer que $L$ est fixe par $T$ (les $l$ conjugues $L_{i}$ de $L(i$ de’fini
modulo l) sont fixes par les sous-groupes $\{1, \sigma^{i}\tau\sigma^{-i}\}$ ); enfin la restriction de
$\tau$ \‘a $k$ d\’efinit l’\’el\’ement d’ordre 2 de Gal $(k/Q)$ .

On note $A_{L},$ $A_{k}$ et $A_{K}$ les anneaux d’entiers de $L,$ $k$ et $K,$ $\Im(L),$ $\Im(k)$ et
$\Im(K)$ les groupes des id\’eaux fractionnaires de $L,$ $k$ et $K,$ $\mathcal{H}(L),$ $\mathcal{H}(k)$ et $\mathcal{H}(K\rangle$

les l-groupes des classes des corps $L,$ $k$ et $K$. On note $j$ l’homomorphisme
canonique $\mathcal{H}(k)\rightarrow \mathcal{H}(K)$ et $\nu$ l’expression $1+\sigma+\cdots+\sigma^{l-1}$ .
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L’extension $K/k$ \’etant cyclique de degr\’e $l$ , on peut lui appliquer les
m\’ethodes que nous avons d\’evelopp\’ees dans [2] et qui concernent $\mathcal{H}(K)$

(notamment en introduisant la filtration des sous-groupes de $\mathcal{H}(K)$ d\’ePnis par
$\mathcal{H}_{i}(K)=Ker(\sigma-1)^{i})$ .

\S 2. \’Etude de $\mathcal{H}(L)$ .
Comme l’homomorphisme canonique $\mathcal{H}(L)\rightarrow \mathcal{H}(K)$ est injectif, nous con-

venons d’identifier $\mathcal{H}(L)$ \‘a son image dans $\mathcal{H}(K)$ . On peut donc consid\’erer
$\mathcal{H}(L)$ comme sous-groupe de $\mathcal{H}(K)$ .

PROPOSITION 1. On $a$ $\mathcal{H}(L)=\mathcal{H}(K)^{T}$ (sous-groupe de $\mathcal{H}(K)$ form\’e par les
classes invariantes par $\tau$) et les groupes $\mathcal{H}(L_{\ell})$ sont isomorphes entre $eux$ .

D\’EMONSTRATION. Les \’el\’ements de $\mathcal{H}(L)$ sont Pxes par $T$. Soit $h\in \mathcal{H}(K)$

une classe fixe par $\tau;h=Cl_{K}(\mathfrak{A})$ et $Cl_{K}(\mathfrak{A}^{\tau})=Cl_{K}(\mathfrak{A})$ , soit $Cl_{K}(\mathfrak{A}^{1+\tau})=Cl_{K}(\mathfrak{A}^{2})$ ,
or $Cl_{K}(\mathfrak{A}^{1+\tau})$ est la classe dans $K$ de l’\’etendu de l’id\’eal $N_{K/L}(\mathfrak{A})$ , d’o\‘u $Cl_{K}(\mathfrak{A})$

$\in \mathcal{H}(L)$ car 2 est premier \‘a $l$ . La seconde assertion est imm\’ediate.

Par analogie avec le cas cyclique, on peut d\’efinir la filtration:

$\mathcal{H}_{i}(L)=\mathcal{H}_{i}(K)^{T}=\{h\in \mathcal{H}_{i}(K), h^{\tau}=h\}$ ;

les $\mathcal{H}_{i}(L)$ sont des T-modules mais non des H-modules; ils constituent une
suite croissante de sous-groupes de $\mathcal{H}(L)$ et $\mathcal{H}_{\iota}(L)=\mathcal{H}(L)$ pour $i$ assez grand.
On appellera $\mathcal{H}_{1}(L)$ le groupe des “ l-classes ambiges “ de $L$ (d\’efinition dif-
f\’erente de celle de [1]).

On se propose d’abord de donner un encadrement pour la valeur de l’ordre
de $\mathcal{H}_{1}(L)$ (not\’e $|\mathcal{H}_{1}(L)|$ ), encadrement qui conduit, dans certains cas, \‘a une
expression simple pour $|\mathcal{H}_{1}(L)|$ , et ensuite $d’\acute{e}tudier\mathcal{H}_{2}(L)$ .

REMARQUE 1. Soit $\overline{t}$ (resp. t) le nombre d’id\’eaux premiers totalement
ramifi\’es dans $L/Q$ (resp. $K/k$). Alors $t-\overline{t}$ repr\’esente le nombre de nombres
premiers ramifi\’es dans $K/k$ et d\’ecompos\’es dans $k/Q$ (en effet, d’apr\‘es [4] $p$ .
32, un nombre premier est totalement ramifi\’e dans $L/Q$ si et seulement si il
est totalement ramiP\’e dans $K/k$).

Consid\’erons la suite exacte suivante ([2] p. 28):

$1\rightarrow \mathcal{H}_{1}^{0}(K)\rightarrow \mathcal{H}_{1}(K)\rightarrow E_{k}\cap NK^{*}/NE_{K}\rightarrow 1$ ,

o\‘u $E_{k}$ et $E_{K}$ sont les groupes des unit\’es de $k$ et $K,$ $\mathcal{H}_{1}^{0}(K)$ est le sous-groupe
de $\mathcal{H}_{1}(K)$ engendr\’e par les classes des id\’eaux de $K$ invariants par $H$ ; posons:

$(E_{k}\cap NK^{*} : NE_{K})=l^{\delta}$ ;

comme $k$ est un corps quadratique et que 1 est impair, $\delta$ est egal \‘a $0$ ou \‘a 1.
Nous distinguerons les deux cas suivants:
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Cas $A$ : $\delta=0$ ,

Cas $B$ : $\delta=1$ .
D\’EFINITION. On pose $l^{a}=(E_{k} ; E_{k}\cap NK^{*})$ et $l^{b}=(E_{k} : NE_{K})$ ; on a alors

$ b=a+\delta$ .
D\’EFINITION $DU$ GROUPE $\Im$ . Dans le cas $A$ , on d\’efinit le groupe $\Im=$

$\langle \mathfrak{P}_{1}, \cdots , \mathfrak{P}_{t}\rangle$ , sous-groupe de $\Im(K)$ engendr\’e par les $t$ id\’eaux premiers de $K$

ramifi\’es dans $K/k$ . Dans le cas $B$ , l’ordre du quotient $\mathcal{H}_{1}(K)/\mathcal{H}_{1}^{0}(K)$ \’etant
\’egal \‘a $l$ , il existe un id\’eal $\mathfrak{A}_{0}$ de $K$ tel que $Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0})\in \mathcal{H}_{1}(K)\backslash \mathcal{H}_{1}^{0}(K)$ . On a alors
$Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0}^{\sigma})=Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0})$ et on peut m\^eme supposer $\mathfrak{A}_{0}$ premier ([2] p. 43). On d\’efinit
alors le groupe $\Im=\langle \mathfrak{P}_{1}, \cdots, \mathfrak{P}_{t}, \mathfrak{A}_{0}^{1+\tau}\rangle$ . Dans tous les cas $\Im$ est un sous T-
module de $\Im(K)$ et on a en outre la propri\’et\’e suivante:

LEMME 1. Le T-module $\Im$ v\’erifie: $\Im\cap\Im(K)^{\tau-1}=\Im^{\tau-1}$ .
Soit $\mathfrak{A}\in\Im\cap\Im(K)^{-- 1}\vee$ ; alors $\mathfrak{A}=\mathfrak{B}^{-- 1},$ $\mathfrak{B}\in\Im(K)$ , et on peut supposer que

$\mathfrak{B}$ ne contient pas de diviseurs premiers invariants par $\tau$ . Soit $\mathfrak{P}$ un ideal
premier figurant dans $\mathfrak{B}$ ; si $\mathfrak{P}$ est l’un des $\mathfrak{P}_{i}$ alors $\mathfrak{P}\in\Im$ . Si $\mathfrak{P}$ n’etait ni
$\mathfrak{A}_{0}$ , ni $\mathfrak{A}_{0}^{\tau}$ , ni l’un des $\mathfrak{P}_{i}$ , alors $\mathfrak{A}$ contiendrait le facteur $\mathfrak{P}^{-- 1}$ (avec $\mathfrak{P}^{\tau}\neq \mathfrak{P}$ ) ce
qui est absurde car $\mathfrak{U}\in\Im$ . Le seul cas qui reste \‘a \’etudier est $\mathfrak{P}=\mathfrak{A}_{0}$ ou $\mathfrak{A}_{0}^{\tau}$ ;
\’ecrivons $\mathfrak{B}=\mathfrak{A}_{0}^{x+y\tau}\mathfrak{A}^{\prime},$

$x,$ $y\in Z,$ $\mathfrak{A}^{\prime}$ premier \‘a $\mathfrak{A}_{0}^{1+\tau}$ , donc $d’ apr\grave{e}s$ ce qui pr\’ec\‘ede
$\mathfrak{A}^{\prime}\in\Im;\mathfrak{B}^{\tau- 1}=\mathfrak{A}b^{x+y\tau)(\tau-1)}\mathfrak{A}^{\prime\tau-1}\in\Im$ , donc $\mathfrak{A}_{0}^{(x+y\tau)(\tau- 1)}\in\Im$ et il existe $z\in Z$ tel que
$\mathfrak{A}_{0}^{(x+y\tau)(\tau-1)}=\mathfrak{A}_{0^{(1+\tau)}}^{z}$ ; or ceci entraine $x=y$ et $z=0$ , donc $\mathfrak{B}=\mathfrak{A}_{0}^{(1+\tau)x}\mathfrak{A}^{\prime}\in\Im$ .

PROPOSITION 2. On a les suites exactes de T-modules:

$1\rightarrow Ker\theta\rightarrow\Im/\mathfrak{J}^{l}\rightarrow^{\theta}\mathcal{H}_{1}(K)/j(\mathcal{H}(k))\rightarrow 1$ , (1)

$1\rightarrow Ker\mu\rightarrow\Im^{1+}-/\Im^{l(1+\tau)}\rightarrow^{\mu}\mathcal{H}_{1}(L)\rightarrow 1$ , (2)

$ 1\rightarrow Ker\mu\rightarrow Ker\theta$ , (3)
$ 1+\tau$

$ 1\rightarrow(\Im^{1-\tau}/\Im^{l(1-\tau)})\cap Ker\theta\rightarrow Ker\theta\rightarrow Ker\mu$ . (4)

D\’EMONSTRATION. (i) D\’efinition de $\theta$ : Notons $q(\mathfrak{A}),$ $\mathfrak{A}\in\Im$ , un \’el\’ement de
$\Im/\Im^{l}$ ; si $q(\mathfrak{A})\in\Im/\Im^{l}$ , alors $\theta(q(\mathfrak{A}))$ est l’image de $Cl_{K}(\mathfrak{A})$ dans $\mathcal{H}_{1}(K)/j(\mathcal{H}(k))$ .
V\’erifions que la classe d’un \’element de $ s^{l}\propto$ est contenue dans $j(\mathcal{H}(k))$ : pour
un $\mathfrak{P}_{i}$ , c’est \’evident; soit $\mathfrak{A}_{0}^{1+\tau}\in\Im$ (cas B), on sait que $\mathfrak{A}_{0}^{\sigma}=\mathfrak{A}_{0}\alpha A_{K},$ $\alpha\in K^{*}$ ,
d’o\‘u $\mathfrak{A}^{\nu}=\mathfrak{A}_{0}^{l}\beta A_{K}$ , $\beta\in K^{*}$ , par consequent $Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0})^{l}\in j(\mathcal{H}(k))$ et, \‘a fortiori,
$Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0}^{l})^{1+\tau}=1\in j(\mathcal{H}(k))$ . Montrons la surjectivit\’e: Dans le cas $A$ , elle est evi-
dente; dans le cas $B$ , il faut montrer que $C\ell_{K}(\mathfrak{A}_{0}^{1+\tau})$ permet de retrouver $Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0})$ :
on a $\mathfrak{A}_{0}^{\sigma-1}=\alpha A_{K},$ $\alpha\in K^{*};$ $N_{K/k}(\alpha)$ est donc une unit\’e $\epsilon\in E_{k}$ et on peut tou-
jours supposer $N_{k/Q}(\epsilon)=1$ . On aura $\mathfrak{A}_{0}^{(\sigma-1)\tau}=\alpha^{\tau}A_{K}$ soit $\mathfrak{A}_{0}^{(\sigma-1)\tau+\sigma-1}=\alpha\alpha^{\tau}A_{K}$ ,

avec $N_{Kfk}(\alpha\alpha^{\tau})=N_{K/Q}(\alpha)=N_{k/Q}(\epsilon)=1$ ; donc $\alpha\alpha^{\tau}=\gamma^{\sigma-1},$ $\gamma\in K^{*}$ (theor\‘eme 90
de Hilbert) et $\mathfrak{A}_{0}^{(\sigma- 1)\tau+\sigma-1}=\gamma^{\sigma- 1}A_{K}$ . On peut \’ecrire $(\sigma-1)\tau=\sigma\tau-\tau=\tau(\sigma^{l-1}-1)$

soit $\gamma^{\sigma- 1}A_{K}=(\mathfrak{A}_{0}^{\tau(\sigma^{l- 2}+\cdot\cdot+\sigma+1)+1})^{\sigma- 1}$ ; l’id\’eal $\mathfrak{M}=\gamma^{-1}A_{K}\mathfrak{A}_{0}^{r(ae^{l- 2}+\cdots+\sigma+1)+1}$ est invariant
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par $H$, il est donc de la forme $\mathfrak{M}=\mathfrak{M}_{0}\mathfrak{a}A_{K},$ $\mathfrak{M}_{0}$ produit d’id\’eaux ramifi\’es dans
$K/k,$ $\mathfrak{a}\in\Im(k)$ . On a alors $\tau(\sigma^{l- 2}+\cdots+\sigma+1)=(1+\sigma^{-1}+\cdots+\sigma^{-(l-2)})\tau$ et $\mathfrak{M}=$

$\mathfrak{A}_{0}^{(1+\sigma^{-1}+\cdot\cdot+\sigma^{-(l}}$

‘ $2$)
$)^{\tau+1}\gamma^{-1}A_{K}=\mathfrak{A}_{0}^{(l-1)\tau+1}\beta A_{K},$ $\beta\in K^{*}$ (compte tenu de la relation $\mathfrak{A}_{0}^{\sigma}=$

$\mathfrak{U}_{0}\alpha A_{K})$ ; on peut \’ecrire $\mathfrak{A}_{0}^{1-T}=\mathfrak{M}_{0}(\mathfrak{b}\beta)A_{K},$ $b\in\Im(k)$ , car on a d\’ej\‘a vu que $\mathfrak{U}_{0}^{l}$ est
\’equivalent \‘a l’\’etendu d’un id\’eal de $k$ . Par cons\’equent, dans $\mathcal{H}_{1}(K)/j(\mathcal{H}(k))$ ,
les images de $Cl_{K}(\mathfrak{U}_{0}^{1-\tau})$ et $Cl_{K}(\mathfrak{A}_{0}^{1+\tau})$ sont atteintes, donc celle de $Cl_{K}(\mathfrak{U}_{0})$ aussi
(d’o\‘u (1)).

(ii) D\’ePnition de $\mu$ : Soit $\overline{q}(\mathfrak{A}^{1+\tau}),$ $\mathfrak{A}\in\Im$ , un \’el\’ement de $\Im^{1+\tau}/\Im^{l(1+\tau)}$ : alors
$\mu(\overline{q}(\mathfrak{U}^{1+\tau}))$ est la classe $Cl_{K}(\mathfrak{A}^{1+\tau})$ ; c’est bien un \’el\’ement de $\mathcal{H}_{1}(L)$ . Les classes
des \’el\’ements de $\Im^{l(1+\tau)}$ sont \’egales \‘a 1: en effet, si $\mathfrak{U}\in\Im,$ $Cl_{K}(\mathfrak{U}^{l})\in j(\mathcal{H}(k))$ ,
donc on aura $Cl_{K}(\mathfrak{A}^{l(1+\tau)})\in j(\mathcal{H}(k))^{1+\tau}=\{1\}$ . On v\’erifie que la surjectivit\’e pro-
vient de la surjectivit\’e de $\theta$ et du fait que $\mathcal{H}(K)^{T}=\mathcal{H}(K)^{1+\tau}$ .

(iii) L’application consid\’er\’ee est la restriction \‘a Ker $\mu$ de l’application
canonique $\Im^{1+\tau}/\Im^{l(1+\tau)}\rightarrow\Im/\Im^{l}$ ; si $\overline{q}(\mathfrak{A}^{1+\tau})\in Ker\mu$ , $\mathfrak{U}\in\Im$ , $q(\mathfrak{U}^{1+\tau})\in\Im/\Im^{l}$ et
$Cl_{K}(\mathfrak{U}^{1+\tau})=1$ , donc $ q(\mathfrak{A}^{1+\tau})\in Ker\theta$ . Si $q(\mathfrak{A}^{1+\tau})=1$ alors $\mathfrak{A}^{1+\tau}\in\Im^{l}$ ; on v\’eriPe
facilement que $\mathfrak{A}^{1+\tau}\in\Im^{l(1+\tau)}d’ 0\grave{u}1’ injectivit\acute{e}$ .

(iv) A $ q(\mathfrak{U})\in Ker\theta$ on associe $\overline{q}(\mathfrak{U}^{1+\tau})$ ; comme $Cl_{K}(\mathfrak{U})\in j(\mathcal{H}(k)),$ $ Cl_{K}(\mathfrak{A}^{1+\tau}\rangle$

$=1$ donc $\overline{q}(\mathfrak{U}^{1+\tau})\in Ker\mu$ . Si $\overline{q}(\mathfrak{U}^{1+\tau})=1,$ $\mathfrak{U}^{1+\tau}\in\Im^{l(1+\tau)}$ soit $\mathfrak{U}^{1+\tau}=\mathfrak{B}^{l(1+\tau)},$ $\mathfrak{B}\in\Im$ ;
$(\mathfrak{A}/\mathfrak{B}^{l})^{1+\tau}=A_{K}$ , donc il existe $\mathfrak{A}_{1}\in\Im(K)$ tel que $\mathfrak{A}/\mathfrak{B}^{l}=\mathfrak{U}_{1}^{1-\tau}$ et $ q(\mathfrak{U})=q(\mathfrak{A}_{1}^{1-\tau}\rangle$

dans $\Im/\Im^{l}$ ; comme $\mathfrak{A}_{1}^{1-\tau}\in\Im$ on peut supposer que $\mathfrak{U}_{1}\in\Im$ (Lemme 1) donc
$q(\mathfrak{A})$ appartient \‘a l’image de $\Im^{1-\tau}$ dans $\Im/\Im^{l}$ que l’on peut identifier \‘a
$\Im^{1-\tau}/(\cap=\Im^{1-\tau}/\Im^{l(1-\tau)}$ . D’o\‘u la derni\‘ere suite exacte.

COROLLAIRE 1. On $a$ Ker $\theta|=l^{b+1}/|Kerj|$ .
En effet, $|\Im/\Im^{l}|=l^{t+\delta}$ et, d’apr\‘es(1),

lKer $\theta|=\frac{l^{t+\delta}|j(\mathcal{H}(k))|}{|\mathcal{H}_{1}(K)|}=\frac{l^{t+\delta}|\mathcal{H}(k)|l^{a}}{|\mathcal{H}(k)|l^{t- 1}|Kerj|}$ soit Ker $\theta|=\frac{l^{\delta+a+1}}{|Kerj|}$ .

Or on a $ b=a+\delta$ , donc Ker $\theta|=l^{b+]}/|$ Ker $j|$ .
REMARQUE 2. Comme $k$ est un corps quadratique, on a $b\leqq 1$ , d’o\‘u

lKer $\theta|\leqq l^{2}$ .
REMARQUE 3. Dans le cas $B,$ $\Im^{1-\tau}$ est engendr\’e par les $\mathfrak{P}_{i}^{1-\tau}$ (car $\mathfrak{U}_{0}^{(1+\tau)(1-\tau)}$

$=(1))$ donc, dans tous les cas, on aura $\Im^{1-\tau}=\Im_{0}^{1-\tau}$ o\‘u $\Im_{0}$ est le sous-groupe de
$\Im$ engendr\’e par les id\’eaux premiers ramiP\’es dans $K/k$ et d\’ecompos\’es dans
$k/Q$ (il $y$ en a $2(t-\overline{t})$ ) $;\Im_{0}^{1-\tau}/\Im_{0}^{l(1--\tau)}$ est donc d’ordre $l^{t-\overline{t}}$.

TH\’EOR\‘EME 1. On a les in\’egalit\’es:

$|Kerj|l^{\overline{t}-a-1}\leqq|\mathcal{H}_{1}(L)|\leqq|Kerj|l^{\overline{t}-a-1}|$ Ker $\theta\cap\Im_{0}^{1-\tau}/\Im_{0}^{l(1-\tau)}|$ .
D\’EMONSTRATION. C’est une cons\’equence imm\’ediate des suites exactes

(1), (2), (3), (4), du corollaire 1, des remarques 1 et 3 et du fait que
$|\Im^{1+\tau}/\Im^{l(1+\tau)}|=l^{\delta+\overline{t}}$ :
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D’apr\‘es (2), $|\mathcal{H}_{1}(L)|=\frac{l^{\delta+\overline{t}}}{|Ker\mu|}$ ; (3) permet une minoration et (4) une
majoration de $|\mathcal{H}_{1}(L)|$ :

$|\mathcal{H}_{1}(L)|\geqq\frac{l^{\delta+\overline{t}}}{|Ker\theta|}=\frac{l^{\delta+\overline{t}}|Kerj|}{l^{b+1}}=l^{\delta+\overline{t}-b-1}|Kerj|=l^{\overline{t}-a-1}|Kerj|$ ;

$|\mathcal{H}_{1}(L)|\leqq\frac{l^{\delta+\overline{t}}}{|Ker\theta|}$ Ker $\theta\cap\Im^{1-\tau}/\Im^{l(1-\tau)}|=l^{\overline{t}-a-1}|Kerj|$ Ker $\theta\cap\Im^{1-\tau}/\Im^{l(1-\tau)}|$ .

COROLLAIRE 2. On a les in\’egalitis:

$|Kerj|l^{\overline{t}-a-1}\leqq|\mathcal{H}_{1}(L)|\leqq l^{\overline{t}-a+1}$

COROLLAIRE 3. $Si$ Ker $j|=l^{2}$ on si $t=\overline{t}$ alors $|\mathcal{H}_{1}(L)|=|$ Ker $j|l^{\overline{t}-a-1}$ .
COROLLAIRE 4. Dans le cas o\‘u $K/k$ est non ramifi\’ee, on obtient $|\mathcal{H}_{1}(L\rangle$ $|$

$=\frac{|Kerj|}{l}=l^{b}$ .
(cf. [2] p. 28: Ker $j|=l|E_{k}/NE_{K}|=l^{b+1}$ ).

Par exemple, dans le cas o\‘u $k$ est imaginaire et $K/k$ non ramiP\’ee (ce qui
exclue $k=Q(\sqrt{-3})$ pour $1=3$), on a $b=0$ soit $|\mathcal{H}_{1}(L)|=1$ (il faut remarquer
que ceci n’implique pas $|\mathcal{H}(L)|=1$ car $\mathcal{H}(L)$ n’est pas un H-module).

Passons maintenant \‘a l’\’etude de $\mathcal{H}_{2}(L)$ .

Soit $h^{\sigma- 1}\in \mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma- 1},$ $h\in \mathcal{H}_{2}(L)$ (on a donc $h^{(\sigma- 1)^{2}}=1$ et $h^{\tau}=h$) $;h^{(\sigma- 1)\tau}=$

$h^{\sigma\tau-\tau}=h^{\tau(\sigma}$

“ $1-1$ ) $=h^{\sigma^{-1}-1}=h^{(\sigma- 1)(\sigma^{l- 2}+\cdots+\sigma+1)}$ or $h^{\sigma- 1}\in \mathcal{H}_{1}(K)$ donc $h^{(\sigma- 1)(1+\sigma+\cdots+\sigma^{l- 2})}=$

$h^{(\sigma- 1)(l- 1)}=h^{l(\sigma- 1)}h^{-(\sigma- 1)}$ . Si on d\’emontre que $h^{l(\sigma- 1)}=1$ , on aura $h^{(\sigma- 1)(\tau+1)}=I$

soit $h^{\sigma- 1}\in \mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}$ . Or ceci r\’esulte du fait que $\nu=(\sigma-1)^{l- 1}-lA(\sigma)(A(\sigma\rangle$

inversible dans $Z_{l}[H]$ , cf. [2] p. 30), donc $h^{lA(\sigma)(\sigma-1)}=h^{(\sigma-1)^{l}}=1$ car $h\in \mathcal{H}_{2}(L)$ .
Comme $\mathcal{H}_{1}(L)=\mathcal{H}_{1}(K)^{T}=\mathcal{H}_{1}(K)^{1+\tau}$ et que $\mathcal{H}_{1}(K)^{1+\tau}\cap \mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}=\{1\}$ , il en
r\’esulte que $\mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma-1}\cap \mathcal{H}_{1}(L)=\{1\}$ .

TH\’EOR\‘EME 2. On a $|\mathcal{H}_{2}(L)/\mathcal{H}_{1}(L)|\leqq\frac{l^{t-\overline{t}}|\mathcal{H}(k)|}{|Kerj|}l^{\iota-\overline{t}}|j(\mathcal{H}(k))|$ .
D\’EMONSTRATION. Le lemme 2 conduit, grace \‘a la suite exacte de groupes

$\sigma-1$

$1\rightarrow \mathcal{H}_{1}(L)\rightarrow \mathcal{H}_{2}(L)\rightarrow \mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma-1}\rightarrow 1$ ,
\‘a

$|\mathcal{H}_{2}(L)/\mathcal{H}_{1}(L)|=|\mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma- 1}|\leqq|\mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}|$ ;
or

$|\mathcal{H}_{1}(K)|=|\mathcal{H}_{1}(K)^{1+\tau}||\mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}|=|\mathcal{H}_{1}(L)||\mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}|$

et, en utilisant la minoration de $|\mathcal{H}_{1}(L)|$ du th\’eor\‘eme 1, on obtient

$|\mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}|=|\mathcal{H}_{1}(K)|/|\mathcal{H}_{1}(L)|=\frac{|\mathcal{H}(k)|l^{l-1-a}}{|\mathcal{H}_{1}(L)|}\leqq l_{1}^{t-\overline{l}-\frac{\mathcal{H}(k)|}{Kerj|}}|$ .

LEMME 2. On a $\mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma- 1}\subset \mathcal{H}_{1}(K)^{1-\tau}$ et $\mathcal{H}_{2}(L)^{\sigma- 1}\cap \mathcal{H}_{1}(L)=\{1\}$ .

PROPOSITION 3. Pour $l=3$ on a $\mathcal{H}_{2}(L)=\{h\in \mathcal{H}(L), h^{3}=1\}$ .
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D\’EMONSTRATION. Soit $h\in \mathcal{H}(L)$ , alors $h\in \mathcal{H}(K)^{1+\tau}$ et $h^{\nu}\in \mathcal{H}(K)^{(1+\tau)\nu}=\{1\}$ ;
donc $h^{(\sigma-1)^{l-1}}=h^{lA(\sigma)}$ et, pour $1=3$ , on a bien $h^{3}=1$ si et seulement si $h^{(\sigma- 1)^{2}}=1$ ,
donc si et seulement si $h\in \mathcal{H}_{2}(L)$ .

COROLLAIRE 5. Si $l=3$ , le 3-rang $\rho(L)$ de $\mathcal{H}(L)$ v\’erifie les in\’egalit\’es:

$|Kerj|3^{\overline{t}-a-1}\leqq 3^{\rho(L)}\leqq|\mathcal{H}(k)|3^{t-a-1}|$ Ker $\theta\cap\Im_{0}^{1-\tau}/\mathfrak{U}^{(1-\tau)}|$ .
COROLLAIRE 6. Si $l=3$ et si $t=F$ , le 3-rang $\rho(L)$ de $\mathcal{H}(L)$ v\’erifie les

in\’egalit\’es: Ker $j|3^{\iota-a-1}\leqq 3^{\rho(L)}\leqq|\mathcal{H}(k)|3^{t-a-1}$ ; si en outre $|\mathcal{H}(k)|=1$ , on obtient
$\rho(L)=t-a-1$ .

TH\’EOR\‘EME 3. On supp0se $l=3,$ $t=\overline{t}$ et $|\mathcal{H}(k)|=1$ ; on a donc $\rho(L)=t-a-1$ .
Alors le 3-rang $\rho(K)du$ groupe $\mathcal{H}(K)$ est \’egal \‘a $2(t-a-1)=2\rho(L)$ .

D\’EMONSTRATION. Il suffit, pour calculer $\rho(K)$ , d’appliquer la m\’ethode

de’crite dans [2]. Comme $\mathcal{H}(k)=\{1\}$ , le groupe $\Im$ que nous avons d\’efini,
repr\’esente $\mathcal{H}_{1}(K)$ (Dans [2], il est n\’ec\’essaire que $\Im$ soit un H-module et v\’erifie
$\Im\cap\Im(K)^{\sigma-1}=\Im^{\sigma- 1}$ ; on prendra donc ici $\Im_{1}=\langle \mathfrak{P}_{1}, --, \mathfrak{P}_{t}, \mathfrak{A}_{0}^{1+\tau}, \mathfrak{A}b^{1+\tau)\sigma}, \cdots, \mathfrak{A}_{0}^{(1+\tau)\sigma^{l-1}}\rangle$

en convenant que $\mathfrak{A}_{0}=A_{K}$ dans le cas A). Posons $k=Q(\sqrt{m}),$ $m\in Z$, et soit
$\tilde{k}$ le corps $Q(\sqrt{-3m})$ ($\tilde{k}=Q$ si $k=Q(\sqrt{-3})$).

LEMME 3. Soit $p\neq 3$ un nombre premier $ ramifi\ell$ dans $K/k$ ; alors $p$ est
inerte dans $Q(\sqrt{-3})$ ( $i$ . $e$ . $p\equiv-1$ mod 3) et son degr\’e r\’esiduel dans $\tilde{k}/Q$ est
\’egal \‘a 1.

D’apr\‘es [4] (Proposition III. 3) un tel nombre premier $p\neq 3$ ne peut
pas se ramifier dans $k/Q$ ; donc, puisque $t=\overline{t},$ $p$ est inerte dans $k/Q$ et,
$d’ apr\grave{e}s[4]$ (Proposition IV. 3 et Corollaire 2 \‘a la Proposition IV. 15), on a
$p\equiv(\frac{m}{p})$ mod 3 (symbole de Legendre), o\‘u $k=Q(\sqrt{m)}$ ; or $(\frac{m}{p})=-1$ et on
obtient $p\equiv-1$ mod 3, d’o\‘u la premi\‘ere partie du lemme; la seconde r\’esulte
alors du fait que $\mathfrak{p}$ est n\’ec\’essairement de degr\’e r\’esiduel 1 dans l’extension
$k(\sqrt{-3})/k$ (cf. [2] p. 20).

On calcule maintenant $I_{1}=N_{K/k}\Im_{1}\cap\Im_{0}(k)$ (cf. [2] p. 36); ici $I_{1}$ sera de la
forme $\langle p_{1}A_{k}, \cdots, p_{t}A_{k}, a_{0}A_{k}\rangle$ , o\‘u $a_{0}\in Z$ avec $a_{0}Z=N_{K/Q}\mathfrak{A}_{0}$ . Par cons\’equent, le
groupe de nombres $\Lambda_{1}$ associ\’e sera: $\Lambda_{1}=\langle\epsilon, p_{1}, p_{2}, \cdots, p_{\iota}, a_{0}\rangle$ , o\‘u $\epsilon$ est une
unit\’e convenable de $k(\epsilon=1$ si $k$ est imaginaire et est diff\’erent de $Q(\sqrt{-3})$ ,

$\epsilon=\frac{1}{2}(1+\sqrt{-3})$ si $k=Q(\sqrt{-3})$ et $\epsilon$ est $1’ unite^{f}$ fondamentale de $k$ si $k$ est

reel). Soit $\gamma\in\tilde{k}$ tel que $K(\sqrt{-3})=k(\sqrt{-3}, T\gamma)$ (cf. [4], Prop. IV. 3); alors
le rang du syst\‘eme lin\’eaire associ\’e \‘a $\Lambda_{1}$ par l’interm\’ediaire du symbole de
Hilbert $(\gamma, u)_{\mathfrak{p}},$ $u\in\Lambda_{1},$ $\mathfrak{p}$ id\’eal premier de $k$ ramifi\’e dans $K/k$ , est une con-
s\’equence du r\’esultat suivant:

LEMME 4. Si $u$ est un rationnel, on a $(\gamma, u)_{\mathfrak{p}}=1$ p0ur tout id\’eal premier
$\mathfrak{p}$ de $k$ ramifi\’e dans $K/k$ (cf. [3]).

$D’ apr\grave{e}s$ les formules explicites pour le symbole de Hilbert, calcul\’e dans
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$k(\sqrt{-3})$ ( $[2]$ p. 14), on a pour $\mathfrak{p}=pA_{k}$ ne divisant pas 3: $(\gamma, u)_{\mathfrak{p}}\equiv c^{\frac{q-1}{3}}$ mod $\{\}$

avec $q=p^{2}$ puisque $p$ est inerte dans $k/Q$ . D’apr\‘es le lemme prec\’edent

$\gamma$ (donc c) est congru modulo $\mathfrak{p}$ \‘a un rationnel, et comme $\frac{p+1}{3}$ est entier,
$c^{\frac{q-1}{3}}=c^{\frac{p+1}{3}(p-1)}$ est congru \‘a 1 modulo $p$ . Si $\mathfrak{p}$ divise 3, cela r\’esulte alors de
la formule du produit, compte tenu du fait que 3 n’est pas decompos\’e dans
$k/Q$ . Le rang du syst\‘eme lin\’eaire associ\’e \‘a $\Lambda_{1}$ est donc egal \‘a $a$ . D’apr\‘es
[2] p. 41, on obtient $|\mathcal{H}_{2}(K)/\mathcal{H}_{1}(K)|=3^{t- a- 1}$ , d’o\‘u le th\’eor\‘eme.

On retrouve ainsi les r\’esultats de Kobayashi ([3]) qui a demontre ce
th\’eor\‘eme pour $k=Q(\sqrt{-3})$ et $K=k(\nu\overline{m})$ avec des hypoth\‘eses sur $m$ qui
coincident, dans ce cas, avec celles de notre \’enonce.

\S 3. Exemple num\’erique.

On consid\‘ere l’extension cubique non galoisienne $L=Q(\Psi\overline{2\cdot 7\cdot 13})=$

$Q(\psi\overline{182})$ dont la cl\^oture galoisienne est $K=Q(\sqrt{-3}, \nu\overline{182})$ .
Soit $k=Q(\sqrt{-3})$ ; on v\’erifie facilement que 3 est ramifi\’e dans $K/k$ , que

2 est inerte dans $k/Q,$ $7$ et 13 sont decompos\’es dans $k/Q$ et que si $\zeta_{3}$ est une
racine cubique de l’unit\’e, primitive, alors $\zeta_{3}\in k$ et n’est pas norme dans $K/k$ .

Avec les notations des paragraphes I et II, on a $t=6$ et $\overline{t}=4$ . On notera
$\mathfrak{p}_{2}=2A_{k},$ $\mathfrak{p}_{3}=\sqrt{-3}A_{k},$ $\mathfrak{p}_{7}=(2+\sqrt{-3})A_{k},$ $\mathfrak{p}_{7}^{\tau}=(2-\sqrt{-3})A_{k},$ $\mathfrak{p}_{13}=(1+2\sqrt{-3})A_{k}$

et $\mathfrak{p}_{13}^{\tau}=(1-2\sqrt{-3})A_{k}$ les ideaux premiers de $k$ ramiP\’es dans $K/k$ .
a) D\’etermination de $\mathcal{H}_{1}(K)$ .

$\overline{(E_{k}:E}_{k}\overline{\cap NK^{*})}D’ apr\grave{e}s1a3^{t- 1}=3^{4}etformu1ed’ apr\grave{e}s[2]p$

.
$28,toutedeChevalley(cf.[2]classeinvarianteest,icip.25),ona|\mathcal{H}_{1}(K)|=$

classe d’un id\’eal invariant (autrement dit $\delta=0$); par cons\’equent, il existe
deux relations ind\’ependantes non triviales entre les classes des six id\’eaux
premiers de $K$ ramifi\’es dans $K/k:\mathfrak{P}_{2},$ $\mathfrak{P}_{3},$ $\mathfrak{P}_{7},$ $\mathfrak{P}_{7}^{\tau},$ $\mathfrak{P}_{13}$ et $\mathfrak{P}_{13}^{\tau}$ . La premi\‘ere est
donn\’ee par $\Psi\overline{2\cdot 7\cdot 13}A_{K}=\mathfrak{P}_{2}\mathfrak{P}_{7}^{1+\tau}\mathfrak{P}_{13}^{1+\tau}$ ; la seconde s’obtient \‘a partir d’une unit\’e
du corps (via le th\’eor\‘eme 90 de Hilbert): On trouve que $\eta=-17+3\Psi\overline{182}$

est une unit\’e de $K$ de norme relative 1. On a donc $\eta=\varphi^{\sigma-1}$ avec, par exemple,

$\varphi=1+\eta+\eta\eta^{\sigma}$ ; on v\’erifie facilement que $\frac{\varphi}{3}$ est encore un entier et que sa

norme relative est $N_{K/k}(\frac{\varphi}{3})=-7\cdot 13(8+3\sqrt{-3})=-7\cdot 13(2-\sqrt{-3})(1+2\sqrt{-3})$ ;

il en r\’esulte que $\frac{\varphi}{3}A_{K}=\mathfrak{P}_{7}^{1+2\tau}\mathfrak{P}_{13}^{2+\tau}$ . En utilisant les notations de la proposition

2, on a $\Im=\langle \mathfrak{P}_{2}, \mathfrak{P}_{3}, \mathfrak{P}_{7}, \mathfrak{P}_{7}^{\tau}, \mathfrak{P}_{13}, \mathfrak{P}_{13}^{\tau}\rangle$ et Ker $\theta$ (qui est d’ordre 9) est engendr\’e
par les images de $\mathfrak{P}_{2}\mathfrak{P}_{7}^{1+\tau}\mathfrak{P}_{13}^{1+\tau}$ et de $\mathfrak{P}_{7}^{1+2\tau}\mathfrak{P}_{13}^{2+\tau}$ dans $\Im/\Im^{3}$ . On peut, par exemple.
prendre pour $F_{3}$-base de $\mathcal{H}_{1}(K):Cl_{K}(\mathfrak{P}_{2}),$ $Cl_{K}(\mathfrak{P}_{3}),$ $Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7})$ et $Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7}^{\tau})$ .
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b) Calcul de $\rho(K)$ .
On applique encore la methode d\’ecrite dans [2]: le groupe $\Lambda_{1}$ associ\’e \‘a

$\Im_{1}$ est de la forme $\Lambda_{1}=\langle\zeta_{3},2,3, \alpha, \alpha^{\tau}, \beta, \beta^{\tau}\rangle$ avec $\alpha=2+\sqrt{-3},$ $\alpha^{\tau}=2-\sqrt{-3}$ ,
$\beta=1+2\sqrt{-3},$ $\beta^{\tau}=1-2\sqrt{-3};$ le calcul des symboles de Hilbert $(182, u)_{\mathfrak{p}},$ $u\in\Lambda_{1}$ ,

$\mathfrak{p}$ id\’eal premier de $k$ ramifi\’e dans $K/k$ , conduit \‘a la matrice (en notation
.additive):

$(221121$ $220101$ $012201$ $001011$ $002220$ $222012$ $121101)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} chaque$ ligne \’etant form\’ee des symboles $(182, \zeta_{3})_{\mathfrak{p}},$ $(182,2)_{\mathfrak{p}},$ $(182,3)_{\mathfrak{p}},$ $(182, \alpha)_{\mathfrak{p}}$ ,
$(182, \alpha^{\tau})_{\mathfrak{p}},$ $(182, \beta)_{\mathfrak{p}}$ et $(182, \beta^{\tau})_{\mathfrak{p}}$ o\‘u $\mathfrak{p}$ parcourt l’ensemble $\{\mathfrak{p}_{2}, \mathfrak{p}_{8}, \mathfrak{p}_{7}, \mathfrak{p}_{7}^{\tau}, \mathfrak{p}_{13}, \mathfrak{p}_{13}^{\tau}\}$ .
Le rang de cette matrice est 4; les 3 solutions ind\’ependantes du syst\‘eme
sont, par exemple:

$2\alpha\alpha^{\tau}\beta\beta^{\tau}=182\in NK^{*}$ ,

$\alpha\alpha^{2\tau}\beta^{2}\beta^{\tau}=7\cdot 13(8+3\sqrt{-3})\in NK^{*}$ ,

$\beta\beta^{\tau}=13\in NK^{*};$

Ies deux premi\‘eres provenant des relations entre les ” classes ambiges ”

trouv\’ees plus haut.
On aura donc (cf. [2] p. 41): $|\mathcal{H}_{2}(K)/\mathcal{H}_{1}(K)|=3$ soit $|\mathcal{H}_{2}(K)|=3^{5}$ ; c’est-

\‘a-dire que le 3-rang de $\mathcal{H}(K)$ est \’egal \‘a 5.
c) D\’etermination de $\rho(L),$ $\mathcal{H}(K)$ et $\mathcal{H}(L)$ .
D\’eterminons d’abord $\mathcal{H}_{2}(K)$ . Pour trouver un groupe $\Im_{2}$ associ\’e \‘a

$\mathcal{H}_{2}(K)$ , il suffit de r\’esoudre l’\’equation $N_{K/k}(x)=13,$ $x\in K^{*}$ . On trouve que
$x=5\cdot 13+9\sqrt[3]{182}+5(\sqrt[3]{182})^{2}$ a pour polynome irr\’eductible

$X^{3}-3\cdot 5\cdot 13X^{2}-3\cdot 5\cdot 13\cdot 61X-13\cdot 61^{3}$ ;

on en d\’eduit, compte tenu aussi du fait que $x\in L$ , que $xA_{K}=\mathfrak{P}_{13}^{1+\tau}\mathfrak{P}_{61}^{(1+2\sigma)(1+\tau)}$ ,
o\‘u $\mathfrak{P}_{61}$ est un id\’eal premier au-dessus de 61 (61 \’etant totalement d\’ecompos\’e

dans $K/Q$). Comme $\frac{x}{61}$ est de norme 13, on \’ecrit $\frac{x}{61}A_{K}=\mathfrak{P}_{13}^{1+\tau}\mathfrak{A}^{\sigma-1}$ soit, ici,
$\mathfrak{U}=\mathfrak{P}_{61}^{\sigma+\tau+\sigma\tau}$ ; $d^{)}o\grave{u}$ :

$\Im_{2}=\langle \mathfrak{P}_{2}, \mathfrak{P}_{3}, \mathfrak{P}_{7}, \mathfrak{P}_{7}^{\tau}, \mathfrak{P}_{13}, \mathfrak{P}_{13}^{\tau}, \mathfrak{P}_{61}^{\sigma+\tau+\sigma\tau}, \cdots\rangle$

et
$\Lambda_{2}=\langle\zeta_{3},2,3, \alpha, \alpha^{\tau}, \beta, \beta^{\tau}, 61\frac{1+9\sqrt{-3}}{2}\rangle$ .
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En fait $\mathcal{H}_{2}(K)$ admet, par exemple, pour base:

$\{Cl_{K}(\mathfrak{P}_{2}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{3}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7}^{\tau}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{61}^{\sigma+\tau+\sigma\tau})\}$ .
La d\’et\’ermination de $\mathcal{H}_{2}(L)$ est imm\’ediate: on a $\mathcal{H}_{2}(L)=\mathcal{H}_{2}(K)^{1+\tau}$ , soit:

$\mathcal{H}_{2}(L)=\langle Cl_{K}(\mathfrak{P}_{2}^{1+\tau}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{3}^{1+\tau}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7}^{1+\tau}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{61}^{(\sigma+\tau+\sigma\tau)(1+\tau)})\rangle$

$=\langle Cf_{K}(\mathfrak{P}_{2}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{3}), Cl_{K}(\mathfrak{P}_{7}^{1+}-)\rangle$ car $\mathfrak{P}_{61}^{(\sigma+\tau+\sigma\tau)(1+\tau)}\sim \mathfrak{P}_{13}^{1+\tau}$

Les trois classes engendrant $\mathcal{H}_{2}(L)$ sont ind\’ependantes, d’o\‘u $\rho(L)=3$ .
Enfin, le calcul des symboles $(182,61\frac{1+9\sqrt{-3}}{2})_{\mathfrak{p}}$ montre que la matrice

associ\’ee \‘a $\Lambda_{2}$ se d\’eduit de la pr\’ec\’edente en rajoutant la colonne $(122202|$ ce qui

fait que le rang de cette nouvelle matrice est 5, donc que $|\mathcal{H}_{3}(K)/\mathcal{H}_{2}(K)|=1$ ,

soit $\mathcal{H}(K)=\mathcal{H}_{2}(K)\cong(Z/3Z)^{5}$ et $\mathcal{H}(L)=\mathcal{H}_{2}(L)\cong(Z/3Z)^{8}$ .
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