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0. Einleitung:

$\ln[3]$ wurde das Verhalten der von Maier in [12] eingef\"uhrten Halbgit-
terfunktion

(1) $H(\omega;s)=\sum_{g=-\infty}^{\infty}\sum_{h=1}^{\infty}(g+\omega h)^{-s}$ , ${\rm Im}(\omega)>0,$ $\sigma={\rm Re}(s)>2$

unter der speziellen Modultransformation $\omega^{\prime}=-\omega^{-1}$ untersucht und durch
Angabe einer asymptotischen Funktionalgleichung gekl\"art. Diese Funktion hat
bekanntlich die reelle $\omega$ -Achse zur singul\"aren Linie. Die analytische Fortsetz-
ung bez\"uglich $s$ gelingt durch Herleitung der f\"ur alle $s$ konvergenten Lam-
bertschen Reihe

(2) $H(\omega;s)=\frac{(-2\pi i)^{s}}{\Gamma(s)}\sum_{k=1}^{\infty}k^{S-1}\frac{e^{2\pi ik\omega}}{1-e^{2\pi ik\omega}}$ , ${\rm Im}(\omega)>0$ .

In [3] war nur eine solche Lambertsche Reihe Gegenstand der Untersuchung:

(3) $L_{-s}(\omega)=\sum_{k=1}^{\infty}k^{-s}\frac{e^{2\pi ik\omega}}{1-e^{2\pi ik\omega}}$ , lm $(\omega)>0$ .

In Spezialf\"allen wurde die L\"osung des Problems f\"ur die Funktion (3) schon
bearbeitet. F\"ur $s=0$ gab Wigert in [14] mit Hilfe der Eulerschen Summen-
formel eine asymptotische Funktionalgleichung an. In [11] gab Landau einen
eleganten Beweis des Wigertschen Ergebnisses. In den F\"allen $s\equiv 1(2)$ erh\"alt
man eine endliche Funktionalgleichung. Speziell ergibt sich f\"ur $s=1$ eine
\"aquivalente Aussage zu der aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen
bekannten Transformationsformel

(4) $\eta(-\omega^{-1})=\sqrt{\frac{\omega}{i}}\eta(\omega)$

f\"ur die elliptische Modulfunktion $\eta(\omega)$ . Einen kurzen Beweis von (4) gab
Siegel in [13]. Die entsprechende Formeln f\"ur $s\equiv 1(2)$ leitete Guinand in
[5] mittels der Fouriertransformation her. F\"ur $1<s\equiv 1(2)$ gibt Apostol mit
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einer Methode von Rademacher in [1] sogar das Ergebnis f\"ur die allgemeine
Modultransformation an.

In Hinblick auf Anwendungen in der Theorie der Partitionen, etwa in
Richtung der Ergebnisse von Iseki [7, 8, 9], ist eine Verallgemeinerung von
(1) n\"otig. In dieser Arbeit soll die Halbgitterfunktion so verallgemeinert
werden, $daB$ die Ergebnisse von Iseki und eine Reihe anderer Resultate als
Spezialfalle erscheinen. Zum anderen kann man, was hier nicht ausgef\"uhrt
werden soll, $e$ . etwa [4], mit den Ergebnissen dieser Arbeit die allgemeine
Modultransformation von $H(\omega;s)$ leicht herleiten, wie das in [7] f\"ur Spezial-
falle vorgezeichnet ist.

In \S 1 werden wir die Halbgitterfunktion $H(\omega;s)$ so verallgemeinern, $daB$

man nach Herleitung von Integraldarstellungen schlietSlich zu einer verallge-
meinerten Lambertschen Reihe gef\"uhrt wird, die in Analogie zu (3)

(5) $L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)=\sum_{k=1}^{\infty}k^{-s}\frac{e^{\Omega}\cdot\pi ik(\alpha\omega+\beta)}{1-e^{2\pi jk\omega}}$

f\"ur ${\rm Im}(\omega)>0$ und

(5) $0<\alpha\leqq 1$ , $0\leqq\beta\leqq 1$

und
$\alpha=0$ , $0<\beta<1$ , $\sigma>0$

sowie
$\alpha=0$ , $\beta=0,1$ , $\sigma>1$

lautet.
In \S 2 soll f\"ur diese Lambertschen Reihen eine asymptotische Funktional-

gleichung hergeleitet werden. In Analogie zu dem Vorgehen in [3] wird als
Beweisverfahren die von Siegel in [13] benutzte Methode auf mehrdeutige
Integranden ausgedehnt.

SchlieBlich werden in den Paragraphen 3 und 4 durch Spezialisierung der
Variablen in den Ergebnissen von \S 2 eine Reihe bekannter und neuer Rezi-
prozitat $s$gesetze $f\ddot{u}r$ Reihen der Form (5) hergeleitet.

\S 1.

Wir betrachten die Funktion

(1) $H(\omega;s;\alpha, \beta)=\sum_{g=-\infty}^{\infty}\sum_{h=0}^{\infty}[g+\beta+\omega(h+\alpha)]^{-s}$

f\"ur

(1) ${\rm Im}(\omega)>0$, $\sigma>2$ , $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ , $\alpha+\beta(1-\beta)\neq 0$

Speziell ist
$H(\omega;s;1,0)=H(\omega;s)$
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Die Konvergenz ist unter den Bedingungen (1) absolut und gleichm\"atSig in
jedem endlichen Teilbereich der Halbene ${\rm Im}(\omega)>0$ .

Wegen

$(a+b)^{-s}=\frac{1}{2\pi i\Gamma(s)}\int_{(\frac{\sigma}{0})^{a^{-u}b^{u-s}\Gamma(u)\Gamma(s-u)du}}$ ,

$\sigma>0$ , $|\arg\frac{b}{a}|<\pi$

wobei $\int_{(c)}Abk\ddot{u}$rzung f\"ur $\int_{c-i\infty}c+l\infty sei$ , kann man f\"ur $0<\alpha\leqq 1,0<\beta<1$ schreiben

$H(\omega;s;\alpha, \beta)=\frac{1}{2\pi i\Gamma(s)}\int_{(\frac{\sigma}{2})}\varphi(u, \alpha)\Gamma(s-u)[\zeta(s-u, \beta)+e^{\pi i(u-s)}\zeta(s-u, 1-\beta)]\omega^{-u}du$

Ebenso wird f\"ur $\beta=0$ (oder $\beta=1$) und $0<\alpha\leqq 1$

$H(\omega js;\alpha, 0)=\frac{1}{2\pi i\Gamma(s)}\int_{(\frac{a}{2})}\varphi(u, \alpha)\varphi(s-u)(1+e^{\pi i(u-s)})\omega^{-u}du+\omega^{-s}\zeta(s, \alpha)$ .

Hier und im folgenden sei $\varphi(u)=\Gamma(u)\zeta(u)$ und $\varphi(u, \alpha)=\Gamma(u)\zeta(u, \alpha)$ .
Wendet man die Lerchsche Funktionalgleichung

$\zeta(s, a)=i(2\pi)^{s-1}\Gamma(1-s)[e^{-\frac{\pi ts}{l}}l_{\iota-s}(e^{-2\pi\tau a})-e^{\frac{\pi is}{2}}l_{1-\backslash }(e^{2\pi ia})],$ $0<a\leqq 1$

wobei

(2) $l_{s}(e^{9}\lrcorner\pi ia)=\sum_{\iota=1}^{\infty}\frac{e^{2\pi}}{n}bna$ , $\sigma>1,$ $a$ reell

gesetzt werde und $l_{s}$ bez\"uglich $s$ in der bekannten Weise fortgesetzt gedacht
wird, an, so ergibt sich nach Verschiebung des Integrationsweges nach $\sigma+\epsilon(\epsilon>0)$

(3) $ H(\omega;s;\alpha, \beta)=-\frac{(-2}{\Gamma}\frac{\pi i)^{s-1}}{(s)}\int_{(\sigma+\epsilon I})\pi i\beta$

$\sigma>1$ , ${\rm Im}(\omega)>0$ , $0<\alpha\leqq 1$ , $0\leqq\beta\leqq 1$

bzw. f\"ur $\alpha=0$ ,

(4) $H(\omega;s;0, \beta)=-\underline{(-}\Gamma 2\frac{\pi i)^{s-1}}{(s)}\int(-2\pi i\omega)^{-u}\varphi(u)l_{1+u-s}(e^{2\pi i\beta})du+\frac{(-2\pi i)^{s}}{\Gamma(s)}l_{1-s}(e^{2\pi i\beta})$ ,

$\sigma>1$ , ${\rm Im}(\omega)>0$ , $0<\beta<1$ .
Eine analytische Fortsetzung der Funktion $H$ bez\"uglich $s$ ist $z$ . B. moglich,
indem die Integraldarstellungen $(3, 4)$ in f\"ur alle $s$ konvergente Integrale um-
gewandelt werden. Das ist m\"oglich durch eine Verlagerung des Integrations-
weges nach $|\sigma|+2$ , wodurch erreicht wird, $daB$ alle Polstellen links vom Wege
liegen. Es bilden also
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$(3^{f})$ $H(\omega jS;\alpha, \beta)=-\frac{(-2\pi i)^{s-1}}{\Gamma(s)}\int(-2\pi i\omega)^{-u}\varphi(u, \alpha)l_{1+u-s}(e^{2\pi i\beta})du$ ,

${\rm Im}$ (ru) $>0$ , $0<\alpha\leqq 1$ , $0\leqq\beta\leqq 1$

und f\"ur $\alpha=0$

(4) $H(\omega;s;0, \beta)=-\frac{(-2\pi i)^{S-I}}{\Gamma(s)}\int_{(|\sigma|+2)}(-2\pi i\omega)^{-u}\varphi(u)l_{1+u-s}(e^{2\pi i\beta})du+\frac{(-2\pi i)^{s}}{\Gamma(s)}l_{1-s}(e^{2ni\beta})$ ,

${\rm Im}(\omega)>0$, $0<\beta<1$

die analytischen Fortsetzungen von $H$ f\"ur alle $s$ .
Ersetzt man in diesen Darstellungen die l-Funktionen durch ihre Summen-

darstellung und beachtet, $daB$ nach Mellin

$\frac{e^{(1-\alpha)}x}{e^{x}-1}=\frac{1}{2\pi i}\int_{(1+\epsilon)}x^{-u}\varphi(u, \alpha)du$ , ${\rm Re}(x)>0$

gilt, so erh\"alt man die Darstellung der Funktion $H$ als verallgemeinerte Lam-
bertsche Reihe

(5) $H(\omega;s;\alpha, \beta)=\frac{(-2\pi i)^{s}}{\Gamma(s)}\sum_{?\iota-1}^{\infty}n^{S-1}\frac{e^{9}\lrcorner\pi.n(\alpha_{\omega}+\beta)}{1-e^{2\pi tn\omega}}$ .
Diese Formel gilt f\"ur

(6) ${\rm Im}(\omega)>0,0<\alpha\leqq 1,0\leqq\beta\leqq 1$ oder $\alpha=0,0<\beta<1,$ $\sigma<1$ .
Man sieht, $daB$ diese Reihe f\"ur $\sigma<0$ auch noch f\"ur $\alpha=0$ und $\beta=0$ (oder
$\beta=1)$ einen Sinn hat. Diese Reihe wollen wir als Definition von $H(\omega;s;0,0)$

ansehen.
Wegen der besseren M\"oglichkeiten zur Spezialisierung betrachten wir statt

$H$ die Funktion $L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)=(-2\pi i)^{S-1}\Gamma(1-s)H(\omega;1-Sj\alpha, \beta)$ ; d. h. die durch
$(0, (5,5^{\prime}))$ erkl\"arte $verallgem\grave{e}inerte$ Lambertsche Reihe. Wir bemerken noch,
$daB$ wegen (2)

$L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)=\sum_{m=0}^{\infty}l_{s}(e^{9\pi i\mathfrak{c}(m+\alpha)\omega+\beta 3}\lrcorner)$

ist. Bez\"uglich des Verhaltens von $H$ als Funktion von $s$ schlieBt man aus
$(3^{\prime}, 4^{\prime})$ und der aus (5) folgenden Identit\"at

$H(\omega;s;0.0)=\frac{(-}{\Gamma}\frac{2\pi i)^{s}}{(s)}\zeta(1-s)+H(\omega;s;1,0)$

den
SATZ 1. $H(\omega;s;\alpha, \beta)$ ist fur ${\rm Im}(\omega)>0,0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ eine ganze transzen-

dente Funktion von $s$ .
Diese Betrachtungen lassen sich auf $L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)$ \"ubertragen. Aus $(0.(5.5^{\prime}))$

entnimmt man
$L_{-s}(\omega;0, \beta)=l_{s}(e^{2\pi i\beta})+L_{-s}(\omega;1, \beta)$ , $0<\beta<1$
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und
$L_{-s}(\omega;0,0)=\zeta(s)+L_{-s}(\omega;1,0)$

Damit hat man den
SATZ 2. $L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)$ ist fur ${\rm Im}(\omega)>0,0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1,$ $\alpha+\beta(1-\beta)\neq 0$ eine

ganze transzendente Funktion in $s$ . $L_{-s}(\omega;0,0)$ und $L_{-s}(\omega;0,1)$ sind fur
${\rm Im}(\omega)>0$ meromorphe Funktionen von $s$ . $Sie$ besitzen einen einfachen Pol mit
dem Residuum 1 bei $s=1$ .

\S 2.

Zur Herleitung einer asymptotischen Funktionalgleichung der Funktion
$L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)$ verwenden wir das schon in [3] benutzte Siegelsche Verfahren f\"ur
mehrdeutige Integranden. F\"ur

${\rm Im}(\omega)>0,$ ${\rm Re}(\omega)\neq 0,$ $\nu=m+\frac{1}{2}$ , $0<m\equiv 0(1),$ $0\leqq\alpha\leqq 1,0<\beta\leqq 1,$ $\sigma>1$

betrachten wir als residuenbildende Funktion

$h_{\nu}(z)=z^{-s}\nu^{1-s}\frac{e^{2\pi\nu\beta\iota}}{1-e^{2\pi\nu z}}\frac{e^{2\pi\nu a_{\omega z}}}{1-e^{2\pi\nu\omega l}}$ .

Diese Funktion hat Polstellen f\"ur $z=\frac{ki}{\nu}$ und $z=\frac{ki}{\nu\omega}(0\neq k, k\equiv 0(1))$ . F\"ur

die Berechnung der Residuen hat man den ersten und zweiten Quadranten der
w-Ebene zu unterscheiden.

(1) ${\rm Res} h_{\nu}(z)|_{z=\frac{k\ell}{\nu}}=\left\{\begin{array}{l}-\frac{e^{-\frac{\pi iS}{2}}e^{\pi ik(a_{\omega}+\rho)}\lrcorner}{2\pi k^{s}1-e^{2\pi tk\omega}} f\ddot{u}r k>0\\\frac{e^{\frac{\pi ts}{2}}e^{2\pi i(- k)[(1-a)_{\mathcal{O}}+1-\rho]}}{2\pi(-k)^{s}1-e^{2\pi i\omega(-k)}} f\ddot{u}r\end{array}\right.$

$k<0$

F\"ur $0<\arg\omega<\frac{\pi}{2}$ ist

(1) ${\rm Res} h_{\nu}(z)|_{z=\frac{ki}{\nu\omega}}=\left\{\begin{array}{l}\frac{e^{-\frac{\pi i\$}{2}}\omega^{s-l}}{2\pi k^{s}}\frac{e^{2\pi tk[(1-\rho)(-\frac{1}{\omega})+\alpha]}}{1-e^{\frac{2\pi ik}{\omega}}} f\ddot{u}r k>0\\-\frac{e^{\frac{n\iota s}{2}}\omega^{s-1}}{2\pi(-k)^{s}}\frac{e^{2ni(- k)[\rho(-\frac{1}{\omega})+1-\alpha}]}{1-e^{-\frac{2\pi i(-k)}{\omega}}} f\ddot{u}r k<0\end{array}\right.$

und f\"ur $-\pi_{-}2<\arg\omega<\pi$
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$(1_{\epsilon})$ ${\rm Res} h_{\nu}(z)|_{z=\frac{ki}{\nu\omega}}=\left\{\begin{array}{l}\frac{e^{-\frac{\pi i\$}{3}}\omega^{s-1}e^{2\pi ik[(1-\beta)(-\frac{1}{\omega})+1-}}{2\pi k^{s}1-e^{-\frac{2\pi iR}{\omega}}}a]\mathfrak{k}\ddot{u}r k>0\\-\frac{e^{-\frac{3\pi?s}{2}}\omega^{s- 1}}{2\pi(-k)^{s}}\frac{e^{2\pi i(-k)[\rho(-\frac{1}{tt)})+1-a]}}{1-e^{\vee\frac{\triangleleft)\pi ik}{\omega}}} f\ddot{u}r k<0\end{array}\right.$

Abb. 1.

Wir integrieren \"uber das ” Parallelogramm ” $\Pi$ der Abbildung 1. Wegen
der Mehrdeutigkeit des Integranden haben wir den Schlitz $\mathfrak{S}$ anzubringen, der
so gew\"ahlt werde, $daB$ keine Polstelle von $h_{\nu}(z)$ im Schlitzgebiet liegt. Die
Polstellen liegen auf der Achse des Imagin\"aren und auf der Verbindungs $\cdot$

geraden von $\frac{-i}{\omega}$ und $\frac{i}{\omega}$ und f\"ur $|k|\leqq m$ im Inneren von $\Pi$ .
Wir berechnen

$\lim_{\nu\rightarrow\infty}\frac{1}{2\pi i}\int_{\mathbb{C}+\mathfrak{S}}h_{\nu}(z)dz$

in zweifacher Weise und zwar durch Auswertung des Integrals \"uber den Rand
und durch Anwendung des Residuensatzes. Auf dem Teil $\mathfrak{C}$ des Randes sind
Integration und Limesbildung vertauschbar, da $h_{\nu}(z)$ dort gleichm\"aISig be-
schr\"ankt in $\nu$ ist. Wegen $\sigma>1$ gilt

$\lim_{\nu\rightarrow\infty}\frac{1}{2\pi i}\int_{\alpha}h_{\nu}(z)dz=0$

Zur Auswertung des Integrals \"uber $\mathfrak{S}$ beachten wir die folgende Mittag-
LeMersche Partialbruchentwicklung:

$\frac{e^{2\pi a\iota}}{e^{2\pi\iota}-1}-\frac{1}{2\pi t}=\frac{1}{2\pi}\sum_{m}’\frac{e^{9\pi?}\alpha m}{t-im}$ ; $0<\alpha<1$

sowie die Fourierentwicklung der $B_{n}(\alpha)$ :

$B_{n}(\alpha)=-n!\sum_{\iota}’\frac{e^{2\pi i\alpha m}}{(2\pi im)^{n}}$ , $ n=1,2,3_{*}\cdots$ :
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Hierbei bedeute $\sum_{m}^{\prime}=\sum_{m=-\infty m\neq 0}^{\infty}.\cdot$

Durch Induktion nach $k$ erh\"alt man hieraus sofort

$\frac{e^{2\pi a\iota}}{e^{\circ.\pi t}-1}-\sum_{n=0}^{k}\frac{B_{n}(\alpha)}{n!}(2\pi t)^{n-1}=\frac{t^{k}}{2\pi}\sum_{m}’\frac{e^{2\pi\iota am}}{(im)^{k}(t-im)}$

wobei
$k\geqq 1$ , $0\leqq\alpha\leqq 1$ , $t\neq 0$, $\pm i,$ $\pm 2i,$ $\cdots$

gelte.
Mit dieser Entwicklung schreibt sich

$h_{J}(z)=\sum_{n=0}^{k}\frac{B_{n}(\alpha)}{n!}(2\pi\omega)^{n-1}\frac{z^{n-s-1}\nu^{n-s}e^{2\pi\nu\beta z}}{e^{2\pi\nu z}-1}$

$+\frac{\omega^{k}}{2\pi}\frac{z^{k-s}\nu^{k-s+1}e^{2\pi\nu\beta z}}{e^{2\pi\nu z}-1}\sum_{m}’\frac{e^{2\pi iam}}{(im)^{k}(\nu\omega z-im)}$ .
Nun ist

$I_{n,\nu}=\frac{1}{2\pi i}\int_{\mathfrak{S}}\frac{z^{n-s-1}\nu^{n-s}e^{2\pi\nu\beta\epsilon}}{1-e^{2\pi\nu z}}dz=\frac{(2\pi)^{s_{\vee}n}}{2\pi i}\int_{\mathfrak{S}}\frac{u^{n-s-1}e^{\beta u}}{\prime 1-e^{u}}du$

Abb. 2.

$\mathfrak{S}^{f}$ ist der Weg der Abbildung 2. F\"ur $\nu\rightarrow\infty$ geht $\mathfrak{S}^{\prime}$ in die Schleife $(-\infty, 0^{-})$

\"uber und mit

$\zeta(s, a)=\frac{\Gamma(1-s)}{2\pi i}\int_{t-\infty.0^{\leftrightarrow})}\frac{u^{s-1}e^{au}}{e^{u}-1}du$

wird
$I_{n}=\lim_{\nu\rightarrow\infty}I_{n,\nu}=-\frac{(2\pi)^{s-n}}{\Gamma(1+s-n)}\zeta(n-s, \beta)$ .

Zusammenfassend ist

(2) $:_{\rightarrow\infty}^{im\frac{1}{2\pi i}\int_{\mathfrak{S}}h_{\nu}(z)dz=(2\pi)^{S-1}[\sum_{n=0}^{k}\frac{B_{n}(\alpha)}{n1}-\frac{(}{(}\frac{n.-s,\beta)}{1+s-n)}\omega^{n-1}+r_{k}(\omega)]}\Gamma^{\zeta}$

mit

(3) $r_{k}(\omega)=\frac{\omega^{k}}{2\pi i}\int_{(-\infty.0^{-})}\frac{u^{k-s}e^{\beta u}}{e^{u}-1}(\sum_{m}’\frac{e^{2\pi iam}}{(2\pi im)^{k}(\omega u-2\pi im)})du$ .



260 H.-J. GLAESKE

Offensichtlich ist

$\lim_{\omega\rightarrow 0}\frac{r_{k}(\omega)}{\omega^{k}}=\frac{1}{2\pi i}\int_{(-\infty,0-)}\frac{u^{k-J}e^{\beta u}}{e^{u}-1}(-\sum_{m}’\overline{(}2\frac{e^{2\pi i\alpha m}}{\pi im)^{k+1}})du=\frac{B_{k+1}(\alpha)}{(k+1)!}\underline{\zeta(k}\Gamma^{+}\frac{1-s,\beta)}{(s-k)}$

Damit haben wir die Gr\"otSenordnung

(4) $r_{k}(\omega)=0(\omega^{k})$ , $\omega\rightarrow 0$ .
Nach $(1_{1-\theta})$ gilt

$\lim_{\nu\rightarrow\infty}(\sum_{z\overline{\in}\Pi}{\rm Res} h_{\nu}(z))=-\frac{e^{\frac{\pi j_{S}}{2}}}{2\pi}\{L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)-e^{\pi is}L_{-s}(\omega;1-\alpha_{A}1-\beta)$

$-\omega^{s-1}[L_{-s}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, \alpha)-e^{\pm\pi is}L_{-s}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]\}$

wobei das $‘‘+$ “-Zeichen im ersten, das‘ – ”-Zeichen im zweiten Quadranten
der $\omega$ -Ebene gilt. Wenn man beachtet, $daB$ man sich verm\"oge analytischer
Fortsetzung bez\"uglich $s$ von der Einschrankung $\sigma>1$ befreien kann, so erh\"alt
man den

SATZ. Fiir jedes $k(0<k\equiv 0(1))$ und

(5) $(0\leqq\alpha\leqq 1,0<\beta\leqq 1),$ $s\neq 1$

($0\leqq\alpha\leqq 1,0<\beta<1$ oder $0<\alpha<1,$ $\beta=1$) und $s=1$

gilt die asymtotische Funktionalgleichung

(6) $L_{-s}(\omega;\alpha, \beta)-e^{\pi is}L_{-s}(\omega;1-\alpha. 1-\beta)$

$-\omega^{s-1}[L_{-s}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, \alpha)-e^{\pm\pi is}L_{-s}(-\omega^{-1}. \beta, 1-\alpha)]$

$=-(2\pi i)^{s}\sum_{n=0}^{k}\underline{B}_{n,\Gamma}\frac{(\alpha)\zeta(n-s,\beta}{(1+s-n)n!}1_{-\omega^{n-1}+R_{k}(\omega)}$

mit

$(3^{J})$ $R_{k}(\omega)=-(2\pi i)^{s}r_{k}(\omega)=O(\omega^{k})$ fur $\omega\rightarrow 0$

wobei $r_{k}(\omega)$ gem\"aB $(3, 4)$ definiert ist. In (6) gilt das $‘+$ ‘’-Zeichen $im$ Falle
$0<\arg\omega<\frac{\pi}{2},$ das ‘

– “-Zeichen $im$ Falle $\frac{\pi}{2}<\arg\omega<\pi$ .
Die Richtigkeit dieses Satzes unter den Bedingungen (5) ersieht man sofort

durch Betrachtung der analytischen Fortsetzung beider Seiten von (6) bez\"u-
glich $s$ .

$ZusATZBEMERKUNGEN$ .
1) F\"ur $s\equiv 0(1)$ gilt nach (3.3’) $R_{k}(\omega)=0$ f\"ur $k\geqq s+1$ , und Satz 1 gilt auch

noch f\"ur $\arg\omega=\frac{\pi}{2}$ .
2) F\"ur $s\not\equiv 0(1)$ stellt die rechte Seite von (6) f\"ur $ k\rightarrow\infty$ eine asymptotische

Entwicklung der durch die linke Seite definierten Funktion dar.
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Die \"Ubertragung des $Satz_{\vee}^{\Delta}s$ auf die Halbgitterfunktion $H$ macht keine
Schwierigkeiten. Man erh\"alt f\"ur

$0\leqq\alpha\leqq 1$ , $0<\beta\leqq 1$

die Funktionalgleichung

(7) $H(\omega;s;\alpha, \beta)+e^{-\pi is}H(\omega;s;1-\alpha, 1-\beta)$

$-\omega^{-s}[H(-\omega^{-1} ; Sj1-\beta, \alpha)+e^{\mp\pi is}H(-\omega^{-1} ; s;\beta, 1-\alpha)]$

$=-\frac{2\pi ie^{\pi is}}{\Gamma(s)}\sum_{n- 0}^{1}\frac{(n+s-1,\beta)}{-s-n)n!}\omega^{n-1}+O(\omega^{k})\underline{B_{n_{\Gamma(2}}(}\alpha)\zeta$

wobei das $‘‘+$ ”,Zeichen im zweiten. Quadranten der $\omega$ -Ebene, das “
– ”-

Zeichen im ersten Quadranten gilt.
SchlieBlich sei noch bemerkt, da6 der f\"ur Spezialf\"alle interessante Fall

$\beta=0$ auch erfaBt werden kann, indem man die Rechnungen mit 1–a und
$ 1-\beta$ statt $\alpha$ und $\beta$ durchf\"uhrt. Das soll nicht gesondert aufgef\"uhrt werden.

\S 3.

Wir wenden uns jetzt der Betrachtung eines wichtigen Spezialfalles von
(\S 2 (6)) zu, dem Fall $\alpha=0,$ $\beta=1$ . In diesem Falle erh\"alt man nach leichter
Rechnung f\"ur $s\not\equiv O(2)$ die in [3] behandelte asymptotische Funktionalgleichung
f\"ur $(0.(3))$ und alle ihre Spezialf\"alle. Man hat also den

SATZ. Fur jedes naturliche $k,$ ($s\neq 0,1,2,4,6,$ $\cdots$ und $0<\arg\omega<\frac{\pi}{2}(‘‘+-$

Zeichen), $\frac{\pi}{2}<\arg\omega<\pi$ (” – ”-Zeichen), gilt

(1) $L_{-s}(\omega)-(\pm\omega)^{s-1}L_{-s}(-\omega^{-1})=-\frac{1}{2\pi i\omega}\zeta(s+1)$

$+(-2\pi i\omega)^{s-1}\varphi(1-s)-\frac{1}{2}\zeta(s)$

$+\frac{1}{\pi i}\sum_{n=1}^{k}\zeta(2n)\zeta(s+1-2n)\omega^{2n-1}+O(\omega^{2k+1})$ .

Fiir ungerade $s$ gilt diese Beziehung auch noch fur $\arg\omega=\frac{\pi}{2}$ .
Bei der Spezialisierung von (\S 2, (6)) auf (1) hat man durch $(1-e^{\pi is})$ zu

dividieren. Deshalb hat man die Absch\"atzung des Restes f\"ur $s\equiv 0(2)$ gesondert
vorzunehmen: F\"ur $\alpha=0,$ $\beta=1$ ergibt sich aus $(\S 2, (3.3^{\gamma}))$ f\"ur $N\leqq k$ , ganz

$R_{2k+1}(\omega)=-(2\pi i)\omega\int_{(-\infty.0^{\rightarrow)}}\frac{u^{2k+1-s}-u^{\underline{9}}k+1-2N}{e^{u}-1}e^{u}(\sum_{m}’\frac{1}{(2\pi i)^{2k+1}(\omega u-2\pi im)})du$

denn
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$\int_{(-\infty,0-)}\frac{u^{2k+1-2N}}{e^{u}-1}e^{u}(\sum_{m}’)du=0$ .
Damit wird

(2) $R_{k}^{*}(\omega)=\lim_{s\rightarrow 2N}\frac{R_{2k+1}(\omega)}{1-e^{\pi is}}=-(2\pi i)^{2N-1}\frac{\omega^{2k+1}}{\pi i}\int_{(-\infty,0^{\leftrightarrow)}}\frac{u^{2k+1-2N}}{e^{u}-1}e^{u}\lim_{s\rightarrow 2N}u^{2N-s}\overline{\overline{1-}}e^{\pi_{?}s}-1(\sum_{\prime 1}’)du$

$=-(2\pi i)^{2N-1}\frac{\omega^{2k+1}}{\pi i}\int_{(-\infty.0^{-)}}\frac{u^{2k+1-\underline{\circ}_{N}}}{1-e^{-u}}\log u(\sum_{m}’)du$ .

Substitutiert man hier $u=-v$ und f\"uhrt man das Schleifenintegral auf das
Integral l\"angs der Achse des positiv-Reellen zur\"uck, so erh\"alt man wegen
$\log(-ve^{2\pi t})=\log(-v)+2\pi i$ schlieBlich

$R_{k}^{*}(\omega)=\frac{(2\pi i)^{aN}}{\pi i}\omega^{2k+1}\int_{0^{\infty}}\frac{v^{9}\lrcorner k-2N+1}{e^{v}-1}(\sum_{m}’\frac{1}{(2\pi im)^{2k+1}(2\pi im+\omega v)})dv$ .

Mit der $b^{3}.kannten$ Integraldarstellung der Riemannschen Zetafunktion wird
also

(3) $\lim_{\omega\rightarrow 0}\frac{R_{k}^{*}(\omega)}{\omega^{2k+1}}=\frac{1}{\pi i}\zeta(2k+2)\zeta(2N-2k-1)$

$d$ . $h$ .
$R_{k}^{*}(\omega)=O(\omega^{2k+1})$ , $\omega\rightarrow 0$ .

Dieser Satz seinerseits ist zur Herleitung bekannter Grenz- und Spezialf\"alle
geeignet. Nach leichter Rechnung findet man f\"ur

a) $s\rightarrow 0$ :
$L_{0}(\omega)\mp\omega^{-1}L_{0}(-\omega^{-1})$

$=\frac{\Gamma^{\prime}(1)+\log(-2\pi i\omega)}{2\pi i\omega}+\frac{1}{4}+\frac{1}{\pi i}\sum_{n=1}^{k}\zeta(2n)\zeta(1-2n)\omega^{2n-1}+O(\omega^{2k+1})$ ,

wobei das ”
– ”-Zeichen im ersten Quadranten, das $’’+$ ”-Zeichen im zweiten

Quadranten zu nehmen ist. Die Absch\"atzung des Restgliedes erfolgt in glei-
cher Weise wie eben f\"ur $s\rightarrow 2N$ angegeben. An die Stelle von (3) tritt die
entsprechende Formel f\"ur $N=0$ . Das ist die asymptotische Funktionalgleichung
von Wigert [14]. Sie wurde in [11] von Landau einfach bewiesen. Diese
Funktionalgleichung fand durch Atkinson Anwendung zur Berechnung des
Hardyschen Grenzwertes und von Bellman wurde mit ihrer Hilfe der biqua-
dratische Mittelwert der Riemannschen Zetafunktion berechnet.

b) $s\rightarrow 1$ :

$\sum_{k=I}^{\infty}l_{1}(e^{9\pi tk\omega})-\sum_{k-1}^{\infty}l_{1}(e^{-\frac{2\pi ik}{\omega}})=\frac{\pi i}{12}(\omega+\omega^{-1})+\frac{1}{2}\log(\frac{\omega}{i})$ .

Diese Aussage ist \"aquivalent mit der Transformationsformel $(0.(4))$ der Dede-
kindschen Funktion $\eta(\omega)$ .
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c) $s=-1$ :
$L_{1}(\omega)-\omega^{-2}L_{1}(-\omega^{-1})=-\frac{1}{24\omega^{2}}+\frac{1}{4\pi i\omega}+\frac{1}{24}$ .

Diese Formel, sowie die folgenden zwei Spezialf\"alle, leitete Guinand in [5]

mit Hilfe der Summenformel von Voronoi und Ergebnissen der Theorie der
Fouriertransformation her.

d) $s=2p+1,0<p\equiv 0(1)$ :

$L_{-2p-1}(\omega)-\omega^{2p}L_{-2p-1}(-\omega^{-1})=\frac{1}{2}\zeta(2p+1)(\omega^{2p}-1)$

$-\frac{1}{2\pi i}\zeta(2p+2)(\omega^{-1}+\omega^{2p+1})+\frac{1}{\pi i}\sum_{n=1}^{p}\zeta(2n)\zeta(2p+2-2n)\omega^{Q-i}n$

e) $s=-2p-1,0<p\equiv 0(1)$ :

$L_{2p+1}(\omega)-\omega^{-2p-2}L_{2p+1}(-\omega^{-1})=\frac{1}{2}\zeta(-1-2p)[\omega^{-2p-2}-1]$ .

Dieser Fall kann auch sofort mit der Definition $(0.(1))$ von $H(\omega;s)$ als Gitter-
summe bewiesen werden. Die Formel wurde schon von Ramanujan angegeben
und von Hardy in [6] bewiesen.

SchlieBlich sei noch bemerkt, $daB$ man f\"ur $s\equiv 0(2)$ nur asymptotische For-
meln erh\"alt. Wir wollen diese nicht gesondert aufschreiben.

\S 4.

Jetzt sollen aus (\S 2, (6)) durch Spezialisierung von $s$ auf ganzzahlige Werte
( $s$ . Satz \S 2, Zusatzbemerkung 1) eine Reihe endlicher Funktionalgleichungen
hergeleitet werden. Wir betrachten zuerst den Fall

1) $s=1$ :
Nach leichter Rechnung erh\"alt man aus (\S 2, (6)) die endliche Funktional-

gleichung

$\sum_{m=0}^{\infty}\{l_{1}(e^{2\pi i\subset(m+\alpha)\omega+\beta 1}+l_{1}(e^{2\pi i[(m+1-a)\omega+1-\beta]})\}$

$=\sum_{m=0}^{\infty}\{l_{1}(e^{2\pi t[-(m+1-\beta)\frac{1}{\omega}+\alpha]}+l_{1}(e^{2\pi i[-(rn+\beta)\frac{1}{\omega}+1-\alpha]})\}+R_{-1}$

mit

$R_{-1}=\pi i[\frac{1}{\omega}(\beta^{2}-\beta+\frac{1}{6})+\omega(\alpha^{2}-\alpha+\frac{1}{6})+2\left(\begin{array}{l}1\\\alpha--2\end{array}\right)(\beta-\frac{1}{2})]$ .
Nach dem Satz des \S 2 ist das sicher g\"ultig f\"ur ${\rm Im}(\omega)>0$ und $0\leqq\alpha\leqq 1$ ,

$0<\beta<1$ . Wegen der Symmetrie dieser Funktionalgleichung in a und $\beta$ gilt
diese sogar f\"ur $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1,$ $\alpha(1-\alpha)+\beta(1-\beta)\neq 0$ . Dieses Ergebnis wurde in
[7] auf andere Art von Iseki hergeleitet.
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Speziell gilt f\"ur
a) $\alpha=0,$ $\beta=v$ :

$\sum_{m=0}^{\infty}[l_{1}(e^{2\pi i[(m+1)\omega+1-v]})+l_{1}(e^{2\pi i\zeta(m\omega+v)}]$

$=\sum_{m=0}^{\infty}[l_{1}(e^{-\frac{2\pi i(m+v)}{\omega}})+l_{1}(e^{-\frac{2\pi t(m+1-v)}{\omega}})]$

$+\pi i[\frac{v^{2}}{\omega}-v(1\frac{1}{\omega})+61(\omega+\frac{1}{\omega})+\frac{1}{2}]$ .

Hieraus erhalt man sofort die in der Theorie der $\theta$ -Funktion

$\theta_{1}(v|\omega)=2\eta(\omega)q^{\frac{1}{12}}\sin\pi v\prod_{l=1}^{\infty}(1-q^{\iota}e^{\underline{o}\pi fv})(1-q^{p}e^{-9}\pi^{\prime}v),$ $q=e^{2\pi i\omega},$ ${\rm Im}(\omega)>0$

bekannte Transformationsformel

$\theta_{1}(-\frac{v}{\omega}|-\frac{1}{\omega})=i\sqrt{\frac{\omega}{i}}e^{\pi^{t\frac{v^{l}}{\omega}}}\theta_{1}(v|\omega)$ .

2) $s=2p+1,0<p\equiv 0(1)$ :
Auch in diesem Falle erh\"alt man eine endliche Funktionalgleichung, n\"am.

lich das in [7] von Iseki bewiesene Ergebnis

$L_{-2p-1}(\omega;\alpha, \beta)+L_{-2p-1}(\omega;1-\alpha, 1-\beta)$

$=\omega^{2p}[L_{-2p-1}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, \alpha)+L_{-zp-1}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]+R_{-zp-1}$

mit

$R_{-2p-1}=\frac{(2\pi i}{(2p}+\frac{)^{2p+1}}{2)!}\sum_{n=0}^{2p+2}(2pn+2)B_{n}(\alpha)B_{2p+2-n}(\beta)\omega^{n-1}$ .

Nach (\S 2, (5)) gilt dies f\"ur ${\rm Im}(\omega)>0,0\leqq\alpha\leqq 1,0<\beta\leqq 1$ . Ersetzt man in
dieser Funktionalgleichung jedoch $\alpha$ durch 1–a und $\beta$ durch $ 1-\beta$ so bleibt
diese wegen

$B_{n}(\alpha)=(-1)^{n}B_{n}(1-\alpha)$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$

erhalten und man erh\"alt die G\"ultigkeit sogar f\"ur $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ . Neuerdings
wurde dieses Ergebnis in [2] von Apostol mit einem Verfahren von Rade-
macher noch einmal bewiesen.

3) $s=-1$ :
$L_{1}(\omega;\alpha, \beta)+L_{1}(\omega j1-\alpha, 1-\beta)=\omega^{-2}[L_{1}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, \alpha)$

$+L_{1}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]+\frac{1}{2\pi i\omega}$ .
Dieses Ergebnis gilt f\"ur $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1,$ ${\rm Im}(\omega)>0$ .

4) $s=0$ :
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$L_{0}(\omega;\alpha. \beta)-L_{0}(\omega;1-\alpha, 1-\beta)$

$=\omega^{-1}[L_{0}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, \alpha)-L_{0}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]+\frac{1}{\omega}(\beta-2^{-)+\alpha-\frac{1}{2}}1$

${\rm Im}(\omega)>0$, $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ .
5) $s=2p,$ $0<p\equiv 0(1)$ :

$L_{-\cdot p}(\omega;\alpha. \beta)-L_{-2p}(\omega;1-\alpha, 1-\beta)$

$=\omega^{2p-1}[L_{-zp}(-\omega^{-1} ; 1-\beta. \alpha)-L_{-2p}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]+R_{-2p}$

mit

$R_{-2p}=\frac{(2\pi i)^{2p}}{(2p+1)I}\sum_{n=0}^{2p+1}(2pn+1)B_{n}(\alpha)B_{zp+1-n}(\beta)\omega^{n-1}$

lm $(\omega)>0.0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ .
Man beachte, $daB$ es nicht m\"oglich ist, hieraus durch Spezialisierung eine
endliche Funktionalgleichung f\"ur $L_{-zp}(\omega)$ zu erhalten. F\"ur $\alpha=0,$ $\beta=1$ heben
sich alle Terme weg.

6) $s=-p,$ $1<p\equiv 0(1)$ :
$L_{p}(\omega;\alpha, \beta)+(-1)^{p+1}L_{p}(\omega;1-\alpha, 1-\beta)$

$=\omega^{-p-1}[L_{p}(-\omega^{-1} ; 1-\beta, a)+(-1)^{p+1}L_{p}(-\omega^{-1} ; \beta, 1-\alpha)]$

${\rm Im}(\omega)>0$. $0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1$ .
$ScHLUBBEMERKUNGEN$ .
Durch die Betrachtungen von \S 3, 4 sind alle in dieser Richtung bekannten

Reziprozitatsgesetze als Spezial-bzw. Grenzfalle unserer asymptotischen
$f^{\backslash }\prec unktionalgleichung$ (\S 2, (6)) erkannt. Unsere Ergebnisse konnen auch ver-
allgemainert werden auf die f\"ur $\sigma>2$ durch

$H^{C\lambda)}(\omega;s;\alpha, \beta)=\sum_{\zeta^{---\propto}}^{\infty}\sum_{h=0}^{\infty}[g+\beta+\omega(h+\alpha)^{\lambda}]^{-s}$

mit
lm $(\omega)>0,0\leqq\alpha,$ $\beta\leqq 1,$ $\alpha+\beta(1-\beta)\neq 0,$ $\lambda=1,2,3,$ $\cdots$

definierten Funktionen. Nach analytischer Fortsetzung bez\"uglich $s$ erhalt man
f\"ur $s=0$ eine von Iseki in [10] untersuchte Funktion. Zur Herleitung einer
asymptotischen Funktionalgleichung f\"ur $H^{C\lambda)}(\omega;s;\alpha, \beta)$ eignet sich unsere
Verallgemeinerung des Siegelsche Verfahrens nicht. Man greift vielmehr
zweckm\"aBig auf eine von Landau in [11] verwendete Methode zur\"uck. Die
Darstellung dieser Resultate soll Gegenstand einer anderen Arbeit sein.

Friedrich-Schiller-Universitat
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