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Introduction. En 1934, Oka a indiqu\’e que les domaines de normalit\’e pour
les familles de surfaces analytiques sont pseudoconvexes1). Dans le M\’emoire
d’Oka, le probl\‘eme est trait\’e dans l’espace de deux variables complexes. Dans
le present M\’emoire nous v\’erifierons d’abord que ce r\’esultat subsiste dans
l’espace de $n$ variables complexes $($No. 5, Th\’eor\‘eme $1)^{2)}$ .

Dans le M\’emoire [5], Oka a indiqu\’e un crit\‘ere int\’eressant pour les familles
normales de surfaces analytiques3). Mais au lieu de g\’en\’eraliser ce crit\‘ere,
nous adopterons un autre crit\‘ere qui est plus simple que celui d’Oka (No. 2,
Lemme 1).

Dans la partie II, nous verrons que le r\’esultat analogue s’etend aux familles
d’ensembles analytiques (No. 10, Th\’eor\‘eme 2).

I. Familles normales de surfaces analytiques

1. D\’efinitions. Soit $D$ un domaine dans 1‘espace $(x)$ de $n$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}^{4)}$ . On appelle surface analytique dans $D$ un ensemble de
points qui s’exprime \‘a un voisinage de tout point de $D$ par 1‘ensemble des
z\’eros d’une fonction holomorphe (non identiquement nulle).

Soit $\Delta$ un domaine (connexe ou non) contenu dans $D$ . Etant donn\’ee une
suite infinie

(1) $S_{1},$ $S_{2},$ $S_{\nu},$ $\cdots$

de surfaces analytiques dans $D$ , nous appellerons que la suite (1) converge an-
alytiquement dans $\Delta$ , s’il existe pour tout point $P$ de $\Delta$ un polycylindre $(\gamma)$

contenant $P$ tel que 1‘on puisse associer \‘a la suite (1) une suite infinie

1) Oka [5], p. 95, Th\’eor\‘eme 2. Pour les domaines pseudoconvexes, voir Oka [7]
Introduction et No. 7.

2) La d\’efinition pour les familles normales de surfaces analytiques dans ce
M\’emoire est l\’eg\‘erement diff\’erente de celle $d’ Oka$ .

3) Oka [5], p. 95, Th\’eor\‘eme 1. Pour ce Th\’eor\‘eme 1 et le Th\’eor\‘eme 2 pr\’ec\’edent
$d’ Oka$ , voir aussi Nishino [2] et Oka [8].

4) Dans le pr\’esent M\’emoire, on ne consid\‘ere que des domaines univalents dans
un espace fini, sans exception.
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(2) $f_{1},f_{2},$ $f_{\nu},$ $\cdots$

de fonctions holomorphes dans $(\gamma)$ satisfaisant \‘a la condition $(\alpha)$ suivante:
$(\alpha)$ Pour chaque $\nu(\nu=1, 2, )S_{\nu}$ est d\’etermin\’e $parf_{\nu}=0$ dans $(\gamma)$ , et la

suite (2) converge uniform\’ement vers une fonction $f_{0}$ (non identiquement nulle)

dans $(\gamma)^{5)}$ .
Soit $F$ une famille de surfaces analytiques dans $D$ , et soit $\Delta$ un domaine

(connexe ou non) contenu dans $D$ . Nous dirons que la famille $F$ est normale
dans $\Delta$ si, de toute suite infinie

$S_{1},$ $S_{2},$ $S_{\nu},$ $\cdots$

de surfaces appartenant \‘a la famille, on peut extraire une suite partielle qui
converge analytiquement dans $\Delta^{6)}$ .

Nous dirons que la famille $F$ est normale en un point $Pdu$ domaine $D$ si
elle est normale dans un polycylindre $(\gamma)$ contenant P. Si une famille est
normale en tout point d’un domaine $\Delta(\subseteqq D)$ , elle est normale dans $\Delta^{7)}$ .

Soit $D_{0}1$ ‘ensemble de tous les points de $D$ o\‘u la famille $F$ est normale.
$D_{0}$ est un ensemble ouvert (connexe ou non) et la famille $F$ est normale dans
$D_{0}$ . Le domaine $D_{0}$ sera appel\’e le domaine de normalit\’e pour $F$.

Soit $J=D-D_{0}$ . Alors $J$ est l’ensemble de tous les points de $D$ o\‘u la famille
$F$ cesse d’\^etre normale, et $J$ est ferm\’e dans D. L’ensemble $J$ sera appel\’e
l’ensemble de points $(J)$ de la famille $F$.

REMARQUE. Soit

(1) $S_{1},$ $S_{2},$
$\cdots,$

$S_{\nu},$ $\cdots$

une suite de surfaces analytiques dans $D$ , qui converge analytiquement dans
un domaine $\Delta$ (connexe ou non) contenu dans $D$ . Par d\’efinition m\^eme, pour
tout point $P$ de $\Delta$ il existe un polycylindre $(\gamma)_{P}$ contenant $P$ et une suite
$\{f_{\nu,P}\}(\nu=1, 2, )$ de fonctions holomorphes dans $(\gamma)_{P}$ satisfaisant \‘a la condi-
tion $(\alpha)$ . Soit $f_{0,P}$ la fonction limite de la suite $\{f_{\nu,P}\}$ , alors $f_{0,P}$ est une fonc-
tion holomorphe dans $(\gamma)_{P}$ (non identiquement nulle).

Dans cette circonstance nous avons une surface analytique $S_{0}$ dans $\Delta$ qui
s’exprime par $f_{0,P}=0$ dans $(\gamma)_{P}$ pour tout point $P$ de $\Delta$ . (En particulier, si $f_{0,P}$

est non nulle dans $(\gamma)_{P}$ pour tout point $P$ de $\Delta,$ $S_{0}$ n’existe pas effectivement
dans $\Delta.$)

5) En particulier, si $S_{\nu}$ $(\nu=1,2, \cdots)$ $n’ existent$ pas effectivement \‘a $1’ int\acute{e}rieur$

complet de $\Delta$ sauf pour un nombre fini $d$‘indices $\nu$ , la suite (1) converge analytiquement
dans $\Delta$ .

6) Cette d\’efinition pour les familles normales de surfaces analytiques est a priori
plus g\’en\’erale que celle $d’ Oka$ ([5], p. 94).

7) La d\’emonstration peut se calquer sur celle pour des familles de fonctions
holomorphes.
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En effet, soit $(\gamma)_{Q}$ un polycylindre correspondant \‘a un point $Q$ de $\Delta$ , tel
que l’intersection $(\gamma)_{P}\cap(\gamma)_{Q}$ ne soit pas vide. Nous allons v\’erifier que l’ensem-
ble $f_{0,P}=0$ coincide avec 1‘ensemble $f_{0,Q}=0$ dans l’intersection $(\gamma)_{P}\cap(\gamma)_{Q}$ . Pour
cela il suffit de dire qu’un point $P^{\prime}$ de $(\gamma)(=(\gamma)_{P})$ est un point limite de la
suite (1) si et seulement si $f_{0}(P^{\prime})=0$ .

D’apr\‘es la condition $(\alpha),$ $S_{\nu}$ est d\’etermin\’e par $f_{\nu}=0$ dans $(\gamma)(\nu=1, 2, )$ ,

et la suite $f_{\nu}(\nu=1, 2, )$ converge uniform\’ement vers $f_{0}$ dans $(\gamma)$ . Soit
$f_{0}(P^{\prime})\neq 0$ pour un point $P^{\prime}$ de $(\gamma)$ , il existe un voisinage $V$ de $P^{\prime}$ et un entier
$N$ suffisamment grand tel que pour $\nu\geqq Nf_{\nu}$ soit non nulle dans $V$ . Par suite
$P^{\prime}$ ne peut pas \^etre un point limite de la suite (1).

Soit $f_{0}(P^{\prime})=0$ pour un point $P^{\prime}$ de $(\gamma)$ . Nous allons montrer que $P^{\prime}$ est
un point limite de la suite (1).

Dans le cas o\‘u $n=1$ , soit $P^{\prime}=x^{\prime}$ . Comme $f_{0}(x)$ n’est pas identiquement
nulle dans $(\gamma)$ , il existe un nombre positif $r$ suffisamment petit tel que $f_{0}(x)$

ne s’annule pas dans 1‘ensemble $0<|x-x^{\prime}|\leqq r$ . La fonction $f_{0}(x)$ admet le
seul z\’ero $x=x^{\prime}$ d’ordre $p(\geqq 1)$ dans $|x-x^{\prime}|\leqq r$. Soit $r^{\prime}$ un nombre positif
plus petit que $r$, mais d’ailleurs quelconque. La suite $f_{\nu}(\nu=1, 2, )$ tendant
uniform\’ement vers $f_{0}$ dans $|x-x^{\prime}|\leqq r^{\prime}$ , il suit d’un th\’eor\‘eme connu sur les
fonctions holomorphes que, pour un nombre entier suffisamment grand
$\nu_{0},f_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0})$ admet $p$ z\’eros (en tenant compte de la multiplicit\’e) dans $|x-x^{\prime}|\leqq r^{\prime}$ .
$r^{\prime}(0<r^{\prime}<r)$ \’etant quelconque, $P^{\prime}$ est un point limite de la suite (1) .

Dans le cas o\‘u $n\geqq 2$ , soient $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{f}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ les coordonn\’ees du point $P^{\prime}$ .
En appliquant une transformation pseudoconforme convenable au voisinage de
$P^{\prime}$ , on peut supposer que $f_{0}(x_{1}^{\prime}, x_{n-1}^{\prime}, x_{n})\not\equiv 0$ . Consid\’erons une suite

(1) $\sigma_{1},$ $\sigma_{2},$ $\sigma_{\nu},$
$\cdots$

de surfaces analytiques au voisinage de $x_{n}^{\prime}da^{\backslash }ns$ le plan $x_{n},$ $\sigma_{\nu}(\nu=1, 2, )$

\’etant determines par $f_{\nu}(\chi_{1}^{\prime}\ldots , x_{n-1}^{\prime}x_{n})=0$ , respectivement. La suite de fonc-
tions d’une variable $x_{n}\{f_{\nu}(x_{1}^{\prime}, \cdots , x_{n-1}^{\prime}, x_{n})\}(\nu=1, 2, )$ converge uniform\’ement

vers $f_{0}(x_{1}^{\prime}, \cdots , x_{n-1}^{\prime}, x_{n})$ au voisinage de $x$ ‘. Ceci est le cas o\‘u $n=1$ , par suite
$x_{n}^{\prime}$ est un point limite de la suite (1). Donc $P^{\prime}$ est un point limite de la
suite (1). C. Q. F. D.

La surface analytique $S_{0}$ dans la remarque pr\’ec\’edente sera appel\’ee la limite
de la suite infinie (1) dans $\Delta$ .

2. Lemme 1. Dans l’espace $(x, y)$ de $n+1$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots,$ $x_{n},$ $y$ ,
consid\’erons un domaine $D$ de la forme

8) Un point $P$ est appel\’e point limite de la suite (1), si pour tout voisinage du
point $P$ , il existe une infinit\’e de surfaces de la suite (1), admettant un point au
rnoins dans le voisinage.
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$(x)\in\Delta,$ $|y|<R$

o\‘u $\Delta$ est un domaine dans l’espace $(x)$ et $R$ est un nombre positif. Soit $F$ une
famille de surfaces analytiques dans $D$ satisfaisant \‘a la condition $(\beta)$ suivante:

$(\beta)$ Pour $F$ il existe un nombre positif $R_{0}$ qui est plus petit que $R$ et tel
que toute surface $S$ de la famille $F$ n’existe pas effectivement dans la partie

$(x)\in\Delta,$ $R_{0}\leqq|y|\leqq R$ .
Soit $S$ une surface quelconque de la famille $F$. Alors, gr\^ace \‘a Weierstrass,

on peut trouver un polyn\^ome en $y$ sans facteur multiple de la forme suivante:

$F(x, y)=y^{m}+A_{1}y^{m-1}+\cdots+A_{m}$

o\‘u $m$ est un entier positif et $A_{i}(x)$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) sont des fonctions holomor-
phes dans $\Delta;S$ est d\’etermin\’ee par $F(x, y)=0$ dans $D=(\Delta, |y|<R)$ , et $F$ ne
s’annule pas dans $|y|\geqq R_{0}$ .

De plus ce polyn\^ome $F$ en $y$ ayant la propri\’et\’e indiqu\’ee est unique pour
S. Nous dirons que le polyn\^ome $F$ correspond \‘a la surface S. Le degr\’e $mdu$

polyn\^ome $F$ sera appel\’e le degr\’e de la surface $S$.
LEMME 1. Soit $F$ une famille de surfaces analytiques dans le domaine

$D=(\Delta, |y|<R)$ satisfaisant \‘a la condition $(\beta)$ . Pour que la famille $F$ soit
normale dans $D$ , il faut et il suffit que les degr\’es des surfaces analytiques de
la famille $F$ soient born\’es.

Soit $F_{m}$ la famille de surfaces analytiques form\’ee par toutes les surfaces
de degr\’e $m$ appartenant \‘a la famille $F$ . Nous allons montrer que la famille
$F_{m}$ est normale dans $D$ . Soit $S$ une surface analytique de $F$, et soit

$F(x, y)=y^{m}+A_{1}(x)y^{m-1}+\cdots+A_{m}(x)$

le polyn\^ome en $y$ correspondant \‘a $S$ . Pour tout point $(x^{\prime})$ de $\Delta$ l’\’equation
$F(x, y)=0$ a $m$ racines $y_{1}^{\prime},$ $y_{2}^{\prime}$ , $\cdot$

., , $y_{m}^{\prime}$ dans $|y|<R_{0}$ . Donc

$|A_{j}(x^{\prime})|=|\Sigma y_{i_{1}}^{\prime}y_{\iota_{2}}^{\prime}$ $y_{\hat{v}}^{r_{j}}|(1\leqq i_{1}<i_{2}<\ldots<i_{j}\leqq m)$

$<{}_{m}C_{j}R_{0}^{j}$ $(j=1, 2, m)$ .
Posons

$A_{j}(x)=A_{j,S}(x)$ ,

et consid\’erons une famille de fonctions holomorphes

$\{A_{j,S}\},$ $S\in F_{m}$ .
Les modules de fonctions $A_{j,S}$ \’etant born\’es dans $\Delta$ , il suit, d’un crit\‘ere connu
sur les familles normales de fonctions holomorphes, que la famille est normale
dans $\Delta$ $(j=1,2, \cdots , m)$ . De l\‘a, il s’ensuit imm\’ediatement que $F_{m}$ est normale
dans $D$ .

D’apr\‘es ce que nous venons de voir, il est \’evident que la condition dans
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le lemme est suffisante. Nous allons montrer qu’elle est aussi n\’ecessaire.
Supposons qu’une famille $F$ de surfaces analytiques dans $D$ satisfaisant \‘a

la condition $(\beta)$ soit normale dans $D$ , et que les degr\’es des surfaces analytiques
de la famille $F$ ne soient pas born\’es. Alors il existe une suite de surfaces
analytiques de la famille $F$,

(1) $S_{1},$ $S_{2},$ $S_{\nu},$ $\cdots$

telle que la suite de degr\’es $m_{\nu}$ de $S_{\nu}(\nu=1, 2, )$ soit strictement croissante,
c’est-\‘a-dire

$ m_{1}<m_{2}<\ldots<m_{\nu}<\ldots$

La famille $F$ \’etant normale dans $D$ , on peut extraire une suite partielle de (1)

qui converge analytiquement dans $D$ . Pour simplifier l’\’ecriture, supposons que
la suite (1) converge analytiquement dans $D$ . Soit $S_{0}$ la surface analytique
limite de la suite (1) dans $D^{9)}$ . D’apr\‘es la condition $(\beta),$ $S_{0}$ n’existe pas effec-
tivement dans

$(x)_{E}\Delta$ , $y|>R_{0}$ .
De l\‘a, pour un point quelconque $(x^{\prime})$ de $\Delta$ , l’intersection de $S_{0}$ et de la droite
analytique $x_{1}=x_{1}^{\prime},$ $\cdots$ , $x_{n}=\chi_{n}^{\prime}$ a un nombre fini de points:

$(x^{\prime}, y_{1}^{\prime}),$ $(x^{\prime}, y_{2}^{\prime}),$ $(x^{\prime}, y_{\iota}^{\prime}),$ $(l\geqq 1)$ .
Comme la suite (1) converge analytiquement dans $D$ , d’apr\‘es la definition

m\^eme, il existe un polycylindre $(\gamma)_{i}$ qui contient $(x^{\prime}, y_{i}^{\prime})$ , et une suite $\{ft\}(\nu$

$=1,2,$ $\cdots$ ) de fonctions holomorphes dans $(\gamma)_{i}$ qui satisfait \‘a la condition $(\alpha)$ ;
c’est-\‘a-dire, pour chaque $\nu(\nu=1, 2, ),$ $S_{\nu}$ est de’termine’e par $f_{\nu}^{i}=0$ dans $(r)_{i}$ ,
et la suite $\{f_{\nu}^{t}\}(\nu=1,2, \cdots)$ converge uniform\’ement vers une fonction $f_{0}^{i}$ (non
identiquement nulle) dans $(\gamma)_{i}(i=1,2, \cdots , 1)$ .

Pour un nombre positif $r_{i}$ suffisamment petit, le cercle
$(x)=(x^{\prime}),$ $|y-y_{i}^{\prime}|\leqq r_{i}$

est contenu dans $(\gamma)_{i}$ et $f_{0}^{j}(x^{\prime}, y)$ n’est pas nulle pour $0<|y-y_{i}^{\prime}|\leqq r_{i}$ ; la fonc-
tion $f_{0}^{i}(x^{\prime}, y)$ admet un seul z\’ero $y=y_{i}^{\prime}$ d’ordre $n_{i}(\geqq 1)$ dans y–y\’i $|\leqq r_{i}$ .

Soit $F_{\nu}$ le polyn\^ome en $y$ correspondant \‘a $S_{\nu}(\nu=1,2, \cdots)$ . Pour un nombre
entier $\nu_{0}$ suffisamment grand, $F_{\nu}(x^{\prime}, y)(\nu\geqq\nu_{0})$ n’est pas nulle pour $|y-y_{i}^{\prime}|\geqq r_{i}$

$(i=1,2, \cdot.. l)_{2}$ et le nombre de z\’eros de $F_{\nu}(x^{\prime}, y)$ dans $|y-y_{i}^{\prime}|<r_{i}$ est au plus
\’egal \‘a $n_{i}$ $(i=1,2, \cdots , 1)$ . Donc

$m_{\nu}\leqq n_{1}+n_{2}+\cdots+n_{l}$ ,

o\‘u $m_{\nu}$ est le degr\’e de $S_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0})$ . Ceci est une contradiction, car la suite
$m_{\nu}(\nu=1,2, \cdots)$ est strictement croissante. Donc la condition du lemme est
n\’ecessaire. C. Q. F. D.

9) Voir la remarque au No. 1.
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3. Ensembles pseudoconcaves et domaines pseudoconvexes.
Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x)$ de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{n}$ .
Un ensemble $E$ de points de $D$ est appel\’e ensemble pseudoconcave dans $D^{10)}$ ,

s’il jouit des propri\’et\’es suivantes:
1’ L’ensemble $E$ est ferm\’e \‘a l’int\’erieur de $D$ .
2’ (Th\’eor\‘eme de la continuit\’e) Soit $n\geqq 2$ et soit $(\xi)$ un point de $E$ . Si,

pour un nombre positif $\rho$ , l’ensemble

$x_{i}=\xi_{i}(i=1,2, \cdots, n-1),$ $ 0<|x_{n}-\xi_{n}|<\rho$

reste ext\’erieur \‘a $E$, on peut trouver un nombre positif $r$ de fagon que, \‘a tout
point $(\chi_{1}^{\prime}$ . . , $x_{n-1}^{\prime})$ dans $|x_{i}-\xi_{i}|<r(i=1,2, \cdot. , n-1)$ correspond au moins un
point $x_{n}^{\prime}$ dans $|x_{n}-\xi_{n}|<\rho$ tel que le point $(x^{\prime})$ appartienne \‘a $E$ .

3 La propri\’et\’e $2^{o}$ de 1‘ensemble $E$ admet toutes les transformations
pseudoconformes biunivoques au voisinage d’un point quelconque de 1‘ensemble
$E^{11)}$.

Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ et soit $E$ le compl\’ement
de $D(E=(x)-D)$ . Nous appelons $Dpseudoconvexe^{12)}$ , si l’ensemble $E$ est un
ensemble pseudoconcave dans l’espace $(x)$ . Nous appliquons le terme, pseudo-
convexe aussi aux domaines non connexes.

Soit $D$ un domaine pseudoconvexe et soit $E$ un ensemble pseudoconcave
dans D. Alors le domaine $D^{\prime}=D-E$ (connexe ou non) est pseudoconvexe.

4. Nous allons expliquer un fait qui concerne des ensembles analytiques
et qui sera appliqu\’e plus tart dans les d\’emonstrations des th\’eor\‘emes 1 et 2.
(Voir No. 5 et No. 10.)

LEMME DE GRAUERT13). Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x)$ de $n$ variables
complexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{n}$ . Soit $\Sigma$ un ensemble analytique dans $D$ tel que toutes
les composantes irreductibles soient de dimension $\lambda(0\leqq\lambda\leqq n-1)$ . Alors il
existe une transformation lin\’eaire non-singuli\‘ere $L$ de l’espace $(x)$

$x_{i}^{\prime}=\Sigma a_{\dot{x}j}x_{j}$ ($i,$ $j=1,2,$ $\cdots$ , n)

telle que l’intersection de $\Sigma$ et de l’ensemble analytique $x_{i}^{\prime}=\alpha_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , Z)

soit au plus de dimension $0$ dans $D$ , pour tout point $(\alpha)$ dans l’espace des
variables complexes $X_{1}^{\prime},$ $X_{2}^{\gamma},$ $x_{n}^{\prime}$ . De plus, \’etant donn\’e un nombre positif quel-
conque $\epsilon$ , il existe une telle transformation qui satisfait aux conditions sui-
vantes:

10) Nishino [3], p. 227. ‘ Ensemble de la class $(H)$ ” suivant Oka [5], p. 95.
11) Pour le cas $n=1$ , tout ensemble satisfaisant \‘a la condition 1 est pseudoconcave.
12) Oka [6], p. 37.
13) Grauert, [1], p. 249, Satz 9. Nishino [4], p. 382, Th\’eor\‘eme I.
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$|a_{it}-1|<\epsilon,$ $|a_{ij}|<\epsilon$ $(i\neq j;i, j=1,2, \cdots , n)^{14)}$ .

5. Th\’eor\‘eme 1. Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x)$ de $n$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ $x_{n}$ . Soit $F$ une famille de surfaces analytiques dans D. L’en-
semble $J$ de points $(J)$ de la famille $F$ est un ensemble pseudoconcave dans $D$ .
En particulier si $D$ est pseudoconvexe, le domaine de normalit\’e $D_{0}$ pour $F$ est
encore pseudoconvexe.

Il est \’evident que 1‘ensemble $J$ jouit de la propri\’et\’e 1o dans la d\’efinition
d’ensembles pseudoconcaves (voir No. 3).

Il s’agit maintenant de la propri\’et\’e 2. Soit $n\geqq 2$ et soit $(\xi)$ un point $(J)$

de la famille $F$. Supposons que pour un nombre positif $\rho$ l’ensemble
$x_{i}=\xi_{i}$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $ 0<|x_{n}-\xi_{n}|<\rho$

reste ext\’erieur \‘a $J$. Alors il existe des nombres positives $r,$ $\rho_{1},$ $\rho_{2}(\rho_{1}<\rho_{2}<\rho)$

tels que l’ensemble
$|x_{i}-\xi_{i}|<r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}-\xi_{n}|\leqq\rho_{2}$

soit contenu dans $D$ , et l’ensemble

$|x_{i}-\xi_{i}|<r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $\rho_{1}\leqq|x_{n}-\xi_{n}|\leqq\rho_{2}$

reste ext\’erieur \‘a $J$ .
Nous allons montrer que pour tout point $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{n-1}^{\prime})$ dans $|x_{i}-\xi_{i}|<\frac{r}{2}$

$(i=1,2, \cdot.. n-1)$ il existe au moins un point $x_{n}^{\prime}$ dans $|x_{n}-\xi_{n}|<\rho_{2}$ tel que le
point $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ appartienne \‘a $J$.

Supposons que cela ne soit pas vrai. Pour un point $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n-1})$ dans
$|x_{i}-\xi_{i}|<\frac{r}{2}$ $(i=1,2, \cdots , n-1)$ l’ensemble

$x_{i}=a_{i}$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}-\xi_{n}|\leqq\rho_{2}$

reste ext\’erieur \‘a $J$. D’o\‘u, pour un nombre positif suffisamment petit $d$ l’en-
semble

$|x_{i}-a_{i}|<d$ $(i=1,2, \prime n-1)$ , $|x_{n}-\xi_{n}|\leqq\rho_{2}$

reste ext\’erieur \‘a $J$. Pour simplifier l’ecriture, supposons que $(\xi)$ soit 1‘origine.
Soit
(1) $S_{1},$ $S_{2},$ $S_{\nu},$ $\cdots$

une suite infinie quelconque de surfaces analytiques appartenant \‘a $F$. La
famille $F$ \’etant normale dans

$(\Delta)$ $|x_{i}|<r$ $(i=1,2, \cdots , n-1)$ , $\rho_{1}<|x_{n}|<\rho_{2}$ ,

on peut en extraire une suite partielle qui converge analytiquement dans $\Delta$ :

14) Pour la d\’emonstration, voir les M\’emoires dans la note 13).
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(2) $S_{\nu_{1}},$ $S_{\nu_{2}},$ $*S_{\nu_{\mu}},$ $\cdots$

Soit $S_{0}$ la limit de la suite (2) dans $\Delta$ . $S_{0}$ est une surface analytique dans $\Delta$

(voir la remarque au No. 1).

Gr\^ace \‘a Grauert (No. 4, Lemme de Grauert), pour un nombre positif quel-
conque $\epsilon$ il existe une transformation lin\’eaire non singuli\‘ere de l’espace $(x)$ :

$(T)$ $x_{i}^{\prime}=\Sigma a_{ij}x_{j}$ ( $i,$ $j=1,2,$ $\cdots$ , n)

$|a_{ii}-1|<\epsilon$ , $|a_{ij}|<\epsilon$ ($i\neq j;i,$ $j=1,2,$ $\cdots$ , n)

telle que 1‘intersection de $S_{0}$ et de 1‘ensemble analytique $x_{i}^{\prime}=\alpha_{i}(i=1,2, \cdots, n-1)$

soit au plus de dimension $0$ dans $\Delta$ , pour tout point $(\alpha)$ dans l’espace des
variables complexes $x_{1}^{\prime},$ $x_{2}^{\prime},$ $\cdots$ , $x_{n-1}^{\prime}$ .

Pour un nombre positif $\epsilon$ suffisamment petit les conditions suivantes sont
aussi remplies.

1’ La transformation
$(T_{0})$ $u_{i}=\Sigma a_{ij}x_{j}$ , $x_{n}=x_{n}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , $n-1;j=1,2,$ $\cdots$ , n)

de 1‘espace $(x)$ est non singuli\‘ere.
2’ Le domaine dans l’espace $(u, x_{n})$ qui correspond par $T_{0}$ au domaine

$|x_{i}|<r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$

dans l’espace $(x)$ , contient le domaine

$|u_{i}|<\frac{3}{4}r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$ .

3’ Le domaine dans 1‘espace $(u, x_{n})$ , qui correspond par $T_{0}$ au domaine
$|x_{i}-a_{i}|<d$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$

dans l’espace $(x)$ , contient le domaine

$|u_{i}-a_{i}|<\frac{d}{2}$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$ .
$4^{o}$ Le domaine dans l’espace $(x)$ , qui correspond par $T_{0}^{-1}$ au domaine

$|u_{i}|<\frac{3}{4}r$ $(i=1,2, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$

dans 1‘espace $(u, x_{n})$ , contient le domaine

$|x_{i}|<\frac{1}{2}r$ $(i=1,2, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$ .
Dans ces circonstances, \‘a la suite (2) de surfaces analytiques correspond

une suite

(2) $S_{\nu_{1}}^{\prime},$ $S_{\nu_{2}}^{\prime},$

$\cdots,$ $S_{\nu_{J^{j}}}^{\prime},$
$\cdots$

de surfaces analytiques dans le domaine
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$|u_{i}|<\frac{3}{4}r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$

(d’apr\‘es la condition 2’). La suite (2) converge analytiquement dans

$(\Delta^{\prime})$ $|u_{i}|<\frac{3}{4}r$ $(i=1,2, n-1)$ , $\rho_{1}<|x_{n}|<\rho_{2}$ ,

et sa limite S\’o est la surface analytique dans $\Delta^{\prime}$ correspondant \‘a la surface
analytique $S_{0}$ dans $\Delta$ .

Soit $(\gamma)$ le polycylindre $|u_{i}|<--r43(i=1,2, \cdots , n-1)$ dans l’espace

\langle $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots$ , $u_{n-1}$) et soit $(u^{\prime})$ un point quelconque de $(\gamma)$ . D’apr\‘es la propri\’et\’e
de la transformation $T,$ $1$‘intersection de $S_{0}^{\prime}$ et de 1‘ensemble analytique $u_{i}=u_{i}^{\prime}$

$(i=1,2, \cdots , n-1)$ est un ensemble analytique au plus de dimension $0$ dans $\Delta^{\prime}$ .
Donc il existe un nombre $\rho_{3}(\rho_{1}<\rho_{3}<\rho_{2})$ tel que la circonf\’erence

$u_{i}=u_{i}^{\prime}$ $(i=1,2, \cdots , n-1)$ , $|x_{n}|=\rho_{a}$

n’intersecte pas $S_{0}^{\prime}$ . Par suite, pour un nombre $\rho_{4}(\rho_{1}<\rho_{4}<\rho_{3})$ suffisamment
voisin de $\rho_{3}$ et un nombre positif $r^{\prime}$ suffisamment petit, l‘ensemble ferm\’e

$|u_{i}-u_{i}^{\prime}|\leqq r^{\prime}$ $(i=1,2, \cdots , n-1)$ , $\rho_{4}\leqq|x_{n}|\leqq\rho_{3}$

est contenu dans $\Delta^{\prime}$ et il n’intersecte pas S\’o.
La suite (2) de surfaces analytiques tendant analytiquement vers $S_{0}^{\prime}$ dans

$\Delta^{\gamma}$ , pour un nombre entier $\mu^{\prime}$ suffisamment grand les surfaces analytiques
$S_{\nu_{J}}^{\prime},(\mu\geqq\mu^{\prime})$ n’intersecte pas cet ensemble ferm\’e. Soit $(\gamma^{\prime})$ le polycylindre
$|u_{i}-u_{i}^{\prime}|<r^{\prime}$ $(i=1,2, \cdot.. , n-1)$ . Alors la famille $\{S_{\nu_{/}}^{\prime},\}(\mu\geqq\mu^{\prime})$ de surfaces
analytiques dans le domaine $((\gamma^{\prime}), |x_{n}|<\rho_{3})$ satisfait \‘a la condition $(\beta)$ du No.
2. Donc, d’apr\‘es le lemme 1, pour que la famille soit normale dans le domaine
$((\gamma^{\prime}), |x_{n}|<\rho_{3})$ , il faut et il suffit que les degr\’es des surfaces analytiques de
la famille soient born\’es.

Soit $\rho_{3}^{\prime}(\rho_{1}<\rho_{3}^{\prime}<\rho_{2})$ un autre nombre correspondant \‘a $\rho_{3}$ . Supposons, pour
fixer les id\’ees, que $\rho_{3}^{\prime}>\rho_{3}$ . Soit $(\gamma^{\prime/})$ le polycylindre correspondant \‘a $(\gamma^{\prime})$ , et
$\rho_{4}^{\prime}(\rho_{1}<\rho_{4}^{\prime}<\rho_{3}^{\prime})$ soit le nombre correspondant \‘a $\rho_{4}$ . Alors, pour un nombre
entier $\mu^{\prime\prime}$ suffisamment grand, toute surface analytique $S_{\nu_{/J}}^{\prime}(\mu\geqq\mu^{\prime\prime})$ n’existe
pas effectivement dans la partie $((\gamma^{\prime/}), \rho_{4}^{\prime}<|x_{n}|<\rho_{3^{\prime}})$ .

Consid\’erons dans le domaine

$((\gamma^{\prime})\cap(\gamma^{\prime\prime}), \rho_{4}<|x_{n}|<\rho_{3}^{\prime})$

la famille de surfaces analytiques

$\{S_{\nu_{\alpha}}^{\prime}\}(\mu\geqq\max(\mu^{\prime}, \mu^{\prime/}))$ .
Comme toute surface analytique de la famille n’existe pas effectivement

dans la partie
$((\gamma^{\prime})\cap(\gamma^{\prime\prime}), \rho_{4}<|x_{n}|<\rho_{3}\cup\rho_{4}^{\prime}<|x_{n}|<\rho_{3}^{\prime})$ ,
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nous pouvons consid\’erer les degr\’es des surfaces analytiques de la famille dans
le domaine

$((\gamma^{\prime})\cap(\gamma^{\prime/}), \rho_{4}<|x_{n}|<\rho_{3}^{\prime})$

(pareillement au No. 2).

De plus, la famille \’etant normale dans le domaine, les degr\’es des surfaces
analytiques de la famille sont born\’es. Les degr\’es de la famille $\{S_{\nu_{l^{j}}}^{\prime}\}(\mu\geqq\mu^{\prime\prime})$

sont donc born\’es dans $((\gamma^{\prime\prime}), |x_{n}|<\rho_{3}^{\prime})$ si et seulement si les degr\’es de la
famille $\{S_{\nu_{J}}^{\prime},\}(\mu\geqq\mu^{\prime})$ sont born\’es dans $((\gamma^{\prime}), |x_{n}|<\rho_{3})$ .

Un point $(u^{\prime})$ du polycylindre $(\gamma)$ sera de premi\‘ere esp\‘ece, si pour un couple
$(\rho_{3}, (\gamma^{\prime}))$ les degr\’es des surfaces analytiques de la famille $\{S_{\nu_{/t}}^{\prime}\}(\mu\geqq\mu^{\prime})$ sont
born\’es dans le domaine $((\gamma^{\prime}), |x_{n}|<\rho_{3})$ . Soit $(u^{\prime})$ un point de premi\‘ere esp\‘ece.
Alors tous les points du polycylindre $(\gamma^{\prime})$ sont de premi\‘ere esp\‘ece. Donc l’en-
semble $A_{1}$ de tous les points de premi\‘ere esp\‘ece dans $(\gamma)$ est un ensemble ouvert.

Tout point de l’ensemble $A_{2}=(\gamma)-A_{1}$ sera de deuxi\‘eme esp\‘ece. D’apr\‘es
ce que nous venons de voir, un point $(u^{\prime})$ de $(\gamma)$ est de deuxi\‘eme esp\‘ece, si et
seulement si pour un couple $(\rho_{3}, (\gamma^{\prime}))$ les degr\’es des surfaces analytiques de
la famille $\{S_{\nu_{//}}^{\prime}\}(\mu\geqq\mu^{\prime})$ ne sont pas born\’es dans le domaine $((\gamma^{\prime}), |x_{n}|<\rho_{3})$ .
Soit $(u^{\prime})$ un point de deuxi\‘eme esp\‘ece. Alors tous les points du polycylin\’ore
$(\gamma^{\prime})$ sont de deuxi\‘eme esp\‘ece. Donc $A_{2}$ est aussi un ensemble ouvert. Comme
$(\gamma)$ est connexe, il faut que

$(\gamma)=A_{1}$ ou $(\gamma)=A_{2}$ .
Or, la famille $F$ \’etant normale dans

$|x_{i}-a_{i}|<d$ $(i=1,2, \cdots , n-1),$ $|x_{n}|<\rho_{2}$ ,

la famille $\{S_{\nu_{\mu}}^{\prime}\}(\mu=1, 2, )$ est normale dans

$|u_{i}-a_{i}|<-d_{-}2$ $(i=1,2, \cdots , n-1),$ $|x_{n}|<\rho_{2}$

(d’apr\‘es la condition 3). D’o\‘u, d’appr\‘es le lemme 1, le point $(a)$ est de pre-
mi\‘ere esp\‘ece. Donc, il faut que $(\gamma)=A_{1}$ .

Alors, d’apr\‘es le lemme 1, la famille $\{S_{\nu_{/1}}^{\prime}\}(\mu=1, 2, )$ est normale dans
le domaine $((\gamma), |x_{n}|<\rho_{2})$ . Par suite, la famille $\{S_{\nu_{/}},\}(\mu=1, 2, )$ est normale
dans le domaine

$(\Delta_{0})$ $|x_{i}|<\frac{1}{2}r$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$ , $|x_{n}|<\rho_{2}$

(d’apr\‘es la condition 4’). Donc on peut en extraire une suite partielle qui
converge analytiquement dans $\Delta_{0}$ . La suite infinie $S_{\nu}(\nu=1, 2, )$ de surfaces
analytiques de la famille $F$ \’etant quelconque, il s’ensuit que la famille $F$ est
normale dans $\Delta_{0}$ ; ce qui est contradictoire, car 1‘origine est un point $(J)$ de la
famille $F$.
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Donc l’ensemble $J$ des points $(J)$ de la famille $F$ jouit de la propri\’et\’e 2
dans la d\’efinition d’ensembles pseudoconcaves.

Il est facile \‘a voir que la propri\’et\’e 2 de $J$ admet toute transformation
pseudoconforme biunivoque au voisinage d’un point quelconque de $J$. C.Q.F.D.

II. Familles normales d’ensembles analytiques

6. D\’efinitions. Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x)$ de $n$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $\chi_{n}$ . Un ensemble analytique dans $D$ est un ensemble de points
qui s’exprime \‘a un voisinage de tout point de $D$ par l’ensemble des z\’eros
communs d’un nombre fini de fonctions holomorphes. Nous appellerons qu’un
ensemble analytique $\Sigma$ dans $D$ est de dimension 2, si toutes les composantes
irreductibles de $\Sigma$ sont de dimension $\lambda$ .

Soit $n\geqq 2$ et soit $\Delta$ un domaine partiel (connexe ou non) de $D$ . Etant
donn\’ee une suite infinie

(1) $\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

d’ensembles analytiques de dimension $\lambda$ dans $D(0\leqq\lambda\leqq n-2)$ , nous appellerons
que la suite (1) converge analytiquement dans $\Delta$ , s’il existe pour tout point $P$

de $\Delta$ un polycylindre $(\gamma)$ contenant $P$ tel que 1‘on puisse associer \‘a la suite
(1) une suite infinie de syst\‘emes de fonctions

$\{(f_{\nu}^{1}, f_{\nu}^{2}, f_{\nu}^{\iota})\}$ $(\nu=0,1,2, )$

satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ suivante, o\‘u $l(\geqq n-\lambda)$ est un nombre entier
independent de $\nu$ , d’ailleurs quelconque.

Condition $(\alpha^{\prime})$ .
1 $f_{\nu}^{1},f_{\nu}^{2},$ $\cdots$ , $f_{\nu}^{l}(\nu=0,1, 2, )$ sont des fonctions holomorphes dans $(\gamma)$ et

pour chaque $\nu(\nu=1,2, )$ l’ensemble des z\’eros communs de $f_{\nu}^{1}$ , $f_{\nu}^{2},$ $f_{\nu}^{l}$

contient l’ensemble $(\gamma)\cap\Sigma_{\nu}$ .
$2^{o}$ Pour chaque $i$ ($i=1,2$ , $\cdot$ .. , l) la suite infinie

$\{f_{\nu}^{i}\}(v=1,2, )$

de fonctions holomorphes dans $(\gamma)$ converge uniform\’ement vers $f_{0}^{i}$ dans $(\gamma)$ .
3 Soit $\Sigma_{0}^{\prime}$ l’ensemble des z\’eros communs de $f_{0}^{1},$ $f_{0}^{2},$ $\cdots$ , $f_{0}^{l}$ , dans $(\gamma)$ . Toute

composante irr\’eductible de $\Sigma_{0}^{\prime}$ est au plus de dimension $\lambda$ .
4’ Soit $P^{\prime}$ un point quelconque de $\Sigma_{0}^{\prime}$ . A tout voisinage $V$ de $P^{\prime}$ , il existe

un nombre entier $\nu_{0}$ suffisamment grand tel que tout $\Sigma_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0})$ ait au moins
un point dans $V$ .

D’apr\‘es la condition 3 toute composante irr\’eductible de $\Sigma_{0}^{\prime}$ est au plus de
dimension R. D’autre part, d’apr\‘es la condition $4^{o}$ toute composante irr\’educti-
ble de $\Sigma_{0}^{\prime}$ est au moins de dimension $\lambda$ (voir la proposition 2 au No. 7). Donc
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$\Sigma_{0}^{\prime}$ est un ensemble analytique de dimension $\lambda$ dans $(\gamma)$ , s’il existe effective-
ment. D’o\‘u il s’ensuit (pareillement \‘a la remarque au No. 1) que:

REMARQUE. Soit
(1) $\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\cdots$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

une suite d’ensembles analytiques de dimension $\lambda(0\leqq\lambda\leqq n-2)$ dans $D$ , qui
converge analytiquement dans un domaine $\Delta$ (connexe ou non) contenu dans $D$ .
Par d\’efinition m\^eme, pour tout point $P$ de $\Delta$ il existe un polycylindre $(\gamma)_{P}$

contenant $P$ tel que l’on puisse associer \‘a la suite (1) une suite de syst\‘emes
de fonctions

$\{(f_{\nu,P}^{1}, f_{\nu,P}^{2}, f_{\nu,P}^{\iota})\}$ $(\nu=0,1,2, )$

satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ . Soit $\Sigma_{0,P}^{\prime}$ l’ensemble des z\’eros communs de
$f_{0,P}^{1},$ $f_{0,P}^{2},$ $\cdots$ , $f_{0,P}^{\iota}$ dans $(\gamma)_{P}$ . Alors nous avons un ensemble analytique $\Sigma_{0,\Delta}$

dans $\Delta$ tel que $\Sigma_{0,\Delta}=\Sigma_{0,P}^{\prime}$ dans $(\gamma)_{P}$ pour tout point $P$ de $\Delta$ . $\Sigma_{0,\Delta}$ est de dimen-
sion $\lambda$ dans $\Delta$ , s’il existe effectivement.

L’ensemble analytique $\Sigma_{0,\Delta}$ dans la remarque pr\’ec\’edente sera appel\’e la
limite de la suite (1) d’ensembles analytiques dans $\Delta$ .

Soit $F$ une famille d’ensembles analytiques de dimension $\lambda(\lambda\leqq n-2, n\geqq 2)$

dans $D$ et soit $\Delta$ un domaine partiel (connexe ou non) de $D$ . Nous dirons que
la famille $F$ est normale dans $\Delta$ , si de toute suite infinie

$\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

d’ensembles analytiques appartenant \‘a la famille, on peut extraire une suite
partielle qui converge analytiquement dans $\Delta$ .

Points o\‘u la famille $F$ est normale, le domaine de normalit\’e pour $F$, points
$(J)$ de $F$ et l’ensemble $J$ seront d\’efinis pareillement (voir No. 1). Alors $la$

famille $F$ est normale dans $\Delta$ , si et seulement si $F$ est normale en tout point
de $\Delta$ . Le domaine de normalit\’e $D_{0}$ pour $F$ est un domaine partiel (connexe ou
non) de $D$ et l’ensemble $J(=D-D_{0})$ est ferm\’e \‘a l’int\’erieur de $D$ .

Dans le cas o\‘u $\lambda=n-1(n\geqq 1)$ (c’est-\‘a-dire le cas de surfaces analytiques),
on peut d\’efinir des suites infinies qui convergent analytiquement et familles
normales \‘a la mani\‘ere de la pr\’esente section. Pour le moment, ces familles
normales seront appel\’ees familles normales de surfaces analytiques au sens $du$

No. 6.
Si une famille de surfaces analytiques est normale au sens du No. 1, il

est \’evident qu’elle est normale au sens du No. 6. D’apr\‘es la proposition 3
dans la section suivante, ces deux d\’efinitions seront \’equivalentes.

7. Propositions.
PROPOSITION 1. Consid\’erons dans l’espace $(x, y)$ de $n+1$ variables com-

plexes $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{n},$ $y$ un domaine $D=(\Delta, |y|<R)$ , o\‘u $\Delta$ est un domaine dans
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l’espace $(x)$ et $R$ est un nombre positif. Soit $\Sigma$ un ensemble analytique dans
D. Si la projectionl5) de $\Sigma$ sur le plan $y$ est contenue \‘a l’int\’erieur complet de
$|y|<R$ , la projection $\underline{\Sigma}$ de $\Sigma$ sur l’espace $(x)$ est un ensemble analytique dans

$\Delta$ . De plus, si $\Sigma$ est de dimension $\lambda$ dans $D$ , il en est de m\^eme pour $\underline{\Sigma}$ .
En effet, soit $(x^{\prime})$ un point quelconque de $\Delta$ . Nous allons montrer que $\Sigma$

s’exprime \‘a un voisinage de $(x^{\prime})$ par 1‘ensemble des z\’eros communs d’un nom-
bre fini de fonctions holomorphes.

L’intersection de $\Sigma$ et de la droit analytique $x_{1}=x_{1}^{\prime},$ $ x_{2}=\chi_{2}^{\prime}\ldots$ , $x_{n}=x_{n}^{\prime}$ est
un nombre fini de points $(x^{\prime}, y_{i}^{\prime})(i=1,2, \cdots , m)$ , car $\Sigma$ n’existe pas effective-
ment dans la partie $|y|\geqq R_{0},$ $R_{0}$ \’etant un nombre positif plus petit que $R$ .
Dans le cas o\‘u $m=0$ le probl\‘eme est trivial, car $\Sigma$ n’existe pas effectivement
au voisinage de $(x^{\prime})$ . Donc supposons que $m\geqq 1$ .

Dans un voisinage de $(x^{\prime}, y_{1}^{\prime})\Sigma$ est l’ensemble des z\’eros communs d’un
nombre fini de fonctions holomorphes $f_{1},$ $f_{2},$ $\cdots$ , $f_{p}(p\geqq 1)$ . D’apr\‘es la condition
donnee, il existe au moins une $f_{i}$ tel que $f_{i}(x^{\prime}, y)$ ne soit pas nulle identique-
ment. Supposons que $f_{1}(x^{\prime}, y)\neq 0$ identiquement, pour fixer les id\’ees. Pour un
nombre positif $\rho$ suffisamment petit, $f_{1}(x^{\prime}, y)$ admet le seul zero $y=y_{1}^{\prime}$ d’ordre
$l(\geqq 1)$ dans $|y-y_{1}^{\prime}|\leqq\rho$ . Gr\^ace \‘a Weierstrass, pour un nombre positif $r$ suffi-
samment petit

$f_{1}(x, y)=F(x, y)\Omega(x, y)$

dans $[(\gamma), (\Gamma)]$ , o\‘u $(\gamma)$ est le polcylindre $|x_{i}-x_{i}^{\prime}|<r$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , n) dans l’espace
(x) et $(\Gamma)$ est le cercle $|y-y_{i}^{\prime}|<\rho$ dans le plan $y$ . $F$ est un polyn\^ome en $y$ de
degre 1 tel que le coefficient de la plus haute puissance soit 1 et les autres
coefficients soient des fonctions holomorphes de $(x)$ dans $(\gamma)$ , et $\Omega$ est une
fonction holomorphe qui ne s’annule pas dans $[(\gamma), (\Gamma)]$ .

Dans le cas o\‘u $p=1,$ le probl\‘eme est r\’esolu immediatement. Donc sup-
posons que $p\geqq 2$ . Soit $(\xi)$ un point quelconque de $(\gamma)$ et soient $\eta_{1},$ $\eta_{2},$

$\cdots$ , $\eta_{l}$

des racines de $F(\xi, y)=0;\eta_{i}(i=1,2, \cdot.. , 1)$ sont dans $(\Gamma)$ . Soient $u_{2},$ $u_{3}$ , , $u_{p}$

des variables complexes nouvelles, et consid\’erons le produit

$H(\xi, u)=\Pi[f_{2}(\xi, \eta_{i})u_{2}+\cdots+f_{p}(\xi, \eta_{i})u_{p}]$

$(i=1,2, \cdot.. , 1)$ . C’est un polyn\^ome en $u_{2}$ , $\cdot$ .. , $u_{p}$ . Soient $g_{1}(\xi),$ $g_{2}(\xi)$ , , $ g_{q}(\xi\rangle$

$(q\geqq 1)$ tous les coefficients du polyn\^ome. Alors $g_{j}(x)$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , q) sont des
fonctions uniformes dans $(\gamma)$ . Elles sont holomorphes aux points o\‘u les dis-
criminants de tous les facteurs irr\’eductibles de $F(x, y)$ sont non nuls. De plus
nous pouvons supposer sans perdre la g\’en\’eralit\’e que $f_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , p) soient

15) Soit $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdot.. x_{n}^{\prime}, y_{1}^{\prime}, y^{r_{2}}, ... y_{m}^{\prime})$ un point de $1’ espace$ $(x, y)$ . La projection
du point $(x^{\prime}, y^{\gamma})$ sur $1’ espace(x)$ est le point $(x^{\prime})$ de l’espace $(x)$ . Soit $E$ un ensemble
de points de $1’ espace(x, y)$ . La projection $\underline{E}$ de l’ensemble $E$ sur l’espace $(x)$ est
$1’ ensemble$ des projections de tous les points de $E$ sur l’espace $(x)$ .
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holomorphes au voisinage de $|\chi_{i}-\chi_{\ell}^{\prime}|\leqq r$ $(i=1,2, \cdots , n),$ $|y-y_{1}^{\prime}|\leqq\rho$ ; par suite
les modules de $g_{j}(x)(j=1,2, \cdots, q)$ sont born\’es dans $(\gamma)$ . Donc $g_{j}(x)(j=1,2, \cdots, q)$

sont des fonctions holomorphes dans $(\gamma)$ (d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Riemann)l6).

Soit $(x^{\prime\prime}, y^{\gamma/})$ un point quelconque de $\Sigma\cap[(\gamma), (\Gamma)]$ . Alors $f_{i}(x^{\prime\prime}, y^{\prime\prime})=0$ pour
$i=1,2,$ $\cdots$ , $p$ . Par suite $H(x^{\prime/}, u)\equiv 0;g_{i}(x^{\prime\prime})=0$ pour $j=1,2,$ $\cdots$ , $q$. Inversement
supposons que $g_{j}(x^{\prime\prime})=0$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , q) pour un point $(x^{\prime\prime})$ de $(\gamma)$ . Soient

$y_{1^{\prime\prime}},$ $y_{2}^{\prime\prime}$ , , $y_{\iota^{\prime\prime}}$ des racines de $F(x^{\prime/}, y)=0$ . Car

$H(x^{\prime\prime}, u)=\Pi[f_{2}(x^{\prime\prime}, y_{i^{\prime}}^{\prime})u_{2}+\cdots+f_{p}(x^{\prime\prime}, y_{i}^{\prime\prime})u_{p}]$

$\langle i=1,2,$ $\cdots$ , 1) est nulle identiquement, au moins un facteur

$f_{2}(x^{\prime\prime}, y_{t_{0}^{f}}^{\prime})u_{2}+\cdots+f_{p}(x^{\prime\prime}, y_{\iota_{0}}^{\prime\prime})u_{p}$

est nulle identiquement. Par suite $(x^{\prime\prime}, y_{i_{0}^{\prime}}^{\prime})$ est un point de $\Sigma\cap[(\gamma), (\Gamma)]$ .
Donc, la projection de $\Sigma\cap[(\gamma), (\Gamma)]$ sur l’espace $(x)$ est l’ensemble des zeros
communs des fonctions holomorphes $g_{j}(x)$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , q) dans $(\gamma)$ .

Soient $[(\gamma)_{i}, (\Gamma)_{i}]$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) des polycylindres correspondants \‘a $(x^{\prime}, y_{i}^{\prime})$ ,

et soient $g_{j}^{i}$ $(j=1,2, \cdots , q_{i})$ des fonctions holomorphes correspondants dans $(\gamma)_{i}$ .
Soient $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots,$ $v_{q0}(q_{0}=\max q_{i}, i=1,2, \cdots, m)$ des variables complexes nouvelles,
et consid\’erons le produit

$\Pi[g_{1}^{\dot{o}}(x)v_{1}+g_{2}{}^{t}(x)v_{2}+\cdots+g_{qi}^{i}(x)?)_{qi}](i=1,2, \cdots , m)$ .
C’est un polyn\^ome en $v_{1},$ $v_{2},$ $v_{q0}$ , dont tous les coefficients $g_{j}(x)(j=1,2, \cdots, s)$

sont des fonctions holomorphes dans $(\gamma)_{0}=\cap(\gamma)_{i}(i=1,2, \cdots , m)$ . De plus, on
voit facilement que dans $(\gamma)_{0}$ la projection $\underline{\Sigma}$ de $\Sigma$ sur 1‘espace $(x)$ est 1‘ensem-
ble des z\‘eros communs de $g_{i}(x)(i=1,2_{;} , s)$ .

D’apr\‘es le mode de raisonnement ci-dessus, si $\Sigma$ est de dimension 2, il en
est de m\^eme pour $\underline{\Sigma}$ . C. Q. F. D.

PROPOSITION 2. Toute composante irr\’eductible de $\Sigma_{0}$’ dans la condition
\langle $\alpha^{\prime}$) $3^{O}du$ No. 6 est au moins de dimension $\lambda$ .

Supposons, par 1‘absurde, qu’une composante irr\’eductible $\sigma$ de $\Sigma_{0}^{\prime}$ soit de
dimension $\mu(\leqq\lambda-1)$ . Soit $ P^{\prime}\in\sigma$ un point r\’egulier de $\Sigma_{0}^{\prime}$ . En appliquant une
transformation pseudoconforme convenable au voisinage de $P^{\prime}$ , on peut sup-
poser que $P^{\prime}$ soit l‘origine \‘a l’espace nouveau $(u_{1}, , u_{\mu}, y_{1}, , y_{n-/J})$ , et que
dans un polycylindre

$(\gamma^{\prime})$ $|u_{1}|<r,$ $\cdots$ $|u_{J}|<r,$ $|y_{1}|<R,$ $\cdots,$ $|y_{n-/t}|<R$

les projections de $\Sigma_{0}^{\prime}\cap(\gamma^{\prime})$ sur le plan $y_{i}(i=1,2, \cdots , n-\mu)$ n’existent pas
effectivement dans $|y_{i}|\geqq R_{0}$ , o\‘u $r,$ $R,$ $R_{0}(<R)$ sont des nombres positives
convenables. Soient $F_{i}$ $(i=1,2, \cdots , n-\mu)$ des ensembles ferm\’es

16) Voir Osgood [9], p. 186.
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$|u_{1}|\leqq r^{\prime},$ $|u_{\mu}|\leqq r^{\prime},$ $|y_{1}|\leqq R^{\prime},$ $|y_{i-1}|\leqq R^{\prime}$ ,

$R_{0}\leqq|y_{i}|\leqq R^{\prime},$ $|y_{i+1}|\leqq R^{\prime},$ $|y_{n\leftarrow\mu}|\leqq R^{\prime}$ ,

o\‘u $0<\gamma^{\prime}<r,$ $R_{0}<R^{\prime}<R$ . Alors $\Sigma_{\acute{0}}$ n’existe pas effectivement dans $F=UF_{i}$

\langle$i=1,2,$ $\cdots,$ $ n-\mu$). Donc il existe un nombre entier v\’o tel que $\Sigma_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0}^{\prime})n’ existe$

pas effectivement dans $F$. L’origine $P^{\prime}$ etant un point limite de la suite
$\Sigma_{\nu}$ $(v=1,2, \cdot. )$ (d’apr\‘es la condition $(\alpha^{\prime})4^{o}$ du No. 6), pour un nombre entier
suffisamment grand $\nu_{0}(\geqq\nu_{0}^{\prime})\Sigma_{\nu_{0}}$ existe effectivement dans

$(\gamma^{\gamma/})$ $|u_{i}|<r^{\prime}(i=1,2, \cdots , \mu),$ $|y_{j}|<R^{\prime}(j=1,2, \cdots ,.n-\mu)$ .
Par suite $\Sigma_{\nu_{0}}^{\prime}=\Sigma_{\nu_{0}}\cap(\gamma^{\prime f})$ est un ensemble analytique de dimension $\lambda$ dans $(\gamma^{\prime\prime})$ .
Car $\Sigma_{\nu_{0}}^{\gamma}$ n’existe pas effectivement dans $|y_{n-\mu}|\geqq R_{0}$ , d’apr\‘es la proposition 1
la projection de $\Sigma_{\nu_{0}}^{\prime}$ sur 1‘espace $(u_{1}, \cdots , u_{\mu}, y_{1}, \cdots , y_{n-\mu-1})$ est un ensemble
analytique de dimension $\lambda$ dans

$|u_{i}|<r^{\prime}(i=1, 2, \mu),$ $|y_{j}|<R^{\prime}(j=1, 2, n-\mu-1)$ .
De m\^eme les projections de $\Sigma_{\nu_{0}}^{\prime}$ sur l’espace $(u_{1}, ,.. , u_{\mu}, y_{1}, \cdots , y_{n-\mu-k})(k=2,3$ ,
... , $ n-\mu$) sont des ensembles analytiques de dimension $\lambda$ dans

$|u_{i}|<r^{\prime}$ $(i=1,2, \cdots , \mu),$ $|y_{j}|<R^{\prime}(j=1,2, \cdots , n-\mu-k)$ .
En particulier la projection de $\Sigma_{\nu_{0}}^{\prime}$ sur l’espace $(u_{1}, \cdots , u_{\mu})$ est un ensemble

analytique de dimension $\lambda$ dans $|u_{i}|<\gamma^{\prime}$ $(i=1,2, \cdots , \mu)$ . Ceci est absurde car
$\oint J\leqq 2-1$ . Donc toute composante irr\’eductible de $\Sigma_{0}^{\prime}$ est au moins de dimen-
sion $\lambda$ . C. Q. F. D.

PROPOSITION 3. Soit $D$ un domaine sur l’espace de $n$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}$ . Si une famille $F$ de surfaces analytiques dans $D$ est normale
dans $D$ au sens $du$ No. 6, elle est normale dans $D$ au sens $du$ No. 1.

En effet, soit

(1) $S_{1},$ $S_{2},$ $\prime S_{\nu},$ $\cdots$

une suite infinie quelconque de F. $F$ \’etant normale dans $D$ au sens du No. 6,
il existe une suite partielle

(2) $S_{\nu_{1}},$ $S_{\nu_{2}},$ $S_{\nu_{\mu}},$ $\cdots$

de (1) qui converge analytiquement dans $D$ au sens du No. 6.
Nous allons montrer que la famille $\{S_{\nu_{\mu}}\}(\mu=1, 2, )$ est normale dans $D$

au sens du No. 1.
Soit $S_{0}$ la limite de la suite (2) au sens du No. 6, et soit $P_{0}$ un point quel-

conque de $S_{0}$ . D’apr\‘es la d\’efinition m\^eme, dans un polycylindre $(\gamma)$ contenant
$P_{0}$ on peut associer \‘a la suite (2) une suite infinie $\{(f_{\mu}^{1}, f_{\mu}^{2}, \cdots , f_{\mu}^{\iota})\}(\mu=0,1,2$ ,

; $1\geqq 1$) de syst\‘emes de fonctions satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ du No. 6.
La surface analytique $S_{0}$ \’etant l’ensemble des z\’eros communs de $f_{0}^{1},$ $f_{0}^{2},$ $\cdots$ , $f_{\alpha}^{\iota}$
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dans $(\gamma)$ , au moins une fonction de $f_{0}^{1},$ $f_{0}^{2},$ $\cdots$ , $f_{0}^{l}$ ne s’annule identiquement.
Supposons que $f_{0}^{1}\neq 0$ identiquement, pour fixer les id\’ees. Soient $(X_{1}^{0}, X_{2}^{0}, \cdots, X_{n}^{0})$

les corrdonn\’ees du point $P_{0}$ . En appliquant une transformation pseudoconforme
convenable au voisinage de $P_{0}$ , on peut supposer que $f_{0}^{1}$ $(x_{1}^{0}, \cdots , x_{n-1}^{0}, x_{n})\neq$ (\rangle

identiquement. Par suite, pour des nombres positives convenables, $r,$ $R,$ $R_{0}(<R)$ ,

l’ensemble ferm\’e $(\overline{\Delta}, |x_{n}-x_{n}^{0}|\leqq R)$ est contenu dans $(\gamma)$ et $f_{0}^{1}\neq 0$ dans $(\overline{\Delta},$ $R_{0}$

$\leqq|x_{n}-x_{n}^{0}|\leqq R)$ , o\‘u $\overline{\Delta}$ est le polycylindre ferm\’e $|x_{i}-x_{i}^{0}|\leqq r(i=1,2$ , , $ n-1\rangle$

dans 1‘espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n-1})$ .
Alors il existe un nombre entier $\mu_{0}$ suffisamment grand, tel que toute $S_{\nu_{\mu}}$

$(\mu\geqq\mu_{0})$ n’existe pas effectivement dans $(\overline{\Delta}, R_{0}\leqq|x_{n}-x_{n}^{0}|\leqq R)$ . Par suite la
famille de surfaces analytiques $\{S_{\nu_{/J}}\}(\mu\geqq\mu_{0})$ satisfait \‘a la condition $(\beta)$ du
No. 2 dans le domaine $(\Delta, |x_{n}-x_{n}^{0}|<R)$ , o\‘u $\Delta$ est le polycylindre $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r$

$(i=1,2, \cdots , n-1)$ dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n-1})$ . De plus les degr\’es des surfaces
analytiques de la famille sont bornes, car $\{f^{1_{\mathcal{U}}}’\}(\mu=1, 2, )$ converge unifor-
m\’ement vers $f_{0}^{1}$ , et $S_{\nu_{\mu}}(\mu=1, 2, )$ sont contennues dans $f_{\mu}^{1}=0$ respective-
ment. D’o\‘u, d’apr\‘es le lemme 1, la famille $\{S_{\nu_{\mu}}\}(\mu\geqq\mu_{0})$ est normale dans
$(\Delta, |x_{n}-x_{n}^{0}|<R)$ au sens du No. 1. Donc, il en est de m\^eme de la famille
$\{S_{\nu_{\mu}}\}(\mu=1,2, \cdots)$ . D’un autre c\^ot\’e, il est \’evident que la famille $\{S_{\nu_{\mu}}\}(\mu=1,2, \cdots)$

est normale au sens du No. 1 en tout point de $D$ qui n’appartient pas \‘a $S_{0}$ .
Donc la famille est normale dans $D$ au sens du No. 1.

Ainsi, d’apr\‘es la d\’efinition m\^eme, on peut extraire une suite partielle de
la suite (2) qui converge analytiquement dans $D$ au sens du No. 1. La suite
infinie (1) de surfaces analytiques de la famille $F$ \’etant quelconque, la famille
$F$ est normale dans $D$ au sens du No. 1. C. Q. F. D.

Soit $\Delta$ un domaine dans 1‘espace de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$
$\cdots$ , $x_{n}$ et

soit $D$ un domaine de la forme

$(\Delta, |y|<R)(R>0)$

dans l’espace de $n+1$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n},$ $y$ . Soit $F$ une famille
d’ensembles analytiques de dimension $\lambda$ dans $D$ . Supposons que pour un
nombre positif $R_{0}(<R)$ la projection de tout ensemble analytique de la famille
sur le plan $y$ n’existe pas effectivement dans $|y|\geqq R_{0}$ . Alors

$\underline{F}=\{\underline{\Sigma}\},$ $\Sigma\in F$

est une famille d’ensembles analytiques de dimension $\lambda$ dans $\Delta$ , o\‘u $\underline{\Sigma}$ est la
projection de $\Sigma$ sur l’espace $(x)$ .

Nous appellerons $\underline{F}$ la projection de la famille $F$ d’ensembles analytiques
sur l’espace $(x)$ .

PROPOSITION 4. Soit $F$ une famille d’ensembles analytiques de dimension
$\lambda$ dans $D=(\Delta, |y|<R)$ . Supposons que, pour un nombre positif $R_{0}(<R)$ , la
projection de tout ensemble analytique de la famille sur le plan $y$ n’existe pas
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effectivement dans $|y|\geqq R_{0}$ . Si la famille Fest normale dans $D$ , la projection
$\underline{F}$ de $F$ sur l’espace $(x)$ est normale dans $\Delta$ .

Soient $(\gamma)$ un polycylindre dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ et $(\Gamma)$ un cercle
dans le plan $y$ de la forme suivante:

$(\gamma),$ $|x_{i}|<r(i=1, 2, n);(\Gamma),$ $|y|<\rho$ .
Consid\’erons une suite infinie de polyn\^omes en $y$ de degr\’es $m$

$F_{\nu}(x, y)=y^{m}+A_{\nu,1}y^{m-1}+\cdots+A_{\nu.m}(\nu=0,1, 2, )$

telle que les coefficients $A_{\nu.i}$ ($\nu=0,1,2,$ $\cdots$ ; $i=1,2,$ $\cdots$ , m) soient holomorphes.
dans $(\gamma)$ . Soit $\rho_{0}$ un nombre positif plus petit que $\rho$ . Supposons que pour
tout point $(x^{\prime})$ de $(\gamma)$ les equations $F_{\nu}(x^{\prime}, y)=0(\nu=0,1, 2, )$ aient toutes
les racines $y_{1}^{\nu}(x^{\prime}),$ $y_{2}^{\nu}(x^{\prime}),$ $\cdots$ , $y_{m}^{\nu}(x^{\prime})$ dans $|y|<\rho_{0}$ .

Soit $\{g_{\nu}(x, y)\}(\nu=0,1, 2, )$ une suite infinie de fonctions holomorphes
dans $((\gamma), (\Gamma))$ et considerons pour un point quelconque $(x^{\prime})$ de $(\gamma)$ les produits

$h_{\nu}(x^{\prime})=\Pi g_{\nu}(x^{\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime}))$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) $(\nu=0,1, 2, )$ .
Alors $h_{\nu}(x)(\nu=0,1, 2, )$ sont des fonctions holomorphes dans $(\gamma)$ .

Nous allons d\’emontrer d’abord la proposition suivante:
PROPOSITION 5. Dans les circonstances ci-dessus, si les suites de fonc-

tions $\{F_{\nu}\}$ $(\nu=1,2, )$ et $\{g_{\nu}\}$ $(\nu=1,2, )$ convergent uniform\’ement dans
$((\gamma), (\Gamma))$ respectivement vers $F_{0}$ et $g_{0}$ , la suite de fonctions $h_{\nu}(\nu=1, 2, )$ con-
verge uniform\’ement vers $h_{0}$ \‘a l’int\’erieur de $(\gamma)$ .

En effet, soit $(x^{\prime})$ un point quelconque de $(\gamma)$ et soient $y_{i}^{\nu}(x^{\prime})(i=1,2, \cdots, m)\backslash $ ’

$(\nu=0,1,2, )$ les racines des equations $F_{\nu}(x^{\prime}, y)=0$ . Car la suite $\{F_{\nu}\}$

$(\nu=1, 2, )$ converge uniform\’ement vers $F_{0}$ dans $((\gamma), (\Gamma))$ , en changeant con-
venablement 1‘arrangement des indices, on peut supposer que les suites de
nombres $\{y_{i}^{\nu}(x^{\prime})\}(\nu=1, 2, )$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) convergent respectivement vers

$y_{i}^{0}(x^{\prime})$ .
La suite de fonctions $\{g_{\nu}\}(\nu=1, 2, )$ convergeant uniform\’ement vers $g_{0}$

dans $((\gamma), (\Gamma))$ , pour un nombre positif quelconque $\epsilon$ il existe un nombre entier
$N_{1}$ suffisamment grand tel que pour tout $\nu\geqq N_{1}$

$|g_{\nu}(x^{\prime}, y_{i}^{\mu}(x^{\prime}))-g_{0}(x^{\prime}, y_{i}^{l^{j}}(x^{\prime}))|<\epsilon$

$(i=1,2, , m)(\mu=1, 2, )$ . $g_{0}(x, y)$ \’etant continue aux points $(x^{\prime}, y_{i}^{0}(x^{\prime})\rangle$

$(i=1,2, \cdots , m)$ , pour le nombre $\epsilon$ il existe un nombre entier $N_{2}$ suffisamment
grand tel que pour tout $\mu\geqq N_{2}$

$|g_{0}(x^{\prime}, y_{i}^{\mu}(x^{\prime}))-g_{0}(x^{\prime}, y_{i}^{0}(x^{\prime}))|<\epsilon(i=1, 2, m)$ .
Par suite pour tout $\nu\geqq\max(N_{1}, N_{2})$

$|g_{\nu}(x^{\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime}))-g_{0}(x^{\prime}, y_{i}^{0}(x^{\prime}))|<2\epsilon(i=1, 2, m)$ .
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Donc, les suites de nombres $\{g_{\nu}(x^{\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime}))\}(\nu=1, 2, )$ ($i=1,2$ , , m) conver-
gent respectivement vers $g_{0}(x^{\prime}, y_{i}^{0}(x^{\prime}))$ . Car

$h_{\nu}(x^{\prime})=\Pi g_{\nu}(x^{\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime}))$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) ,

la suite de nombres $\{h_{\nu}(x^{\gamma})\}(t)=1,$ 2, ) converge vers $h_{0}(x^{\prime})$ .
Soit $\delta$ un domaine quelconque \‘a l’int\’erieur de $(\gamma)$ . La suite de fonctions

$\{g_{\nu}\}$ convergeant vers $g_{0}$ dans $((\gamma), (\Gamma))$ , les modules de fonctions $g_{\nu}(\nu=1,2, \cdots)$

sont born\’es dans $(\delta, |y|\leqq\rho_{0})$ . Il s’ensuit que les modules de fonctions $h_{\nu}(x)$

$(v=1, 2, )$ sont born\’es dans $\delta$ . Donc la famille $\{h_{\nu}(x)\}(v=1, 2, )$ est nor-
mal $e$ dans $\delta$ . De plus, d’apr\‘es ce que nous venons de voir, pour tout point
$(x^{\prime})$ de $\delta$ la suite de nombres $\{h_{\nu}(x^{\prime})\}(\nu=1, 2, )$ converge vers $h_{0}(x^{\prime})$ . Donc
la suite de fonctions $\{h_{\nu}(x)\}(\nu=1, 2, )$ converge uniform\’ement vers $h_{0}(x)$ \‘a

1‘int\’erieur de $\delta$ .
Le domaine $\delta$ \’etant quelconque \‘a l’int\’erieur de $(\gamma)$ , la suite $\{h_{\nu}(x)\}(n=1$ ,

2, ) converge uniform\’ement vers $h_{0}(x)$ \‘a 1‘int\’erieur de $(\gamma)$ . C. Q. F. D.
(La d\’emonstration de la proposition 4). Soit

(1) $\underline{\Sigma}_{1},$ $\underline{\Sigma}_{2},$ $\underline{\Sigma}_{\nu},$ $\cdots$

une suite infinie quelconque d’ensembles analytiques de la famille $\underline{F}$ et soit,

(2) $\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

une suite d’ensembles analytiques de la famille $F$, telle que les projections de
$\Sigma_{\nu}(\nu=1, 2, )$ sur 1‘espace $(x)$ soient $\underline{\Sigma}_{\nu}$ . La famille $F$ \’etant normale dans
$D$ , il existe une suite partielle de (2)

(3) $\Sigma_{\nu_{1}},$ $\Sigma_{\nu_{2}},$ $\Sigma_{\nu_{/J}},$ $\cdots$

qui converge analytiquement dans $D$ . Pour d\’emontrer que la famille $\underline{F}$ est
normale dans $\Delta$ , il suffit de voir que la suite

(4) $\underline{\Sigma}_{\nu_{1}},$ $\underline{\Sigma}_{\nu_{2}},$ $\underline{\Sigma}_{\nu_{\mu}},$ $\cdots$

converge analytiquement dans $\Delta$ . Pour simplifier l’\’ecriture, nous allons voir
que si une suite

(5) $\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

d’ensemble analytiques de la famille $F$ converge analytiquement dans $D,$ la
suite

(6) $\underline{\Sigma}_{1},\underline{\Sigma}_{2},$ $\underline{\Sigma}_{\nu},$ $\cdots$

d’ensemble analytiques de la famille $\underline{F}$ converge analytiquement dans $\Delta$ .
Soit $\Sigma_{0}$ la limite de la suite (5). $\Sigma_{0}$ est un ensemble analytique de dimen-

sion $\lambda$ dans $D$ (s’il existe effectivement), dont la projection sur le plan $y$ est
contenue \‘a $1’ int\acute{e}rieur$ complet de $||y|<R$ . Donc la projection $\underline{\Sigma}_{0}$ de $\Sigma_{0}$ sur
1‘espace $(x)$ est un ensemble analytique de dimension $\lambda$ dans $\Delta$ (s’il existe
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effectivement).

Soit $(x^{\prime})$ un point quelconque de $\Delta-\underline{\Sigma}_{0}$ . Alors il est \’evident que dans un
polycylindre contenant $(x^{\prime})$ on peut associer \‘a la suite (6) une suite de syst\‘emes
de fonctions satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ du No. 6.

Soit $(x^{\prime})$ un point quelconque de $\underline{\Sigma}_{0}$ . L’intersection de $\Sigma_{0}$ et l’ensemble
analytique $x_{1}=x_{1}^{\prime},$ $\cdots$ , $x_{n}=x_{n}^{\prime}$ est un nombre fini de points. Soient $(x^{\prime}, y_{1}^{\prime}),$ $\cdots$ ,
$(x^{\prime}, y_{m}^{\prime})(m\geqq 1)$ ces points. La suite (5) convergeant analytiquement dans $D$ ,

il existe un polycylindre $(\gamma)$ contenant $(x^{\prime}, y_{1}^{\prime})$ tel que l’on puisse associer \‘a la
suite (5) une suite de syst\‘emes de fonctions

$\{(f_{\nu}^{1}, f_{\nu}^{2} , f_{\nu}^{\iota})\}(\nu=0,1, 2, )$

satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ du No. 6.
$\Sigma_{0}$ \’etant 1‘ensemble des zeros communs de $f_{0}^{1},$ $f_{0}^{2},$ $\cdots$ , $f_{0}^{\iota}$ dans $(\gamma),$

$1$ ‘ensemble
des z\’eros communs de $f_{0}^{1}(x^{\prime}, y),$ $f_{0}^{2}(x^{\prime}, y),$ $\cdots$ , $f_{0}^{l}(x^{\prime}, y)$ est le point $(x^{\prime}, y_{1}^{\prime})$ au
voisinage de $(x^{\prime}, y_{1}^{\prime})$ . Donc au moins une fonction de $f_{0}^{1}(x^{\prime}, y)$ , $\cdot$ .. , $f_{0}^{\iota}(x^{\prime}, y)$ ne
s’annule pas identiquement. Supposons que $f_{0}^{1}(x^{\prime}, y)\neq 0$ identiquement, pour
fixer les id\’ees. Alors, pour des nombres positives convenables $r,$ $\rho,$ $\rho_{0}(<\rho)$

on peut supposer que le polycylindre $(\delta, (\Gamma))$ de la forme

$\delta,$ $|x_{i}-x_{i}^{\prime}|<r$ $(i=1,2, \cdots , n);(\Gamma),$ $|y-y_{1}^{\prime}|\leqq\rho$ ,

soit contenu dans $(\gamma)$ et dans la partie $|y-y_{1}^{\prime}|\geqq\rho_{0}$ de $(\delta, (\Gamma))f_{0}^{1}\neq 0,$ $f_{\nu}^{1}\neq 0$

$(\nu\geqq\nu_{0}^{\prime})$ , v\’o \’etant un nombre entier suffisamment grand.
Gr\^ace \‘a Weierstrass, dans ce polycylindre $(\delta, (\Gamma))$

$f_{0}^{1}=F_{0}\Omega_{0},$ $f^{1_{\mu}}=F_{\nu}\Omega_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0}^{\prime})$ ,

o\‘u $\Omega_{0}(x, y)$ et $\Omega_{\nu}(x, y)(\nu\geqq\nu_{0}^{\prime})$ sont des fonctions holomorphes qui ne s’annulent
pas dans $(\delta, (\Gamma))$ . $F_{0}$ et $F_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0}^{\prime})$ sont des polyn\^omes en $y$ de la forme:

$F_{\nu}=y^{m_{\nu}}+A_{\nu,1}y^{m_{\nu}-1}+\cdots+A_{\nu,m_{\nu}}$ ($\nu=0$ ou $\nu\geqq v_{0}^{\prime}$)

o\‘u les coefficients $A_{\nu,i}(x)(i=1,2, \cdots , m_{\nu})$ sont des fonctions holomorphes dans $\delta$ .
La suite $f_{\nu}^{1}(\nu=1, 2, )$ convergeant uniform\’ement vers $f_{0}^{1}$ dans $(\gamma)$ , pour

un nombre entier $\nu_{0}(\geqq\nu_{0}^{\prime})$ suffisamment grand les degr\’es $m_{\nu}$ de $F_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0})$

sont \’egaux au degr\’e $m_{0}$ de $F_{0}$ , et les suites

$\{A_{\nu,i}(x)\}(\nu=\nu_{0}, \nu_{0}+1, )(i=1,2, \cdots , m_{0})$

des fonctions holomorphes dans $\delta$ convergent uniform\’ement vers $A_{0,i}(x)$ \‘a

l’int\’erieur de $\delta$ . Donc la suite
$\{F_{\nu}\}(\nu=\nu_{0}, \nu_{0}+1, )$

des polyn\^omes en $y$ converge uniformement vers $F_{0}$ dans $(\delta_{0}, (\Gamma)),$ o\‘u $\delta_{0}$ est
un polycylindre $|x_{i}-x_{i}^{\prime}|<\gamma_{0}$ ($i=1,2$ , $\cdot$

., , n) $(0<r_{0}<r)$ dans l’espace $(x)$ .
Soit $(x^{\gamma/})$ un point quelconque de $\delta_{0}$ et soient $y_{1}^{\nu}(x^{\prime\prime}),$ $\cdots$ , $y_{m_{0}}^{\nu}(x^{\prime\prime})$ toutes les
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racines des equations $F_{\nu}(x^{\prime\prime}, y)=0$ ($\nu=0$ ou $\nu\geqq\nu_{0}$). Soient $u_{2},$ $\cdots$ , $u_{\iota}$ des varia-
bles complexes nouvelles et consid\’erons les produits

$h_{\nu}(x^{\prime\prime}, u)=\Pi[f_{\nu}^{2}(x^{\prime\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime\prime}))u_{2}+\cdots+f_{\nu}^{l}(x^{\prime\prime}, y_{i}^{\nu}(x^{\prime\prime}))u_{\iota}]$

$(i=1,2, \cdots , m_{0})$ ($\nu=0$ ou $\nu\geqq\nu_{0}$). D’apr\‘es la proposition 5, $h_{\nu}(x, u)(\nu=0$ ou
$\nu\geqq\nu_{0})$ sont des fonctions holomorphes dans

$(x)\in\delta_{0},$ $|u_{2}|<\infty,$ $\cdots$ $|u_{\iota}|<\infty$ ,

et la suite de fonctions $\{h_{\nu}\}(\nu=\nu_{0}, \nu_{0}+1, )$ converge uniform\’ement vers $h_{0}$

\‘a 1‘int\’erieur du domaine. $h_{\nu}(x, u)$ sont des polyn\^omes en $u_{2},$ $\cdots$ , $u_{\iota}$ . Soient
$g_{\nu,1}(x),$ $\cdots$ , $g_{\nu,p}(x)$ tous les coefficients de $h_{\nu}(x, u)$ . Alors les suites des coefficients
correspondants

$\{g_{\nu,j}(x)\}(\nu=\nu_{0}, \nu_{0}+1, )$ ($j=1,$ 2, p)

convergent uniform\’ement vers $g_{0,j}(x)$ \‘a l’int\’erieur de $\delta_{0}$ .
De plus la projection de $\Sigma_{0}\cap(\delta_{0}, (\Gamma))$ sur l’espace $(x)$ est l’ensemble des

z\’eros communs de $g_{0,1},$ $\cdots$ , $g_{0,p}$ , et celles de $\Sigma_{\nu}\cap(\delta_{0}, (\Gamma))(\nu\geqq\nu_{0})$ sont contenues
dans 1‘ensemble des z\’eros communs de $g_{\nu,1},$

$\cdots$ , $g_{\nu,p}$ (voir la d\’emonstration de
la proposition 1).

De m\^eme pour tout point $(x^{\prime}, y_{i}^{\prime})$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) il existe un polycylindre
$(\delta_{0}^{i}, (\Gamma)^{i})$ de la forme

$\delta_{0}^{i},$ $|x_{j}-x_{i}^{\prime}|<r_{?}\cdot(j=1, 2, n);(\Gamma)^{i},$ $|y-y_{i}^{\prime}|<\rho_{i}$ ,

et une suite
$\{(g_{\nu,1}^{i}, g_{\nu,pi}^{i})\}(\nu=\nu_{0}^{i}, \nu_{0}^{i}+1, )$

de syst\‘emes de fonctions holomorphes dans $\delta_{0}^{i}$ satisfaisant aux conditions sui-
vantes:

1’ Les suites de fonctions

$\{g_{\nu,j}^{i}\}(\nu=\nu_{0}^{t}, \nu_{0}^{i}+1, )$ ($j=1,$ 2, p)

convergent uniform\’ement vers $g_{0,j}^{i}$ \‘a l’int\’erieur de $\delta_{0}^{i}$ .
2 La projection de $\Sigma_{0}\cap(\delta_{0}^{i}, (\Gamma)^{i})$ sur 1‘espace $(x)$ soit 1‘ensemble des z\’eros

communs des fonctions $g_{0,j}^{i},$ $\cdots$ , $g_{0,p}^{i}$ et celles de $\Sigma_{\nu}\cap(\delta_{0}^{i}, (\Gamma)^{i})(\nu\geqq\nu_{0}^{i})$ soient
contenues dans 1‘ensemble des z\’eros communs de $g_{\nu,1}^{i},$ $\cdots$ , $g_{\nu,pt}^{i}$ .

Soit $r_{0}$ un nombre positif plus petit que $\min(r_{i})$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) et soit $\nu_{\theta}$

un nombre entier plus grand que $\max(\nu_{0}^{i})(i=1, 2, m)$ . Soit $p=\max(p_{i})$

$(i=1,2, \cdots , m_{0})$ et soient $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots$ , $v_{p}$ des variables complexes nouvelles. Con-
sid\’erons les produits

$k_{\nu}(x, v)=\Pi(g_{\nu,1}^{i}v_{1}+ +g_{\nu,p_{i}}^{i}v_{Pi})$

$(i=1,2, , m)$ ($\nu=0$ ou $\nu\geqq\nu_{0}$). $k_{\nu}(x, v)$ sont des polyn\^omes en $v_{1}$ , $\cdot$ .. , $v_{p}$ , dont
tous les coefficients $\varphi_{\nu,1},$ $\varphi_{\nu,2},$

$\cdots$ , $\varphi_{\nu,q}$ sont des fonctions holomorphes des varia-
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bles $(x)$ dans $\delta_{0},$ $|x_{i}-x_{i}^{\prime}|<r_{0}(i=1,2, \cdots , n)$ . Les suites des coefficients corres-
pondants

$\{\varphi_{\nu,j}\}(\nu=\nu_{0}, \nu_{0}+1, )$ ($j=1,$ 2, q)

convergent uniform\’ement vers $\varphi_{0,j}$ dans $\delta_{0}$ . De plus, dans $\delta_{0},$ $\underline{\Sigma}_{0}$ est l’ensem-
ble des z\’eros communs de $\varphi_{0,1},$

$\cdots$ , $\varphi_{0,q}$ et $\Sigma_{\nu}(\nu\geqq\nu_{0})$ sont contenus dans l’en-
semble des z\’eros communs de $\varphi_{\nu,1},$

$\cdots$ , $\varphi_{\nu,q}$ .
Ainsi, dans $\delta_{0}$ , on peut associer \‘a la suite $\{\underline{\Sigma}_{\nu}\}(\nu=1, 2, )$ une suite de

syst\‘emes de fonctions satifaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ du No. 6.
Par suite, d’apr\‘es la d\’efinition m\^eme, la suite $\{\underline{\Sigma}_{\nu}\}(\nu=1, 2, )$ converge

analytiquement dans $\Delta$ . Donc la famille $\underline{F}$ est normale dans $\Delta$ . (Dans le cas
o\‘u $\lambda=n-1,$ la suite $\{\underline{\Sigma}_{\nu}\}(\nu=1, 2, )$ de surfaces analytiques converge analy-
tiquement dans $\Delta$ au sens du No. 6. Par suite la projection $\underline{F}$ est normale
dans $\Delta$ au sens du No. 6. Donc, d’apr\‘es la proposition 3, elle est normale dans
$\Delta$ au sens du No. 1.) C. Q. F. D.

8. Lemme 2. Soit $\Delta$ un domaine dans l’espace de $\lambda(\geqq 1)$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $\chi_{\lambda}$ . Consid\’erons dans 1‘espace de $\lambda+\mu(\mu\geqq 2)$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{\lambda},$ $y_{1},$ $\cdots$ , $y_{\mu}$ un domaine $D$ de la forme

$(x)\in\Delta,$ $|y_{1}|<R,$ $\cdots$ $|y_{\mu}|<R$ ,

$R$ \’etant un nombre positif. Soit $F$ une famille d’ensembles analytiques de
dimension $\lambda$ dans $D$ satisfaisant \‘a la condition $(\beta^{\prime})$ suivante:

$(\beta^{\prime})$ Pour $F$ il existe un nombre positif $R_{0}$ plus petit que $R$ tel que la pro-
jection de tout ensemble analytique $\Sigma$ de la famille $F$ sur le plan $y_{i}$ n’existe
pas dans la partie $|y_{i}|\geqq R_{0},$ $i$ \’etant quelconque.

Alors, d’apr\‘es la proposition 1, la projection $\underline{\Sigma}^{\iota}$ d’un ensemble analytique
quelconque $\Sigma$ de $F$ sur 1‘espace $(x, y_{i})$ est une surface analytique dans le do-
maine $D^{i}=(\Delta, |y_{i}|<R)$ et la projection de $\underline{\Sigma}^{\iota}$ sur le plan $y_{i}$ n’existe pas dans
$|y_{i}|\geqq R_{0},$ $i$ \’etant quelconque. Donc la famille

$\underline{F}^{i}=\{\underline{\Sigma}^{i}\},$ $\Sigma\in F$

de surfaces analytiques dans $D^{i}$ satisfait $a\backslash $ la condition $(\beta)$ du No. 2.
La famille $\underline{F}^{i}$ sera appel\’ee la projection de la famille $F$ sur 1‘espace $(x, y_{i})$ .
LEMME 2. Soit $F$ une famille d’ensembles analytiques de dimension $\lambda$ dans

$D=$ $(\Delta, |y_{1}|<R, \cdot. , |y_{\mu}|<R)$ satisfaisant \‘a la condition $(\beta^{\prime})$ . Pour que la
famille $F$ soit normale dans $D$ , il faut et il suffit que toutes les projections

$\underline{F}^{i}$ de la famille $F$ sur l’espace $(x, y_{i})(i=1,2, \cdot.. , \mu)$ soient normales dans $D^{i}$,
respectivement.

En effet, d’apr\‘es la proposition 4, il est \’evident que cette condition est
n\’ecessaire. Donc, il s’agit de montrer qu’elle est suffisante.

Supposons que toutes les projections $\underline{F}^{i}$ $(i=1,2, \cdots , \mu)$ soient normales



400 O. $F_{UJITA}$

dans $D^{i}$ , respectivement. Toute famille $\underline{F}^{i}$ de surfaces analytiques satisfait
\‘a la condition $(\beta)$ du No. 2 dans $D^{i}=(\Delta, |y_{i}|<R)$ . Soit 2” une surface analy-
tique quelconque de $\underline{F}_{i}$ , et soit $F^{i}(x, y_{i})$ le polyn\^ome en $y_{i}$ correspondant \‘a $\underline{\Sigma}^{i}$

(voir No. 2). $F^{i}(x, y_{i})$ est un polyn\^ome en $y_{i}$ de degr\’e positif sans facteurs
multiples tel que le coefficient de la plus haute puissance soit 1 et les autres
coefficients soient des fonctions holomorphes des variables $(x)$ dans $\Delta$ . $\underline{\Sigma}^{i}$ est
determin\’e par $F^{i}(x, y_{i})=0$ dans $D^{i}$ et $F^{i}$ ne s’annule pas dans la partie $|y_{i}|\geqq R_{0}$ .

Soit
$\underline{\Sigma}_{1}^{i},\underline{\Sigma}_{2}?$ $\Sigma_{\nu}t\ldots$

une suite infinie quelconque de surfaces analytiques de la famille $\underline{F}^{i},$ $i$ \’etant

quelconque. Soient $F_{\nu}^{i}(\nu=1, 2, )$ les polyn\^omes en $y_{i}$ correspondant \‘a $\underline{\Sigma}_{\nu}^{i}$ ,

respectivement. $\underline{F}^{i}$ \’etant normale dans $D^{i}$ , d’apr\‘es le lemme 1, les degres des
surfaces analytiques de $\underline{F}^{i}$ sont born\’es. Donc on peut extraire de la suite
des polyn\^omes

$\{F_{\nu}^{l}\}(\nu=1,2, )$

une suite partielle
$\{F^{\oint_{\mathcal{V}}}p\}(p=1,2, )$

qui converge uniform\’ement \‘a l’int\’erieur de $D^{i}$ . (Voir la demonstration du
lemme 1.)

Soit

(1) $\Sigma_{1},$ $\Sigma_{2},$ $\Sigma_{\nu},$ $\cdots$

une suite infinie quelconque d’ensembles analytiques de la famille $F$. Soient
$F^{\tau_{\nu}}(x, y_{i})(i=1,2, \cdots , \mu)(\nu=1, 2, )$ les polyn\^omes en $y_{i}$ correspondant aux
projections Et de $\Sigma_{\nu}$ sur l’espaces $(x, y_{i})$ . Alors, d’apr\‘es ce qui pr\’ecede, on
peut extraire de la suite (1) une suite partielle

$\Sigma_{\nu_{1}},$ $\Sigma_{\nu_{2}},$ $\Sigma_{\nu_{p}},$ $\cdots$

telle que toutes les suites

$F_{\nu_{1}}^{i},$ $F_{\nu_{2}}^{i},$ $\cdots$ , $F_{\nu_{p}}^{i},$ $\cdots(i=1,2, \cdots , \mu)$

de polyn\^omes en $y_{i}$ convergent uniform\’ement \‘a l’int\’erieur de $D^{i}$ , respective-
ment.

Pour simplifier l’\’ecriture, supposons que pour la suite (1) toutes les suites

(2) $F$ {, $F_{2}^{\iota},$ $\cdots$ , $F_{\nu}^{i},$ $\cdots(i=1,2, \cdots , \mu)$

convergent uniformement \‘a Pint\’erieur de $D^{i}$ , respectivement. Pour montrer
que la famille $F$ est normale dans $D$ , il suffit de voir que l’on peut extraire
de la suite (1) satisfaisant \‘a ces conditions une suite partielle qui converge
analytiquement dans $D$ .

Soient $F_{0}^{i}$ $(i=1,2, \cdots , \mu)$ les limites des suites (2), respectivement. $F_{0}^{i}$ est



Familles d’ensembles analytiques 401

un polyn\^omes en $y_{i}$ de degre positif dont tous les coefficients sont des fonc-
tions holomorphes des variables $(x)$ dans $\Delta,$ $i$ \’etant quelconque. La limite $\underline{\Sigma}_{0}i$

de la suite
$\underline{\Sigma}_{1’ 2}i\underline{\Sigma}i$ $\underline{\Sigma}_{\nu}^{i},$

$\cdots$

est d\’etermin\’ee par $F_{0}^{i}=0$ dans $D^{i}$ . Soit $\Sigma_{0}^{*}1$ ‘ensemble des z\’eros communs de
$F_{0}^{1},$ $F_{0}^{2},$ $\cdots$ , $F_{0}^{\mu}$ dans D. $\Sigma_{0}^{*}$ est un ensemble analytique de dimension $\lambda$ dans
$D$ . Donc, si on associe \‘a la suite (1) la suite de syst\‘emes de fonctions

$(F_{\nu}^{1}, F_{\nu}^{2}, \cdots , F_{\nu}^{\mu})(\nu=0,1, 2, )$

dans $D$ , elle satisfait \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ du No. 6 \‘a l’exception de 4’.
$\underline{\Sigma}_{0}i$ est une surface analytique dans $D^{i}$ , dont la projection sur le plan $y_{i}$

n’existe pas dans $|y_{i}|>R_{0},$ $i$ \’etant quelconque. Soient $\Phi_{0}^{i}$ $(i=1,2, \cdots , \mu)$ les
polyn\^omes en $y_{i}$ correspondant aux $\underline{\Sigma}_{0}i$ respectivement. $\Phi_{0}^{i}$ est un polyn\^ome
de degr\’e positif sans facteurs multiples et $\underline{\Sigma}_{0}i$ est d\’etermin\’ee par $\Phi_{0}^{i}=0$ dans
$D^{i},$ $i$ \’etant quelconque. Soient $m_{i}$ $(i=1,2, \cdots , \mu)$ les degr\’es des polyn\^omes $\Phi_{0}^{i}$

et soit $(x^{0})$ un point de $\Delta$ o\‘u aucun des discriminants de $\Phi_{0}^{i}(i=1,2, \cdots , \mu)$

ne s’annule. Alors les equations $\Phi_{0}^{i}(x^{0}, y_{i})=0$ admettent $m_{i}$ racines $y_{i,1}^{0},$ $y_{i,2}^{0}$ ,
... , $y_{i,m_{i}}^{0}$ distinctes, respectivement.

Pour un nombre positif $\rho$ suffisamment petit tous les cercles ferm\’es

$(I_{j}^{\neg_{i}})$ $|y_{i}-y_{i,j}^{0}|\leqq\rho(j=1, 2, m_{i})$

sont contenus dans $|y_{i}|<R$ , et $(\overline{\Gamma}_{j}^{i})$ n’intersecte pas $(\overline{\Gamma}_{k}^{i}),$ o\‘u $i,$ $k(\neq j)$ sont
quelconque. La surface analytique $F_{0}^{i}=0$ \’etant identique \‘a $\Phi_{0}^{i}=0$ dans $D^{i}$ et
la suite $\{F_{\nu}^{i}\}(\nu=1, 2, )$ convergeant uniform\’ement vers $F_{0}^{i}$ \‘a l’int\’erieur de
$D^{i}$ , pour un nombre entier suffisamment grand $\nu_{i},$ $F_{\nu}^{i}(x^{0}, y_{i})(\nu\geqq\nu_{i})$ ne s’annule
que dans les cercles

$(\Gamma_{j}^{i})$ $|y_{i}-y_{i,j}^{0}|<\rho(j=1, 2, m_{i})$ .
Consid\’erons dans l’espace $(y_{1}, y_{2}, \cdots , y_{/J})$ les polycylindres

$(C)_{j_{1},j_{2},\cdots,j_{/J}}$ $|y_{1}-y_{1,j_{1}}^{0}|<\rho,$ $|y_{2}-y_{2,j_{2}}^{0}|<\rho,$ $|y_{\rho}-y_{\mu_{j\mu}}^{0},|<\rho$

$(j_{i}=1,2, , m_{i} ; i=1,2, , \mu)$ . Tout $(C)_{j_{1},\cdots,j_{\mu}}$ n’intersecte pas $(C)_{j_{1}^{J},\cdots,j^{\prime}\mu}$ , si
$(j_{1}, j_{\rho})\neq(j_{1}^{\prime}, j_{\mu}^{\prime})$ . Soient $\Sigma_{\nu}(x^{0})(\nu=1, 2, )$ l’intersection de $\Sigma_{\nu}$ et de
l’ensemble analytique $\chi_{1}=\chi_{1}^{0}\ldots$ , $x_{\lambda}=x_{\lambda}^{0}$ , respectivement. Alors pour tout
$\nu\geqq v_{0}=\max(\nu_{i})(i=1,2, , \mu)$ la projection de $\Sigma_{\nu}(x^{0})$ sur 1‘espace $(y)$ n’existe
que dans ces polycylindres. Il est facile \‘a voir que l’on peut extraire de la
suite (1) une suite partielle

(3) $\Sigma_{\nu_{1}},$ $\Sigma_{\nu_{2}},$
$\Sigma_{\nu_{p}},$ $\cdots$

telle que la projection de tout $\Sigma_{\nu_{p}}(x^{0})$ sur l’espace $(y)$ existe effectivement
dans $(C)_{1},$ $(C)_{2},$ $\cdots$ , $(C)_{q}$ et qu’elle n’existe pas effectivement dans $(C)_{q+1},$ $\cdots,$ $(C)_{m}$

$(m=m_{1}m_{2} m_{J^{f}}),$ o\‘u $(C)_{i}$ ($i=1,2$ , , m) \’etant un arrangement de $(C)_{j_{1},\cdots,j\mu}$ et
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$q$ \’etant un nombre entier $(\geqq 1)$ ind\’ependant de $v_{p}$ .
Soient $(y^{0})_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) les centres de $(C)_{i}$ , respectivement. Consid\’erons

une transformation line’aire non singuli\‘ere de 1‘espace $(x, y)$ de la forme suivante,

$x_{1}=x_{1},$ $\cdots,$ $x_{\lambda}=x_{\lambda},$ $z=y_{1}+\epsilon_{2}y_{2}+\cdots+\epsilon_{J}y_{\mu},$ $y_{2}=y_{2},$ $y_{\mu}=y_{/1}$ ,

o\‘u $\epsilon_{2},$
$\cdots$ , $\epsilon_{\mu}$ sont des constantes convenables telles que les projections de tous

les points $((x^{0}), (y^{0})_{i})$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) sur le plan $z$ soient distinctes. Soient
$R^{\prime},$ $R_{0}^{\prime}(<R^{\prime})$ deux nombres positifs suffisamment grands. Alors tout $\Sigma_{\nu_{p}}$

$(p=1, 2, )$ est un ensemble analytique dans le domaine

$(\Delta, |z|<R^{\prime}, |y_{2}|<R, |y_{\mu}|<R)$

de Pespace $(x_{1}, x_{\lambda}, z, y_{2}, y_{\mu})$ , dont les projections sur les plans $z,$ $y_{i}$

$(i=2, \cdots , \mu)$ n’existent pas effectivement dans les parties $|z|\geqq R_{0}^{\prime},$ $|y_{i}|\geqq R_{0}$ ,
respectivement. La projection $\underline{\Sigma}_{\nu_{p}}z$ de $\Sigma_{\nu_{p}}$ sur l’espace $(x, z)$ est une surface
analytique dans

$D^{z}=(\Delta, |z|<R^{\prime})$ ,

et la famille de surfaces analytiques

$\{\underline{\Sigma}_{\nu_{p}}z\}(p=1,2, )$

satisfait \‘a la condition $(\beta)$ du No. 2 dans $D^{z}$ .
Soient $F_{\nu_{p}}^{z}(x, z)(p=1,2, \cdots)$ les polyn\^omes en $z$ correspondant aux $\underline{\Sigma}z_{\mathcal{V}p}$

Les degr\’es de la famille \’etant bornes, on peut extraire de la suite
$\{F_{\nu_{p}}^{z}\}(p=1,2, )$

une suite partielle
$\{F_{\nu_{p}}^{z,}\}(p=1, 2, )$

qui converge uniform\’ement \‘a l’int\’erieur de $D^{z}$ .
Soit $F_{0}^{z}$ la limite de la suite, et soit $\Sigma_{0}^{\prime}$ l’ensemble des z\’eros communs de

$F_{0}^{1}$ , $\cdot$ .. , $F_{0}^{\mu},$ $F_{0}^{z}$ dans $D$ de l’espace $(x, y)$ . Alors tous les points $((x^{0}), (y^{0})_{i})(i=$

$1,2,$ $\cdots$ , q) appartiennent \‘a $\Sigma_{0}^{\prime}$ et aucun de $((x^{0}), (y^{0})_{i})(i\geqq q+1)$ n’appartient pas
\‘a $\Sigma_{0}^{\prime}$ . Soit $\Sigma_{0}1$ ‘ensemble analytique dans $D$ consistant en toutes les composantes
de dimension $\lambda$ de $\Sigma_{0}^{\prime}$ . L’intersection de $\Sigma_{0}etde1’ ensembleanalytiquex_{1}=x_{1}^{0},$ $\cdots$ ,
$x_{\lambda}=x_{\lambda}^{0}$ est l’ensemble des points $((x^{0}), (y^{0})_{i})(i=1,2, \cdots , q)$ .

Si on associe \‘a la suite

(4) $\Sigma_{\nu_{1}},,$ $\Sigma_{\nu’ 2},$ $\Sigma_{\nu_{p}},,$ $\cdots$

la suite de syst\‘emes de fonctions
$\{(F_{\nu_{P}}^{1},, F_{\nu_{p}}^{2},, F_{\nu_{p}}^{\mu,}, F_{\nu_{p}^{\prime}}^{z})\}$

dans $D$ , elle satisfait \‘a la condition $(\alpha^{\prime})1^{O},$ $2^{o},$ $3^{o}$ du No. 6. De plus, tout
point de $\Sigma_{0}$ satisfait \‘a la condition $(\alpha^{\prime})4^{o}$ , car tous les points $((x^{0}), (y^{0})_{i})$

($i=1,2,$ $\cdots$ , q) satisfont \‘a la condition.
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Soit $D_{0}$ un domaine quelconque \‘a $1’ int\acute{e}rieur$ de $D$ . D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede
il est facile de voir que 1‘on peut associer \‘a la suite (4) une suite de syst\‘emes
de fonctions dans $D_{0}$ satisfaisant \‘a la condition $(\alpha^{\prime})$ , de la forme suivante:

$(F_{\nu_{p}}^{1}’, F_{\nu_{p}}^{\mu,}, F_{\nu_{p}^{1,}}^{z}, F_{\nu_{p}^{z_{k}}},)$ $(p=0,1,2, )$

o\‘u $k$ est un nombre entier $(1 \leqq k\leqq\lambda+1)$ .
$D_{0}$ \’etant quelconque \‘a 1‘int\’erieur de $D,$ la suite (4) converge analytique-

ment dans $D$ . Donc la famille $F$ est normale dans $D$ . C. Q. F. D.

9. Ensembles pseudoconcaves et domaines pseudoconvexes d’ordre g\’en\’eral.
Soit $D$ un domaine dans l’espace de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{n}$ . Un
ensemble de points de $D$ sera appel\’e ensemble pseudoconcave d’ordre $\lambda$

$(0\leqq\lambda\leqq n-1)$ dans $D$ , s’il jouit des propri\’et\’es suivantes:
1o L’ensemble $E$ est ferm\’e \‘a l’interieur de $D$ .
$2^{o}$ (Th\’eor\‘eme de la continuit\’e de dimension $\lambda$) Soit $\lambda\geqq 1$ et soit $(\xi)$ un

point de $E$ . Si pour un nombre positif $\rho$ l‘ensemble

$x_{1}=\xi_{1},$ $x_{\lambda}=\xi_{\lambda},$ $0<|x_{\lambda+1}-\xi_{\lambda+1}|^{2}+\cdots+|x_{n}-\xi_{n}|^{2}<\rho^{2}$

reste ext\’erieur \‘a $E$, on peut trouver un nombre positif $\gamma$ de $fa_{\xi}:onqu’\grave{a}$ tout
point $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{l}^{\prime})$ dans

$|x_{i}-\xi_{i}|<r(i=1, 2, 2)$

corresponde au moins un point $(x_{\lambda+1}^{\prime}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ dans

$\Sigma|x_{i}-\xi_{i}|^{2}<\rho^{2}(i=\lambda+1, n)$

tel que le point $(x^{\prime})$ appartienne \‘a $E$ .
3 La propri\’et\’e $2^{o}$ de $E$ admet toute transformation pseudoconforme

biunivoque au voisinage d’un point quelconque de $E$.
En particulier tout ensemble satisfaisant \‘a la condition 1 est un ensemble

pseudoconcave d’ordre $0$ dans $D$ . Un ensemble pseudoconcave d’ordre $n-1$

est un ensemble pseudoconcave ordinaire. (Voir No. 3.)

Un ensemble pseudoconcave d’ordre $\lambda^{\prime}(>\lambda)$ est un ensemble pseudoconcave
d’ordre $\lambda$ . Un ensemble analytique de dimension $m$ est un ensemble pseudo-
concave d’ordre $\lambda$ , si et seulement si $\lambda\leqq m$ .

Soit $D$ un domaine dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ et soit $E$ le compl\’ement
de $D$ . Nous appellerons $D$ domaine pseudoconvexe d’ordre $\lambda$ dans l’espace $(x)$ ,
si l’ensemble $E$ est un ensemble pseudoconcave d’ordre $\lambda$ dans 1‘espace $(x)$ .

En particulier un domaine pseudoconvexe d’ordre $n-1$ dans l’espace
$(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ est un domaine pseudoconvexe ordinaire. Tout domaine dans
l’espace $(x)$ est un domaine pseudoconvexe d’ordre $0$ .

Nous appliquons le terme ‘ domaine pseudoconvexe d’ordre $\lambda$
’ aussi aux

domaines non connexes.
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Soit $D$ un domaine pseudoconvexe $d’ ordre\lambda(0\leqq 2\leqq n-1)$ dans l’espace
$(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ et soit $E$ un ensemble pseudoconcave d’ordre $\lambda$ dans D. Alors le
domoine $D^{\prime}=D-E$ est un domaine pseudoconvexe d’ordre $\lambda$ dans l’espace $(x)$ .

La d\’efinition pour les domaines pseudoconvexes d’ordre g\’en\’eral ci-dessus
correspond \‘a celle de domaines pseudoconvexes $(A)$ ordinaire. On peut d\’efinir
les domaines pseudoconvexes $(B)$ et $(C)$ d’ordre g\’eneral, pareillement. (Voir
Oka [7], No. 9 et No. 10.) Ces trois sortes de domaines pseudoconvexes
d’ordre g\’en\’eral signifieront une seule et la m\^eme sorte. (Voir Oka [7], No. 11.)

En particulier un domaine pseudoconvexe $D$ d’ordre $\lambda$ de l’espace
$(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n})$ satisfera au th\’eor\‘eme de la continuit\’e $(C)$ de dimension $\lambda$ suivant.

Soit $\lambda\geqq 1$ . Consid\’erons dans l’espace $(x)$ trois domaines de la forme sui-
vante:

$(\Delta_{1})$ $|x_{i}-a_{i_{1}}^{1}<r(i=1,2, \cdots, \lambda),$ $\rho_{1}^{2}<|x_{\lambda+1}-a_{\lambda+1}|^{2}+\cdots+|x_{n}-a_{n}|^{2}<\rho^{2}$

$(\Delta_{2})$ $|x_{i}-a_{i}|<r^{\prime}(i=1,2, \cdots, \lambda),$ $|x_{\lambda+1}-a_{\lambda+1}|^{2}+\cdots+|x_{n}-a_{n}|^{2}<\rho^{2}$

$(\Delta)$ $|x_{i}-a_{\uparrow}|<r(i=1,2, \cdots , 2)$ , $|x_{\lambda+1}-a_{\lambda+1}|^{2}+\cdots+|x_{n}-a_{n}|^{2}<\rho^{2}$

o\‘u $(a)$ est un point quelconque \‘a l’espace $(x)$ , et $r,$ $r^{\prime}(<r),$
$\rho,$ $\rho_{1}(<\rho)$ sont des

nombres positifs quelconques. Alors, si le domaine $\Delta_{1}U\Delta_{2}$ est contenu dans
$D$ , le domaine $\Delta$ est n\’ecessairement contenu dans $D$ .

Dans le cas o\‘u $2=0$ , nous pouvons consid\’erer que tout domaine satisfasse
au th\’eor\‘eme de la continuit\’e $(C)$ de dimension $0$ . Le th\’eor\‘eme de la continuit\’e
$(C)$ ordinaire est celui de dimension $n-1$ .

W. Rothstein $a$ indiqu\’e le th\’eor\‘eme de la continuit\’e $(C)$ de dimension $\lambda$

$(\leqq n-2)$ dans le probl\‘eme $du$ prolongement d’ensembles analytiques17).

10. Th\’eor\‘eme 2. Soit $D$ un domaine dans l’espace de $n$ variables com-
plexes $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{n}$ . Soit $F$ une famille d’ensembles analytiques de dimension $\lambda$

$(0\leqq\lambda\leqq n-2)$ dans D. L’ensemble $J$ des points $(J)$ de la famille $F$ est un en-
semble pseudoconcave d’ordre $\lambda$ dans D. En particulier, si $D$ est pseudoconvexe
d’ordre \‘A, le domaine de normalit\’e $D_{0}$ pour $F$ est encore pseudoconvexe d’ordre 2.

A l’aide du lemme 2 (No. 8) et du lemme de Grauert (No. 4), la d\’emon-
stration peut se calquer sur celle qui est donn\’ee dans No. 5 pour des familles
de surfaces analytiques.

Universit\’e f\’eminine de Nara
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