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1. Introduction.

Le probléeme de Cauchy pour les équations hyperboliques est déja cla-
ssique ; nous dirons que I’équation kowalewskienne
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est hyperbolique, si cette équation a une et une seule solution u(x,?) pour
toutes les données initiales et le second membre supposés indéfiniment dif-
férentiables.
Soient A;(x, t; &) les racines caractéristiques de I’équation caractéristique
associde a (1.1);
12) Pt E D=0 3 a,(x DEX=0.
?

vl =m

Alors on sait que, si toutes les racines sont réelles et distinctes, cette équation
est hyperbolique. Voir a ce sujet les travaux de M. Leray [7], M. Garding
et M. Mizohata [8], [9] Mais, si I'on ne suppose plus que les A; sont
distinctes, nous savons trés peu. A ce propos, nous devrions signaler que
récemment M. Yamaguti a traité ce probléme en se servant des opérateurs
intégraux singuliers. Mais, si on veut envisager sur le domaine de dépendence,
on ne sait pas si cette équation a le domaine de dépendence fini. Comme la
question est tellement difficile, on pourrait dire que, dans le cas de plusieurs
dimensions, elle est encore restée ouverte. Dans le cas de n=1, nous savons
le résultat assez complet de M™. Lax [6].

D’autre part, nous savons que, d’aprés M™. Kowalewski, pour les équa-
tions du type (1.1), il existe une et une seule solution analytique si a,,(x, ?),
f(x, ) et les données de Cauchy sont des fonctions analytiques en (x,#). Et
puis, M. Gevrey [3] a étendu ce résultat aux équations d’order 2 du type
parabolique, en introduisant une classe de fonctions indéfiniment différentiables.
(Voir aussi, M. Hérmander [4])

DEFINITION 1.1. Espace y{&, 1'® (a>1).
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Nous dirons qu'une fonction ¢(x) € (€)Y appartient a la classe 7{%, si, pour
tout compact K, il existe deux constantes positives p et C, dépendant en
général de K; telles que

IPI"‘

1.3) f( ) ¢(x)| = ———C pour tout x < K, et pour tout p=(py, -+, Pu) .

Nous dirons que ¢(x) €y, si (1.3) a lieu pour tout x.

Pour simplifier I’éxposition, nous donnons la

DEFINITION 1.2. (Hyperbolicité formelle.) Nous dirons que I'équation (1.1)
est formellement hyperbolique si toutes les racines sont réelles, et de plus,
leurs multiplicités sont invariantes:

AD P b5 & D=A—A(x, t; ENMA—A(x, 15 ) -+ A—2lx, ; )%

\

ou
Aa(x, b5 E) < A(x, 15 ) < v <Aulx, £5 8).

Dans cet article, nous allons toujours supposer que .L soit formellement
hyperbolique. Soit £ =R"x[0, ], h>0. On suppose que
1° Les coefficients < {32,

1.5) 2°  Les coefficients a, ,(x, t), |v|+i=m, sont bornés dans £.
Par conséquent, 4,(x, t; €) sont bornés dans™Q.

3° _£ est formellement hyperboligue,

Enoncons maintenent un de nos résultats.

THEOREME 1.1. On suppose dans (1.5)% 1 <a<%—m_:—1~. Etant donnés le
om- (@)

o P u(x 0)) € rieds

il existe une solution u(x, t) dans 2 de (1.1) appartenant a la classe 7%, et

cette solution est unique dans la classe E™()®.

second membre f(x, t) € riX, et la donnée initiale (u(x, 0, -

Voici notre plan de démonstration: Nous allons d’abord démontrer le
théoréme 1.1 sous la forme plus réstrictive. A savoir, on suppose que, dans
(1.5), les coefficients = y®, au lieu de r{&. La méme restriction sur le second

membre et la donnée initiale : f(x, ) € r*° N 970, 1], (u(x, 0), - aa prom u(x, 0))

€y N\ 9%. Ensuite, en utilisant ce résultat, nous démontrons que -£, sous.

1) Voir L. Schwartz [13]

2) On suppose que cette condition est encore vérifiée dans un voisinage de
I’hyperplan ¢t =0.

3) &m(R) signifie, par abus de langage, ’espace des fonctions m-fois continiment
différentiable dans 0.
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I’hypothése (1.5), a le domaine de dépendence fini. Finalement, d’aprés le procédé
de la partition de I’'unité, nous pouvons parvenir au théoréme 1.1.

Nous utiliserons l'opérateur d’intégrale singuliere (MM. Calderon et Zyg-
mund et le lemme de M. Sobolev qui nous autorise d’évaluer les dérivées
successives au sens de L2 (| :-- || singnifie la norme de L2 dans la suite.)

REMARQUE 1.1. (Lemme de Sobolev.) 11 existe une constante positive c(n)
dépendant seulement de la dimension n de l'espace telle que

a6 suplu@l = e 2 (L) uw)).
REMARQUE 1.2. (Inégalité d’énergie.) Soit H(t) un opérateur d’intégrale

vl §[1;ﬁ]+1
singuliére & symbole réel dépendant continiment de ¢ dans l'espace .L(L? L?).
Alors, la solution w(x, t) = L*[0, 1] de

(—%-—i[f/l)w(x, H=r(x, e L0, h]

satisfait a I'inégalité
Q.7 lw(x, DIt = rollwlx, DI+ B
ou 7, est une constante telle que

I GH)A—AGH™) || 222,29 = 7o -

Nous tenons a exprimer notre gratitude a M.S. Mizohata pour ses sug-
gestions. Aussi, l'auteur exprime son remerciement a M. M. Yamaguti pour
son encouragement continuel.

2. Existence de solutions.

Considérons l'opérateur d’intégrale singuliére, associé a p(x, t; &, A),
k d . vj k
Q.1 L=11 (W—ij/Q . Hy=m

ou le symbole de H,, o(H;)=A,(x, t; &).
Posons £ =p+q, p—L=S.
Alors, en posant M= —(S+¢), nous voulons résoudre I’équation

2.2) L{u]=f+M[u].

Notre premier but est de montrer I'existence d’une solution u(x, t)
e 972[0, k] de I'équation [2.2) avec la donnée initiale nulle et en méme temps,
nous allons montrer que cette solution u(x, t) € y{.

Nous allons construire la solution u(x, {) € 972[0, A] du probléme de Cauchy
pour I’équation de avec la donnée nulle par la méthode d’approximation
successive.
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D’abord, on définit u,(x, f) comme la solution du probléme de Cauchy :
2.3 Lluy(x, D1=/(x, 1)

avec les données initiales nulles.
Déterminons u,(x,'t) comme il suit:

24) Llu,(x, )= M[uyx, t)]

avec les données de Cauchy nulles.
En général, définissons uy(x, {) (N=1) par

(25) L[”N(-X: [)] — M[uN—l<xJ t)]
avec les données initiales nulles.

co
Si 'on regarde la somme formelle 3 uy(x, ©), évidemment elle satisfait a
N=0

I’équation avec les données nulles.

Avant de montrer I'existence de la solution u,(x, f), voyons la propriété
de y“. Comme nous avons déja remarqué dans le paragraphe précédent, les
coefficients a, ,(x, f) de I’équation (1.1) sont des fonctions de cette classe.

D’autre part, les racines caractéristiques A,(x,¢; & étant des fonctions
algébriques de ses coefficients, elles dépendent analytiquement des a, (x, ).
Si 'on combine ces deux faits, on peut affirmer que A,(x, ¢; & yrsi. (Voir
M. Gevrey [3])

Plus précisément, nous avons alors ’évaluation de la forme suivante,

(2.6) I'?'ug l(aa—gy (-aax )sz_(x, t 5)‘ =cp = é’;)')}j\
pzl=2n

(z,t)ERT" % [0,h]

pour tout »(=0), j, ou C est une constante,
donc,

@7 N (337)” [iH ]

M(n) étant une constante dépendant seulement de la dimension de lespace
d’apres Calderdén et Zygmund [1].

Pour évaluer les dérivées successives de la forme iHw ou vw ou v, w € 7,
préparons un lemme concernant la propriété de fonctions de classe «, essen-
tiellement di & S. Mizohata [107].

LEMME 2.1. Soit a(x), b(x) € r*°, c’est-a-dire, il existe deux constantes p, C
telles que

[y| ¥
< < A7
_E(L2,L2):A/[(n)CM = (P)M K,

Gyl iear s

p<s‘ripi)
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ou r,s(=0) et A, B sont constantes. Alors on a, pour a=1

2 (ts+iph!®
= (Cr+o)« pCtstipD AB

@8 () Tatobeo:

ot k(=2) est une constante.
PREUVE. En effet, en appliquant la formule de Leibniz,

() Tawben =5 cp(-2) taw(-L) ™ toeen.

Ip]
Compte tenu de 3 CP - < iCJ}‘” e,

Q=P

Y 2\ pip (W) 1 +[pl—u) 1
(<—a7> I:ab:l égo ’P[ (k‘o)'r+u A (s plﬁ{pl—i? B
Ipl
S il SR+ (Hp =0 )

Mais, CZ'(r+w)! (s+|pl—w)! =CP (r+s+|p) V/Crist?l < (r+-s+|p) I/Cr¥s, car
Cristiot = CIP'Cr*s, donc on a

(2 o] it etlab 8L

r+s+phtt 2
( p(f+s+l|€n|>> i (C;‘+s)a AB.

c.q.f.d.
Pour évaluer u,(x, ), décomposons l'opérateur L en systéme d’évolution

de lopérateur d’intégrale singuliére, en posant <~%—in/1>u°:vm_1,---,

(da; zH/l)v1 f successivement,

((a(lit sz/l)uO:vm_l

@9 (d il )y = Vms

.....................

avec les données nulles.

Pour ce systéme d’évolution, !z travail de S. Mizohata [8]fnous assure
’existence de solutions dans (972). Maintenant, il nous faut montrer deux
lemmes suivants.

LEMME 2.2. Considérons le probleme de Cauchy pour Iéquation d’évolution
de lopérateur d’intégrale singuliére

(2.10) (jt 1H/1>w(x D=f(x, 1) avec w(x,0)=
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Notons |f|,= ” (%)Pf(x’ t)” ;

En supposant que, v, s deux constantes (=0) quelconques,

1 = (2 otir e, (pl=D
1o =1 GHEDE exo [riaio» 4

o KO)=1+yt)exp[rit], ri=nK et k(=2), K, A étant constantes. Alors

s+1 1«
2.12) lwl, =2 (st+1)1 (r;erJ?). exp [7,t 1K) A

PreUVE. Utilisons la récurrence sur |p|. L’inégalité nous donne

(wl, S?’o'wlo“Hflo,
donc

jwlo= [ exp [ro(t—2)1 1/ (@ lode

qui prouve notre lemme pour |p|=

273

En supposant que soit vrai pour tout g tel que |¢|<|p|—1, montrons

sa validité dans le cas ou |g|=1p]|.

La dérivation (—%)p de prend la forme

(%”iﬂ/g <—a‘a?>pw = é Piaixi [iH]A(ai]{f‘ei Wl (_(%)pf
+ 32 (5 nma() e

(') 0

ou e;=1(0, - ,0 et A= ZR 8 , R, étant l'opérateur de Riesz.

l'on pose ¢,(t)= max|w|, on a
Ipl =L

o) = (ol DD+ f 1+ u S%l Achpl [H Tl p—a@1q14:(D) -

Par conséquent,

o) = f: exp [(yo+Hlyo@—o)1{1f () Ip%—n1 1<4|?| _ZCJ’ {[H ] peq @ g 11(@}dT

nons avons, par I’hypothése de récurrence

et = [ exp [rotrde—o S CHEDT exp LGotir)e )Lt riora

(I—lg|=D!* 201 (rd|gl+DI

“1|§%|—2 q (kp)’u—\q\—n 71 GLD! P

Si
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exp [(ro+(gl+Dy)el1+r.0) e+ Adr .

gt (r+lph ™

Le premier terme du second membre étant majoré par GFDT~ prtid

exp [7,1K(@®'"' A, son deuxiéme terme est plus petit que

(rtlphl e e 1 2r
0T P (s FD)T (u:1 k““) A+7rB6+2)

exp [(ro+IPlr)tdA 47 A

St oD
== (S+1)' p(r+|p!)

compte tenu de s=0, k=2. Dol nous avons

exp [y t]K({)'" A,

£ (rkph 1
wly =2y CEEN = exp ik 2 4.

c.q.f.d

LEMME 2.3. Sous les mémes hypothéses sur H; L <j<m) et f que dans le

lemme 2.2, la solution v,—(x,t) du probléme de Cauchy avec la donnée v,(x, 0)
= - =U,(x, ) =0 pour le systeme d’équation d’évolution.

(%——if{mA) vy =y,

(2.12) « (—Ci‘zt——iﬂm_j/l)um,j = Uy jos

d .
| (g —iHA)n=7
satisfait @ 'inégalité

g LSt r+pDe
@2.13) ey S 27 LCEDE exp [ataicy» A

pour 0=j<=m—1.

Cette preuve est tout a fait analogue a celle du lemme 2.2. Car, |v,],
dtant déja obtenu dans le lemme précédent, il suffit de Vutiliser pour la
majoration |v,|, en regardant 2A constante au lieu de A, etc.

Les deux lemmes ci-dessus nous assurent que notre solution avec la donnée
nulle est majorée par

m 1«
@.14) o1, 2" L5 exp [t I A

si I'on suppose

i, = SR K

et

1o
1, < ‘f,!p} exp 7o/ IKD)W A .

Maintenant nous sommes en mesure de traiter 'opérateur M. Revenant a
la relation de L, on voit que L peut s’écrire comme une somme finie de
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la forme

215) Hy A, A - B, A(CE)" plus

d
dt

KI/I“KZ,/I” Ks/h's< >J ou 0< 1,4 o Higtj<m—1

ol K; est un opérateur qui se déduit par les dérivations en ¢ des
H(s=1,2, -, k). Nous voulons déterminer la forme correspondant a p—L.
Pour cela, on va montrer le

LEMME 24. Soient H(1=j = k) les opérateurs d’'intégrale singuliere. Alors

(2.16) (Hyo Hyo - o H)A*—(H,H, --- H)A*
= combinaisons linéaires de la forme
P AuP A oo PAT, iyt e = k-1,

ou P; est 'une des formes suivantes:

H;, H;oHyo - oHy; (=Hiugi), AH;—H;A,
217 (Hyo Hy—H;H)A , A(H;o Hy—H;H), (Hyo Hypigosy— HiHyip0 A

A(H; 0 Hyyigoij— Hilligi-47) -

PREUVE. Montrons par la récurrence sur k. Supposons que soit

vrai pour k-1, alors la différence

HH, - HA*—H, - Ho_y A", A
peut s’écrire
- (H1 Hk—-l)(HkA_AHk)Ak_l

F(H, - H-) A A— AHY A
e (H, e e ) A— A .
Donc, par ’hypothése de récurrence
HH, - HA*=H oH,o -+ o Hy A H A+ P, AP, A% - PAVH A
ou i,+1,+ - +i;,<k—2, de plus, son premier terme, en posant Hjo «-- o Hj,
= Hyy..(k~1>
H12~'~-(k—-71)/1k—1Hk/1—‘[{12"-%—-1) ° Hk/lk
= (le---(k-—l)/lk_lHkA_H12~--(k—1)chAk)
+(HigtimryHie— Hgeotomry © H) A AF
c.q.f.d.
D’autre part, en tenant compte de o[H;J(x, t; &)=A,(x, t; &) et de [2.7),
nous avons de méme

N (aix)u[”fﬂ/f—ﬂ(('%)u wza) < M(n)ew,

£(12,12)
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¢y étant celle de [2.7)
Le méme principe que le lemme 2.1 montre la

PROPOSITION 2.1. Soient H;, H,; les opérateurs d’intégrale singuliére tels
que ses symboles <y, Alors, les opérateurs de la forme de (2.17) ont la

. o |
St vl = (”:(TLZ?B)' A, alors on a |Pv|p§%—t—|}),l!,)>—'AC ou

propriété suivante:

C est une constante et P est 'un quelconque des opérateurs de (2.17).

Alors

PROPOSITION 2.2. En supposant que u,(x, t) est une solution de [équation
(2.3)

m—1
ML) = 3 C oy

O Upe—j étant celle de (2.12) et C; ayant la propriété suivante.

Si |vlp= L TP oxep i1y 4,

p= g | p(r+lpl)

@18) alors |Cply< const. -y %;;'{)p' ﬁ”;;_ll‘_f?;“ exp [7ot 1K) P +-1-1 A .

PrREUVE. En effet, de la relation [2.12) ot v, = u,.

";Zt‘ Uy = tHpy Athy 40y ,

donc on a
d

2 . d . d
() o= A () uotig () Ao+ vy
= A AGH Aty v )i (L) Aty v,
c’est-a-dire '
= coA2uy+ i Aug+ AV e i C5Um—s .

Ainsi de suite, on arrive a
d \* ko m
( dt > uo—j% Cj(A“‘D Vin—j »

ou les opérateurs c¥ ont la méme proprieté démontrée dans la proposition
pour les opérateurs (2.17).

D’autre part, du lemme 2.4, M peut s’écrire comme suit :
d
dt

M:ZPIAilpzAiz'... ps/ps( )k ol Ik e Fi L=< m—1.

Dongc, il est facile de voir
m-1
Ml:u()] - ]Z—() ijm——] >

ou l'on pose
C;= A+ 1y c.qf.d.
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LEMME 2.5. Sous.les mémes hypothéses que le lemme 2.3,

mal o el (b plm—1—i) 1
(2-19) | JM [Um] |p _S_ C g‘{) 2 @#m—z) ! “0<r+ Ipl+m—1-7)

eXp [7'01___]](([) Ipl +m~14iA

ot C est une constante convenablement choisie.
PREUVE. Si 'on combine I’évaluation de v,.-; dans a (2.18) de la
[Proposition 2.2, on a

; pstm=J —1—p1 .
| Cotmeslp 5 27790y LR T exp Lratdicyim-i-i4

d’oti découle immédiatement notre lemme. c.q.f.d.
Nous obtenons, comme le cas particulier #¥=s=0 du lemme 2.5, a fortiori

Q20 MLl 2CE Gy e exp KO A,
car K(t)= 1.

En utilisant cette majoration au lieu de |f|, dans les lemmes 2.2 et 2.3,
nous pouvons trouver une majoration de |u,|p.

En effet, en posant dans s=m—i, r=m—1—i et 2™A au lieu de A,
nous avons, compte tenu de ou j=0,

pm—itm (dpl+m—1—0) !¢
__»L_i_ m) ! p(lpH-m—l—i)

mjl‘ Zlm—i+m (Wl“*l——l—-}‘]p!) !a
= (m__i_|_m)! p(1n—1—i+lpl)

m—1
(221) lul » é 2mc Zo (]n exp [Tot]KU)IpHm—lZmA

= C(2m)? exp [rfJK@)'?+m=14

De plus, en observant que nous avons obtenu [2.19)] de [2.13) et en posant
s=m—i, r=m—1—1 dans [2.19),

Mol m-1 p—itm=j (m—l-—l—]—Ipl“"‘m"‘l_]) 1%
UV[ [ul:] ]p < (Cz )2 E) {( Eo (m—2+771 __]) ] p<m—1—-i+lpl+m—1-—j) )

exp [7utJK@P ™1} Kty A
En rangeant cette somme double suivant les puissances de f, nous avons

(2.22) | M[u]|, < (C2™)m %’; %M,Hi‘_z) e exp [t JK(1)'PH+¥m-—1 4

(Ipl+i—2)
P »

De proche en proche, nous obtenons la
PROPOSITION 2.3. La solution uy(x,t) de Lluyl=M[uy_,] avec la donnée
initiale nulle satisfait a l'inégalité

- Ve Nm ti+m __N !a
(223) \uNlp = CN(Z )N+17’l’lv ! EN{ (Z_er)y (Ip‘lj;jﬂAN)) }

exp [Tot]K(t>‘pl+N(m_l)A s
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. (N+1)m 7 N 1
@2.24) | MLun]ly = C2my e 5" (£, (2 ‘;fmfyﬁ_ll)) —}

eXp [rot]K(t)lpl+(N+1)(m—l>A .
PREUVE. Evidemment, pour N=0, notre majoration coincide a et
(2.20) respectivement. Supposons que [2.24) soit vrai pour N—1, c’est-a-dire

IMTuy_, ], < (C2™)YYm™ 2 {fﬁiﬂ:‘"; } exp [, JK(1) P +V¥m-D4 |

(pl+i=M)
0

En s’appuyant sur le lemme 2.3 ou I'on suppose s=1, r=1—N, on déduit

de avec j=0
Nm fitm i N 1« o
luylp = (sz)zvmzvq[zmi;v{ G (ipl+i .N) }] exp [7, JK@)P+Ym=1 4

+771) | ‘0( Ipl +i—N)

ce qui prouve la validité de [(2.23) pour N.
De plus, il montre que est vrai aussi pour N. En effet, en posant

dans [2.I3) j=0, s=1i et »=i—N, on déduit de

| M Tuy]l, = C¥@mN Him» 2 [c 2 { (Z:;"jﬁ ! (p H;@ﬁiﬁ;—}fﬁj} o 1]

exp [70t][((t)lpl —I-(N+1)('mﬁ1)A s

en posant m—j==F&,

= (C2™)N + N~ 1% {(l v (pl+it+k—N—-1) !"}

N = +k)! p(lzﬂ +i+k—N—1D)
eXp [rot]KO‘)Ip\ 'F-(N-Fl)(m—-l)A .
Le méme procédé, déja utilisé pour obtenir (2.22), d’arrangement suivant
les puissances de ¢ montre c.q.f.d

Abordons a vérifier que les séries majorantes sont uniformément conver-
gentes. Pour simplifier, posons B=C2"m et A’=2"A/m. Alors

g (plHi—N)!*
—!—m)‘ p(IpI—H, S

@35 luly SBKO™Y % {; b exp [ 1K@ A”.

En comptant tenu de u(x, 1) = > un(x, 1),
N=0

o Nm Zti+m _

Pour développer (2.26) suivant les puissances de ?#, cherchons les termes
contenant #**™. D’abord, dans les séries majorantes de |uy|, ce qui contient
t*™ comme le premier terme est |u;|, et ce qui le contient comme le dernier
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terme est lu[ i1 l,“. Donc, les coefficients de sont

ti+m
G+m)!

227 o] (BK(t)m—l)i+M(BKU)’"‘1)"“

ip! Qpl D)
p? g

(1p1+en—1[ L) 1=
Sre-[E])

(BE)™~ =],

'C( > 'a
Mais, évidemment (li(lj,_ﬁ))' < (lf)!;ﬂz)' pour k=<j, (2.27) est majoré

(1phen-n[ )

p('P”(m'”[%]) i=o

par, a fortiori

(BE@W™Y

) (1pl+<m—1>+(m—1}[#]) "
= p(lpl +mt m-D[-])

(BK(t)m—l)i+l .
En conséquent

o [ pem (11D D[ L ]) 1=

(228) lu ,p = et (z+m) ] p(lpl +(m—1)+(m—1)[—"7;;]) (BK(t)mﬂl)iH

exp [y, K@) A’ .

Compte tenu de (@*)*x! ~ xgzi(ax) 19 par la formule de Stirling et [—1;1—] =< %,

. m
si 'on pose «

=¢, 0n a

=) ti+m o +m+ ; 1 metng ,
= 3 T SRR Ky exp LKD) A

=0

u ﬂn:;i<a§1, d’aprés notre hypothése sur a et I'(x+1)==x! pour x non
entier.
B max K(t)
En posant o max K@ 1=C et —‘?~—:C1, a fortiori,
i+m
= £ S Caldlbmete! A

= CpalpD! 3 (crpem (Rl en (ot 4

4) [k] signifie le plus grand entier inférieur & k.

5) a()~b(x) signifie lim ‘;}%’g — const. % 0.
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< (alp])! @C)w §0 (2Ct “@fw A

en tenant compte de (a|p|+m+te)! ((1—e)i)!=Z(a|p|+m+i)! a cause de

ﬁ?((sg)igi) =B(s, ) <1 pour s,t=1 et (a|p|+mi)! < 2P +m+,

Donc, nous avons montré

<t<
@29)  lul,s@ipht@igyn ar | P OETER G T s st
pour 0=t=h, (<h) dans le cas e=1.

Jusqu’a maintenant, notre attention était consacrée a évaluer les dérivées
successives en x seulement.
En ce moment, vérifions que u(x, ) est aussi de fonctions de classe « en .

s
D’abord remarquons que (i) u(x, ), 0=<j=<m—1, est une fonction de

ot
classe «, car, si nous désignons par Ve, correspondant a uy au lieu de vy
d k
dans [2.12), nous avons (—dT) uN:g)onvi,i‘i’f, k=0, 1,--, m—1, ou C* a la
propriété suivante: si

m m— grm—d —N)1*
oG], = (C2M¥mV 12 ]Z{(Z—l-m‘—]')! (lp))j;llﬂ—zv)) }

exp [Tot]K(t)lpHN(mfl)A ,

alors

m m— firm—g | — N+k—j) 1«
| Chvan; | = const. (C2™)NmN—12m=7 E '{ Grm—p! (Ipllj(—l];.‘lwi—Nntk*j)]) }

exp l:rot]K:(t)lpl+N(m*1)+k—jA .
D’autre part, par le lemme de Sobolev [(1.6), nous avons

() 0]

Ceci montre que I’évaluation au sens de L? nous donne I’évaluation au sens
du maximum.

Sgp ’ (aixyu(x’ t)l =< vl §Ipl§[—"§]+1‘

3
Donc, dans la suite, utilisons la notation ’<i> u(x, t)‘ au sens de
14
sup

ot
a ? a t 7 .. 4 s .
< )(—) u(x, 1)]. Alors, sur les dérivées supérieures en ¢,
(@yermx[o,n]| S 0X ot
nous pouvons montrer la

PROPOSITION 2.4. Supposons que u(x,t) soit une solution de L[u(x,t)]
=f(x, 1) avec la donnée initiale nulle on C, K étant constantes. Supposons que

‘(%>Lay,i(X, t)}p_g_(|p|_|_l)la(_§) lpIC

()7 0] =Qpl+m+n KoKy



Probléme de Cauchy pour les équations hyperboliques 281

soient remplies pour tout p, | et tout i, v.
St Pon suppose, de plus, pour 0<j<m—1,

] (—t%—)j u(x, 1) X

ou A est une constante, et y est assez grand, alors, nous avons, 0 <j < m—1,

<(pl+N)1 KoKy A

@30 (L) uts 0] SUpltmetp1e KR GEY ™A,
ot "
PREUVE. Supposons que était déja montré pour j=<m—2. La

formule de Leibniz nous donne, en opérant (%)J’

(o) = () 1= B B04GE) T ot o(5) " (5

d’ott l'on tire i=m-1
(3L
.3 B2 e () ().
ism-1

Par les hypothéses de récurrence

K% - La,,(x, t)]‘ <(p|4j— ),a< IpIC

l(% i+"uL+ S(p|+v|FitR) e KW (KA

Or, l'application du lemme 2.1 nous donne, en posant r=j—Fk, s=|v|+iitk,

Gr) () ()
2

= (plHy i KPMGE Y™ e AC.

14

Donc, le deuxiéme terme du second membre peut étre majoré par

Nl Fpl j+m i—m+j—k
plmint Kuryn, % %ok renac

compte tenu de CWHEH =CJ et i+|v|§m, a fortiori, il est majoré encore par

(1P |+m+i) 1= K2 <rK)f“”2“‘4}£ ,

ce qui prouve notre proposition. c. q.f. d.
Finalement, nous devons traiter le cas ou les données initiales sont des
fonctions de classes a, c’est-a-dire
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LTulx, )]=f(x, 1) avec (aa—t>iu(x, 0)=gpix) pour 01 m¥1 .

m-—1 k
En posant g(x, )= kf__,‘)%,—gok(x), si lon considére wv(x, t)=u(x, )—g(x, t),
alors v(x, t) satisfait a I’équation

(2.31) LLv(x D]1=1fx, H—LLg(x 1]

(aa—t)zv(x, 0H=0 pour 0=Zi<m—1,

qui entre dans notre cadre, car les données de Cauchy sont nulles et f—L[ g]
est une fonction connue € r{¥.

Enfin, nous sommes arrivés au

THEOREME 2.1. On suppose que léquation (1.1) satisfait a (1.5), dont les
coefficients € y$). Elant donnés second membre f(x, 1) € r@ N D70, k] et la

m-—1
donnée initiale (u(x, 0, -, (78[) u(x, O)) E 1PN De, alors,sil <a < mril—l ,

il existe toujours une solution u(x, t) €y N D2[0, h]. Si a:—nTm:—f, 1l existe

un hy>0 tel que la solution u(x,t) existe pour 0=<t=<h, et u(x, ) ry®
N D72[0, hyl.

3. Unicité et Domaine de dépendence.

La raison essentielle de la difficulté dans le paragraphe précédent était
I’'absence de 'inégalité d’énergie ordinaire pour I’équation (1.1). Mais, comme
nous avons déja établi I'existence d’une solution, montrons I'unicité de cette
solution, D’abord,

LEMME 3.1. Soit p(&, ) un polynéme homogeéne de degré m en (&, A), tel
que

P& D= A—2,EN™ - (A—A(E))*

ol A,(6) < A,8) < -+« < AKE) pour & réel +0, et les multiplicités vy, -+, v, sont
invariantes. Posons

Zmax: .SU IZJ(E)| .

1

2 max

BE, =0y - a+&, ). Alors on a P&, )= pla, D(pp— ) -+ (p—pl£))* on
(&) < - < &) et pla, 1)+ 0.
PREUVE.

P at§, p=)=(=D"A—p+2(p - a+E)* = A—p+ Ayt - a+E)*
= (=D"A—@u () o A=l )"

Soit a=(ay, =, a,) un vecteur réel tel que |a|=+vaj+ - +ai< , et
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ol @ ()= p—A - a+&). Ici nous avons fixé £. Donc, p(u - a+&, )= ¢, (&)
o oi(E)¥r. 11 est évident que ¢,(g) > @(1) > -+ > (). Nous allons montrer
que les zéros des fonctions ¢ () sont deux a deux distincts.

En effet, pour & fixé, lorsque p— oo, on a

() _ «@
T~1—zi<a>—1—zi(—)tai >0.

la|

Ceci montre que ¢, ()— +oco suivant que pg— +co. On voit aisément que les
¢ (¢) sont strictement croissantes. Nous avons donc g, < pt, < == <ty et
sont des zéros de p(p- a+&, £)=0 avec les multiplicités vy, --- , v c.q.f.d.
Faisons la transformation
{3 )

3.D j-1

g
X;=Xj.

Alors, (% %) se transforme en <L+2x’ 0 0

o T —at—,) D’apres le

lemme 3.1,
Bl 1 & ) =p(x. t; 2xp+E, 1)
=px, t; 2x, D(e—p(x, 5 EN - (u—plx, £ E)7F .

Ceci montre que I’hyperbolicité formelle est encore conservé par la trans-
formation ci-dessus (au moins au voisinage de l'origine). Maintenent on est
en mesure d’étendre le théoréme de Holmgren.

ProposITION 3.1. (Holmgren.) Soit .,L’(x, l; %, ~aa—t> formellement hyper-

bolique, défini au voisinage de l'origine, avec les coefficients € rigs, 1 <a < =1

Soit u(x, ) e &™), une solution de LTu] =0 avec la donnée nulle sur UNn({t=0),
U étant un voisinage de lorigine, alors u(x, t)=0 dans un voisinage V(VC U)
de lorigine.

PrREUVE. Par la transformation de Holmgren D, se transforme dans.
le domaine D.: {(x, t); t'=|x']>, ' <e}. Si l'on prend ¢ assez petit, p est
aussi formellement hyperbolique dans un voisinage de [J.. Plus précisément
fi(x’, t') est la solution de f[ﬁ(x’, tY]=0 dans un voisinage de D, et de plus
L a la forme de (1.1) et formellement hyperbolique avec les coefficients.
€7@, Maintenent, on étend £ au domaine £=R"X[0, k] de maniére que
T satisfait aux conditions énoncées dans le théoréme 2.1 dans £Q.

Alors, si on étend #(x, t) dans £2, en posant #(x, {)=0 en dehors de D.,
LTax’, t)]=0 pour (x/, t")= 2, i a la donnée de Cauchy nulle et a son support
dans D..
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Or, il est évident que X (I'opérateur transposé de L) satisfait aussi dans
£2 aux mémes conditions que dans le théoréme 2.1. Supposons maintenant
que u(x, 1) ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de l'origine, alors
il existe un &2 (0 <h=¢) tel que %(x’, h)=0. Alors la formule

(3.2) @ L[v]—vL [4])dxdt’

0=
(@’,t/)ERPx[0,1]

am——l

atmﬁl

=(— [ ax’, by v(x’, B)dx’

ou v est une solution de £[v]=0 avec la donnée initiale

(%)Lv(x’, h)=0,i=0,1, -, m—2.
Or, le théoréme 2.1, appliqué a Popérateur £ défini dans R, affirme I'éxistence
de telles solutions, et on peut choisir la donnée initiale ou #=~h de telle
maniére que lelsecond membre ne s’annule pas, ce qui est une contra-
diction.

THEOREME 3.1. On suppose que

2 max — ?5“1?1 Izj(x: t; E)I < +oo

1si=k, (z,0)€Q
et que Popérateur L, formellement hyperbolique, a ses coefficients dans 7. avec

@ <emni—1. Etant donnée une hypersurface S réguliére, analytique, définie par

o(x, 1)=0 avec (%)2> Aax él (——g% 2. Soit u(x, t) une solution de L{u]=0

au voisinage de (x,,t,) € S, ayant la donnée de Cauchy nulle sur S, alors u(x, 1) =0
au voisinage de (x,, ty).

Ce théoréme est une variante de celle de S. Mizohata [11]. Comme nous
avons déja remarqué ci-dessus, sa méthode s’applique méme dans notre situa-
tion a cause du lemme 3.1 et de la proposition 3.1.

THEOREME 3.2. Etant [équation (1.1) formellement hyperbolique dans
Q=R"x[0, h], (x,, t) € R, soit C un céne passé défini par

(t—ty=dy| 5=, |, t <1} 0% dy=

2 max

Notons D [l'intérieur de ce cone passé.

St u(x, t) est une solution de (€™) de (1.1) ou f=0 dans D-+C qui est nulle
ainst que ses dévivées jusqu’a l'ordre m—1 sur Dy,=DnN\({t=0), alors u(x,t)
s’annule identiquement sur D-+C. En particulier, u(x,, t,) =0.

DEMONSTRATION. (F. John [5], S. Mizohata [11].) Soit S¢(0 <0 <1} une
famille d’hypersurface dépendant d’un paramétre 6 définie par
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o(x, t; O =U—t)?—dE | x—x,>—0=0.

Evidemment
agp 2 7 n ago 2 (t—t,)? 1
U SeDDNE=0) et (22 SN N e
2z0>0 ’ ( ) < ot ) /Jz‘{ < axj dé | x—x, |2 dz A* max

D’aprés le théoréme 3.1, si u est nulle sur Sy, pour certain 6, alors elle
s’annule identiquement pour # appartenant au voisinage de #,. L’ensemble
de @ pour lequel u s’annule sur Sp est donc ouvert. Il est aussi fermé et non
vide. Donc, il est I'ensemble entier, c’est-a-dire u(x, ) s’annule identiquement
dans le cone entier D-+C. c.q.f.d.

Les deux théoréemes derniers nous montrent que, si la solution véritable du
probléme de Cauchy pour I’"équation (1.1) existe, elle doit &tre unique. Mais,
en remarquant 7 C(€™), on peut affirmer que la solution obtenue dans le
théoréme 2.1 doit &tre unique.

Finalement, nous allons montrer le théoréme 1.1. A savoir, le théoréme
2.1 (théoréme d’éxistence) est encore valable méme quand on suppose seulement
7i% au lieu de y“° sur les coefficients et les données.

Prenons une partition de l'unité By(x) (=0, 1, 2, ---), % B;(x)=1 qui sont
J=0

des fonctions de y“. En notant K; son support, désignons le domaine
{(3); b+ Amax = |y—x]|, (x) € K;} par U; et construisons une fonction d,(x) € y
qui est identiquement égale a 1 dans un voisinage fixé de U; et zéro en dehors
de l'ensemble compact V; contenant U;. En utilisant cette fonction d;(x),
considérons l'opérateur

L;= <‘aaT>m+i;.%n a,,:(8 {(0)x, t)( aax ) (%)i

et le probléme de Cauchy
(3.3) Lilulx, 1= B 0)f(x, 1)

avec les données initiales
0 \? i
(57) ute =B 0=i=m-1.

Mais, & cause du théoréme 2.1, la solution u;(x, ¢) de existe et satisfait a
la relation £;[u,(x, £)]= B{x)f(x, ). Posons u(x, f)= 3 u,x, ) et prenons un
=0

ensemble compact N de 2=R"x[0, h]. Compte tenu du domaine de dépendence,
les u; sont identiquement nulles sauf un nombre fini d’elles. D’ot, sur N, on

a ulx, )= ﬁi)iuj(x, ). Donc, I[u]:af(%uj):ﬁii Ij[uj]:%iﬁjf:f, sur N.

REMARQUE. Supposons que les coefficients et le second membre f et la
donnée de Cauchy pour =0 soient tous analytiques. Alors, le théoréme 1.1
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affirme l'existence de solution u(x,?) de classe a,a>1 étant quelconque.
Mais, nous ne savons pas si cette solution u(x, /) coit analytique ou non dans
2 =R"x[0, h].
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