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Le probl\‘eme de Cauchy pour les \’equations

hyperboliques \‘a caract\’eristique multiple

Par Yujiro OHYA

( ${\rm Re}_{\xi}:u$ le 30 mars, 1964)

1. Introduction.

Le probl\‘eme de Cauchy pour les \’equations hyperboliques est d\’ej\‘a cla-
ssique; nous dirons que l’\’equation kowalewskienne

(1.1) $\rightarrow C[u]=\frac{\partial^{m}}{\partial t^{m}}u(x, t)+\sum_{i+||\leqq m}a_{\nu,\dot{\iota}}(x, t)(\frac{\partial}{\partial x_{1}})^{\nu_{1}}\ldots(\frac{\partial}{\partial x_{n}})^{\nu n}(\frac{\partial}{\partial t})^{i}u(x, t)$

$=f(x, t)$

est hyperbolique, si cette \’equation a une et une seule solution $u(x, t)$ pour
toutes les donn\’ees initiales et le second membre suppos\’es ind\’efiniment dif-
f\’erentiables.

Soient $\lambda_{i}(x, t;\xi)$ les racines caract\’eristiques de l’\’equation caract\’eristique
associee \‘a (1.1);

(1.2) $p(x, t;\xi, \lambda)=\lambda^{m}+_{i+|\nu}\sum_{|=m}a_{\nu,i}(x, t)\xi^{\nu}\lambda^{i}=0$ .

Alors on sait que, si toutes les racines sont r\’eelles et distinctes, cette \’equation

est hyperbolique. Voir \‘a ce sujet les travaux de M. Leray [7], M. Garding
[2] et M. Mizohata [8], [9]. Mais, si l’on ne suppose plus que les $\lambda_{i}$ sont
distinctes, nous savons tr\‘es peu. A ce propos, nous devrions signaler que
r\’ecemment M. Yamaguti [14] a trait\’e ce probl\‘eme en se servant des op\’erateurs
integraux singuliers. Mais, si on veut envisager sur le domaine de d\’ependence,
on ne sait pas si cette \’equation a le domaine de d\’ependence fini. Comme la
question est tellement difficile, on pourrait dire que, dans le cas de plusieurs
dimensions, elle est encore rest\’ee ouverte. Dans le cas de $n=1$ , nous savons
le r\’esultat assez complet de $M^{me}$ . Lax [6].

D’autre part, nous savons que, d’apr\‘es $M^{me}$ . Kowalewski, pour les \’equa-

tions du type (1.1), il existe une et une seule solution analytique si $a_{\nu,i}(x, t)$ ,

$f(x, t)$ et les donn\’ees de Cauchy sont des fonctions analytiques en $(x, t)$ . Et
puis, M. Gevrey [3] a \’etendu ce r\’esultat aux \’equations d’order 2 du type
parabolique, en introduisant une classe de fonctions ind\’efiniment diff\’erentiables.
(Voir aussi, M. H\"ormander [4].)

D\’EFINITION 1.1. Espace $\gamma_{1oc}^{((f)},$ $\gamma^{(\alpha)}(\alpha>1)$ .
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Nous dirons qu’une fonction $\varphi(x)\in(\mathcal{E})^{1)}$ appartient \‘a la classe $\gamma_{1oc}^{(\alpha)}$ , si, pour
tout compact $K$, il existe deux constantes positives $\rho$ et $C$, d\’ependant en
g\’en\’eral de $K$ ; telles que

(1.3) $|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}\varphi(x)|\leqq\frac{|p|!^{a}}{\rho^{|p|}}C$ pour tout $\chi\in K$, et pour tout $p=(p_{1}, \cdots p_{n})$ .

Nous dirons que $\varphi(x)\in\gamma^{(\alpha)}$ , si (1.3) a lieu pour tout $x$ .
Pour simplifier l’\’exposition, nous donnons la
D\’EFINITION 1.2. (Hyperbolicit\’e formelle.) Nous dirons que l’\’equation (1.1)

est formellement hyperbolique si toutes les racines sont r\’eelles, et de plus,
leurs multiplicit\’es sont invariantes:

(1.4) $p(x, t;\xi, \lambda)=(\lambda-\lambda_{1}(x, t;\xi))^{\nu_{1}}(\lambda-\lambda_{2}(x, t;\xi))^{\nu_{2}}\ldots(\lambda-\lambda_{k}(x, t;\xi))^{\nu_{k}}$

o\‘u
$\lambda_{1}(x, t;\xi)<\lambda_{2}(x, t;\xi)<\ldots<\lambda_{k}(x, t;\xi)$ .

Dans cet article, nous allons toujours supposer que $C$ soit formellement
hyperbolique. Soit $\Omega=R^{n}\times[0, h],$ $h>0$ . On suppose que

1o Les coefficients $\in\gamma_{1oc}^{(\alpha)}$,

(1.5) $2^{o}$ Les coefficients $a_{\nu,i}(x, t),$ $|\nu|+i=m$ , sont born\’es dans $\Omega$ .
Par cons\’equent, $\lambda_{i}(x, t;\xi)$ sont bornes $dans^{\approx}\Omega$ .

3’ $x$ est formellement hyperbolique.

Enongons maintenent un de nos r\’esultats.
TH\’EOR\‘EME 1.1. On suppose dans (1.5) $1<\alpha<\frac{m}{m-1}$ . Etant donn\’es le

second membre $f(x, t)\in\gamma_{1oc}^{(a)}$ , et la donn\’ee initiale $(u(x, 0)$ , – , $\frac{\partial^{m-1}}{\partial t^{m-1}}u(x, 0))\in\gamma_{1oc}^{(a)}$ ,

il existe une solution $u(x, t)$ dans $\Omega$ de (1.1) appartenant \‘a la classe $\gamma_{1oc}^{(a)}$ , et
cette solution est unique dans la classe $\mathcal{E}^{m}(\Omega)^{3)}$ .

Voici notre plan de d\’emonstration: Nous allons d’abord d\’emontrer le
th\’eor\‘eme 1.1 sous la forme plus re’strictive. A savoir, on suppose que, dans
(1.5), les coefficients $\in\gamma^{(\alpha)}$ , au lieu de $\gamma_{1oc}^{(\alpha)}$ . La m\^eme restriction sur le second

membre et la donn\’ee initiale: $f(x, t)\in\gamma^{(a)}\cap 9_{L}^{\infty_{2}}[0, h],$ $(u(x, 0),$ $\cdots$ $\frac{\partial^{m-1}}{\partial t^{m-1}}u(x, 0))$

$\in\gamma^{(\alpha)}\cap 9_{L}^{\infty_{2}}$ . Ensuite, en utilisant ce r\’esultat, nous d\’emontrons que $x$ , sous

1) Voir L. Schwartz [13].
2) On suppose que cette condition est encore v\’erifiee dans un voisinage de

l’hyperplan $t=0$ .
3) $\mathcal{E}^{m}(\Omega)$ signifie, par abus de langage, $1’ espace$ des fonctions m-fois contin\^ument

diff\’erentiable dans $\overline{\Omega.}$
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l’hypoth\‘ese (1.5), a le domaine de d\’ependence fini. Finalement, d’apr\‘es le proc\’ed\’e
de la partition de 1‘unite, nous pouvons parvenir au th\’eor\‘eme 1.1.

Nous utiliserons l’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere (MM. Calder\’On et Zyg-
mund [1]) et le lemme de M. Sobolev qui nous autorise d’\’evaluer les d\’eriv\’ees
successives au sens de $L^{2}$ . ( $\Vert\ldots$ I singnifie la norme de $L_{x^{2}}$ dans la suite.)

REMARQUE 1.1. (Lemme de Sobolev.) Il existe une constante positive $c(n)$

d\’ependant seulement de la dimension $n$ de l’espace telle que

(1.6) $\sup_{x}|u(x)|\leqq c(n)(\Sigma_{\frac{n}{2}}|\nu|\leqq[]+1\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}u(x)\Vert)$ .

REMARQUE 1.2. (In\’egalit\’e d’\’energie.) Soit $H(t)$ un op\’erateur d’int\’egrale
singuli\‘ere \‘a symbole r\’eel d\’ependant contin\^ument de $t$ dans l’espace $\rightarrow C(L^{2}, L^{2})$ .
Alors, la solution $w(x, t)\in L^{2}[0, h]$ de

$(\frac{d}{dt}iH\Lambda)w(x, t)=f(x, t)\in L^{2}[0, h]$

satisfait \‘a l’in\’egalit\’e

(1.7) $\Vert w(x, t)||_{t}^{\prime}\leqq\gamma_{0}\Vert w(x, t)\Vert+\Vert f(x, t)\Vert$

o\‘u $\gamma_{0}$ est une constante telle que
$\Vert(iH)\Lambda-\Lambda(iH^{*})\Vert_{X(L^{2},L^{2})}\leqq\gamma_{0}$ .

Nous tenons \‘a exprimer notre gratitude \‘a M. S. Mizohata pour ses sug-
gestions. Aussi, l’auteur exprime son remerciement \‘a M. M. Yamaguti pour
son encouragement continuel.

2. Existence de solutions.

Consid\’erons l’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere, associ\’e \‘a $p(x, t;\xi, \lambda)$ ,

(2.1) $L=\prod_{j=1}^{k}(\frac{d}{dt}iH_{j}\Lambda)^{\nu j}$ , $\prod_{j=1}^{k}\nu_{j}=m$

o\‘u le symbole de $H_{f},$ $\sigma(H_{j})=\lambda_{j}(x, t;\xi)$ .
Posons $t=p+q,$ $p-L=S$.
Alors, en posant $M=-(S+q)$ , nous voulons r\’esoudre l’\’equation

(2.2) $L[u]=f+M[u]$ .
Notre premier but est de montrer l’existence d’une solution $u(x, t)$

$\in 9_{L^{2}}^{\infty}[0, h]$ de 1‘equation (2.2) avec la donn\’ee initiale nulle et en m\^eme temps,
nous allons montrer que cette solution $u(x, t)\in\gamma_{x^{\alpha}}^{(},$

$\cdot$

Nous allons construire la solution $u(x, t)\in 9_{L^{2}}^{\infty}[0, h]$ du probl\‘eme de Cauchy
pour l’\’equation de (2.2) avec la donn\’ee nulle par la m\’ethode d’approximation
successive.
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D’abord, on d\’efinit $u_{0}(x, t)$ comme la solution du probl\‘eme de Cauchy:

(2.3) $L[u_{0}(x, t)]=f(x, t)$

avec les donn\’ees initiales nulles.
Determinons $u_{1}(x, t)$ comme il suit:

(2.4) $L[u_{1}(x, t)]=M[u_{0}(x, t)]$

avec les donn\’ees de Cauchy nulles.
En gen\’eral, d\’efinissons $u_{N}(x, t)(N\geqq 1)$ par

(2.5) $L[u_{N}(x, t)]=M[u_{N-1}(x, t)]$

avec les donn\’ees initiales nulles.
Si l’on regarde la somme formelle $\sum_{N=0}^{\infty}u_{N}(x, t)$ , \’evidemment elle satisfait \‘a

l’\’equation (2.2) avec les donn\’ees nulles.
Avant de montrer l’existence de la solution $u_{0}(x, t)$ , voyons la propri\’et\’e

de $\gamma^{(a)}$ . Comme nous avons d\’ej\‘a remarqu\’e dans le paragraphe pr\’ec\’edent, les
coefficients $a_{\nu,i}(x, t)$ de l’\’equation (1.1) sont des fonctions de cette classe.

D’autre part, les racines caract\’eristiques $\lambda_{j}(x, t;\xi)$ \’etant des fonctions
alg\’ebriques de ses coefficients, elles d\’ependent analytiquement des $a_{\nu,i}(x, t)$ .
Si l’on combine ces deux faits, on peut affirmer que $\lambda_{j}(x, t;\xi)\in\gamma_{x,\iota}^{(\alpha)}$ . (Voir

M. Gevrey [3].)

Plus precis\’ement, nous avons alors l’\’evaluation de la forme suivante,

(2.6)
$(x,t)\in^{\mu}R^{n}||\leqq 2^{1}n\sup_{|\xi|\geqq_{\times[0,h]}}|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\mu}(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}\lambda_{j}(x_{y}t ; \xi)|=c_{|\nu|}\leqq\frac{|1)|!^{\alpha}}{(k\rho)^{|\nu|}}C$

pour tout $1$) $(\geqq 0),$ $j$ , o\‘u $C$ est une constante,
donc,

(2.7) $\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}[iH]\Vert_{1(L^{2},L^{2})}\leqq M(n)c_{|\nu|}\leqq\frac{|\nu|!^{\alpha}}{k(\rho)^{|\nu|}}K$ ,

$M(n)$ \’etant une constante d\’ependant seulement de la dimension de l’espace
$d’ apr\grave{e}sCalder6n$ et Zygmund [1].

Pour \’evaluer les d\’eriv\’ees successives de la forme $iHw$ ou $vw$ o\‘u $v,$ $w\in\gamma^{(\alpha)}$ ,

pr\’eparons un lemme concernant la propri\’et\’e de fonctions de classe $\alpha$ , essen-
tiellement d\^u \‘a S. Mizohata [10].

LEMME 2.1. Soit $a(x),$ $b(x)\in\gamma^{(\alpha)}$ , c’est-\‘a-dire, il existe deux constantes $\rho,$
$C$

telles que

$|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}a(x)|\leqq\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{(,\backslash k\rho)^{(r+|p|)}}A$ ,

$|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}b(x)|\leqq\frac{(s+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(s+p_{1})}}B$
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o\‘u $r,$ $s(\geqq 0)$ et $A,$ $B$ sont constantes. Alors on $a$ , pour $\alpha\geqq 1$

(2.8) $|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}[a(x)b(x)]|\leqq\frac{2(r+s+|p|)!^{\alpha}}{(C_{s^{r+s}})^{\alpha}\rho^{(\sim+s+|p|)}}$ AB

o\‘u $k(\geqq 2)$ est une constante.
PREUVE. En effet, en appliquant la formule de Leibniz,

$(\frac{\partial}{\partial x})^{p}[a(x)b(x)]=\sum_{q\leqq p}C_{q^{p}}(\frac{\partial}{\partial x})^{q}[a(x)](\frac{\partial}{\partial x})^{p-q}[b(x)]$ .

Compte tenu de $\sum_{q\leqq p}C_{q^{p}}\ldots\leqq\sum_{u=0}^{|p|}C_{u^{p^{1}}}^{1}\cdots$ ,

$|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}[ab]|\leqq\sum_{u=0}^{|p|}C_{u^{pI}}^{1}\frac{(r+u)!^{a}}{(k\rho)^{r+u}}A\frac{(s+|p|-u)!^{\alpha}}{\rho^{(s+|p|-u)}}B$

$\leqq\frac{AB}{\rho^{(r+s+|p|)}}\sum_{u=0}^{|p|}(C_{u^{p^{1}}}^{1}(r+u) ! (s+|p|-u)!)^{\alpha}\frac{1}{k^{r+u}}$ .
Mais, $C_{u^{|p|}}(r+u)$ ! $(s+|p|-u)$ $!=C_{u^{|p|}}(r+s+|p )$ $!/C_{s+u}^{r+s+|p|}\leqq(r+s+|p )$ $!/C_{s^{r+s}}$ , ca $r$

$C_{s+u}^{r+s+|p|}\geqq C_{u^{Ip1}}C_{s}^{r+s}$, donc on a

$|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}[ab]|\leqq\frac{AB(r+s+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+s+1p^{1})}(C_{s^{r+S}})^{n}}\sum_{u^{-0}}^{|p|}\frac{1}{k^{r+u}}$

$\leqq\frac{(r+s+|p|)!^{\mathfrak{a}}}{\rho^{(r+s+|p|}}\frac{2}{(C_{s^{r+s}})^{r\iota}}$ AB.
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Pour \’evaluer $u_{0}(x, t)$ , d\’ecomposons l’op\’erateur $L$ en syst\‘eme d’\’evolution

de l’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere, en posant $(\frac{d}{dt}-iH_{k}\Lambda)u_{0}=v_{m-1},$ $\cdots$ ,

$(\frac{d}{dt}-iH_{1}\Lambda)v_{1}=f$ successivement,

(2.9) $\left\{\begin{array}{l}(\frac{d}{dt}iH_{k}\Lambda)u_{0}=v_{m-1}\\(\frac{d}{dt}-iH_{k-1}\Lambda)v_{m-1}=v_{m-2}\\\ldots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\\(\frac{d}{dt}-iH_{1}\Lambda)v_{1}=f\end{array}\right.$

avec les donn\’ees nulles.
Pour ce syst\‘eme d’\’evolution, $ 1\Leftrightarrow$. travail de S. Mizohata $[8]Bnous$ assure

l’existence de solutions dans $(\mathscr{D}_{L}^{\infty_{2}})$ . Maintenant, il nous faut montrer deux
lemmes suivants.

LEMME 2.2. Consid\’erons le probl\‘eme de Cauchy pour l’\’equation d’\’evolution
de l’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere

(2.10) $(\frac{d}{dt}iH\Lambda)w(x, t)=f(x, t)$ avec $w(x, 0)=0$ .
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Notons $|f|_{p}=\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{p}f(x, t)\Vert$ .

En supposant que, $r,$ $s$ deux constantes $(\geqq 0)$ quelconques,

(2.11) $|[iH]|_{p}=\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{p}\sigma[iH](x, t;\xi)\Vert_{x(L^{2},L^{2})}\leqq\frac{(|p|-1)!^{\alpha}}{(k\rho)^{(|p-1)}}K$

$|f|_{p}\leqq\frac{t^{s}}{s!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{p^{(r+|p|)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A$

o\‘u $K(t)=(1+\gamma_{1}t)\exp[\gamma_{1}t],$ $\gamma_{1}=nK$ et $k(\geqq 2),$ $K,$ $A$ \’etant constantes. Alors

(2.12) $|w|_{p}\leqq 2\frac{r^{s+1}(r+|p|)!^{\alpha}}{(s+1)!\rho^{(r+p}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A$ .

PREUVE. Utilisons la r\’ecurrence sur $|p|$ . L’in\’egalit\’e (1.7) nous donne

$(|w|_{0})_{t}^{\prime}\leqq\gamma_{0}|w|_{0}+|f|_{0}$ ,

donc

$|w|_{0}\leqq\int_{0^{t}}\exp[\gamma_{0}(t-\tau)]|f(\tau)|_{0}d\tau$

qui prouve notre lemme pour $|p|=0$ .
En supposant que (2.12) soit vrai pour tout $q$ tel que $|q|\leqq|p|-1$ , montrons

sa validit\’e dans le cas o\‘u $|q|=|p|$ .

La d\’erivation $(\frac{\partial}{\partial x})^{p}$ de (2.10) prend la forme

$(\frac{d}{dt}iH\Lambda)(\frac{\partial}{\partial x})^{p}w=\sum_{i=1}^{n}p_{i}\frac{\partial}{\partial x_{i}}[iH]\Lambda(\frac{\partial}{\partial x})^{p-e_{i}}w+(\frac{\partial}{\partial x})^{p}f$

$+\sum_{q\leqq p-2}C_{q^{p}}(\frac{\partial}{\partial x})^{p-q}[iH]\Lambda(\frac{\partial}{\partial x})^{q}w$

o\‘u $e_{i}=$ $(0, \cdots (i)1,$ $\cdots$ , $0$) et $\Lambda=\sum_{j-1}^{n}R_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}},$ $R_{j}$ \’etant l’op\’erateur de Riesz. Si

l’on pose $\varphi_{l}(t)=\max_{|p|=l}|w|_{p}$, on a

$\varphi_{l}(t)^{\prime}\leqq(\gamma_{0}+l\gamma_{1})\varphi_{l}(t)+|f|_{p}+\sum_{|q|\leqq|p|-2}C_{q^{P}}|[iH]|_{p-q}n\varphi_{|q|+1}(t)$ .
Par cons\’equent,

$\varphi_{l}(t)\leqq\int_{0^{t}}\exp[(\gamma_{0}+l\gamma_{1})(t-\tau)]\{|f(\tau)|_{p}+n\sum_{|q|\leqq|p|-2}C_{q}^{p}|[iH]|_{p-q}\varphi_{q|+1}(\tau)\}d\tau$ ,

nons avons, par l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence

$\varphi_{l}(f)\leqq r_{0^{t}}\exp[(\gamma_{0}+l\gamma_{1})(t-\tau)]\{\frac{\tau^{s}}{s!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}\exp[(\gamma_{0}+l\gamma_{1})\tau](1+\gamma_{1}\tau)^{l}A$

$+\sum_{|q|\leqq|p|-2}C_{q}^{p}\frac{(l-|q}{(k\rho)^{(}}\iota\frac{|-1)!^{\alpha}}{-|q|-1)}\gamma_{1}\frac{2\tau^{s+1}(r+|q|+1)!^{\alpha}}{(s+1)!\rho^{(r+|q|+1)}}$
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$\exp[(\gamma_{0}+(|q|+1)\gamma_{1})\tau](1+\gamma_{1}\tau)^{|q|+1}A\}d\tau$ .
Le premier terme du second membre \’etant major\’e par $\frac{t^{s+1}}{(s+1)!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A$ , son deuxi\‘eme terme est plus petit que

$\exp[(\gamma_{0}+|p|\gamma_{1})t](1+\gamma_{1}t)^{|p|}A\frac{(r+|p|)!^{\alpha}t^{s+1}}{\rho^{(r+1p)}(s+1)!}(\sum_{u=1}^{\iota-1}\frac{1}{k^{\iota-u}})\frac{2\gamma_{1}t}{(1+\gamma_{1}t)(s+2)}$

$\leqq\frac{t^{s+1}}{(s+1)!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A$ ,

compte tenu de $s\geqq 0,$ $k\geqq 2$ . D’o\‘u nous avons

$|w|_{p}\leqq 2\frac{t^{s+1}}{(s+1)!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A$ .
$c$ . $q$ . $f$ . $d$

LEMME 2.3. Sous les m\^emes hypoth\‘eses sur $H_{j}(1\leqq j\leqq m)$ et $f$ que dans le
lemme 2.2, la solution $v_{m-j}(x, t)du$ probl\‘eme de Cauchy avec la donn\’ee $v_{1}(x, 0)$

$=\ldots=v_{m}(x, 0)=0$ pour le syst\‘eme d’\’equation d’\’evolution.

(2.12) $\left\{\begin{array}{l}(\frac{d}{dt}iH_{m}\Lambda)v_{m}=v_{m-1}\\.\\.\\.\\(\frac{d}{dt}-iH_{m-j}\Lambda)v_{m-j}=v_{m-j-1}\\.\\.\\.\\(\frac{d}{dt}iH_{1}\Lambda)v_{1}=f\end{array}\right.$

satisfait \‘a l’in\’egalit\’e

(2.13) $|v_{m-j}|_{p}\leqq 2^{m-j}\frac{t^{s+m-j}}{(s+m-j)!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{1p1}A$

pour $0\leqq 1\leqq m-1$ .
Cette preuve est tout \‘a fait analogue \‘a celle du lemme 2.2. Car, $|v_{1}|_{p}$

\’etant d\’ej\‘a obtenu dans le lemme pr\’ec\’edent, il suffit de l’utiliser pour la
majoration $|v_{2}|_{p}$ , en regardant $2A$ constante au lieu de $A$ , etc.

Les deux lemmes ci-dessus nous assurent que notre solution avec la donn\’ee
nulle est major\’ee par

(2.14) $|u_{0}|_{p}\leqq 2^{m}\frac{t^{m}}{m!}\frac{|p|!^{\alpha}}{\rho^{|p|}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{Ip1}A$

si l’on suppose
$|[iH]\lceil_{p}\leqq\frac{(|p|-1)!^{\alpha}}{(k\rho)^{(1p^{1}-1)}}K$

et
$|f|_{p}\leqq\frac{|p|!^{\alpha}}{\rho^{1p\mathfrak{l}}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{1pI}A$ .

Maintenant nous sommes en mesure de traiter l’op\’erateur $M$. Revenant \‘a
la relation (2.1) de $L$ , on voit que $L$ peut s’\’ecrire comme une somme finie de
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la forme

(2.15) $ H_{i_{1}}\Lambda H_{2}\Lambda$ $H_{i_{p}}\Lambda(\frac{d}{dt})^{m-p}$ plus

$K_{1}\Lambda^{i_{1}}K_{2}\Lambda^{i_{2}}\ldots K_{s}\Lambda^{t_{s}}(\frac{d}{dt})^{f}$ o\‘u $0\leqq i_{1}+\cdots+i_{s}+j\leqq m-1$

o\‘u $K_{j}$ est un op\’erateur qui se d\’eduit par les d\’erivations en $t$ des
$H_{s}(s=1,2, \cdots , k)$ . Nous voulons d\’eterminer la forme correspondant \‘a $p-L$ .
Pour cela, on va montrer le

LEMME 2.4. Soient $H_{j}(1\leqq j\leqq k)$ les op\’erateurs d’int\’eg rale singuli\‘ere. Alors

(2.16) $(H_{1}\circ H_{2}\circ\cdots\circ H_{k})\Lambda^{k}-(H_{1}H_{2} H_{k})\Lambda^{k}$

$=combinaisons$ lin\’eaire $s$ de la forme
$P_{1}\Lambda^{i_{1}}P_{2}\Lambda^{\iota_{2}}\ldots P_{\iota}\Lambda^{il}$ , $i_{1}+i_{2}+\cdots+i_{l}\leqq k-1$ ,

o\‘u $P_{j}$ est l’une des formes suivantes:

(2.17) $\{H_{j},H_{i}\circ H_{i.j^{\circ}}\cdots\circ H_{2}i.j.(=.H_{i_{1}i_{2}}),\Lambda H_{J}-H_{j}\Lambda_{i_{2}\cdots ij}(H_{i}\circ_{\eta_{\lrcorner}}H_{J}-H_{2}.H^{2})\Lambda,\Lambda(H_{i}\circ H_{j}-H_{i}^{ij}H_{j}),(H_{i}\circ H_{i_{1}}-H_{i}H_{i_{1}i_{2}\cdots ij})\Lambda\Lambda(H\circ H_{i_{1}i\cdot i^{i}j}^{1}-H_{i}H_{i_{1}i\cdot ij})$ ,

PREUVE. Montrons par la r\’ecurrence sur $k$ . Supposons que (2.16) soit
vrai pour $k-1$ , alors la diff\’erence

$H_{1}H_{2}$ $H_{k}\Lambda^{k}-H_{1}$ $ H_{\kappa-1}\Lambda^{k-1}H_{k}\Lambda$

peut s’\’ecrire
$=(H_{1}\ldots H_{k-1})(H_{k}\Lambda-\Lambda H_{k})\Lambda^{k-1}$

$+(H_{1} H_{\kappa-1})\Lambda(H_{k}\Lambda-\Lambda H_{k})\Lambda^{k-2}$

$+\cdots+(H_{1} H_{k-1})\Lambda^{k-2}(H_{k}\Lambda-\Lambda H_{k})$ .
Donc, par l’hypoth\‘ese de r\’ecurrence

$H_{1}H_{2}$ $ H_{k}\Lambda^{k}=H_{1}\circ H_{2}\circ\cdots\circ H_{k-1}\Lambda^{k-1}H_{k}\Lambda+P_{1}\Lambda^{i}\downarrow P_{2}\Lambda^{t_{2}}\ldots P_{\iota}\Lambda^{il}H_{k}\Lambda$

o\‘u $i_{1}+i_{2}+\cdots+i_{\iota}\leqq k-2$ , de plus, son premier terme, en posant $H_{0}\circ\cdots\circ H_{k-1}$

$=H_{12\cdots(k-1)}$ ,
$H_{12\cdots(k-1)}\Lambda^{k-1}H_{k}\Lambda-H_{12\cdots(k-1)}\circ H_{k}\Lambda^{k}$

$=(H_{12\cdots(k-1)}\Lambda^{k-1}H_{k}\Lambda-H_{12\cdots(k-1)}H_{k}\Lambda^{k})$

$+(H_{12\cdots(k-1)}H_{k}-H_{12\cdots(k-1)}\circ H_{k})\Lambda\Lambda^{k-1}$

$c$ . $q.f$ . $d$ .
D’autre part, en tenant compte de $\sigma[H_{j}](x, t;\xi)=\lambda_{j}(x, t;\xi)$ et de (2.7),

nous avons de m\^eme

$\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}[iH_{j}]\Lambda-\Lambda((\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}[iH_{j}])\Vert_{X(L^{2},L^{2})}\leqq M(n)c_{|\nu|}$ ,
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$c_{|\mathcal{V}|}$ \’etant celle de (2.7).

Le m\^eme principe que le lemme 2.1 montre la
PROPOSITION 2.1. Soient $H_{j},$ $H_{ij}$ les op\’erateurs d’int\’egrale singuli\‘ere tels

que ses symboles $\in\gamma^{(\alpha)}$ . Alors, les op\’erateurs de la forme de (2.17) ont la

propri\’et\’e suivante: Si $|v|_{p}\leqq\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}A$ , alors on a $|Pv|_{p}\leqq\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}AC$ o\‘u

$C$ est une constante et $P$ est l’un quelconque des op\’erateurs de (2.17).

Alors
PROPOSITION 2.2. En supposant que $u_{0}(x, t)$ est une solution de l’\’equation

(2.3)

$M[u_{0}]=\sum_{j=0}^{m-1}C_{j}v_{m-j}$

o\‘u $v_{m-j}$ \’etant celle de (2.12) et $C_{j}$ ayant la propri\’et\’e suivante.

Si $|v|_{p}\leqq\frac{t^{s}}{s!}\frac{(r+|p|)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)$ ” $A$ ,

\langle 2.18) alors $|C_{j}v|_{p}\leqq const.\frac{t^{s}}{s!}\frac{(r+|p|+m-1-j)!^{\alpha}}{(r+|p|+m-1-i)}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+m-1-j}A$ .

PREUVE. En effet, de la relation (2.12) o\‘u $v_{m}=u_{0}$ .

$-d^{d_{t}}-u_{0}=iH_{m}\Lambda u_{0}+v_{m-1}$ ,

donc on a
$(\frac{d}{dt})^{2}u_{0}=iH_{m}\Lambda(\frac{d}{dt})u_{0}+i\frac{d}{dt}(H_{m})\Lambda u_{0}+\frac{d}{dt}v_{m-1}$

$=iH_{m}\Lambda(iH_{m}\Lambda u_{0}+v_{m-1})+i\frac{d}{dt}(H_{m})\Lambda u_{0}+\frac{d}{dt}v_{m-1}$

c’est-\‘a-dire
$=c_{0}^{\prime}\Lambda^{2}u_{0}+c_{1}^{\prime}\Lambda u_{0}+c_{2}^{\prime}\Lambda v_{m-1}+c_{a}^{\prime}v_{m-2}$ .

Ainsi de suite, on arrive \‘a

$(\frac{d}{dt})^{k}u_{0}=\sum_{j=0}^{k}c_{j}^{k}(\Lambda+1)^{k-j}v_{m-j}$ ,

o\‘u les op\’erateurs $c_{j}^{k}$ ont la m\^eme propriet\’e d\’emontr\’ee dans la proposition (1.2)
pour les op\’erateurs (2.17).

D’autre part, du lemme 2.4, $M$ peut s’\’ecrire comme suit:

$M=\Sigma P_{1}\Lambda^{i_{1}}P_{2}\Lambda^{i2}\ldots P_{s}\Lambda^{i_{S}}(\frac{d}{dt})^{k}$ o\‘u $i_{1}+\cdots+i_{s}+k\leqq m-1$ .
Donc, il est facile de voir

$M[u_{0}]=\sum_{j=0}^{m-1}C_{j}v_{m-j}$ ,

o\‘u l’on pose
$C_{j}=c_{j}(\Lambda+1)^{m-1-}$ c. q. f. d.
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LEMME 2.5. Sous les m\^emes hypoth\‘eses que le lemme 2.3,

(2.19) $|M[v_{m}]|_{p}\leqq C\sum_{i=0}^{m-1}2^{m-i}\frac{t^{s+m-t}(r+|p|+m-1-i)!^{\alpha}}{(s+m-i)!\rho^{(r+lp|+m-1-i)}}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{p|+m-1-i}|A$

o\‘u $C$ est une constante convenablement choisie.
PREUVE. Si l’on combine l’\’evaluation de $v_{m-j}$ dans (2.13) \‘a (2.18) de la

Proposition 2.2, on a

$|C_{j}v_{m-J}|_{p}\leqq 2^{m-j}C\frac{t^{s+m-j}}{(s+m-j)!}\frac{(r+|p|+m-1-j)!^{\alpha}}{\rho^{(r+|p|+m-1-j)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+m-1-j}A$

$d’ 0\grave{u}$ d\’ecoule imm\’ediatement notre lemme. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Nous obtenons, comme le cas particulier $\gamma=s=0$ du lemme 2.5, \‘a fortiori

(2.20) $|M[u_{0}]|_{p}\leqq 2^{m}C\sum_{i=0}^{m-1}\frac{t^{m-i}(|p|+m-1-i)!^{\alpha}}{(\tau n-i)!\rho^{(|p|+m-1-i)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+m-1}A$ ,

car $K(t)\geqq 1$ .
En utilisant cette majoration au lieu de $|f|_{p}$ dans les lemmes 2.2 et 2.3,

nous pouvons trouver une majoration de $|u_{1}|_{p}$ .
En effet, en posant dans (2.11) $s=m-i,$ $r=m-1-i$ et $2^{m}A$ au lieu de $A$ ,

nous avons, compte tenu de (2.13) o\‘u $j=0$ ,

(2.21) $|u_{1}|_{p}\leqq 2^{r\iota}C\sum_{i=0}^{m-1}\frac{t^{m-i+m}(|p|+m-1-i)!^{\alpha}}{(m-i+m)!\rho^{(1p(+m-1-i)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{1p1+m-1}2^{m}A$

$=C(2^{m})^{2}\sum_{i=0}^{m-1}\frac{t^{m-i+m}(m-1-i+|p|)!^{\alpha}}{(m-i+m)!\rho^{(m-1-i|p|)}\perp}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{\mathfrak{l}p1+m-1}A$ .

De plus, en observant que nous avons obtenu (2.19) de (2.13) et en posant
$s=m-i,$ $r=m-1-i$ dans (2.19),

$|M[u_{1}]|_{p}\leqq(C2^{m})^{2}\sum_{i=()}^{m-1}\{(\sum_{j=0}^{m-1}\frac{t^{m-i+m-j}}{(m-i+m-j)!}\frac{(m-1-i+|p|+m-1-j)!^{\alpha}}{\rho^{(m-1-i+|p|+m-1-j)}})$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+m-1}\}K(t)^{m-1}A$ .

En rangeant cette somme double suivant les puissances de $t$, nous avons

(2.22) $|M[u_{1}]|_{p}\leqq(C2^{m})^{2}m\sum_{i=2}^{2m}\frac{t^{i}}{i!}\frac{(|p|+i-2)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+i-2)}}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+2(m-1)}A$ .
De proche en proche, nous obtenons la
PROPOSITION 2.3. La solution $u_{N}(x, t)$ de $L[u_{N}]=M[u_{N-1}]$ avec la donn\’ee

initiale nulle satisfait \‘a l’in\’egalit\’e

(2.23) $|u_{N}|_{p}\leqq C^{N}(2^{m})^{N+1}m^{N-1}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i+m}(|p|+i-N)!^{\alpha}}{(i+m)!\rho^{(|p|+i-N)}}\}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+N(m-1)}A$ ,
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(2.24) $|M[u_{N}]|_{p}\leqq(C2^{m})^{N+1}m^{N}\sum_{i=N+1}^{(N+1)m}\{\frac{t^{i}}{i!}\frac{(|p|+i-N-1)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+i-N-1)}}\}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+(N+1)(m-1)}A$ .
PREUVE. Evidemment, pour $N=0$ , notre majoration coincide \‘a (2.14) et

(2.20) respectivement. Supposons que (2.24) soit vrai pour $N-1,$ $c’ est$ -\‘a-dire

$|M[u_{N-1}]|_{p}\leqq(C2^{m})^{N}m^{N-1}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i}(|p|+i-N)!^{a}}{i!\rho^{(|p|+i-N)}}\}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+N(m-1)}A$ .

En s’appuyant sur le lemme 2.3 o\‘u l’on suppose $s=i,$ $r=i-N$. on d\’eduit
de (2.13) avec $j=0$

$|u_{N}|_{p}\leqq(C2^{m})^{N}m^{N-1}[2^{m}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i+m}(|tp|+i-N)!^{\alpha}}{(i+m)!\rho^{(|p|+i-N)}}\}]\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+N(m-1)}A$ ,

ce qui prouve la validit\’e de (2.23) pour $N$.
De plus, il montre que (2.24) est vrai aussi pour $N$. En effet, en posant

dans (2.13) $j=0,$ $s=i$ et $\gamma=i-N$, on d\’eduit de (2.19)

$|M[u_{N}]|_{p}\leqq C^{N}(2^{\tau n})^{N+1}m^{N-1}\sum_{i=N}^{Nm}[C\sum_{j=0}^{m-1}\{\frac{t^{i+m-j}}{(i+m-j)!}\frac{(|p|+i-N+m-1-j)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+i-N+m-1-j)}}\}]$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+(N+1)(m-1)}A$ ,

en posant $m-j=k$ ,

$=(C2^{m})^{N+1}m^{N-1}\sum_{\dot{\iota}=N}^{Nm}\sum_{k=1}^{m}\{\frac{r^{i+k}(|p|+i+k-N-1)!^{\alpha}}{(i+k)!\rho^{(|p|+i+k-N-1)}}\}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+(N+1)(m-1)}A$ .
Le m\^eme proc\’ed\’e, d\’ej\‘a utilis\’e pour obtenir (2.22), d’arrangement suivant

les puissances de $t$ montre (2.24) $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Abordons \‘a v\’erifier que les s\’eries majorantes sont uniform\’ement conver-

gentes. Pour simplifier, posons $B=C2^{m}m$ et $A^{\prime}=2^{m}A/m$ . Alors

(2.25) $|u_{N}|_{p}\leqq(BK(t)^{m-1})^{N}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i+m}}{(i+m)!}\frac{(|p|+i-N)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+i-N)}}\}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A^{\prime}$ .

En comptant tenu de $u(x, t)=\sum_{N-0}^{\infty}u_{N}(x, t)$ ,

$|u|_{p}\leqq\sum_{N=0}^{\infty}|u_{N}|_{p}$

(2.26)
$\leqq\sum_{N=0}^{\infty}(BK(t)^{m-1})^{N}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i+m}(|p|+i-N)!^{\alpha}}{(i+m)!\rho^{(|p^{1}+i-N)}}\}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{1p^{1}}A^{\prime}$ .

Pour d\’evelopper (2.26) suivant les puissances de $t$, cherchons les termes
contenant $t^{i+m}$ . D’abord, dans les s\’eries majorantes de $|u_{N}|_{p}$ , ce qui contient
$t^{i+m}$ comme le premier terme est $|u_{i}|_{p}$ et ce qui le contient comme le dernier
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terme est $|u_{[\frac{i}{m}]}|_{p^{4)}}$ . Donc, les coefficients de $\frac{t^{i+m}}{(i+m)!}$ sont

(2.27) $\frac{|p|!^{\alpha}}{\rho^{1p^{1}}}(BK(t)^{m-1})^{i}+\frac{(|p|+1)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+1)}}(BK(t)^{m-1})^{i-1}$

$+\cdots+\frac{(|p|+(m-1)[\frac{i}{m}])!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+(m-1)[\frac{i}{m}])}}(BK(t)^{m-1})^{[\frac{i}{m}]}$ .

Mais, \’evidemment $\frac{(|p|+k)!^{\alpha}}{\rho^{(1p1+k)}}\leqq\frac{(|p|+j)!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+j)}}$ pour $k\leqq j$ , (2.27) est $majore^{\prime}$

par, \‘a fortiori

$\frac{(|p|+(m-1)[\frac{i}{m}])!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+(m-1)[\frac{i}{m}])}}\sum_{j=0}^{i}(BK(t)^{m-1})^{j}$

$\leqq\frac{(|p|+(m-1)+(m-1)[\frac{i}{m}])!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+m+(m-1)[\frac{i}{m}])}}(BK(t)^{m-1})^{i+1}$ .
En consequent

(2.28) $|u|_{p}\leqq\sum_{i=0}^{\infty}\{\frac{t^{i+m}}{(i+m)!}\frac{(|p|+(m-1)+(m-1)[\frac{i}{m}])!^{\alpha}}{\rho^{(|p|+(m-1)+(m-1)[\frac{i}{m}])}}\}(BK(t)^{m-1})^{i+1}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|}A^{\prime}$ .
Compte tenu de $(\alpha^{\alpha})^{x}x!\sim x^{\frac{\alpha-1}{2}}(\alpha x)]^{5)}$ par la formule de Stirling et $[\frac{i}{m}]\leqq\frac{i}{m}$,

si l’on pose $\alpha\frac{m-1}{m}=\epsilon$ , on a

$|u|_{p}\leqq\sum_{i=0}^{\infty}\frac{t^{i+m}}{(i+m)!}\frac{(\alpha|p|+m+\epsilon i)!}{\rho^{(|p|+m+t)}}(BK(t)^{m-1})^{i+1}\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{1p^{1}}A^{\prime}$

o\‘u $\frac{m-1}{m}<\epsilon\leqq 1$ , d’apr\‘es notre hypoth\‘ese sur $\alpha$ et $\Gamma(x+1)=x!$ pour $x$ non

entier.

En posant $\frac{B}{\rho}\max_{t}K(t)^{m-1}=C$ et $\frac{\max_{t}K(t)}{\rho}=C_{1},$ \‘a fortiori,

$\leqq\sum_{i=0}^{\infty}\frac{(Ct)^{i+m}}{(i+m)!}C_{1^{1\mathcal{D}^{1}}}(\alpha|\phi|+m+\epsilon i)$ ! $A^{\prime}$

$=C_{1}^{|p|}(\alpha|p|)$ ! $\sum_{i=0}^{\infty}(Ct)^{t+m}\frac{(\alpha|p|+m+\epsilon i).((1-\epsilon)i)}{(i+m)!(\alpha|p|)((1-\epsilon)i)}!!A^{\prime}$

4) $[k]$ signifie le plus grand entier inf\’erieur \‘a $k$ .
5) $a(x)\sim b(x)$ signifie $x\rightarrow+\infty 1i_{\ddagger n\frac{a(x)}{b(x)}}=const$ . $\neq 0$ .
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$\leqq(\alpha|p|)$ ! $(2^{\alpha}C_{1})^{|p|}\sum_{i=0}^{\infty}(2Ct)^{i+m}\frac{1}{((1-\epsilon)i)!}A^{\prime}$

en tenant compte de $(\alpha|p|+m+\epsilon i)!((1-\epsilon)i)!\leqq(\alpha|p|+m+i)!$ \‘a cause de

$\frac{\Gamma(s)\Gamma(t)}{\Gamma(s+t)}=B(s, t)<1$ pour $s,$ $t\geqq 1$ et $(\alpha|p|+m+i)!\leqq 2^{\alpha|p|+m+i}$ .
Donc, nous avons montr\’e

(2.29) $|u|_{p}\leqq(\alpha|p|)$ ! $(2^{\alpha}C_{1})^{|p|}A^{\prime\prime}\left\{\begin{array}{l}pour0\leqq t\leqq hdans1ecas\epsilon<1,\\pour0\leqq t\leqq h_{0}(<h)dans1ecas\epsilon=1.\end{array}\right.$

Jusqu’\‘a maintenant, notre attention \’etait consacr\’ee \‘a \’evaluer les d\’eriv\’ees
successives en $\chi$ seulement.

En ce moment, v\’erifions que $u(x, t)$ est aussi de fonctions de classe $\alpha$ en $t$ .
D’abord remarquons que $(\frac{\partial}{\partial t})^{i}u(x, t),$ $0\leqq j\leqq m-1$ , est une fonction de

classe $\alpha$ , car, si nous d\’esignons par $v_{m-j}^{(N)}$ correspondant \‘a $u_{N}$ au lieu de $v_{m-j}$

dans (2.12), nous avons $(\frac{d}{dt})^{k}u_{N}=\sum_{j=0}^{k}C_{j}^{k}v_{m-j}^{(N)},$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ , o\‘u $C_{j}^{k}$ a la

propri\’et\’e suivante: si

$|v_{m-j}^{(N)}|_{p}\leqq(C2^{m})^{N}m^{N-1}2^{m-j}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{r^{i+m-j}(|p|+i-N)!^{\alpha}}{(i+m-j)!\rho^{(|p+i-N)}1}\}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|p|+N(m-1)}A$ ,
alors

$|C_{j}^{k}v_{m-j}^{(N)}|_{p}\leqq const$ . $(C2^{m})^{N}m^{N-1}2^{m-j}\sum_{i=N}^{Nm}\{\frac{t^{i+m-j}(|p|+i-N+k-j)!^{\alpha}}{(i+m-j)!\rho^{(|p|+i-N+k-j)}}\}$

$\exp[\gamma_{0}t]K(t)^{|pI+N(m-1)+k-j}A$ .
D’autre part, par le lemme de Sobolev (1.6), nous avons

$\sup_{x}|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}u(x, t)|\leqq c(n)\sum_{|_{\nu}|\leqq|p|+[\frac{n}{2}]+1}\Vert(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}u(x, t)\Vert$ .

Ceci montre que l’\’evaluation au sens de $L^{2}$ nous donne l’\’evaluation au sens
du maximum.

Donc, dans la suite, utilisons la notation $|(\frac{\partial}{\partial t})^{l}u(x, t)|_{p}$ au sens de

$\sup_{(x,t)\in R^{n}\times[0,h]}|(\frac{\partial}{\partial x})^{p}(\frac{\partial}{\partial t})^{\iota}u(x, t)|$ . Alors, sur les d\’eriv\’ees sup\’erieures en $t$ ,

nous pouvons montrer la
PROPOSITION 2.4. Supposons que $u(x, t)$ soit une solution de $X[u(x, t)]$

$=f(x, t)$ avec la donn\’ee initiale nulle o\‘u $C,$ $K$ \’etant constantes. Supposons que

$|(\frac{\partial}{\partial t})^{\iota}a_{\nu,i}(x, t)|_{p}\leqq(|p|+l)1^{\alpha}(\frac{K}{2})^{|p|}C$

$|(\frac{\partial}{\partial t})^{\iota}f(x, t)|_{p}\leqq(|p|+m+l)]^{\alpha}K^{1p^{1}}(\gamma K)^{\prime}$
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soient remplies pour tout $p,$ $l$ et tout $i,$ $\nu$ .
Si l’on suppose, de plus, pour $0\leqq j\leqq m-1$ ,

$|(\frac{\partial}{i\partial})^{j}u(x, t)|_{p}\leqq(|p|+j)!^{\alpha}K^{|p|}(\gamma K)^{j}A$

o\‘u $A$ est une constante, et $\gamma$ est assez grand, alors, nous avons, $0\leqq j\leqq m-1$ ,

(2.30) $|(\frac{\partial}{\partial t})^{m+j}u(x, t)|_{p}\leqq(|p|+m+j)!^{\alpha}K^{|p|}(\gamma K)^{j+m}A$ .
PREUVE. Supposons que (2.30) \’etait d\’ej\‘a montr\’e pour $j\leqq m-2$ . La

formule de Leibniz nous donne, en op\’erant $(\frac{\partial}{\partial t})^{j}$,

$(\frac{\partial}{\partial t})^{m+j}u=(\frac{\partial}{\partial t})^{j}f-\sum_{i+|\nu|\leqq m}\sum_{k=0}^{j}C_{k}^{j}(\frac{\partial}{\partial t})^{j-k}[a_{\nu,i}(x, t)](\frac{\partial}{\partial t})^{i+k}(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}u$

d’o\‘u l’on tire

(2.31) $|(\frac{\partial}{\partial t})^{m+j}u|_{p}\leqq|(\frac{\partial}{\partial t})^{j}f|_{p}$

$+_{i}\sum_{+_{\Rightarrow m-1} ,i<^{|\nu|\leqq m}}\sum_{k=0}^{j}C_{k^{i}}|(\frac{\partial}{\partial t})^{j-k}[a_{\nu,i}(x, t)](\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}(\frac{\partial}{\partial t})^{k+i}u|_{p}$ .
Par les hypoth\‘eses de r\’ecurrence

$|(\frac{\partial}{\partial t})^{j-k}[a_{\nu,i}(x, t)]|_{p}\leqq(|p|+j-k)!^{\alpha}(\frac{K}{2})^{|p|}C$

$|(\frac{\partial}{\partial t})^{i+k}u|_{p+\nu}\leqq(|p|+|\nu|+i+k)]^{\alpha}K^{|p|+|\nu|}(\gamma K)^{i+k}A$ .

Or, l’application du lemme 2.1 nous donne, en posant $\gamma=j-k,$ $s=|\nu|+i+k$ ,

$|(\frac{\partial}{\partial t})^{j-k}[a_{\nu.i}](\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}(\frac{\partial}{\partial t})^{i+k}u|_{p}$

$\leqq(|p|+|\nu|+i+j)!^{\alpha}K^{|pI+|\nu|}(\gamma K)^{i+k}\frac{2}{(C|_{\nu}^{\nu}|_{+l+k}^{+i+j})^{\alpha}}AC$ .
Donc, le deuxi\‘eme terme du second membre peut \^etre major\’e par

$(|p|+m+j)!^{\alpha}K^{|p|}(\gamma K)^{j+m}\sum_{i\leqq m-1}\sum_{ki+|\nu|\leqq m=0}^{j}C_{k}^{j}(\frac{1}{C_{k}^{j}})^{\alpha}\gamma^{i-m+j-k}2AC$

compte tenu de $C_{|\nu|+i+k}^{|\nu I+i+j}\geqq C_{k}^{j}$ et $i+|\nu|\leqq m,$ \‘a fortiori, il est major\’e encore par

$(|p|+m+j)]^{\alpha}K^{|p|}(\gamma K)^{j+m}2\frac{AC}{\gamma}$ ,

ce qui prouve notre proposition. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Finalement, nous devons traiter le cas o\‘u les donn\’ees initiales sont des

fonctions de classes $\alpha$ , c’est-\‘a-dire
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$X[u(x, t)]=f(x, t)$ avec $(\frac{\partial}{\partial t})^{i}u(x, 0)=\varphi_{i}(x)$ pour $0\leqq i\leqq m-1$ .

En posant $g(x, t)=\sum_{k=0}^{m-1}\frac{t^{k}}{k!}\varphi_{k}(x)$ , si l’on consid\‘ere $v(x, t)=u(x, t)-g(x, t)$ ,

alors $v(x, t)$ satisfait \‘a l’\’equation

$X[v(x, t)]=f(x, t)-\rightarrow C[g(x, t)]$

(2.31)
$(\frac{\partial}{\partial t})^{i}v(x, 0)=0$ pour $0\leqq i\leqq m-1$ ,

qui entre dans notre cadre, car les donn\’ees de Cauchy sont nulles et $f-X[g]$

est une fonction connue $\in\gamma_{x,t}^{(\alpha)}$ .
Enfin, nous sommes arriv\’es au
TH\’EOR\‘EME 2.1. On suppose que l’\’equation (1.1) satisfait \‘a (1.5), dont les

coefficients $\in\gamma_{x,t}^{(\alpha)}$ . Etant donn\’es second membre $f(x, t)\in\gamma_{x,t}^{(\alpha)}\cap \mathscr{Q})_{L}^{\infty_{2[0,h]}}$ et la

donn\’ee initiale ($u(x, 0),$ $\cdots$ , $(\frac{\partial}{\partial t})^{m-1}u(x, 0))\in\gamma_{x}^{(\alpha)}\cap \mathscr{Q})_{L}^{\infty_{2}}$ , alors, si $1<\alpha<\frac{m}{m-1}$ ,

il existe toujours une solution $u(x, t)\in\gamma_{x,t}^{(\alpha)}\cap 9_{L^{2}}^{\infty}[0, h]$ . Si $\alpha=\frac{m}{m-1}$, il existe

un $h_{0}>0$ tel que la solution $u(x, t)$ existe pour $0\leqq t\leqq h_{0}$ et $u(x, t)\in\gamma_{x,t}^{(a)}$

$\cap 9_{L^{2}}^{\infty}[0, h_{0}]$ .

3. Unicit\’e et Domaine de d\’ependence.

La raison essentielle de la difficult\’e dans le paragraphe pr\’ec\’edent \’etait

l’absence de l’in\’egalit\’e d’\’energie ordinaire pour l’\’equation (1.1). Mais, comme
nous avons d\’ej\‘a \’etabli l’existence d’une solution, montrons l’unicit\’e de cette
solution. D’abord,

LEMME 3.1. Soit $p(\xi, \lambda)$ un polyn\^ome homog\‘ene de degr\’e $m$ en $(\xi, \lambda)$ , tel
que

$p(\xi, \lambda)=(\lambda-\lambda_{1}(\xi))^{\nu_{1}}\ldots(\lambda-\lambda_{k}(\xi))^{\nu_{k}}$

o\‘u $\lambda_{1}(\xi)<\lambda_{2}(\xi)<\ldots<\lambda_{k}(\xi)$ pour $\xi$ r\’eel $\neq 0$ , et les multiplicit\’es $\nu_{1}$ , $\cdot$ .. , $\nu_{k}$ sont
invariantes. Posons

$\lambda_{\max}=\sup_{1i_{1}}.|\lambda_{j}(\xi)|j=12_{=1}\cdot,k$

Soit $\alpha=$ $(\alpha_{1}$ , $\cdot$ .. , $\alpha_{n})$ un vecteur r\’eel tel que $|\alpha|=\sqrt{\alpha_{1}^{2}++\alpha_{n}^{2}}<\frac{1}{\lambda_{\max}}$ , $et$

$\tilde{p}(\xi, \mu)=p(\mu\cdot\alpha+\xi, \mu)$ . Alors on a $\tilde{p}(\xi, \mu)=p(\alpha, 1)(\mu-\mu_{1}(\xi))^{\nu_{1}}\ldots(\mu-\mu_{k}(\xi))^{\nu_{\dot{\kappa}}}$ o\‘u
$\mu_{1}(\xi)<\ldots<\mu_{k}(\xi)$ et $p(\alpha, 1)\neq 0$ .

PREUVE.
$p(\mu\cdot\alpha+\xi, \mu-\lambda)=(-1)^{m}(\lambda-\mu+\lambda_{1}(\mu\cdot\alpha+\xi))^{\nu_{1}}\ldots(\lambda-\mu+\lambda_{k}(\mu\cdot\alpha+\xi))^{\nu_{k}}$

$\equiv(-1)^{m}(\lambda-\varphi_{1}(\mu))^{\nu_{1}}\ldots(\lambda-\varphi_{k}(\xi))^{\nu_{k}}$
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o\‘u $\varphi_{i}(\mu)=\mu-\lambda_{i}(\mu\cdot\alpha+\xi)$ . Ici nous avons fixe $\xi$ . Donc, $p(\mu\cdot\alpha+\xi, \mu)=\varphi_{1}(\xi)^{\nu_{1}}$

... $\varphi_{k}(\xi)^{\nu_{k}}$ . Il est \’evident que $\varphi_{1}(\mu)>\varphi_{2}(\mu)>\ldots>\varphi_{k}(\mu)$ . Nous allons montrer
que les z\’eros des fonctions $\varphi_{i}(\mu)$ sont deux \‘a deux distincts.

En effet, pour $\xi$ fix\’e, lorsque $\mu\rightarrow\pm\infty$ , on a

$\frac{\varphi_{i}(\mu)}{\mu}\sim 1-\lambda_{i}(\alpha)=1-\lambda_{i}(\frac{\alpha}{|\alpha|})|\alpha|>0$ .

Ceci montre que $\varphi_{i}(\mu)\rightarrow\pm\infty$ suivant que $\mu\rightarrow\pm\infty$ . On voit ais\’ement que les
$\varphi_{i}(\mu)$ sont strictement croissantes. Nous avons donc $\mu_{1}<\mu_{2}<\ldots<\mu_{k}$ et $\mu_{i}$

sont des z\’eros de $p(\mu\cdot\alpha+\xi, \mu)=0$ avec les multiplicit\’es $\nu_{1}$ , $\cdot$ .. , $\nu_{k}$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Faisons la transformation

(3.1) $\left\{\begin{array}{l}r^{\gamma}=[+\sum_{j- 1}x_{J}^{2}\\x_{j^{\prime}}=x_{j}.\end{array}\right.$

Alors, ( $\frac{\partial}{\partial x}$ , $\frac{\partial}{\partial t}$) se transforme en $(\frac{\partial}{\partial x}+2x\frac{\partial}{\partial t}$ , $\frac{\partial}{\partial t})$ . D’apr\‘es le

lemme 3.1,

$\tilde{p}(x^{\prime}, t^{\prime} ; \xi, \mu)=p(x, t;2x\mu+\xi, \mu)$

$=p(x, t;2x, 1)(\mu-\mu_{1}(x, t;\xi))^{\nu_{1}}$ $(\mu-\mu_{k}(x, t;\xi))^{\nu_{k}}$ .
Ceci montre que l’hyperbolicit\’e formelle est encore conserve par la trans-

formation ci-dessus (au moins au voisinage de 1‘origine). Maintenent on est
en mesure d’\’etendre le th\’eor\‘eme de Holmgren.

PROPOSITION 3.1. (Holmgren.) Soit $X(x,$ $t;\frac{\partial}{\partial x}\frac{\partial}{\partial t})$ formellement hyper-

bolique, d\’efini au voisinage de l’origine, avec les coefficients $\in\gamma_{1oc}^{(\alpha)},$
$1<\alpha<\underline{m}$

$m-1$

Soit $u(x, t)\in \mathcal{E}^{m}(U)$ , une solution de $X[u]=0$ avec la donn\’ee nulle sur $U\cap(t=0)_{\wedge}$

$U$ \’etant un voisinage de l’origine, alors $u(x, t)\equiv 0$ dans un voisinage $V(V\subset U)$}

de l’origine.
PREUVE. Par la transformation de Holmgren (3.1), $D_{\epsilon}$ se transforme dans

le domaine D. : $\{(x, t);t^{\prime}\geqq|x^{\prime}|^{2}, t^{\prime}\leqq\epsilon\}$ . Si l’on prend $\epsilon$ assez petit, $\tilde{p}$ est
aussi formellement hyperbolique dans un voisinage de D.. Plus pr\’ecis\’ement
$\tilde{u}(x^{\prime}, t^{\prime})$ est la solution de $\tilde{X}[\tilde{u}(x^{\prime}, t^{\prime})]=0$ dans un voisinage de $\tilde{D}_{\epsilon}$ et de plus
$\tilde{X}$ a la forme de (1.1) et formellement hyperbolique avec les coefficients.
$\in\gamma_{1OC}^{(\alpha)}$ . Maintenent, on \’etend $\Leftrightarrow\tilde{C}$ au domaine $\Omega=R^{n}\times[0, h]$ de mani\‘ere que

$\tilde{X}$ satisfait aux conditions \’enoncees dans le th\’eor\‘eme 2.1 dans $\Omega$ .
Alors, si on etend $\tilde{u}(x, t)$ dans $\Omega$ , en posant $\tilde{u}(x, t)=0$ en dehors de D..

$\tilde{X}[\tilde{u}(x^{\prime}, t^{\prime})]=0$ pour $(x^{\prime}, t^{\prime})\in\Omega,\tilde{u}$ a la donn\’ee de Cauchy nulle et a son support
dans D..
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Or, il est \’evident que $\tilde{x}^{t}$ (l’op\’erateur transpos\’e de $\tilde{X}$) satisfait aussi dans
9 aux m\^emes conditions que dans le th\’eor\‘eme 2.1. Supposons maintenant
que $u(x, t)$ ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de l’origine, alors
il existe un $h(0<h\leqq\epsilon)$ tel que $\tilde{u}(x^{\prime}, h)\not\equiv O$ . Alors la formule

(3.2) $0=\int_{(x}(\tilde{u}\tilde{X}{}^{t}[v]-v\tilde{X}[\tilde{u}])dx^{\prime}dt^{\prime}$

$=(-1)^{m}\int\tilde{u}(x^{\prime}, h)\frac{\partial^{m-1}}{\partial t^{m-1}}v(x^{\prime}, h)dx^{\prime}$

o\‘u $v$ est une solution de $\tilde{X}{}^{t}[v]=0$ avec la donn\’ee initiale

$(\frac{\partial}{\partial t})^{\iota}v(x^{\prime}, h)=0,$ $i=0,1,$ $\cdots$ , $m-2$ .

Or, le th\’eor\‘eme 2.1, appliqu\’e \‘a l’op\’erateur $\tilde{X}^{t}$ d\’efini dans $\Omega$ , affirme l’\’existence
de telles solutions, et on peut choisir la donn\’ee initiale o\‘u $t=h$ de telle
mani\‘ere que le:second membre (3.2) ne s’annule pas, ce qui est une contra-
diction.

TH\’EOR\‘EME 3.1. On suppose que

$\lambda_{\max}=$

$\sup_{|\xi|=1,1\Supset\leqq k,(xt)\in J2},|\lambda_{j}(x, t;\xi)|<+\infty$

et que l’op\’erateur $X$ , formellement hyperbolique, a ses $coeff_{l}cients$ dans $\gamma_{OC}^{(\alpha)}$ avec

$\alpha<\frac{m}{m-1}$ . Etant donn\’ee une hypersurface $S$ r\’eguli\‘ere, analytique, d\’efinie par

$\varphi(x, t)=0$ avec $(\frac{\partial\varphi}{\partial t})^{2}>\lambda_{\max}^{2}\sum_{j=1}^{n}(\frac{\partial\varphi}{\partial x_{j}})^{2}$ . Soit $u(x, t)$ une solution de $X[u]=0$

au voisinage de $(x_{0}, t_{0})\in S$, ayant la donn\’ee de Cauchy nulle sur $S$, alors $u(x, t)\equiv 0$

au voisinage de $(x_{0}, t_{0})$ .
Ce th\’eor\‘eme est une variante de celle de S. Mizohata [11]. Comme nous

avons d\’ej\‘a remarqu\’e ci-dessus, sa methode s’applique m\^eme dans notre situa-
tion \‘a cause du lemme 3.1 et de la proposition 3.1.

TH\’EOR\‘EME 3.2. Etant l’\’equation (1.1) formellement hyperbolique dans
$\Omega=R^{n}\times[0, h],$ $(x_{0}, t_{0})\in\Omega$ , soit $C$ un c\^one pass\’e d\’efini par

$\{t-f_{0}=d_{0}|x-x_{0}|, t<t_{0}\}$ o\‘u $d_{0}=\frac{1}{\lambda_{\max}}$ .

Notons $D$ l’int\’erieur de ce c\^one pass\’e.
Si $u(x, t)$ est une solution de $(8^{m})$ de (1.1) o\‘u $f\equiv 0$ dans $D+C$ qui est nulle

ainsi que ses d\’eriv\’ees jusqu’\‘a l’ordre $m-1$ sur $D_{0}=D\cap(t=0)$ , alors $u(x, t)$

s’annule identiquement sur $D+C$ . En particulier, $u(x_{0}, t_{0})=0$ .
$D^{\prime}E$ MONSTRATION. (F. John [5], S. Mizohata [11].) Soit $S_{f}(0<\theta\leqq t_{0}^{2})$ une

famille d’hypersurface d\’ependant d’un param\‘etre $\theta$ d\’efinie par
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$\varphi(x, t;\theta)=(t-t_{0})^{2}-d_{0}^{2}|x-x_{0}|^{2}-\theta=0$ .
Evidemment

$\bigcup_{C_{0}^{2}\geqq\theta>0}S_{\theta}\supset D\cap(t=0)$
et $(\frac{\partial\varphi}{\partial t})^{2}/\sum_{j-1}^{n}(\frac{\partial\varphi}{\partial_{X_{j}}})^{2}=\frac{(t-t_{0})^{2}}{d_{0}^{4}|x-x_{0}|^{2}}>\frac{1}{d_{0}^{2}}=\lambda_{\max}^{2}$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3.1, si $u$ est nulle sur $S_{\theta_{0}}$ pour certain $\theta_{0}$ , alors elle
s’annule identiquement pour $\theta$ appartenant au voisinage de $\theta_{0}$ . L’ensemble
de $\theta$ pour lequel $u$ s’annule sur $S_{\theta}$ est donc ouvert. Il est aussi ferme et non
vide. Donc, il est l’ensemble entier, $c’ est$ -\‘a-dire $u(x, t)$ s’annule identiquement
dans le c\^one entier $D+C$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Les deux theor\‘emes derniers nous montrent que, si la solution v\’eritable du
probl\‘eme de Cauchy pour $1’\acute{e}quation(1.1)$ existe, elle doit \^etre unique. Mais,
en remarquant $\gamma^{(\alpha)}\subset(\mathcal{E}^{m})$ , on peut affirmer que la solution obtenue dans le
th\’eor\‘eme 2.1 doit \^etre unique.

Finalement, nous allons montrer le th\’eor\‘eme 1.1. A savoir, le th\’eor\‘eme
2.1 (th\’eor\‘eme d’\’existence) est encore valable m\^eme quand on suppose seulement
$\gamma_{1oc}^{(\alpha)}$ au lieu de $\gamma^{(\alpha)}$ sur les coefficients et les donnees.

Prenons une partition de l’unit\’e $\beta_{j}(x)(j=0,1, 2, ),\sum_{j=0}^{\infty}\beta_{j}(x)\equiv 1$ qui sont

des fonctions de $\gamma^{(\alpha)}$ . En notant $K_{j}$ son support, d\’esignons le domaine
$\{(y);h\cdot\lambda_{\max}\geqq|y-x|, (x)\in K_{j}\}$ par $U_{j}$ et construisons une fonction $\partial_{j}(x)\in\gamma^{(\alpha)}$

qui est identiquement \’egale \‘a 1 dans un voisinage fix\’e de $U_{j}$ et z\’ero en dehors
de l’ensemble compact $V_{j}$ contenant $U_{j}$ . En utilisant cette fonction $\delta_{j}(x)$ ,
consid\’erons l’op\’erateur

$x_{j}=(\frac{\partial}{\partial t})^{m}+_{i+}\sum_{\leqq^{1\nu}im^{1\leqq}-1^{m}}a_{\nu,i}(\delta_{j}(x)x, t)(\frac{\partial}{\partial x})^{\nu}(\frac{\partial}{\partial t})^{i}$

et le probl\‘eme de Cauchy

(3.3) $X_{j}[u(x, t)]=\beta_{j}(x)f(x, t)$

avec les donn\’ees initiales

$(\frac{\partial}{\partial t})^{i}u(x, 0)=\beta_{j}(x)\varphi_{i}(x)$ $0\leqq i\leqq m-1$ .

Mais, \‘a cause du th\’eor\‘eme 2.1, la solution $u_{j}(x, t)$ de (3.3) existe et satisfait \‘a

la relation $X_{j}[u_{j}(x, t)]=\beta_{j}(x)f(x, t)$ . Posons $u(x, t)=\sum_{j=0}^{\infty}u_{j}(x, t)$ et prenons un

ensemble compactN de $\Omega=R^{n}\times[0, h]$ . Compte tenu du domaine de d\’ependence,
les $u_{j}$ sont identiquement nulles sauf un nombre fini d’elles. D’o\‘u, sur $N$, on

a $u(x, t)=f\sum_{j}^{ini}u_{j}(x, t)$ . Donc, $X[u]=J(f\sum_{j}^{ini}u_{j})=f\sum_{J}^{ini}X_{j}[u_{j}]=f\sum_{j}^{ini}\beta_{j}f=f$, sur $N$.
REMARQUE. Supposons que les coefficients et le second membre $f$ et la

donn\’ee de Cauchy pour $t=0$ soient tous analytiques. Alors, le th\’eor\‘eme 1.1
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affirme l’existence de solution $u(x, t)$ de classe $\alpha,$
$\alpha>1$ \’etant quelconque.

Mais, nous ne savons pas si cette solution $u(x, t)$ soit analytique ou non dans
$\Omega=R^{n}\times[0, h]$ .

University of Kyoto
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