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Note sur le traitement par les op\’erateurs d’int\’egrale
singuli\‘ere du probl\‘eme de Cauchy.

Par Sigeru MIZOHATA

(Regu le 13 avril, 1959)

1. Pour le probl\‘eme de Cauchy, l’outil d’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere
donne des r\’esultats pr\’ecis. Cette utilit\’e est d\’ej\‘a manifeste dans le travail
de M. A. P. $Calder6n[1]$ . Mais, quand on suit le raisonnement de ce travail,
il faut exclure les cas $n=2$ et $n=3$ ( $0$ Cl $n$ est la dimension de 1‘espace) \‘a

cause d’une difficult\’e topologique. La m\^eme difficult\’e arrive pour le traite-
ment du probl\‘eme de Cauchy pour les syst\‘emes hyperboliques, comme l’au-
teur a indiqu\’e dans [2].

Le but de cet article est de montrer qu’on peut \’eviter ces difficult\’es, en
utilisant une sorte de partition de l’unit\’e dans l’espace $R_{\xi^{n}}$ , ce qui nous
\’epargne des consid\’erations topologiques. Gr\^ace \‘a ce principe, nous pourrions
\’etendre notre m\’ethode indiqu\’ee dans [2] aux syst\‘emes hyperboliques plus
g\’en\’eraux, mais pour \’eclaircir notre principe, nous nous limitons ici aux cas
o\‘u les racines des \’equations caract\’eristiques sont distinctes.

2. Nous voulons compl\’eter le r\’esultat dans [2]. Dans le cas $n=2$ , notre
m\’ethode n’a pas march\’e. Pour notre but, il suffirait de traiter ce cas. Mais,
pour \’eclaircir notre m\’ethode--car notre m\’ethode n’est pas limit\v{c}e au cas
$n=2$–nous allons traiter le probl\‘eme dans le cas o\‘u $n\geqq 2$ . Nous suivons les
notations et les d\’efinitions de [2], et \’ecrivons des num\’eros des formules dans
[2] par “’ ”. Partons de

(1.9) $\frac{d}{dt}u(t)=i\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)\Lambda u(t)+\mathscr{D}(t)u(t)+f(t)$ .
Comme nous avons indiqu\’e, il n’est pas toujours possible de construire une
matrice d’op\’erateur singuli\‘ere $\Re(t)$ telle que

$\sigma(X(t))\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT}(t))=\sigma(\mathscr{D}(t))\sigma(\mathfrak{R}(t))$ .
Pour \’eviter cette construction, nous utilisons une partition de l’unit\’e: D\’e-

signons par $\xi^{0}$ les points sur la sph\‘ere-unit\‘e dans $R_{\xi^{n}}$ : $|\xi|=1$ . Soient $\hat{\alpha}_{i}(\xi^{0})$

$(i=1,2,\cdots, p)$ la partition de l’unit\’e au sens suivant: $\sum_{i=1}^{p}\hat{\alpha}_{i}(\xi_{0})^{2}\equiv 1$ . Les $\hat{\alpha}_{i}(\xi^{0})$

sont des fonctions ind\’efiniment diff\’erentiables en $\xi^{0}$ \‘a supports assez petits.
On suppose bien entendu l’application $\xi\rightarrow\xi^{0}$ ind\’efiniment diff\’erentiable. On
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prolonge ces fonctions a $i(\xi^{0})$ dans l’espace entier par homoth\’etie de degr\’e $0$ :
$\hat{\alpha}_{i}(\xi)=\hat{\alpha}_{i}(\frac{\xi}{|\xi|})$ . Ensuite, prenons $\beta(\xi)$ telle que

1 pour $|\xi|\geqq 2$

$\beta(\xi)=\{$

$0$ pour $|\xi|\leqq 1$ ,
$1\geqq\beta(\xi)>0$ pour $1<|\xi|\leqq 2$ , ind\’efiniment diff\’erentiable.

D\’efinissons

$\hat{\alpha}_{0}(\xi)=(1-\beta(\xi)^{2})\not\in,\hat{\alpha}_{i}^{\prime}(\xi)=\beta(\xi)\hat{\alpha}_{i}(\xi)$ , on aura alors
(2.1)

$\hat{\alpha}_{0}(\xi)^{2}+\hat{\alpha}_{i}^{\prime}(\xi)^{2}=1$ .
En \’ecrivant $\hat{\alpha}_{i}(\xi)$ au lieu de $\hat{\alpha}_{t}^{\prime}(\xi)$ , on a

(2.2) $\sum_{i=0}^{p}\hat{\alpha}_{i}(\xi)^{2}\equiv 1$ .

D\’EFINITION. Soit $\alpha$ la distribution telle que $\hat{\alpha}(\xi)\rightarrow\alpha$ c’est-\‘a-dire l’image (de
$\overline{S^{7}}$

Fourier) reciproque de $\hat{\alpha}(\xi)$ . On d\’esigne par $\alpha f$

$\alpha f=\alpha*f$ .
$Enon_{\xi^{;onS}}$ un

LEMME 2.1. Soit $H$ un $op\mathscr{X}ateur$ d’integrale singuli\‘ere tel que $\sigma(H)\in C_{\beta}^{\infty}$ , avec
$\beta=+\infty$ ; $\hat{\alpha}(\xi)$ une fonction born\’ee ind\’efiniment diff\’erentiable telle que

1) $|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\hat{\alpha}(\xi)|\leqq\frac{c_{\nu}}{|\xi|}$ pour $|\xi|\geqq 1$ et pour $|\nu|\geqq 1$ ;

2’) Pour tout $h>0$ , il existe un entier $m_{0}$ tel que

$|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\hat{\alpha}(\xi)|\leqq\frac{C_{\nu}^{\prime}}{|\xi|^{k}}$ pour $|\xi|\geqq 1$ et pour $|\nu|\geqq m_{0}$ .

Alors $(\alpha H-H\alpha)\Lambda$ est un operateur born\’e de $9_{L^{2}}^{s}$ dans lui-m\^eme, $s$ \’etant un entier
quelconque (positif, $0$ , ou n\’egatif).

D\’EMONSTRATION. Limitons-nous \‘a d\’emontrer dans le cas $L^{2}$ , car notre
d\’emonstration qui suivra est presque analogue \‘a celle du lemme 2.4 de [2].

Prenons d’abord le cas simple: $\sigma(H)=c(x)Y$, o\‘u $Y$ est l’un des $Y_{nm}$ (voir pour
cette notation, la d\’emonstration du lemme 2.4 de [2]).

Alors
$(\alpha H-H\alpha)\Lambda f=(\alpha c(x)Y-c(x)Y\alpha)\Lambda f=(\alpha c(x)-c(x)\alpha)\Lambda Yf$ .

Posons $Yf=g$, alors cette expression s’\’ecrit

$\int\alpha(x-y)[c(y)-c(x)](\Lambda g)(y)dy=\sum_{<1\leqq|\nu|_{\Rightarrow}m-1}\frac{D^{\nu}c(x)}{\nu!}\int\alpha(x-y)(y-x)^{\nu}(\Lambda g)(y)dy$

$+\sum\frac{1}{\nu!}\int c_{\nu}(y, x)(y-x)^{\nu}\alpha(x-y)(\Lambda g)(y)dy$ .
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Prenons

$\varphi_{\nu}=\int\alpha(x-y)(y-x)^{\nu}(\Lambda g)(y)dy\rightarrow(-\frac{1}{2\pi i})^{1^{\nu}1}[(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\hat{\alpha}(\xi)]|\xi|\hat{g}(\xi)S^{7}$

Or, d’apr\‘es la condition 1’), $|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\hat{\alpha}(\xi)||\xi|\leqq C_{\nu}$ d’o\‘u

$\Vert\varphi_{\nu}\Vert\leqq C_{\nu}\Vert g\Vert$ .
Deuxi\‘emement,

$\psi_{\nu}(x)=\int c_{\nu}(y, x)(y-x)^{\nu}\alpha(x-y)(\Lambda g)(y)dy$ .

Or $\Lambda+i=(1-\Delta)(\Lambda-i)^{-1}=(1-\Delta)B$ o\‘u $B$ est un op\’erateur born\’e.

$\psi_{\nu}(x)=\int c_{\nu}(y, x)(y-x)^{\nu}\alpha(x-y)(1-\Delta_{y})Bg(y)dy$

$-i\int c_{\nu}(y, x)(y-x)^{\nu}\alpha(x-y)g(y)dy$ .

Prenons le deuxi\‘eme terme

$|\psi_{\nu^{1}}(x)|\leqq\sup_{x,y}|c_{\nu}(y, x)|\int|(x-y)^{\nu}\alpha(x-y)||g(y)|dy$ .
On voit que

$\int|x^{\nu}\alpha(x)|dx<+\infty$ .
En effet,

$x^{\nu}\alpha(x)\rightarrow\left(\begin{array}{l}1\\-2\pi j\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\partial\\-\partial\xi^{-}\end{array}\right)\hat{\alpha}(\xi)$ .

Cette image est sommable si l’on prend $k\geqq n+1$ dans la condition 2),
d’o\‘u $x^{\nu}\alpha(x)$ est une fonction continue et born\’ee. Deuxi\‘emement, pour $|x|\geqq 1$ ,

$x^{\nu}\alpha(x)=\overline{|x}^{1_{1^{2p}}}|x|^{2p}x^{\nu}\alpha(x)$ , et $|x|^{2p}x^{\nu}\alpha(x)\rightarrow\left(\begin{array}{l}1\\--2\pi i^{-}\end{array}\right)\Delta_{\xi}^{p}\left(\begin{array}{l}\partial\\\partial\overline{\xi}\end{array}\right)\hat{\alpha}(\xi)$ .

Cette image est \’evidemment sommable, d’o\‘u $|x|^{2p}x^{\nu}\alpha(x)$ est born\’ee. Donc

$\int|x^{\nu}\alpha(x)|dx<+\infty$ .

Le premier terme se traite de la m\^eme mani\‘ere, en effet, il s’\’ecrit

$\int(1-\Delta_{y})[c_{\nu}(y, x)(y-x)^{\nu}\alpha(x-y)]Bg(y)dy$ .

Compte tenu de la de’monstration du lemme 2.4 dans [2], la d\’emonstra-
tion s’ach\‘evera. $c$ . $q$ . $f$ . $d$.

Il est facile de voir que les $\hat{\alpha}_{i}(\xi)(i=1,2,\cdots,p)$ v\’erifient les conditions du
Lemme, d’o\‘u
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$C_{oROLLAIRE}$ . $(H\alpha_{i}--\alpha_{i}H)\Lambda$ est un $op\mathscr{K}ateur$ born\’e de $9_{L^{2}}^{S}$ dans lui-m\^eme.

Examinons maintenant le proc\’ed\’e de la construction de $\sigma(\mathfrak{R}(t))$ dans l’ap-
pendice de [2]. Supposons $n\geqq 2$ . On sait que, en posant $\lambda=\lambda_{1}$ , et en notant
Je ( $i$ , j)-cofacteur de la matrice

$\left(\begin{array}{llll}a_{\underline{1}1}-\lambda & a_{21} & \cdots & a_{N1}\\a_{J2} & a_{22}-\lambda & & \\\vdots & & & \\a_{1N} & \cdots & \cdots & a_{NN}-\lambda\end{array}\right)$

par ]$|/I_{ij}(x, t, \xi)$ le fait suivant : Pour tout $\xi^{0},$ $|\xi^{0}|=1,$
$\max_{i.j}(|M_{ij}(x, t,\xi^{0})|)$ nest

jamais nul. De plus, lorsque $x$ parcourt $R^{n},$ $t$ parcourt $[0, T]$ , et $\xi^{0}$ parcourt
la sph\‘ere-unit\’e, cette fonction a pour borne inf\’erieure une constante positive.
Cela entraine le fait suivant: pour tout $\xi^{0}$ , il existe un voisinage $V$ de $\xi^{0}$

sur la sph\‘ere tel que pour $(x, t)$ fix\’e la variation d’angle de l’eigen-vecteur
$e_{1}(x, t, \xi)$ soit inf\’erieure \‘a $\pi$ lorsque $\xi$ parcourt $V$. Par Heine-Borel, on re-
couvre la sph\‘ere par tels voisinages, $V_{1},$ $V_{2},\cdots,$ $V_{q}$ . Ici, les $V_{i}$ non seulement
jouissent de la propri\’et\’e ci-dessus mais aussi chacun des $V_{i}$ a un voisinage
$V_{t^{\prime}}(\supset V_{i})$ jouissant de la m\^eme propri\’et\’e. On prend alors une partition de
l’unit\’e $\hat{\alpha}_{i}(\xi)$ sur la sph\‘ere, d\’efinie plus haut, subordonn\’ee \‘a $\{V_{i}\}$ . Ensuite,
par la modification explicit\’ee plus haut, on a une partition de l’unit\’e dans
$R_{\xi}^{n}$ : $\sum_{i=0}^{q}a_{i}(\xi)^{2}\equiv 1$ .

Ceci fait, on va modifier le symbole $\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ correspondant \‘a chaque indice
$i$ . Soit $\varphi_{i}(\xi)$ une application ind\’efiniment diff\’erentiable de la sph\‘ere-unit\’e
dans $V_{i}^{\prime}$ , laissant invariant tous les points de $V_{i}$ . On d\’efinit $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}(t)$ par

(2.3) $\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}(x, t, \xi)=\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}(x, t, \varphi_{i}(\xi))$ .
On remarque alors
(2.4) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i}u(x, t)=d6\alpha_{i}u(x, t)$ .
En effet, soit $K$ un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere, on a alors en d\’esignant
par $k(x, \xi)$ le symbole de $K$,

$(K\alpha_{i}u)(x)=\int\exp(2\pi ix\xi)k(x, \xi)\hat{\alpha}_{i}(\xi)u(\xi)d\xi$ .

Cette formule montre que l’image $K\alpha_{i}u$ ne d\’epend que de la valeur de $k(x, \xi)$

sur $V_{i}$ , c’est-\‘a-dire que quand on change la valeur de $k(x, \xi)$ sur $CV_{i}$ ce
symbole d\’efinit le m\^eme op\’erateur.

Ceci remarqu\’e, nous avons pour tout $i(i=1,2,\cdots, q)$ une $\sigma(3?_{i}(t))$ , une mat-
rice d’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere du type $C_{\beta^{\neg}}$ , avec $\beta=+\infty$ , telle que

(2.5) $\sigma(\mathfrak{R}_{i}(t))\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}(t))=\sigma(9_{i}(t))\sigma(\Re_{i}(t))$ .
On consid\‘ere alors



238 S. MIZOHATA

(2.6) $B_{m}(t)=\sum_{i\approx 0^{}}^{q}\alpha_{i}\Lambda^{m}\mathfrak{R}_{i}\#yl_{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}+\beta_{m}I$ .

Il est manifeste que cet op\’erateur hermitien d\’efinit une norme \’equivalente

dans $9_{L^{2}}^{m}$ si $\beta_{m}$ est assez grand.1) Il ne reste $qu’\grave{a}$ examiner $B_{m}A+A^{*}B_{m}$ .
$B_{m}A=\sum_{i\approx 0}^{q}\alpha_{i}\Lambda^{m}yl_{i^{*}}X_{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}A+\beta_{m}A$

$=\sum_{i\Rightarrow 1}^{q}\alpha_{i}\Lambda^{m}\Re_{i^{*}}7l_{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}(i\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda)+B_{m}9+\beta_{m}A+\alpha_{0}\Lambda^{m}\mathfrak{N}_{0^{*}}\mathfrak{R}_{0}\Lambda^{m}\alpha_{0}(i\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda)$

on utilise la notation $(\Lambda^{2m})$ dans [2], de l\‘a

$\equiv\sum_{i=1}^{q}i\alpha_{\ell}\Lambda^{m}\mathfrak{R}_{i^{*}}7l_{i}\Lambda^{m}\mathscr{X}\alpha_{i}\Lambda+_{i=1}\lambda^{q_{\urcorner}}i\alpha_{i}\Lambda^{m}\Re_{i^{*}}\mathfrak{R}_{i}\Lambda^{m}(\alpha_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i})\Lambda$

La seconde somme $\equiv 0(\Lambda^{2m})$ , d’apr\‘es le lemme 2.1, d’o\‘u
$\equiv\Sigma i\alpha_{i}\Lambda^{m}7t_{i^{*}}yt_{i}\Lambda^{m}\mathscr{X}\alpha_{i}\Lambda$ , comme $\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i}=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}\alpha_{i}$

$=\Sigma i\alpha_{i}\Lambda^{m}\Re_{i^{*}}\mathfrak{R}_{i}\Lambda^{m}\mathscr{X}_{i}\alpha_{i}\Lambda\equiv\Sigma i\alpha_{i}\Lambda^{m}\mathfrak{R}_{i^{*}}yt_{i^{}}9t_{i}\Lambda^{m}\alpha_{\dot{t}}\Lambda$

compte tenu de ce que $yt_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}\Lambda\equiv 9_{i}\Re_{i}\Lambda(\Lambda^{0})$ ,

$\equiv\Sigma i\alpha_{i}\Lambda^{m}\mathfrak{R}_{i^{*}}g_{i}yl_{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}\Lambda$ .
De l\‘a

$B_{m}A+A^{*}B_{m}\equiv\sum_{i=1}^{q}i\alpha_{i}\Lambda^{m}(y\int_{i}*g_{i}yl_{i}\Lambda-\Lambda \mathfrak{N}_{i^{*}}9_{i^{*}}\mathfrak{R}_{i})\Lambda^{m}\alpha_{i}$

$\equiv\sum_{i=1}^{q}i\alpha_{i}\Lambda^{m}\Re_{i^{*}}(\mathscr{D}_{i}-9_{i^{*}})\Lambda\Re_{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}$ .
Ceci entraine que

$-\gamma_{m}(\Lambda+1)^{2m}\leqq B_{m}A+A^{*}B_{m}\leqq\gamma_{m}(\Lambda+1)^{2m}$ .
3. On va montrer dans ce num\’ero que le r\’esultat de Calder\’on dans [1]

sur l’unicit\’e est vrai ind\’ependamment de la dimension de 1‘espace. Mais ici
on suppose tous les coefficients d’ordre homog\‘ene du plus haut degr\’e ind\’e-
finiment diff\’erentiables, pour simplifier notre raisonnement. Le raisonnement
devient plus simple que dans le num\’ero pr\’ec\’edent.

D’abord remarquons que $(x, t)$ ne parcourt qu’un voisinage de $(0,0)$ . Pour
tout point $\xi_{0}$ sur la sph\‘ere, il existe un voisinage $V^{\prime}$ de $\xi_{0}$ et un voisinage
$W^{\prime}$ de $(0,0)$ tels que ${\rm Max}(|M_{ij}(x,t,\xi)|)$ reste sup\’erieur \‘a une constante positive

$i,j$

quand $\xi,$ $(x, t)$ parcourent $V^{\prime}$ et $W^{\prime}$ respectivement. Cela entraine qu’il ex-
iste un voisinage $V$ de $\xi_{0}$ et $W$ de $(0,0)$ tels que l’un des

$(x,t)\in W\min_{\xi\in V}|M_{ij}(x, t, \xi)|$

1) Cn pose $\Re_{0}=I$ (identit\’e). On a alors,

$\sum_{i=0}^{q}\Vert\Re_{\mathfrak{i}\Lambda^{m}\alpha_{i}u\Vert^{2}\geqq\sigma\sum_{i=0}^{p}\Vert\Lambda^{m}\alpha_{i}u\Vert^{2}-\gamma\sum_{\dot{\iota}=0}^{p}\Vert\alpha_{i}u\Vert^{2}=\sigma\sum_{i=0}^{p}\Vert\alpha i\Lambda^{m}}u\Vert^{2}-\gamma\sum_{i=0}^{p}\Vert\alpha\cdot u\Vert^{2}$

Or on a $\sum_{i=0}^{p}||\alpha_{i}u\Vert^{2}=\Vert u\Vert^{2}$ (voir la fin du num\’ero suivant).
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soit positif. Ceci signifie qu’on peut d\’efinir par 1‘une des expressions $(M_{1j}$ ,
$M_{2j},\cdots,$ $M_{Nj}$) $(j=1,2,\cdots, N)$ , un champ (ind\’efiniment diff\’erentiable en $x,$ $t,$ $\xi$)

d’eigen-vecteurs sur $(x, t)\times\xi\in WxV$. Par Heine-Borel, on recouvre la sph\‘ere-
unit\’e dans $R_{\xi^{n}}$ par un nombre fini de $V_{i}$ (coupl\’e par $W_{i}$) $(i=1,\cdots,p)$ . On ne
consid\‘ere que le voisinage $W=\bigcap_{i=1}^{p}W_{i}$ .

Par le proc\’ed\’e fait dans le num\’ero pr\’ec\’edent, on d\’efinit $\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}_{t}(x, t, \xi)$ et
$\sigma\Re_{i}(x, t, \xi)(i=1,\cdots,p)$ . Soit $u(t)$ une solution s’annulant en $t=0$ de

(3.1) $\frac{d}{dt}u(t)=(i\mathscr{X}\Lambda+\mathscr{D})u(t)$ .
Alors

$\frac{d}{dt}\alpha_{i}u=i\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i}\Lambda u+\alpha_{i}9u+i(\alpha_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i})\Lambda u$

comme $\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{i}=3\zeta\alpha_{i}$ on a

$\underline{d}(\mathfrak{R}_{\mathfrak{i}}\alpha_{i}u)=i\mathfrak{N}_{i^{}}\mathscr{X}_{i}\Lambda\alpha_{i}u+\mathscr{D}_{1}^{()}iu$ ,
$dt$

o\‘u $\mathscr{D}_{1}^{()}\iota$ est un op\’erateur born\’e de $L^{2}$ dans lui-m\^eme en vertu du lemme 2.1.
Compte tenu de $\Re_{i}\circ\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}=9_{i}\circ \mathfrak{R}_{i}$ , le second membre s’\’ecrit

$ig_{i}\Re_{i}\Lambda\alpha_{i}u\dashv-i()iu=i9_{i}\Lambda(\mathfrak{R}_{i}\alpha_{i}u)\dashv- 9^{()}iu$ ,
$\mathscr{D}^{()}\iota$ est un op\’erateur born\’e.

D’o\‘u, en posant

(3.2) $\mathfrak{R}_{i}\alpha_{i}u=v_{i}$

on a

(3.3) $(\frac{d}{dt}-i^{g_{i}}\Lambda)v_{i}=9^{()}iu$ $(i=1,\cdots,p)$ .
En posant

(3.2) $\alpha_{0}u=v_{0}$

on a

(3.3) $\frac{d}{dt}v_{0}=()u$ ,

o\‘u $9^{(0)}$ est un op\’erateur born\’e, car $\alpha_{0}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda=\alpha_{0}\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}+\alpha_{0}(\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda-\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT})$ et $\alpha_{0}\Lambda$ est
born\’e.

Supposons que $v_{i}(t)$ ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de
$t=0$ , on a alors, en prenant, s’il est n\’ecessaire, une suite partielle des $\varphi_{n}$ ,

(3.4) $\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert(\frac{d}{dt}-i\mathscr{D}_{i}\Lambda)v_{i}\Vert^{2}dt\geqq\frac{1}{2n}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{\prime 2}}\Vert v_{i}\Vert^{2}dt$ ,

si $n$ est assez grand. Voici la raison: Si quelques uns des composants de $v_{i}$

s’annulent identiquement dans un voisinage de $t=0$, on prend $h$ plus petit
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de sorte que chacun des composants ou bien s’annule identiquement dans $[0, h]$

ou bien ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de $t=0$ . Or, l’auteur
l’a montr\’e dans [3], (l’in\’egalit\’e $(C)$), dans le cas o\‘u $v_{i}$ est \‘a seul composant

et $(\frac{d}{dt}-i9_{i}\Lambda)$ est un op\’erateur elliptique, \‘a savoir, le cas o\‘u $\mathscr{D}_{i}=P+iQ,$ $P$

est inversible. Dans le cas o\‘u $P\equiv 0$ cette in\’egalit\’e est manifestement vraie.
Remarquons que (3.4) est vraie dans le cas o\‘u $v_{i}(t)$ s’annule identiquement.

Comme notre consid\’eration est de caract\‘ere local, $\Re_{i}(t)$ est inversible, d’o\‘u

(3.5) $\Vert \mathfrak{N}_{i}w\Vert^{2}\geqq\sigma\Vert w\Vert^{2}$ , $\sigma>0$ $(i=1,\cdots,p)$ .
De (3.4), il vient donc

(3.6) $\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert(\frac{d}{dt}-i9_{i}\Lambda)v_{i}\Vert^{2}dt\geqq\frac{\sigma}{2n}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{\prime 2}}\Vert\alpha_{i}u\Vert^{2}dt$ $(i=1,2,\cdots,p)$ .

Evidemment on a

(3.7) $\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert\frac{d}{dt}v_{0}\Vert^{2}dt\geqq\frac{1}{2n}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{\prime 2}}\Vert\alpha_{0}u\Vert dt$ .
En ajoutant (3.6) et (3.7) on a

(3.8) $\sum_{i=0}^{\rho}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert(\frac{d}{dt}-i9_{i}\Lambda)v_{i}\Vert^{2}dt\geqq\frac{\sigma}{2n}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{\prime 2}}(\sum_{\dot{t}=0}^{p}\Vert\alpha_{i}u\Vert^{2})dt$ ,

on suppose $\sigma\leqq 1$ . Or, par hypoth\‘ese, $\sum_{-0}^{p}\hat{\alpha}_{i}(\xi)^{2}\equiv 1$ , d’o\‘u $\sum_{i=0}^{p}\Vert\alpha_{i}u\Vert^{2}=\Vert u\Vert^{2}$ . En

effet, la transformation de Fourier donne

$\int\sum_{i=0}^{p}|\hat{\alpha}_{i}(\xi)\hat{u}(\xi)|^{2}d\xi=\int|\hat{u}(\xi)|^{2}d\xi=\Vert u\Vert^{2}$ .
D’o\‘u

(3.9) Le premier membre de $(3.8)\geqq\frac{\sigma n}{2}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert u\Vert^{2}dt$ .
D’autre part,

$\sum_{i=0}^{p}\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert 9^{()}iu\Vert^{2}dt\leqq C\int_{0}^{h}\varphi_{n^{2}}\Vert u\Vert^{2}dt$ ,

ce qui est absurde.
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