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Correspondances modulaires et les fonctions ¢
de courbes algébriques.

Par Gor6 SHIMURA

(Regu le 5 Nov., 1957)

M. Eichler [3] a découvert qu’il v a une relation étroite entre 1’opéra-
teur T, défini par E. Hecke et les fonctions { de certains corps de fonctions
modulaires elliptiques qui sont en rapport avec les formes quadratiques.
Dans ce travail nous allons généraliser cette relation.

Soient N un entier positif et My le corps complet des fonctions modu
laires elliptiques d’espéce («Stufe») N; My est un corps de fonctions algé-
briques d’une variable sur le corps des nombres complexes C. Nous pouvons
montrer qu’il v a un sous-corps & ayant le corps des nombres rationnels @
comme corps de constantes, qui engendre My sur C. Nous allons démontrer
que les fonctions ¢ d’un tel corps &, choisi convenablement, et de certains
sous-corps de & sont représéntées explicitement par la fonction ¢ de Rie-
mann et les produits d’Euler introduits par E. Hecke et que les valeurs
absolues des racines caractéristiques de lopérateur 7T, de Hecke pour les
formes paraboliques («Spitzenformen») de degré 2 ne dépassent pas 2v'p
pour presque tous les nombres premiers p.

Nous démontrerons ces résultats en établissant deux formules de con-
gruence ((I) et (II) dans §3) pour les correspondances modulaires. Nous
représentons d’abord le corps My par les coordonnées des points ¢ tels que
Nt=0 sur une courbe elliptique E dont I’invariant est transcendant sur Q.
L’opérateur 7T, de Hecke peut étre regardé comme la différentielle d’une
correspondance algébrique que nous pouvons définir d’une maniére algébro-
géométrique par un homomorphisme 2 de E tel que v(A)=p et que nous
appelons la correspondance modulaire de degré p. Dans la théorie de la
multiplication complexe ([6], [7]), la relation de congruence ou la décom-
position de I’homomorphisme 7 a été obtenue par la réduction d’homomor-
phismes d’une variété abélienne modulo un diviseur premier du corps de
base. Une méthode analogue est employée ici pour démontrer la formule (I);
nous considérerons la réduction de 'homomorphisme 2 modulo un diviseur
premier. Seulement nous nous occupons au cas présent d’une courbe ellip-
tique sans multiplication complexe, mais on pourrait considérer A comme
une «multiplication générique» de la courbe elliptique. La formule com-
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plémentaire (II) est démontrée au moyen du fait qui s’exprime dans la
prop. 7 (§2). Le résultat pour les racines caractéristiques de lopérateur
T, est une conséquence de la formule (I).

§1. Courbes elliptiques.

1. Nous désignerons par Z, Q et C respectivement I’anneau des entiers
rationnels, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres com-
plexes.

Soit A une variété abélienne?. Nous désignerons par A(A) I’anneau
des endomorphismes de A, par <4,(A) le produit tensoriel JA(A)xQ et par
5, I’é1ément unité de A(A). Soient B une autre variété abélienne de méme
dimension que A et 2 un homomorphisme de A sur B. Soient £ un corps
de définition pour A, B et 1; x un point générique de A par rapport a k.
Nous poserons

v(D)=[kx): RAX)]T,  vD=[kx): RAx)];,
vi(AD)=[k®): E(Ax)]; .

Ces entiers ne dépendent que de A, B et 1 et non du choix de % et de
%. Nous désignerons par g(1) le noyau de 1 et par g(n, A) le noyau de #d,
pour chaque entier n. Le groupe g(1) est d’ordre v (). Si A est de dimen-
sion d, on a v(nd,)=n2?: par suite gz, A) est d’ordre »** si » n’est pas
multiple de la caractéristique de k£ ([I1]). Pour le cas ou = est la carac-
téristique de %, on a le lemme suivant dont la démonstration est donnée
dans [8]

LemmMme 1. Soient k un corps de caractéristique p+0 et A une variété
abélienne de dimension d définie par rapport @ k. On a alors

vi(p0)= ﬁd , V(PO f)d .

Soient %2 un corps de caractéristique p#0, g=p’ une puissance de p, ou
f est un entier positif ou négatif. Nous désignerons par k¢ le corps des
g-iémes puissances des éléments de k. En faisant correspondre zek a z?<k?
on obtient un isomorphisme ¢ de %k sur k% Soient V une variété définie
par rapport a %k et x un point de V. Nous désignerons par V¢ et par x? la
variété Ve transformée par o et le point de 17? dont les coordonndes sont
les g-iémes puissances de celles de x. Soient %4 une application rationnelle
de V dans une variété W, définie par rapport a %, et H le graphe de 4.
Nous désignerons par 4% Plapplication de V7 dans W? dont le graphe est

1) 1l sera constamment fait usage des définitions et des résultats de [9], [10],
BN
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Ht Soient A une variété abélienne définie par rapport a % et O I’élément
neutre de A. Nous entendrons par la notation A? toujours la variété
abélienne dont 1’élément neutre est O% Si 2 est un homomorphisme de A
dans une variété abélienne, défini par rapport a &, 2? est un homomorphisme
de A% Soit x un point générique de A par rapport a %; x? est alors un
point générique de A? par rapport a £ Comme on a k(x)Dk(x?) on obtient
une application rationnelle # de A sur A? telle que wx=x%; = est un homo-
morphisme de A sur A?; on a wf=¢? pour tout point £ de A. Nous appel-
lerons © Phomomorphisme de q-iéme puissance de A. Si A est de dimension d,
on a y(@)=v(r)=q¢".

LemMme 2. Soient A, B, C trois variétés abéliennes de méme dimension, 2 un
homomorphisme de A sur B et p un homomorphisme de A sur C. Supposons que
JA(A) soit isomorphe a Z et que lon ait v(A)=v(n), vi(A)=v(u)=1. Alors, pour
que B soit isomorphe ¢ C, il faut et il suffit quon ait g(A)=g(w).

Draprés le th. 17 de [11] n®34, si P'on a ¢(2)=g(u), B est isomorphe a
C. Réciproquement supposons qu’il existe un isomorphisme n de B sur C.
D’aprés le th. 27 de n®52, il v a un homomorphisme « de C sur A.
and et au sont contenus dans A(A). Comme A(A) est isomorphe a Z,
il v a deux entiers »n,#n’ autres que 0 tels que nangl=n’au. On a alors
v(nd Iy () =v(n’ 8 Jv(a)v(n). Si l'on désigne par d la dimension de A4,
on a v(nd)=n> v(n'd)=n"?" Comme v(n)=1 et v(A)=v(u), on a n==4n’ et
par conséquent 7A=4-pu; d’ou résulte g(A)=g(n)=g(n).

Lemme 3. Les wnotations A,B,C, 2, u et les hypothéses étant celles du
lemme 2, soient k un corps de définition pour A, B,C, 2, n et 6 un isomorphisme
de k tel que A=A, B*=C. On a alors A7=+pu.

D’aprés le lemme 2, on a g(A%)=g(x#). Il y a donc un automorphisme ¢
de C tel que A2=¢ex en vertu du th. 17 de [1I] n°34. Comme C est isogéne
a A, J(C) est isomorphe a Z; on en déduit que e=+1; ce qui prouve notre
lemme.

2. Une variété abélienne de dimension 1 est une courbe algébrique de
genre 1. Réciproquement, une courbe algébrique de genre 1, définie par
rapport & un corps k, ayant un point rationnel par rapport a 2 a une
structure de variété abélienne définie par rapport a k. Ci-aprés, par une
courbe elliptique définie par rapport a k, nous entendrons une variété abélienne
de dimension 1 définie par rapport a k.

Soit £ un corps dont la caractéristique n’est ni 2 ni 3. Soient 7,, 73,
deux éléments de & tels que 7,5—27 r,2+0 et E, la courbe définie par ’équa-
tion

1 XoX?=4X— 7, X° X, —1:X°
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dans le plan projectif. En prenant le point (X, X,, X,)=(0,0, 1) pour I’é1é-
ment neutre de variété de groupe, nous pouvons considérer E, comme une
variété abélienne définie par rapport a . En posant X=X,/X, et Y=X,/X,
dans I’équation (1), on a I’équation affine

2 Y?=4X?—7,X—7;.

Nous conviendrons d’entendre par la courbe elliptique définie par I’équation
(2) la courbe elliptique projective définie par I’équation (1), ayant le point
(0,0,1) comme 1I’élément neutre 0. La correspondance (X, Y)— (X, —Y) donne
I’endomorphisme —1 de la courbe elliptique.

Soit E une courbe elliptique définie par rapport a k. Il est bien connu
que E est isomorphe a une courbe elliptique définie par une équation
Y?*=4X3—7,X—7; OU 7,7; sont deux éléments de %k Nous appellerons
73/(r® =277 linvariant de E et le désignerons par jz ou j(E); j(E) est
contenu dans tout corps de définition pour E. Pour que deux courbes
elliptiques soient isomorphes, il faut et il suffit qu’elles aient le méme
invariant. Si ¢ est un isomorphisme d’un corps de définition pour une
courbe elliptique £, on a j(E)=iE)".

Soient £ la courbe elliptique définie par I’équation (2) et % la fonction
sur £ qui prend les coordonnées aux points de E (autrement dit, la fonction
X,/X, sur la courbe (1)). Nous appellerons % la fonction canonique sur E.
On voit que

3 M u)=h®) < u=4v.

3. Soient £ une courbe elliptique et ¢ un sous-groupe fini de £. D’apreés
le th. 17 de [11] n®34, il y a une courbe elliptique £’ et un homomorphisme
A de E sur E’ tel qu’on ait g=g(1), vs(A)=1. D’aprés le méme théoréme,
Iinvariant j(£’) de E’ ne dépend que de E, g et non du choix de E’ et de
A. Nous désignerons j(E') par j(E/g).

Prorosttion 1. Soient E, E' deux courbes elliptiques isogenes et k, le corps
premier contenu dans un corps de définition pour E, E’'. Alors j(E') est algébrique
sur ky(jg)-

D’aprés la définition d’isogénéité, il existe un homomorphisme 2 de E
sur E’. Soient £ un corps de définition pour E, E’, 2 et x un point généri-
que de E par rapport a k; posons g=v,(2). Alors il y a un sous-corps K de
k(x) tel que k(x) soit une extension purement inséparable de K de degré ¢
et K soit séparable sur k(1x). Comme k(x) est de dimension 1 sur %, on a
K=F(x?); par suite, en posant px?=2x, on obtient un homomorphisme u de
E? sur E’ défini par rapport a k, pour lequel on a v;(#)=1. Soit ¢ un
isomorphisme du corps k(jg, jz) fixant tous les éléments de &y (jz); »° est
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alors un homomorphisme de (ZF9? sur E°. On a j(E')=jE’) et j(EY)
=(j(EY)'=j(E). Comme E? a Pinvariant j(E)?=j(£?), il y a un isomorphisme
n de E? sur E%. uon est un homomorphisme de E? sur £’ dont le noyau
a(u’n) est d’ordre v(g). Comme on a v, (u’7)=1, on a HE'")=jEYa(un)). Il
n’y a qu’'un nombre fini de sous-groupes de £? ayant lordre v(u); par suite
il n’y a qu’ un nombre fini de j(£’)*; ce qui montre que j(E’) est algébrique
sur kjg)-

Prorosition 2. Soient E, E’' deux courbes elliptiques définies par rapport a
un corps de caractéristiqgue p+0 et X un homomorphisme de E sur E' tel qu'on
ait vy(A)=1. Alors v() est une puissance q de p; il existe un isomorphisme ¢ de
E? sur E’ tel quwon ait Ai=ct? pour tout t<E.

Soient £ un corps de définition pour E, E’/, 1 et x un point générique
de E par rapport a k. Comme v (2)=1, k(x) est purement inséparable sur
k(Ax); par suite v(A)=[k(x): k(Ax)] est une puissance ¢ de p. Comme k(x) est
de dimension 1 sur &, on a k(Ax)=k(x%). On obtient donc un isomorphisme
¢ de E? sur E’, défini par rapport a &, tel que ex?=Ax. On vérifie aisément
et?=At pour tout ft=F.

Prorosrtion 3. Soit E wune courbe elliptique définie par rapport @ un corps
de caractéristique p+0 telle quon ait j(EY+3(E). On a alors v(pdg)=vpdg)=p;
a(p, E) est dordre p.

D’aprés le lemme 1, on a v, (pdp)=p; v pdz) est donc égal a p ou po
Supposons qu’on ait v,(pdg)=p> Alors on a v(pogz)=1. D’aprés la prop. 2,
E est isomorphe a EP'; par suite on a j(E)=j(E")=j(E)"; ce qui est en
contradiction avec I’hypothése de la proposition. On a donc v, (pdp)=p et
par suite v pdg)=p, de sorte que g(p, ) est d’ordre p.

Prorosition 4. Soit E wune courbe elliptique telle que j(E) soit transcendant
sur le corps premier. J(E) est alors isomovphe ¢ Z.

Cette proposition est bien connue au cas ou la caractéristique du corps
de base est 0. Supposons donc que la caractéristique soit autre que 0.
JALE) est un corps (commutatif ou non-commutatif). D’aprés la prop. 3 et
d’aprés le th. 14 de [11] n®31, il existe un homomorphisme ¢ de A(E) dans
le corps des nombres p-adiques; ¢ est un isomorphisme puisque J,(E) est
un corps. JA(FE) est donc un corps commutatif. On a [A(E): Q12 puis-
que, d’aprés le cor. 2 du th. 36 de [11] n°69, tout élément de Ji(F) satisfait
a une équation a coefficients rationnels de degré 2. Supposons que on ait
[A(E): Q]=2. Soit [ un nombre premier qui reste premier dans _,(E).
Soit ¢ un sous-groupe de £ d’ordre /; Il y a une courbe elliptique E’ et
un homomorphisme 2 de E sur E’ tels que g()=g. Pour un / approprié,
on peut facilement voir que JA(E’) n’est pas isomorphe a J(E)». Dlautre

2) Cest une conséquence des résultats dans =1
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part, d’aprés la prop. 1, si l'on désigne par %, le corps premier, J(E) est
algébrique sur £(j(E’)), de sorte que j(E’) est transcendant sur k,; on peut
en déduire que A(E") est isomorphe a J(E); ce qui est absurde. On a donc
[A(E); Q]=1; par suite A(E) est isomorphe a Z.

§2. Correspondances modulaires.

4. Soient 7 une variable sur @ et £ la courbe elliptique définie par
I’équation

€] Yi=4X3~r X—r.

Posons j=j(E£). On a alors j=7r/(r—27), r=27j/(j—1) et Q(r)=Q(j); j est
donc une variable sur @ Nous désignons par F la cloture algébrique du
corps Q(j). Soit %z la fonction canonique sur E. Dans cette section nous
employons ces notations E, 7,7, 4, F toujours en ce sens.

Nous désignerons par Ky*(E) et par Ky(E), ou simplement par K* et
par Ky, respectivement les corps

Q3j, t|tes(N, E))
et QUj, i(t) | tes(N, E))
pour chaque entier N>0. Ces corps sont galoisiens sur Q(7). Nous désig-

nerons par Gy(E) le groupe de Galois de Ky(E) sur Q(j). Soit {#, ¢} un
systéme de générateurs de g(N, £); on a alors

alN, E)={at,+pt,|] 0=a<<N,0ZF<N}.

Soit ¢ un élément de Gy(E); o est prolongé a un automorphisme de K,*
que nous désignons aussi par ¢. {#,° #,°} est un systéme de générateurs de

g(N, £): il v a donc une matrice (Z 2,) a coefficients entiers telle qu’on ait

(e )=C a(2)

) Wat Aty =hat A pt), (@ pr=@ p(* b).

et par suite

L’automorphisme o est determiné par la matrice <Z cbi) et s’appellera

Pautomorphisme de Ky(E) correspondant @ (? 2,) par rapport a {t, t,}). Nous

désignerons par Gy* le groupe des matrices de degré 2 a coefficients dans
lanneau Z/NZ dont les déterminants sont inversibles et par Sy* le sous-
groupe de Gy* consistant en les éléments unimodulaires (c.-d-d. de déterminant
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=1). Nous désignerons respectivement par G, et Sy les groupes Gy*/{%I[}
et Sy*/{+I}. Comme ci-dessus nous pouvons faire correspondre a chaque

ceGxy(E), une matrice (Z g)eGN*. Tenant compte de (3), on vérifie facile-

ment que P’application o— (? 2) donne un isomorphisme de Gy(E) dans
Gy=Gx*/{+I}. Cet isomorphisme est surjectif:

Prorosition 5. Ewn faisant corrvespondre une matrice (? 3) a o=G(E)
par la relation (5), on obtient un isomorphisme de Gy(E) sur Gy.

Soit Sy(E) le sous-groupe de Gy(E) correspondant au sous-groupe S, de
Gy par cet isomorphisme. Sy(E) ne dépend pas du choix de {¢,,£,}.

Prorosition 6. Le sous-corps de Ky correspondant au sous-grvoupe Sy(E) de
Gy(E) est le corps Q(J, Cy) ow (y désigne une vacine primitive N-ieme d’unité.
QL) est algébriquement fermé dans Ky.

Dans §§ 2, 3, nous désignerons par ¢ une racine primitive N-iéme d’unité.
ProposiTion 7. Soit (? 9 un élément de Gy* et o l'automorphisme de Ky

correspondant @ (Z 2,) On a alors {¥°={8". En d’autves termes, si ad—bc

est congru a un nombre premier p modulo N, <f 5) donne la substitution de

Frobenius <i(%l/9~) dans Q( ).

Nous démontrerons les prop. 5-7 dans le §4.

5. Maintenant nous allons déterminer les sous-groupes de Gu(E) cor-
respondant a certains sous-corps de Ky(£). Dans ce but nous fixons un
systeme de générateurs {¢, £,} de g(N, E) et identifions G(E) avec Gy par
I’isomorphisme donné ci-dessus.

Prorosririon 8. Soient g, o' deux sous-groupes d’'ordve N de E et o un auto-
morphisme de F sur Q(j). Alors pour quwon ait j(E/Q)Y=j(E/Y), il faut et il
suffit que ¢°=q’; j(E/9) est contenu dans Ky(E).

La premiere assertion est une conséquence immédiate de la prop. 4 et
du lemme 2. Si ¢ est I'identité dans Ky(E), on a A(t?)=h(t) pour t€g(N, E);
par suite on a #7=+4¢ pour f&g, de sorte qu'on a gr=g et j(E/q)=j(E/q). 11
s’ensuit de 1a que j(E/g) est contenu dans Ky(E).

Soient g(;), gy respectivement les sous-groupes de E engendrés par ¢,
et par ¢,; posons j)=j(E/Sw), j=j(E/3w). Nous avons le tableau suivant:
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Sous-corps de Ky(E) Sous-groupe de Gy(E)

QU i) {¢ )=}

QU i) {6 Dy}
(*; {1}

QUi, 1t {6 D A{=}
(Yo )}/ {1}

QU ja, Mt:) {& j:(l))}/{ﬂ:l}

ott les groupes au cdté droit désignent les sous-groupes de Gy(E) corre-
spondant aux sous-corps de Ky(E) au coté gauche; les lettres @, d désignent
les éléments inversibles de Z/NZ et b, ¢ désignent les éléments quelconques
de Z/NZ. Soit en effet ¢ un élément de Gyx(£) donné par une matrice

QUj, hlt,)) {

QU jes M) {

(Z g, ; on a alors A(t,”)=h(at,+bty); d’ot résulte +¢°=at,+bt,. Daprés la

prop. 8, pour qu'on ait j)’==j(, il faut et il suffit qu'on ait g,7=gq,, ou qu’on
ait »=0. De plus, pour quon ait A(F)’=h4(,), il faut et il suffit qu’on ait
a=41, b=0. Nous obtenons le tableau par ces relations.

6. Soient maintenant » un entier positif tel que (#, N)=1et g, (1£a<s)
les sous-groupes cycliques de E d’ordre n; posons j«=j(E/q,). D’apres la
prop. 1, j est algébrique sur Q(j,), de sorte que j, est transcendant sur Q
pour chaque a. Il existe donc un isomorphisme 7, de Q(j) sur Q(j,) tel que
j*=j, pour chaque «a. Posons 7,=r"®, Ex=E"® h,=h*(1=a=<s); E, est
alors défini par I’équation

(6) Y =4X~71, X—7u;

h, est la fonction canonique sur E,. Comme on a j(E,)=j,=j(E/a,.), il existe
un homomorphisme 4, de £ sur £, tel que ga,=a(1,) pour chaque «.
Proposition 9. ! existe un isomorphisme o, de Ky(E) sur Ky(E,) tel que

JPo=]a, W) *=ha(lst) pour (N, E)
pour chaque o ; o, est déteyrminé par ces relations.
Prolongeons Iisomorphisme r, a un automorphisme de F que nous

désignons aussi par .. L’application ¢—¢% ' donne un isomorphisme de
g(N, E,) sur g(N, E). Drautre part, comme (n, N)=1, 'application ¢— 2,
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donne un isomorphisme de g(N, E) sur g(N, Ex); par suite z‘—»(xwt)rw_l donne

un automorphisme de g(N, £); il existe donc une matrice (? cbi a coeffi-

cients entiers telle que

r,,,'"l
(i)™ = (2
D’aprés la prop. 5, il existe un automorphisme p, de Ky(E) donné par
Z 2, ; on a alors j'e=j, h(t)-"W:k((/th)’w_l). Posons o,=p,7,; on a alors
FPe=j,, ht)’r=h,(At). Comme j, 4(t) engendrent Ky(E) sur @, o, est déter-
miné par ces relations.

Prorosition 10. Soit w=(u,, -, u,) un ensemble fini d’éléments de Ky(E) tel
que j soit contenu dans Q(u). Soient o,,--, 0, les isomorphismes de Ky déterminés
dans la prop. 9. Alors Qu, j°%) contient Q(u’*); (u’,---,u’s) est [l'ensemble com-
plet des conjugués de u®* sur Q(u).

Soit 7 un automorphisme de la cléture algébrique F de Q(y) qui fixe
u, jo. Comme j est contenu dans Q(x), 7 laisse fixe j; on a donc E°=E,
ES=FE,. Daprés le lemme 3, on a A,7=+1«. Il en résulte que

A =hy (Rt =hy(F At D)=y (At ) =h(t7) o= h(t)
pour chaque tea(N, £). On vérifie aisément j%*"=j,=;"=. Comme j et A(¢)
engendrent Ky(E), on a o0,7=70«; par suite on a (u’®) =(u*)’*=u">; ce qui
montre que Q(x°*) est contenu dans Q(«%, j,). On déduit de 1a

[Q(u, u’*) : Q)]=[Q(%, j=) : Q)I=LQ, ju) : Q(N].

Soit ¢ un automorphisme de ¥ sur Q(j); ¢,° est alors un des g«; par suite,
d’apres la prop. 8, les conjugués de j, sur Q(j) sont contenus dans {j,,---,7:};
ce qui montre [Q(, j»): Q(j)1=s. Comme on a Q(u’*)DQ(;**) et j7@+5°s pour
a+f6, u”, -, u’s sont différents 'un de P’autre. Notre proposition sera donc
démontrée si nous faisons voir que #°» est un conjugué de #” sur Q(x) pour
chaque a. Soit {¢,/, ¢,’} un systéme de générateurs de gnN, E); {Nt,’ Nt,'}
est alors un systéme de générateurs de g(n, £). D’aprés la prop. 5, il existe

un automorphisme p de K, *(E) sur Q(j) tel que ¢,°=g,. Soit (;‘ g) une
matrice de G,* a laquelle p correspond par rapport a {N¢,/, Nt,’}. Comme

on a (n, N)=1, il existe une matrice (? 2,) de G¥y telle que

(¢ =(5 5) moan,

(« =G O moo
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Désignons par ¢ l'automorphisme de K,y(E) correspondant a (Z 3) par

rapport a {¢,/, ¢,’}. On a alors z2°=z pour zeKy(E) et w’=w’ pour weK,(E);
on adonc E'=F, "=y, E\"=FE,, j.°=7Jy, #"=ha, 2,=+2a en vertu du lemme
3 et tr=+¢ pour t=g(N, £); il s’ensuit de 1a que, pour t=g(N, E), on a

7)) =h,(4,8) = ho F AL D) =ho(Aat )=h()*

et j’=j%. Comme j et (¢) pour teg(N, E) engendrent Ky(E), on obtient

0,0=0, sur Ky(E); on a donc (#”)’=u’». Comme o est I’identité sur Ku(E),

#’» est un conjugué de %" sur Ky(E); ceci achéve la démonstration.
Prorosrrion 11. Les notations étant celles de la prop. 10, on a

[Q(u, u”*) : Qu)]=[Q(u, u™): Q(u’)].

D’apres le th. 27 de [II] n°52, il existe un homomorphisme x de E, sur
E tel que pd,=nd;. En appliquant la prop. 9 a E,, #, E, on peut montrer
quil y a un isomorphisme v de Ky(E|) sur Ky(E) tel que

7" =4, h(t) =n(put,) pour ¢, 4N, E,).

On a alors j"=j, A(t)""=h(nt) pour tcg(N, E); autrement dit, o,z est 1’é1é-

ment de Gy(E) correspondant a (g 2) o,t est donc contenu dans le centre

du groupe Gy(E); il en résulte quon a Qu”")=Q(x). D’aprés la prop. 10,
on a [Q(u, #”*): Qu)]=s= le nombre des sous-groupes cycliques de £ d’ordre
n. En appliquant ce résultat a #°, r, on obtient [Q(™, #°): Q(u")]=s; ce
qui prouve la proposition.

7. Soit L un sous-corps de Ky(E) tel que LDQ()), LN QL y)=Q. Comme
Q(¢y) est algébriquement fermé dans Ky, Q est algébriquement fermé dans
L. Il y a donc une courbe compléte I' définie par rapport a @, sans point
multiple, telle qu'on ait L=@Q(u) pour un point générique # de I' par
rapport a Q. Le systéme {I', u} s’appellera un modéle de L. Nous fixons
pour le moment L et {I',x}. Nous allons définir maintenant certaines
correspondances algébriques sur la courbe I

Soient o, I’isomorphisme de Ky déterminé a la prop. 9 et X, le diviseur
premier rationnel par rapport a @ sur I'xI' ayant u#Xu’* comme point
générique sur Q. D’aprés la prop. 10 et d’aprés le th. 12 de [9] chap. VIIL
on a

© Xoe@wx D=ux 3 u'e.

X, s’appellera la correspondance modulaire de degré n sur I'. D’aprés la prop.
11, on a
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©)) d(Xp)=d'(Xp)=s".

Soit o, ’é1ément de Gy(E) correspondant a la matrice (g 2) Il est

clair que cet automorphisme de Ky ne dépend pas du choix d’un systéme de
générateurs pour gV, E). Soit Y, le lieu de uxu’ sur I'xI' par rapport

a Q. Comme (g 2) est contenu dans le centre du groupe Gy¥, o, donne

un automorphisme de L; il en résulte que I'on a Q(u)=Q(«’™), de sorte que
Y, donne une correspondance birationnelle de I On a donc

©) Y. (u0)=u"".

Si n=wn’ mod. N, on a Y,=Y,.

8. En outre de X,, Y, nous avons besoin d’une autre correspondance
pour exprimer la formule de congruence (II); pour la définir nous nous
bornons a considérer le cas particulier ou le corps L est explicitement
donné ainsi qu’il suit.

Fixons un systéme de générateurs {¢,, £,} de g(&V, E) et identifions Gy(E)
avec Gy au moyen de I’isomorphisme défini par {#,,#,}). Nous désignerons

par Hy le sous-groupe {(g :i:(l)) ( (a, N)=1}/{:|:I} de G et par Ly le sous-
corps de Ky correspondant a Hy. On voit que
HySy=Gy, HyN\Sy={e};
on a donc
LNﬂ Q(CN>:Q ’ LIV(CN):KN .

D’aprés le tableau dans 5, on a

LN:Q(jy j(l); h(fz)) .

Nous fixons un modele de Ly et le désignons par {I'y,u}. Soit

lautomorphisme de K, correspondant a 01 par rapport a {¢,¢,}. Il
-1 0

est clair que Q({y, #)=Q(y, u¥)=Ky. Soit A le lieu de uxwu¢ sur I'yXI'y
par rapport a Q(¢{y); A donne une correspondance birationnelle de I'y; on
a donc

ao Aluw)=u? .

Prorostition 12. Soit ¢, Pautomorphisme de Q(Ly) tel que {x""=Cx™ On
a alors
Ao Y, =A.

Soient 7, et 7,/ les automorphismes de K, qui correspondent respective-

3) Pour les définitions des notations d(X), d’(X), voir p. 31.
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ment a <[l) 2) et (g (1)), d’apres la prop. 7, on a r,=1,’=¢, sur Q(y). On

vérifie aisément vr,=7,/¢ et 7,/7,=p,. Comme 7, est contenu dans Hy,
on a
(X ud) " =u" X" =u™ "Xy =u" X ué;

u” X u$ est donc un point générique de A“" sur Q({y); d’ou résultent les
relations

A(ﬂn(u!’n):u(p , (A(/’n)/(%(p):uﬂn .
Par suite on a

A" Y ()] =ut=A(u), Y,'[(A™) (w)]=u=A"(u’).

A et Y, sont rationnels par rapport a Q({y) et u,u¥ sont génériques sur
I' par rapport a Q(y). 1l s’ensuit donc de la définition de A“"-Y, I1,
§1, n°5) que A" Y, =A.

Soit § un sous-groupe du groupe d’éléments inversibles de Z/NZ; nous
supposons que §) contienne —1. Nous désignerons par Hy, le sous-groupe

{(g 3) l (@, N)=1, deb}/{il} de Gy et par My,y le sous-corps de K cor-
respondant a Hyy. Nous désignerons aussi par Hyy' le sous-groupe

{(6’ 2,) ’(d, N)=1, aeb}/{i[} de Gy et par My, le sous-corps de K, cor-
respondant a Hy,’. On voit que

HN,I)SN:HN,I)/SN:GN, [{N,I)HSN:‘—fIN,n/ﬂSN;
on a donc

an MyyNQUM=Myy'NQEMN=Q, My xy)=Mn,y'({y).

Selon que ) ne contient que +1 ou que ) contient tous les é1éments inversibles
de Z/NZ nous désignerons Hy,y, Hy,y', My,y, My, respectivement par Hy ,,
Hy,'s My,, My, ou par Hy,, Hy,', My, My,. On a alors

Hy o DHyyDHy Hy o DHyy' DHy, ',
My o« CMyyCMy,1 My, CTMuy' CMy,/

pour chaque §; on voit aussi que Hy =Hy, et My, =My, .

Nous allons démontrer qu’il existe un isomorphisme de My,y sur My,y .
{t,, t;} étant le systéme de générateurs pour gV, £) que nous avons fixé,
nous désignons par g le groupe engendré par #,. Posons j'=j(£/g). D’apres
la prop. 1, j/ est transcendant sur @ et F est la cléture algébrique de @Q(j').
Soit ¢ un automorphisme de F tel que j7=j’; posons E’=F" Il existe alors
un homomorphisme A de F sur £’ tel que g=g(1). D’aprés le th. 27 de [11]
n®52, il existe un homomorphisme # de E' sur E tel que u#d=Nogz, Ant=Niz.
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Posons #,'=2¢,. On voit que ut,’=0 et que ¢,/ est d’ordre N. Comme on a
v(u)=N, t,” engendre g(u). t,° est un point de E’ d’ordre N; par suite,
d’aprés la prop. 5, il existe un automorphisme 7 de F sur Q(j) tel que
(¢,°)"=4¢,"; posons p=ot; alors p est un automorphisme de F. On a j°=j’,
E°=FE", t,=+t,, de sorte quon a g(A")=¢(A)’=g(x); on en conclut que £’
est isomorphe a E; on a donc j/’=j. En rappelant que E est la courbe
définie par I’équation (4), on voit que E’°=FE°" est définie par I’équation

Y2=4X3—y7?X—7 .
On a p??=277/(j7"—1)=275/(j—1)=r; ce qui montre que E’’=FE. Soient «

et a’ les automorphismes de F qui correspondent respectivement a (8 g

et (g 2) par rapport a {t,4,}; on a alers #,%=4(at,+bt,) et £,* =+at,.

Nous allons maintenant montrer que pa=a’p sur My, D’aprés le tableau
dans 5, on a My, =QJ, h(ts)), My =My, =Q(j, 7). Comme « et a’ fixent
les éléments de My, on a E*=EY=F, E'*=E'“=FE’. D’aprés le lemme 3,
on a =41, =44 On voit que ;=5 =4*? h*=h"=h"" et

() =[h"(£t,)]"=[1"(At )1 =1"(Xat - bt,))
=h"(alt))=h"(Lat,")=at,)’=h(t,)*".

On obtient ainsi j**=;¥" et A(t,)**=h(t,)*"; il s’ensuit de la qu’on a pa=a’p
sur My, Siaeh, a’ fixe les éléments de My,5; on a alors pa=p sur My, ;
autrement dit, si e€h, a fixe les éléments de My,"; d’ott résulte My "C
My,y'. Dautre part, comme on a bien My =My =My, et comme [My,y:
My.o1, [Mn,y': My,'] sont égaux a I'indice du groupe §, on a

[Mu,5° My o 1=[Mny: Myol=[Mny: Myl
ce qui montre My,s"=Muy,y'.

Soient maintenant {I'yy, #} un modéle du corps My et B le lieu de
uxu® sur I'yyXT'yy par rapport a Q(¢y), D’aprés la relation et My’
=Mpu,’, B donne une correspondance birationnelle de I'y,y. En vertu de la
relation pa=a’p que l'on a vue ci-dessus, on peut démontrer la proposition
suivante de la méme maniére que la prop. 12.

Prorosition 13. Soit @, Pautomorphisme de Q(Ly) tel que {N""=(y". On

a alors
B Y, =B.

§3. Formules de congruence.

9. Dans cette section nous démontrerons quelques relations de congru-
ence pour les correspondances définies dans §2. Pour cela, nous profiterons
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de la notion de réduction des variétés algébriques modulo p, et nous ser-
virons des termes et des résultats dans [5-8].

Soient & un corps, p un diviseur premier de & et 2 le corps des restes
modulo p. Si ¥ représente un objet algébro-géomdétrique défini par rapport
a k, nous indiquerons par ¥(p) ou % la réduction de ¥ modulo p.

Soit I' une courbe compléte sans point multiple, définie par rapport a
k. Nous dirons que I' #w’a pas de défaut pour p, si I' est p-simple et p-complet
et la réduction I' n’a pas de point multiple; il en est ainsi, I' et ' ont
le méme genre et I' n’a pas de défaut comme variété abélienne lorsque I’
est une courbe elliptique.

Maitenant supposons que p ne divise ni 2, ni 3. Soit j un élément de %.
Pour qu’il existe une courbe elliptique E’, définie par rapport a une exten-
sion k' de k, sans défaut pour chaque prolongement de p dans %, telle que
J(EN=j, il faut et il suffit que j soit p-entier; ¢’il en est ainsi, on a J(E/(H))
=j(E")(p’) ou p’ désigne un prolongement de p dans &’ (cf. [2] §4).

Soient I', I'' deux courbes complétes sans point multiple définies par
rapport a & et X une correspondance entre I' et I/ rationnelle par rapport
a k. Supposons que I',I'” m’aient pas de défaut pour p. On obtient alors
une correspondance X:X(p) entre I et I'’; on vérifie aisément X'(p)=X(p)".
Soient w et @ respectivement un point générique de I' par rapport a k£ et
un point générique de I° par rapport & £ Les produits X-GwxI") et
Xe(@x ') sont alors définis. La spécialisation w— @[p] définit un prolonge-
ment p, dans k(w); d’aprés le th. 17 de [5], X-@x ) est la réduction de
X-(wxTI") modulo p,. Par suite on a d(X)=d(X) et semblablement d’(X)
=d’()?). Soient J, J’ respectivement une jacobienne de I' et une jacobienne
de I'’; soient ¢ une application canonique de I' dans J et ¢’ une application
canonique de I'V dans J’. Nous supposons que J, J/, ¢, ¢’ soient définis par
rapport a % et que J, J/ n’aient pas de défaut pour p. Alors, on peut dé-
montrer que J est une jacobienne de I', que ¢ est une application canonique
de I' dans J et de méme pour [/, f’, @’. Soit & ’homemorphisme de J dans J’
correspondant & X. Alors on vérifie aisément que & est ’homomorphisme
de J dans J’ correspondant & X.

10. Soit maintenant £ la courbe elliptique avec Pinvariant transcendant
j sur @, que nous avons considérée dans §2. Soient N un entier positif et
p un nombre premier qui ne divise pas 6N. En regardant ce nombre pre-
mier » comme le nombre » dans 6, nous obtenons les sous-groupes gs de E
d’ordre p, les courbes elliptiques £, et les homomorphismes 2,. Le nombre
s des g, est ici égal a p+1. Pour chaque «, soit g« un homomorphisme de
E, sur E tel que u,A,=pdz et Aepta=p0Ozr,. Nous nous servirons des mémes

notations que dans 6-8.
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Soit %k, une extension de degré fini de K,y *(E) telle que tous les v, uv
soient définis par rapport a k,. Soit p, un diviseur premier de %, prolongeant
le diviseur premier p de @ tel que j(p,) soit transcendant sur le corps pre-
mier. D’aprés un résultat classique?, tous les jw sont p,-entiers. Il existe
donc pour chaque « une courbe elliptique E,’ isomorphe a E, qui n’a pas
de défaut pour tout prolongement de p,. Soient A,/ un homomorphisme de
E sur E, tel que g(1,)=q, et #,/ un homomorphisme de FE.’ sur E tel que
U’ Ay =POg, A4 1’ =pOg, . Soient k une extension finie de %, par rapport a
laquelle tous les E,’ et tous les 1./, #, sont définis et p un prolongement
de p, dans & En réduisant modulo », on a £,/1,/=pd3. D’aprés la prop. 3,
on a v (&, w1, )=p; il en résulte que 'on a vy(fi,)=1 ou vy,(i,/)=1. Daprés
la prop. 2, on a j,=j* ou j,*=j; par suite tous les j, sont transcendants
sur le corps premier. Comme E, est défini par I’équation (6) et 7,
=277./Gs—1), E, n’a pas de défaut pour p; £, est alors défini par ’"équation

(12) V?=4X3—7,X~7o.

La réduction modulo p donne un homomorphisme de g(p, E) sur g (p, E).
Comme le groupe g(p, E) est d’ordre p*> et comme, d’aprés la prop. 3, le
groupe g(p, E) est d’ordre p, le noyau de cet homomorphisme est d’ordre p;
donc il coincide avec un des g, mettons g,. On a alors g(Z,)=§,={0}. Si
a>1, on a §(p, E)=6,+4, de sorte quon a g(i,)=§.=a(p, E). On a donc
v (1)=1 et v(1,)=p pour a>1. Comme on a £, 1,=pds, d’aprés la prop. 3
on a v(f#£)=p et v(f,)=1 pour a>1. Il en résulte d’aprés la prop. 2, qu’il
v a un isomorphisme ¢ de E? sur ENl et un isomorphisme ¢, de E:V‘f sur K
pour chaque a>1 tels que

. A F=ex? pour ek,
(13) ~
PR, =eaX,F pour x,EF, (a>1)
On a donc
jl =]~p) 7712771’,
(14)

j:jwp: f:pr ((x>1)'

On en déduit que EI:E", E=E/p (a>1) comme les équations de E et de Fu
ont les formes (4) et (6); les isomorphismes ¢, ex sont donc éguax a +1. Soient
h et h, respectivement les fonctions canoniques sur £ et sur £, comme
dans 6~8; on a alors A,=A? et h=h, pour a>1. Il sensuit donc de la
relation (13) que

(15) (D) =) =h(E)” pour feqWV, E),

h(Ad)=hP(EEP)=hl)? pour f,eqN, £,  (a>1).

4) Une démonstration moderne de ce résultat est donnée dans [2] §6.
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En substituant 1,/ a {, on obtient
(15") R (1P =h(pi) pour fegN, ).

Soient 0w pour 1=a=p+1 et p, les isomorphismes du corps Ky(E) définis
dans 6. Les relations (14), (15), (15’) montrent que K, a un systeme de
générateurs (¥)=(x,,--,x,) sur Q tel que tous les «x;, x,°, x,°? soient p-entiers
et que l'on ait

v =x"  mod. b,
(16)
(x7)P=x? (1<a<p+1) mod. .

11. Nous allons maintenant nous occuper des correspondances définies
dans 7. Soient L un sous-corps de Ky tel que LDQ(7), LNQUx)=Q et {I', u}
un modeéle de L. Soient X,, Y, les correspondances sur I' définies dans 7.
I' n’a pas de défaut pour presque tous les diviseurs premiers de Q. Pour
chacun de ces diviseurs premiers de @, nous prenons un de ses prolonge-
ments dans F et le fixons; nous désignons le diviseur premier de F prolon-
geant (p) aussi par p. On vérifie facilement que le point # reste générique
par rapport au corps premier modulo presque tous les p.

Soient #,,+-,#, les coordonnées du point %; chaque u; s’exprime sous
la forme u;,=f;(x)/g(x) ol f;, g sont deux polynomes a coefficients entiers.
Tous les g;(x), g:(x)™ (1<i<z, 1=n=<N, (n, N)=1) sont des p-unités pour
presque tous les diviseurs premiers p. La formule (16) montre que les g;(x)’
sont des p-unités pour ces p. Il sensuit donc de (16) que l'on a pour
presque tous les p,

a7 4 =ar, (@@)P=q’? (a>1).
Si # est générique sur I' par rapport au corps premier, les produits d’inter-

section X,+(1x ") et ¥,+(fix I") sont définis. Il résulte alors de (7), (9),
et du th. 17 de que T'on a

X (@)y=1P+p ¥ (@)1 .
¥, donne, pour chaque s, une correspondance birationnelle de I' pour

presque tous les p. Soit I le lieu de #x#? sur I'xI" par rapport au corps
premier. Alors on a

X () =T +11' - ¥ ,)(@);

on en déduit que )? —(II+1'-Y, N,,) est un cycle ax /" ot a est un diviseur
sur I’ en vertu du th. 2 de [10] Comme IT-4IT'o Y n’a pas de composant
de la forme ax I', on voit que a>0. D’autre part on a d(X,)=d'(X,)=p+1
en vertu de (8) et J'(II+II'- p)—p+1, d’ott résulte a=0. Nous obtenons
ainsi la premiere formule de congruence pour la correspondance modulaire
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D X,=n+1-Y,
pour presque tous les nombres premiers p.

12. Nous prenons maintenant pour L le corps Ly ou le corps My
définis dans 8. Soient les notations A, B, ¢, comme dans 8. D’aprés la

prop. 7, ¢, donne un automorphisme de Frobenius (—Q(%S")/j)—) Il s’ensuit

de 1d que lon a A*?=A?, B*»=B», D'aprés la prop. 12 et la prop. 13, on a

~

Aro¥,=A sur Iy,
(18)

BPeY,=B sur I'wy.
Comme A est une correspondance birationnelle, on a A’c-A=4 et par con-
séquent

(19) Ao A=1.
D’autre part, on vérifie aisément
20) IoX=XPoJ]l et Xoll'=II"oX?

pour toute correspondance ¥. Il s’ensuit alors des formules (18), [(19), (20)
que 'on a

Aol o A=Al oIl o AP ¥y= Aro AoIl’ o ¥V y=11"o ¥,
sur ['y. Il en est de méme pour B, I'yy. On obtient ainsi la deuxiéme
formule de congruence:

I'eY,=A'-I'-A sur Iy,

€8y
H’OVPZB//OH'OE sur fN,ﬁ

pour presque tous les nombres premiers p.

13. Nous allons récrire les formules (I), (II) en termes d’endomorphismes
de la jacobienne.

Soient L, I' comme dans 11, / une jacobienne de I' et ¢ une application
canonique de I' dans /. Comme I' est défini par rapport a @, on peut sup-
poser d’aprés ou d’aprés que J soit défini par rapport a @; de plus
si I' a un point rationnel par rapport & @, on peut aussi supposer que ¢
soit défini par rapport a Q. Cela posé, nous désignerons par &, et 7, les
endomorphismes de J correspondant 3 X, et a Y,. Nous désignerons la
jacobienne J de I' par Jy ou Jy,y selon que L est égal a Ly ou a My, nous
désignerons aussi par a et # les endomorphismes de J, et de Jyy corre-
spondant 4 A et a B, respectivement. Nous démontrerons, dans 17, que
I'y, 'y ont des points rationnels par rapport a Q.
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Pour presque tous les nombres premiers p, J n’a pas de défaut, fest
une jacobienne de I' et ¢ est une application canonique dans I'. D’apres
(D), (II), nous obtenons donc les relations suivantes pour presque tous les
nombres premiers p:

I Ep=m-+n'D, sur J,
n'p,=a'n'd sur Jy,

ar) ~ o~
n'p=p7'w'B  sur Jws

ot 7 désigne Phomomorphisme de p-iéme puissance de J.

§4. Fonctions modulaires elliptiques.

14. Soient w,, w, deux nombres complexes tels que J(®,/®w,)>0 et D le
réseau dans le plan complexe € engendré par {w,, ®,}. Posons

Z(D)=gy(®;, @)=602"07*,
g(D)=gy(w,, ®)=140Y"'®~¢,
Fz; D)=F(z; @, 0)=2"+ 2 [(z— @) —07?]

ol 31/ désigne la sommation étendue a tous les nombres w#0 de D. La
fonction § et sa dérivée §’ satisfont a 1’équation

=45’ —g.F—g;.

g, ®,) et gy(w,, »,) sont les formes modulaires d’espéce («Stufe») 1 respec-
tivement de degré —4 et —6. Elles ont les expressions

&, @y)= ("32\)4(“‘112—4“20 i ”’fiiq;ﬁ‘) ’

@ n=1
g3(®,, wz):(*a)ﬂ?)(i(z—%g —% ni_::l ']?iqng) .

ol g=e¥", r=w,/w,. Nous nous servirons des notations ¢, 7 toujours en ce
sens et posons aussi qy=e>™ N, {y=e>"N,

La fonction j(r)=g,/(g:*—27g,%) est une fonction modulaire d’espéce 1;
elle a I’expression

(22) J(T)=12"3(g" 1+ 7444 ---)

dont les coefficients sont rationnels. Soient N un entier >1 et «, f deux
entiers tels que («, #)=(0,0) mod. N. La fonction

&(ﬁah_]v‘tﬁ@z y Doy C‘)2)

est une forme modulaire d’espéce N et de degré —2; elle a I’expression
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@ (M en o) = (G- 2B e

-5 " e}

(0<a <N, (a, )=(0,0) mod. N).

Posons maintenant

_ o S(wy, @) aw,+pLw,

fup(D)=H(at, §5 )= Z3(wy, 0)2)— XJ( N
Les fonctions fus(t) sont des fonctions modulaires d’espéce N. Pour qu’on ait
f.s=fup , il faut et il suffit que (@, f)=+(a’, /) mod. N. Soient a,b,c,d
quatre entiers rationnels tels que ad—bc=1; on vérifie alors facilement que

2 e, 852510 ) =, 55 ) pour (@ pr=(a H(* §).

y Dy, CUQ) .

D’aprés (21), (23), on voit que tous les fap(r) ont des développements en gy
a coefficients dans Q({y) et qu’en particulier, £i,(r) a un développement
en gy a coefficients rationnels; si N=3, fi5(r) a un développement en gy

(25) fia(0)=rp+sal vPqy+(termes d’ordres plus hauts)

ol 7g, sz sont deux nombres rationnels et sz=0.

15, Soit maintenant 7, un nombre complexe tel que j(r,) soit tran-
scendant sur Q. Posons j,=j(z,) et r,=277,/(j,—1); soient £ la courbe ellip-
tique définie par l’equation Y?=4X3—yr, X—7, et % la fonction canonique
sur £. Soient ), @), deux nombres complexes tels que wy/wy,=1, et D le
réseau engendré par {®,, ®,}. Il existe alors un isomorphisme analytique
u(z) de C/D sur E. Nous allons démontrer que l’on a

(26) M) = S50 000 525 ., )

pour tout zeC. Posons pu=[g,(D)/g.(D)]/?; on a alors g.(uD)=g,(uD). Puis-
quon a j,=j(ry)=g(uD)/[&,(nD)—27g,(#D)], on voit que 7r,=gy,(nD)=g,(uD).
Par suite, pour tout nombre complexe z, #/(2)=(%(uz; uD), &' (nz; nD)) est
un point sur £; de plus z—u/(z) donne un isomorphisme analytique de

C/D sur E. On a h(u'(z)=§(uz; uD)=p"2%(z; D)= gzg;g $(z; D). Comme

J(E) est isomorphe a Z, on a u(z)=-+u'(z); ce qui montre [26) Posons
ti=u(we /N), ty=u(wy/N); {t, t,} est alors un systéme de générateurs pour
a(V, E). Dapres on vérifie aisément

JH(E)=j(zo),

(27)
h(at +Pty) =Fap(zy);
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on a donc
Ky(E)=Q(i(7y), Fup(ty)|0=a<<N, 0= <N, («, £)%(0,0) mod. N).

Soit g¢) le sous-groupe de E engendré par ¢, pour i=1,2. Soient D¢,
D¢,y les réseaux respectivement engendrés par {wy /N, wy} et {@y;, wos/N}.
Alors Papplication identique z—z sur le plan complexe C donne un homo-
morphisme de C/D sur C/Dyy dont le noyau est D/Dyy pour i=1,2. On
peut en déduire que

(28) HE/8)=J(To/N), J(E/§w)=i(Nt,).

16, Nous désignerons par My le corps complet des fonctions modulaires
elliptiques d’espéce N. My est un corps de fonctions algébriques d’une
variable sur C. My est galoisien sur M, =C(j(r)); le groupe de Galois de

My/M, est isomorphe au groupe Sy de telle fagon que pour chaque <f 2,

&Sy*, Papplication

at+b
)= f( ct+d )
donne un automorphisme de My/M,.
Nous désignerons par &y le corps Q(j(z), fup(r)) engendré sur Q par j(r)
et tous les Fou(r) 0Las<N-1,0<p<N-1, (a, )=%(0,0) mod. N). D’aprés la
relation [24), a,b, ¢, d, ayant les mémes significations que dans cette relation-

1a, pour qu’on ait f(?ﬁ%—) =f(r) pour tous les FER,, il faut et il suffit

a b

c d>Ed:I mod. N. Cela démontre que &y engendre M, sur C,

qu’on ait (

c’est-a-dire
My =C(j(7), fup(7)) .

E étant la courbe elliptique avec I'invariant j transcendant sur @, définie
dans 4, nous allons démontrer que Ky(F) est isomorphe au corps ®y. Soit
k le corps de constantes du corps fx; & est alors un corps de fonctions
algébrique d’une variable sur k& Comme &y est engendré par ’adjonction
a @ de quantités en nombre fini, il en est de méme pour k; on peut donc
prendre un nombre complexe 7, tel que j(r,) soit transcendant sur k.. On
voit que (j(ry), Fup(ry)) est une spécialisation de (j(v), fza(r)) par rapport a
C, et donc naturellement par rapport a k. D’aprés la définition de &,
(J(1), fop(7)) est de dimension 1 sur & Comme j(z,) est transcendant sur 4,
(J(to), Fup(7y)) est une spécialisation générique de (j(r), fup(z)) par rapport a
k et donc par rapport a @, de sorte que 8x=Q(j(r), f.5(7)) est isomorphe a
QUi(7y), Fup(ty)). Nous avons vu dans 15, que l'on a Q(j(zy), fup(7y))=Kn(E,)
pour une courbe elliptique F, définie par I’équation

V2=4X3—7,X—7,
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ol 7,=27j(z,)/[i(zr)—1]. Ky est donc isomorphe a Ky(E,); de plus on voit
que (j(z), fzp(z)) est de dimension 1 sur Q. L’argument ci-dessus est valable
pour E, si seulement j(r,) est transcendant sur @. Par suite on peut ex-
primer les propositions sur &y en termes de courbe elliptique, au moyen
de l'isomorphisme donné ainsi par une spécialisation r—7, o 7, est un
nombre complexe tel que j(r,) soit transcendant sur Q. Nous appellerons
cette méthode le principe de spécialisation.

17. Nous allons maintenant démontrer les propositions 5—7. Pour cela
nous démontrons d’abord le lemme suivant:

Lemme 4. Soient k, un corps, k, une extension séparvable de k,, x une variable
sur k, et M une extension de ky(x), de degvé fini, telle que MCk,(x). Alors il
existe une extension k de k,, de degré fini, telle que M=k(x).

Soit %, la cloture algébrique de k,. Comme [M: ky(x)] est fini, il existe
un ensemble fini (»)=(y,, -+, y,) d’éléments de &, tel que MCkyx,y). Comme
x est une variable sur k,(y) et comme k,(y) est une extension réguliére de
ko, ko(%, ¥) est une extension réguliére de Zy(x); par suite %,(x) est algébrique-
ment fermé dans ky(x,»); il en résulte que k(x)=k,M: on a donc MCk,(x).
Il existe donc une extension k' de k, de degré fini, telle que McCE/(x).
Posons k=MNk : on a alors k(x)CM et ENM=kNE () M=k N M=Fk. Dautre
part, puisque £k, est séparable sur k%, on voit que M est une extension

séparable de %; on en conclut que M est une extension réguliére de k.. On
a donc

[F'(x): M1=[k'M: M]=1[k': k]1=[Fk'(x): k(x)];
ce qui montre M==Fk(x).

Ky(E) est identifié avec &y par lisomorphisme donné dans 16; nous
fixerons cette identification. On a alors

Jay=i(t/N), J@=J(Nt),

(it ) =F(7), h(ty)=Fy,(7)
en vertu de (27), La formule (5) prend maintenant la forme

a b
fu'=fug, (@ A= B¢ 7);

cette' formule signifie que pour chaque automorphisme ¢ de &, sur Q(j(r))
. . . b e
il existe une telle matrice (? d)EGN*. L’application a-—>(? 2) est un

isomorphisme dans Gy=Gy*/{+1}. Soit Gy’ 'image de cet isomorphisme.
Il est bien connu que chaque élément de Sy* est représenté par une matrice

(? 2,) a coefficients entiers telle que ed—bc=1 (non seulement ad—bc=1
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ar+b.
ctt+d
Q(j(r)); par suite on voit que Gy'DSy en vertu de [(24) Puisque le groupe
quotient Gy/Sy est isomorphe au groupe (Z/NZ)* d’éléments inversibles de
Z/NZ, il existe un sous-groupe Y) de (Z/NZ)* tel qu’on ait

{2 )

Soit A’ le sous-groupe

{(*¢ o) @m=1}[(zD)

mod. N). L’application 7-— -

donne un automorphisme de My sur

czd~bcef)}/{il}.

de Gy. On a alors
(29) Go' N H = {il 0 l:l:acf)}

(30) (G NHDSy=Gx", (Gy¥NH)NSy={e}.

Soit & le sous-corps de & correspondant a Sy; alors on a Q(F)CRCC(J).
Comme £ est une extension de Q(j) de degré fini, il existe, d’aprés le lemme
4, une extension £ de Q de degré fini telle que 8=£k(j). Tous les éléments
de 4N C sont fixés par Sy; on a donc &N CCk(F); d’ou résulte KyNC=k.
Dans 5, nous avons montré, en supposant que Gy=Gy’', que Q(J, j, A(t.))
correspond a H’. Quand on ne suppose pas Gy=Gy’, on voit que Q(J, j, A(t,))
correspond a H'NGy’. On a Q(J, i, A(t))=Q(J(x), j(N7), fi,(r)) en vertu de
notre identification. D’aprés on a

Q(J(r), J(Nt), f1o(0)NEI(N=Q(D),
KRy =k(J(r), J(N7), £1,(7)).

On peut regarder £, comme un sous-corps du corps Q(¢y)((gy)) des séries
formelles en ¢y a coefficients dans Q({y). L’application gy—0 donne un
diviseur premier P du corps fy. D’aprés la formule on a

Siem7 (py= 58 ¢ 8w

AT Sg
ce qui montre que le corps des restes modulo P est Q({y). P induit un
diviseur premier p dans Q(j(r), j(NT), fi (7). Comme j(z), j(N7), fi(r) ont
des développements en ¢y a coefficients rationnels, le corps des restes
modulo p est @ On a donc

LH' NGy : {e}]=[8y: QU(r), J(NT), Fio(tNI1=[QUN): Q1=[H": {e}];
d’ou résulte H/'NGy'=H'; par suite on a Gy=H'Sy=Gy’; ce qui démontre la
prop. 5.
Puisqu’on a {yNC=k, on a kCQ(y). Dautre part, on a
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[2: QI=[E(], jy, h(ED): QU jiys H(E1))]
=[8&: QU(), J(N©), fio(tN]=[QUN): Q];

il s’ensuit de 1a que 2=Q({y); ce qui prouve la prop. 6. Dans le corps
QUL gy, Yapplication {y—Cy" gy—qy donne un automorphisme de Ky
sur Q(j) pour chaque a premier avec N. D’aprés la formule (23), cet auto-

morphisme coincide avec l’automorphisme correspondant a ((1) 2) Soit

(Z 2,) un élément de Gy* tel que ad—bc=a; alors, puisque chaque élément

de Sy fixe tous les éléments de Q(y), (Z cbl)’ (é ac0> donnent le méme auto-

morphisme de Q({x); ce qui démontre la prop. 7.

Nous avons vu que Q(4, j», #(¢,)) a un diviseur premier p tel que le
corps des restes modulo p est @ Cela démontre que I'y @ un point rationnel
par rapport @ Q comme Ly=Q(j, j, #(t,)) est isomorphe a Q(j, j, A(t)).
Puisque My, est un sous-corps de Ly, on voit de méme que I'y,; a un point
rationnel par rapport a Q.

4 4
18. Nous disons que deux matrices (Z Z,), (Z, 2,) a coefficients entiers

B

sont équivalentes s’il existe une matrice (;( 6) a coefficients entiers telle

que ad—pfr=1 et (Z,, 2ﬁ>=(? ﬂa) (? 2) Si p est un nombre premier, il y

a p+1 classes d’équivalence des matrices (Z 2) telles que ad—bc=p. Soient

<Z” 2") (1=v=p+1) les représentants de ces classes; de plus, en supposant
v 14

que p ne divise pas N, on peut les choisir de telle fagon que

@ =@ 5 mod N asv=pin.

14 4
Cela posé, soient (Z”, 2,”,) pour 1=v=p+1 les matrices telles que
14 14

G e @)=@ )

on a alors
/ /
31 (f 3:,)5({)’ ‘1)) mod. N.
Soient 7, E, D, {wy, @y} et u(z) comme dans 15; posons
Wy __ (@ D)\ [y .
(32) (cow) =p (c» d,,) (a)02> (=v=p+D;
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on a alors

(33) (“) =(f:,' fl:f) (&) A=v=<p+1).

Wyg @yq

Soit D, le réseau engendré par {w,;, ®,,} pour chaque v; posons g,=u(Dy/D).
g, est un sous-groupe de E d’ordre p; on a gv#g. pour y==u. Définissons
E,, 2, comme dans 6 pour ces F, g,; et posons #,(z)=2,(u(z)); alors #,(z) donne
un isomorphisme analytique de C/D, sur E,. Soit 4. la fonction canonique
sur E,. En appliquant la formule a E, on a

hv(uv(z))zéz%ﬁgig“ 8"(2; @Wyy, 0-)112) .

(ﬂ!mﬁNgﬂoz)

Posons #,=u(wy/N), t,=u(wy,/N); on a alors at,+ft,=u et par

suite

_&ng1y @yy) Awy P oy,
hQuat ot fro)=R o o (LI o, ).

D’aprés les formules [(31), [(33), on a

Ay, + Bwg, —_ pawg;f}‘,@a)vz
N N

D’apres on a wyl/co,,zz—?{—o—g”. Nous obtenons donc
veo 14

mod. D, .

i~ (L2id)

(34)

hu(zy(atﬁrﬂtg)):f(ﬁ“: B %%j{gf ) :

Soient 7,” I'automorphisme de &y correspondant a (‘8 (1)> et &G, lisomor-

phisme de ®, défini par la relation
Tl ) — g° P aVT—_FbL
9™(D)=g"" (c,,r+d,,)
pour gefy. On a alors
INe)=KE,)), fus™(m)=hQ at,+pt.).
Par le principe de spécialisation, on peut donc identifier (Ky, 0,, Ky°*) défini
dans 6 avec (R, 5,, Rx™).
Soient € un sous-corps de &y tel que ENQUN)=Q, LDQU(7)) et {I', u}
un modéle du sous-corps L de Ky correspondant a & Si I’on prend € comme

le domaine universel, on peut regarder C-¥ comme le corps des fonctions
sur I', en définissant £(«)=F(z,) pour f&&.
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Soit 8y le sous-corps de &y correspondant au sous-groupe Hy de Gy;
on a alors

Ly=Q(j(1), J(t/N), o (7)), My=CRy;

¥y peut etre regardé comme le corps des fonctions sur I'y définies par
rapport a Q. Puisque r,’ est contenu dans My, on a

(35) o) =g( L) fl ) (1=v=pt1)

pour gely; on a donc

(36) o (=0 (L) s A=v=ptD)
pour gely, ou £/(r) désigne la dérivée de (7).

Soit maintenant fdg une forme différentielle sur I'y, de premiére espéce,
ou f, g sont deux éléments de My ; f(2)g'(r) est alors une forme parabolique
de degré 2, d’espéce N. Et réciproquement, chacune de telles formes est
obtenue de cette maniére. Soit T, lopérateur de Hecke ([4]); on a alors

prt s a,t-+b, a,7+b

©7) o\ TO=E ()0 (Gid) vy

Il s’ensuit des formules (36), en vertu d’une proposition de [8], que
fg'|T, correspond a la forme différentielle 6X,(fdg), si f, g sont dans &y, ot
60X, désigne la différentielle de la correspondance X,. En d’autres termes,
si l'on désigne par M? une représentation de A(Jy) par les formes différ-
entielles de premiére espéce, M%¢,) peut étre regardé comme une représen-
tation de T, pour les formes paraboliques de degré 2, d’espéce N.

Soient (;K g) une matrice a coefficients entiers telle que

ad—fr=1, (a ﬁ)E(p—] 0) mod N.

r 0 0 »
2 s \ p 0
et p, lautomorphisme de &, correspondant a (O p)' Alors, comme on a
p ON_/p* Oy(a
(5 p)—<0 D@ 5)  mod N,

on voit que
o0y g XTEHA )
g p(r)—g( FTHS ) pour ge¥,.

Draprés la définition de Y,, on peut donc regarder AM%7,) comme une re-
présentation de l'opérateur R, dans
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§5. Résultats principaux.

19. Les notations étant celles de 13, soient g le genre de I' et M, une
représentation /-adique de JA(J). Si /#p, on peut choisir une représentation
l-adique M, , de A(J(p)) de telle fagon que, pour chaque peJA(J), on ait
M(u)=M, ,(u(p)). Nous désignerons M, , aussi par M,;. On a alors d’apres

I
]le(é:p) :M(ﬁ)+M(7E/77p) .

Comme on a zn’=pd;, U étant une indéterminée, on a
Le— ME)UAMnp)p U=l — My(@)U L g — M(7'7,) U }

ot ,, désigne la matrice unité de m lignes. Selon que J est égal a Jy ou
a Juy, on a en vertu de (II’)

Lrg— M 7)) U=M(a)™' [ L5, — M7 )U M)
ou

Lg— M@’ n,) U=M(B)" [ Lsg— M(n")U 1M(B) -

D’aprés la formule M(n")=E(O) ! ‘M(z)E(O) dans [1I] n°76, on a

det[ L e — MU+ M(n,)p U 1=det[ Ly, — M(m)U ?
pour I'y ou I'yy. Soit M?une représentation de A(J) par les formes différ-
entielles de premiére espéce; alors M, est équivalent a M¢@M* ou M?
désigne la représentation imaginaire conjuguée de M?% Comme Jy, Jv,y, &p 7p
sont définis par rapport a @, on peut choisir la représentation M? de telle

fagon que M¥UE,)=M%¢E,) et M4n,)=M%,); on a donc
det[ [, — M(E) U+ M(np)pU?1=detl I, — M) U+ M (n,)pU)?
et par suite
det[l,,— M(m)U J=det[ [, — M) U+ MY n,)pU?].
Désignons par {(s, I', p) la fonction ¢ de I'(p); alors on a
{Gs, Ty p)y=(L—p~) (1 —p'*)'detl L, — MU pp~*+ M (np)p' ] .
La fonction ¢ de la courbe I' est définie par

¢Gs, F)Zl;}[ G, I P) ’

ou le produit est étendu a tous les nombres premiers pour lesquels I' n’a
pas de défaut. Dans 18, on a vu que M%¢E,), M%7, ne sont autres que les
représentations des opérateurs T,, R, pour les formes paraboliques de degré
2 (et d’espéce N).

Nous sommes ainsi parvenus a notre résultat principal :

La fonction ¢ de la courbe I'y S’exprime sous la forme
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{Gs, I'm)=f(s)(sX (s —DD(s)™",
@(s):}l det @,,(s)

ou ¢ (s) est la fonction { de Riemann, f(s) est une fonction rationnelle de p~°
et D,.(s) désigne le produit d'Euler introduit par E. Hecke [4], attaché aux
formes paraboliques de degré 2, de diviseur t et de caractére e(n).

On obtient un résultat analogue aussi pour la fonction ¢ de I'yy; dans
ce cas, il faut seulement limiter (¢, ¢) a certaines valeurs selon § dans le
produit pour @(s). Le cas o %) a I’index 1 ou 2 a été traité par M. Eichler
31

20. Nous allons maintenant étudier les racines caractéristiques de T.
Elles sont les racines de 1’équation caractéristique de M(&,)=M(€,) et par
suite les racines caractéristiques d’une représentation réguliére de &, dans
Palgébre A(fy). Soit B I'algébre sur C déduite de A(/Jy) par extension a
C du corps de base. Soit ¢ le prolongement dans B de la trace de Jo(]NN)
(cf.[10] p. 58); o(x’1) est une forme d’Hermite positive non-dégénérée dans
B; posons |[u]|=0c(p'nw)? pour pcB. Dapres les relations zn’=n'z=p et

&’ =a ', on a

lzall=vp llull, @ Toul=vp (lr

par suite, d’apres (I’), (II’) on a
(&I llmp ||+ (@ ' @u||=2Vp (|u]l.
Il en résulte que les valeurs absolues des racines d’une représentation

réguliére de €, dans A(Jy) ne dépassent pas 2v/p. Nous obtenons ainsi le
résultat suivant:
Les valeurs absolues des racines carvactéristiques de l'opérateur T, de Hecke

pour les formes paraboliques de dégré 2 ne dépassent pas 2V'p pour presque tous
les nombres premiers p.

Université de Tokyo.
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