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Correspondances modulaires et les fonctions $\zeta$

de courbes alg\’ebriques.

Par Gor\^o SHIMURA

(Regu le 5 Nov., 1957)

M. Eichler [3] a d\’ecouvert qu’il $y$ a une relation \’etroite entre l’op\’era-
teur $T_{p}$ d\’efini par E. Hecke et les fonctions $\zeta$ de certains corps de fonctions
modulaires elliptiques qui sont en rapport avec les formes quadratiques.
Dans ce travail nous allons g\’en\’eraliser cette relation.

Soient $N$ un entier positif et $\mathfrak{M}_{N}$ le corps complet des fonctions modu
laires elliptiques d’esp\‘ece $(((Stufe)))N;\mathfrak{M}_{N}$ est un corps de fonctions alg\’e-
briques d’une variable sur le corps des nombres complexes $C$. Nous pouvons
montrer qu’il $y$ a un sous-corps A ayant le corps des nombres rationnels $Q$

comme corps de constantes, qui engendre $\mathfrak{M}_{N}$ sur $C$. Nous allons d\’emontrer
que les fonctions $\zeta$ d’un tel corps $p$ , choisi convenablement, et de certains
sous-corps de $\Omega$ sont represent\’ees explicitement par la fonction $\zeta$ de Rie-
mann et les produits d’Euler introduits par E. Hecke et que les valeurs
absolues des racines caract\’eristiques de l’op\’erateur $T_{p}$ de Hecke pour les
formes paraboliques $(’\backslash (Spitzenformen)))$ de degr\’e 2 ne d\’epassent pas $2\sqrt{p}$

pour presque tous les nombres premiers $p$.
Nous d\’emontrerons ces resultats en \’etablissant deux formules de con-

gruence ((I) et (II) dans \S 3) pour les correspondances modulaires. Nous
repr\’esentons d’abord le corps $\mathfrak{M}_{N}$ par lcs coordonn\’ees des points $t$ tels que
$Nt=0$ sur une courbe elliptique $E$ dont l’invariant est transcendant sur $Q$ .
L’op\’erateur $T_{p}$ de Hecke peut \^etre regard\’e comme la diff\’erentielle d’une
correspondance alg\’ebrique que nous pouvons d\’efinir d’une mani\‘ere alg\’ebro-
g\’eom\’etrique par un homomorphisme $\lambda$ de $E$ tel que $\nu(\lambda)=p$ et que nous
appelons la correspondance modulaire de degr\’e $p$ . Dans la th\’eorie de la
multiplication complexe ([6], [7]), la relation de congruence ou la d\’ecom-
position de l‘homomorphisme $\pi$ a \’et\’e obtenue par la r\’eduction d’homomor-
phismes d’une variet\’e ab\’elienne modulo un diviseur premier du corps de
base. Une m\’ethode analogue est employ\’ee ici pour d\’emontrer la formule (I);
nous consid\‘ererons la r\’eduction de l’homomorphisme $\lambda$ modulo un diviseur
premier. Seulement nous nous occupons au cas pr\’esent d’une courbe ellip-
[ique sans multiplication complexe, mais on pourrait consid\’erer $\lambda$ comme
une ($(multiplication$ g\’en\’erique)) de la courbe elliptique. La formule com-
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plementaire (II) est d\’emontr\’ee au moyen du fait qui s’exprime dans la
prop. 7 (\S 2). Le r\’esultat pour les racines caract\’eristiques de l’op\’erateur
$T_{p}$ est une cons\’equence de la formule (I).

\S 1. Courbes elliptiques.

1. Nous d\’esignerons par $Z,$ $Q$ et $C$ respectivement l’anneau des entiers
rationnels, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres com-
plexes.

Soit $A$ une vari\’et\’e ab\’elienne1). Nous d\’esignerons par $d(A)$ l’anneau
des endomorphismes de $A$ , par $d_{0}(A)$ le produit tensoriel $d(A)\times Q$ et par
$\delta_{A}$ l’\’el\’ement unit\’e de $d(A)$ . Soient $B$ une autre vari\’et\’e ab\’elienne de m\^eme

dimension que $A$ et $\lambda$ un homomorphisme de $A$ sur $B$. Soient $k$ un corps
de d\’efinition pour $A,$ $B$ et $\lambda;x$ un point g\’en\’erique de $A$ par rapport \‘a $k$ .
Nous poserons

$\nu(\lambda)=[k(x):k(\lambda(x)],$ $\nu_{s}(\lambda)=[k(x):k(\lambda x)]_{s}$ ,

$\nu_{i}(\lambda)=[k(x):k(\lambda x)]_{i}$ .
Ces entiers ne d\’ependent que de $A,$ $B$ et $\lambda$ et non du choix de $k$ et de

$x$ . Nous d\’esignerons par $\mathfrak{g}(\lambda)$ le noyau de $\lambda$ et par $\mathfrak{g}(n, A)$ le noyau de $n\delta_{A}$

pour chaque entier $n$ . Le groupe $\mathfrak{g}(\lambda)$ est d’ordre $\nu_{s}(\lambda)$ . Si $A$ est de dimen-
sion $d$, on a $\nu(n\delta_{A})=n^{2a}$ ; par suite $\mathfrak{g}(n, A)$ est d’ordre $n^{2a}$ si $n$ n’est pas
multiple de la caract\’eristique de $k$ ([11]). Pour le cas o\‘u $n$ est la carac-
t\’eristique de $k$ , on a le lemme suivant dont la d\’emonstration est donn\’ee
dans [8].

LEMME 1. Soient $k$ un corps de caract\’eristique $p\neq 0$ et A une vari\’et\’e
ab\’elienne de dimension $d$ d\’efinie par rapport \‘a $k$ . On $a$ alors

$\nu_{i}(p\delta_{A})\geqq p^{a}$ , $\nu_{s}(p\delta_{A})\leqq p^{a}$ .
Soient $k$ un corps de caract\’eristique $p\neq 0,$ $q=p^{f}$ une puissance de $p$ , o\‘u

$f$ est un entier positif ou n\’egatif. Nous d\’esignerons par $k^{q}$ le corps des
q-i\‘emes puissances des \’el\’ements de $k$ . En faisant correspondre $z\in k$ \‘a $z^{q}\in k^{q}$

on obtient un isomorphisme $\sigma$ de $k$ sur $k^{q}$ . Soient $V$ une vari\’et\’e d\’efinie
par rapport \‘a $k$ et $x$ un point de $V$. Nous d\’esignerons par $V^{q}$ et par $x^{q}$ la
vari\’et\’e $V^{\sigma}$ transform\’ee par $\sigma$ et le point de $V^{q}$ dont les coordonn\’ees sont
les q-i\‘emes puissances de celles de $x$ . Soient $h$ une application rationnelle
de $V$ dans une vari\’et\’e $W$, d\’efinie par rapport \‘a $k$ , et $H$ le graphe de $h$ .
Nous d\’esignerons par $h^{q}$ l’application de $V^{q}$ dans $W^{q}$ dont le graphe est

1) Il sera constamment fait usage des d\’efinitions et des r\’esultats de [9], [10],

[11].
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$H^{q}$ . Soient $A$ une vari\’et\’e ab\’elienne d\’efinie par rapport \‘a $k$ et $O$ l’\’el\’ement
neutre de $A$ . Nous entendrons par la notation $A^{q}$ toujours la vari\’et\’e
ab\’elienne dont l’\’el\’ement neutre est $O^{q}$ . Si $\lambda$ est un homomorphisme de $A$

dans une vari\’et\’e ab\’elienne, d\’efini par rapport \‘a $k,$ $\lambda^{q}$ est un homomorphisme
de $A^{q}$ . Soit $x$ un point g\’en\’erique de $A$ par rapport \‘a $k;x^{q}$ est alors un
point g\’en\’erique de $A^{q}$ par rapport \‘a $k$ . Comme on a $k(x)\supset k(x^{q})$ on obtient
une application rationnelle $\pi$ de $A$ sur $A^{q}$ telle que $\pi x=x^{q}$ ; $\pi$ est un homo-
morphisme de $A$ sur $A^{q}$ ; on a $\pi t=t^{q}$ pour tout point $t$ de $A$ . Nous appel-
lerons $\pi$ l’homomorphisme de q-i\‘eme puissance de $A$ . Si $A$ est de dimension $d$,
on a $\nu(\pi)=\nu_{i}(\pi)=q^{a}$ .

LEMME 2. Soient $A,$ $B,$ $C$ trois vari\’et\’es ab\’eliennes de meme dimension, $\lambda$ un
homomorphisme de A sur $B$ et $\mu$ un homomorphisme de A sur C. Supposons que
$\mathcal{A}(A)$ soit isomorphe \‘a $Z$ et que l’on ait $\nu(\lambda)=\nu(\mu),$ $\nu_{i}(\lambda)=\nu_{i}(\mu)=1$ . Alors, pour
que $B$ soit isomorphe \‘a $C$, il faut et il $suJfit$ qu’on ait $\mathfrak{g}(\lambda)=\mathfrak{g}(\mu)$ .

D’apr\‘es le th. 17 de [11] $n^{o}34$ , si l’on a $\mathfrak{g}(\lambda)=\mathfrak{g}(\mu),$ $B$ est isomorphe \‘a
$C$. R\’eciproquement supposons qu’il existe un isomorphisme $\eta$ de $B$ sur $C$.
D’apr\‘es le th. 27 de [11] $n^{o}52$ , il $y$ a un homomorphisme $\alpha$ de $C$ sur $A$ .
$\alpha\eta\lambda$ et apt sont contenus dans $d(A)$ . Comme $d(A)$ est isomorphe \‘a $Z$,

il $y$ a deux entiers $n,$
$n^{\prime}$ autres que $0$ tels que $ n\alpha\eta\lambda=n^{\prime}\alpha\mu$ . On a alors

$\nu(n\delta_{A})\nu(\alpha)\nu(\eta)\nu(\lambda)=\nu(n^{\prime}\delta_{A})\nu(\alpha)\nu(\mu)$ . Si l’on d\’esigne par $d$ la dimension de $A$ ,
on a $\nu(n\delta_{A})=n^{2d},$ $\nu(n^{\prime}\delta_{A})=n^{\prime 2d}$ . Comme $\nu(\eta)=1$ et $\nu(\lambda)=\nu(\mu)$ , on a $n=\pm n^{\prime}$ et
par cons\’equent $\eta\lambda=\pm\mu$ ; d’o\‘u r\’esulte $\mathfrak{g}(\lambda)=\mathfrak{g}(\eta\lambda)=\mathfrak{g}(\angle l)$ .

LEMME 3. Les notations $A,$ $B,$ $C,$ $\lambda,$
$\mu$ et les hypolh\‘eses \’etant celles $du$

lemme 2, soient $k$ un corps de d\’efinition pour $A,$ $B,$ $C,$ $\lambda,$
$\mu$ et $\sigma$ un isomorphisme

de $k$ tel que $A^{\sigma}=A,$ $B^{\sigma}=C$. On $a$ alors $\lambda^{\sigma}=\pm\mu$ .
D’apr\‘es le lemme 2, on a $\mathfrak{g}(\lambda^{\sigma})=\mathfrak{g}(\mu)$ . Il $y$ a donc un automorphisme $e$

de $C$ tel que $\lambda^{\sigma}=\epsilon\mu$ en vertu du th. 17 de [11] $n^{o}34$ . Comme $C$ est isog\‘ene
\‘a $A,$ $\mathcal{A}(C)$ est isomorphe \‘a $Z$ ; on en d\’eduit que $\epsilon=\pm 1$ ; ce qui prouve notre
lemme.

2. Une vari\’et\’e ab\’elienne de dimension 1 est une courbe alg\’ebrique de
genre 1. R\’eciproquement, une courbe alg\’ebrique de genre 1, d\’efinie par
rapport \‘a un corps $k$ , ayant un point rationnel par rapport \‘a $k$ a une
structure de vari\’et\’e ab\’elienne d\’efinie par rapport \‘a $k$ . Ci-apr\‘es, par une
courbe elliptique d\’efinie par rapport \‘a $k$ , nous entendrons une vari\’et\’e ab\’elienne
de dimension 1 d\’efinie par rapport \‘a $k$ .

Soit $k$ un corps dont la caracteristique n’est ni 2 ni 3. Soient $\gamma_{2},$ $\gamma_{3}$ ,
deux \’el\’ements de $k$ tels que $\gamma_{2^{3}}-27\gamma_{3^{2}}\neq 0$ et $E_{1}$ la courbe d\’efinie par l’\’equa-
tion

(1) $X_{0}X_{2}^{2}=4X_{1}^{3}-\gamma_{2}X_{0^{2}}X_{1}-\gamma_{3}X_{0^{3}}$
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dans le plan projectif. En prenant le point $(X_{0}, X_{1}, X_{2})=(0,0,1)$ pour $1’\acute{e}l\acute{e}-$

ment neutre de vari\’et\’e de groupe, nous pouvons consid\’erer $E_{1}$ comme une
variet\’e ab\’elienne d\’efinie par rapport \‘a $k$ . En posant $X=X_{1}/X_{0}$ et $Y=X_{2}/X_{0}$

dans l’\’equation (1), on a l’\’equation affine

(2) $Y^{2}=4X^{3}-\gamma_{2}X-\gamma_{3}$ .

Nous conviendrons d’entendre par la courbe elliptique d\’efinie par l’\’equation
(2) la courbe elliptique projective d\’efinie par l’\’equation (1), ayant le point
$(0,0,1)$ comme l’\’el\’ement neutre $0$ . La correspondance (X, $Y$ ) $\rightarrow(X, -Y)$ donne
l‘endomorphisme $-1$ de la courbe elliptique.

Soit $E$ une courbe elliptique d\’efinie par rapport \‘a $k$ . Il est bien connu
que $E$ est isomorphe \‘a une courbe elliptique d\’efinie par une \’equation
$Y^{2}=4X^{3}-\gamma_{2}X-\gamma_{3}$ o\‘u $\gamma_{2},$ $\gamma_{3}$ sont deux el\’ements de $k$ . Nous appellerons
$\gamma_{2^{3}}/(\gamma_{2^{3}}-27\gamma_{3}^{2})$ l’invariant de $E$ et le d\’esignerons par $j_{E}$ ou $j(E);j(E)$ est
contenu dans tout corps de d\’efinition pour $E$. Pour que deux courbes
elliptiques soient isomorphes, il faut et il suffit qu’elles aient le m\^eme

invariant. Si $\sigma$ est un isomorphisme d’un corps de d\’efinition pour une
courbe elliptique $E$, on a $j(E^{\sigma})=j(E)^{\sigma}$.

Soient $E$ la courbe elliptique d\’efinie par l’\’equation (2) et $h$ la fonction
sur $E$ qui prend les coordonn\’ees aux points de $E$ (autrement dit, la fonction
$X_{1}/X_{0}$ sur la courbe (1)). Nous appellerons $h$ la fonction canonique sur $E$.
On voit que

(3) $h(u)=h(v)\Leftrightarrow u=\pm v$ .

3. Soient $E$ une courbe elliptique et $ti$ un sous-groupe fini de $E$. D’apr\‘es
le th. 17 de [11] $n^{o}34$ , il $y$ a une courbe elliptique $E^{\prime}$ et un homomorphisme
$\lambda$ de $E$ sur $E^{\prime}$ tel qu’on ait $q=\mathfrak{g}(\lambda),$ $\nu_{i}(\lambda)=1$ . D’apr\‘es le m\^eme th\’eor\‘eme,
l’invariant $j(E^{\prime})$ de $E^{\prime}$ ne d\’epend que de $E,$ $c$; et non du choix de $E^{\prime}$ et de
$\lambda$ . Nous d\’esignerons $j(E^{\prime})$ par $j(E/\mathfrak{g})$ .

PROPOSITION 1. Soient $E,$ $E^{\prime}$ deux courbes elliptiques isog\‘enes et $k_{0}$ le corps
premier contenu dans un corps de d\’efinition pour $E,$ $E^{\prime}$ . Alors $j(E^{\prime})$ est alg\’ebrique
sur $k_{0}(j_{E})$ .

D’apr\‘es la d\’efinition d’isog\’en\’eit\’e, il existe un homomorphisme $\lambda$ de $E$

sur $E^{\prime}$ . Soient $k$ un corps de d\’efinition pour $E,$ $E^{\prime},$ $\lambda$ et $x$ un point g\’en\’eri-
que de $E$ par rapport \‘a $k$ ; posons $q=\nu_{i}(\lambda)$ . Alors il $y$ a un sous-corps $K$ de
$k(x)$ tel que $k(x)$ soit une extension purement ins\’eparable de $K$ de degr\’e $q$

et $K$ soit s\’eparable sur $k(\lambda x)$ . Comme $k(x)$ est de dimension 1 sur $k$ , on a
$K=k(x^{q})$ ; par suite, en posant $\mu x^{q}=\lambda x$ , on obtient un homomorphisme $\mu$ de
$E^{q}$ sur $E^{\prime}$ defini par rapport \‘a $k$ , pour lequel on a $\nu_{i}(\mu)=$ ]. Soit $\sigma$ un
isomorphisme du corps $k(j_{E}, j_{E},)$ fixant tous les \’el\’ements de $k_{0}(j_{E});\mu^{\sigma}$ est
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alors un homomorphisme de $(E^{q})^{\sigma}$ sur $E^{\prime\sigma}$ . On a $j(E^{\prime\sigma})=j(E^{\prime})^{\sigma}$ et $j(E^{q\sigma})$

$=(j(E)^{q})^{\sigma}=j(E)^{q}$ . $CommeE^{q\sigma}a1’ invariantj(E)^{q}=j(E^{q}),$ $ilyaunisomorphisme$
$\eta$ de $E^{q}$ sur $E^{q\sigma}$ . $\mu^{\sigma}\eta$ est un homomorphisme de $E^{q}$ sur $E^{\prime\sigma}$ dont le noyau
$\mathfrak{g}(\mu^{\sigma}\eta)$ est d’ordre $\nu(\mu)$ . Comme on a $\nu_{\iota}(\mu^{\sigma}\eta)=1$ , on a $j(E^{\prime\sigma})=j(E^{q}/\mathfrak{g}(\mu^{\sigma}\eta))$ . Il
n’y a qu’un nombre fini de sous-groupes de $E^{q}$ ayant 1‘ordre $\nu(\mu)$ ; par suite
il n’y a qu’ un nombre fini de $j(E^{\prime})^{\sigma}$ ; ce qui montre que $j(E^{\prime})$ est alg\’ebrique
sur $k_{0}(j_{E})$ .

PROPOSITION 2. Soient $E,$ $E$ ‘ deux courbes elliptiques d\’efinies par rapport \‘a

un corps de caract\’eristique $p\neq 0$ et $\lambda$ un homomorphisme de $E$ sur $E^{\prime}$ tel qu’on
ait $\nu_{s}(\lambda)=1$ . Alors $\nu(\lambda)$ est une puissance $q$ de $p$ ; il existe un isomorphisme $e$ de
$E^{q}$ sur $E^{\prime}$ tel qu’on ait $\lambda t=et^{q}$ pour tout $t\in E$.

Soient $k$ un corps de d\’efinition pour $\Gamma_{\rightarrow},$ $E^{\prime},$ $\lambda$ et $x$ un point g\’en\’erique
de $E$ par rapport \‘a $k$ . Comme $\nu_{s}(\lambda)=1,$ $k(x)$ est purement ins\’eparable sur
$k(\lambda x)$ ; par suite $\nu(\lambda)=[k(x):k(\lambda x)]$ est une puissance $q$ de $p$ . Comme $k(x)$ est
de dimension 1 sur $k$ , on a $k(\lambda x)=k(x^{q})$ . On obtient donc un isomorphisme
$\epsilon$ de $E^{q}$ sur $E^{\prime}$ , d\’efini par rapport \‘a $k$ , tel que $\epsilon x^{q}=\lambda x$ . On v\’erifie ais\’ement
$\epsilon t^{q}=\lambda t$ pour tout $t\in E$.

PROPOSIT.ION 3. Soit $E$ une courbe elliptique d\’efinie par rapport \‘a un corps
de caract\’eristique $p\neq 0$ telle qu’on ait $j(E)^{p}2\neq j(E)$ . On $a$ alors $\nu_{i}(p\delta_{E})=\nu_{s}(p\delta_{E})=p$ ;
$\mathfrak{g}(p, E)$ est d’ordre $p$ .

D’apr\‘es le lemme 1, on a $\nu_{i}(p\delta_{E})\geqq p;\nu_{i}(p\delta_{E})$ est donc \’egal \‘a $p$ ou $p^{2}$ .
Supposons qu’on ait $\nu_{i}(p\delta_{E})=p^{9}\lrcorner$ Alors on a $\nu_{s}(p\delta_{E})=1$ . D’apr\‘es la prop. 2,
$E$ est isomorphe \‘a $E^{p^{2}}$ ; par suite on a $j(E)=j(E^{P^{2}})=j(E)^{\mathcal{D}^{2}}$ ; ce qui est en
contradiction avec l’hypoth\‘ese de la proposition. On a donc $\nu_{i}(p\delta_{E})=p$ et
par suite $\nu_{s}(p\delta_{E})=p$ , de sorte que $\mathfrak{g}(p, E)$ est d’ordre $p$ .

PROPOSITION 4. Soit $E$ une courbe elliptique telle que $j(E)$ soit transcendant
sur le corps premier. $d(E)$ est alors isomorphe \‘a $Z$.

Cette proposition est bien connue au cas o\‘u la caract\’eristique du corps
de base est $0$ . Supposons donc que la caract\’eristique soit autre que $0$ .
$\llcorner fl_{0}(E)$ est un corps (commutatif ou non-commutatif). D’apr\‘es la prop. 3 et
d’apr\‘es le th. 14 de [11] $n^{o}31$ , il existe un homomorphisme $\varphi$ de $d_{\uparrow}(E)$ dans
le corps des nombres $p$-adiques; $\varphi$ est un isomorphisme puisque $d_{0}(E)$ est
un corps. $d_{0}(E)$ est donc un corps commutatif. On a $[d_{0}(E);Q]\leqq 2$ puis-
que, d’apr\‘es le cor. 2 du th. 36 de [11] $n^{o}69$ , tout \’el\’ement de $cX_{0}(E)$ satisfait
\‘a une \’equation \‘a coefficients rationnels de degr\’e 2. Supposons que 1‘on ait
$[d_{0}(E):Q]=2$ . Soit $l$ un nombre premier qui reste premier dans $d_{0}(E)$ .
Soit $\mathfrak{g}$ un sous-groupe de $E$ d’ordre $l$ ; Il $y$ a une courbe elliptique $E^{\prime}$ et
un homomorphisme $\lambda$ de $E$ sur $E^{\prime}$ tels que ($7(\lambda)=q$ . Pour un $l$ appropri\’e,
on peut facilement voir que $d(E^{\prime})$ n’est pas isomorphe \‘a $d(E)^{2)}$ . D’autre

2) C’est une cons\’equence des r\’esultats dans [8].
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part, d’apr\‘es la prop. 1, si 1‘on d\’esigne par $k_{0}$ le corps premier, $j(E)$ est
alg\’ebrique sur $k_{0}(j(E^{\prime}))$ , de sorte que $j(E^{\prime})$ est transcendant sur $k_{0}$ ; on peut
en d\’eduire que $d(E^{\prime})$ est isomorphe \‘a $d(E)$ ; ce qui est absurde. On a donc
$[d_{0}(E);Q]=1$ ; par suite $d(E)$ est isomorphe \‘a $Z$

\S 2. Correspondances modulaires.

4. Soient $\gamma$ une variable sur $Q$ et $E$ la courbe elliptique d\’efinie par
l’\’equation

(4) $ Y^{2}=4X^{3}-\gamma X-\gamma$ .
Posons $j=j(E)$ . On a alors $j=\gamma/(\gamma-27),$ $\gamma=27j/(j-1)$ et $Q(\gamma)=Q(j);j$ est
donc une variable sur $Q$ . Nous d\’esignons par $F$ la cl\^oture alg\’ebrique du
corps $Q(j)$ . Soit $h$ la fonction canonique sur $E$. Dans cette section nous
employons ces notations $E,$ $\gamma,j,$ $h,$ $F$ toujours en ce sens.

Nous d\’esignerons par $K_{N^{\star}}(E)$ et par $K_{N}(E)$ , ou simplement par $K_{N^{\star}}$ et
par $K_{N}$ , respectivement les corps

$Q(j, t\{t\in \mathfrak{g}(N, E))$

et $Q(j, h(t)|t\in \mathfrak{g}(N, E))$

pour chaque entier $N>0$ . Ces corps sont galoisiens sur $Q(j)$ . Nous d\’esig-
nerons par $G_{N}(E)$ le groupe de Galois de $K_{N}(E)$ sur $Q(j)$ . Soit $\{t_{I}, t_{2}\}$ un
syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $\mathfrak{g}(N, E)$ ; on a alors

$\mathfrak{g}(N, E)=\{\alpha t_{1}+\beta t_{2}| 0\leqq\alpha<N, 0\leqq\beta<N\}$ .
Soit $\sigma$ un \’el\’ement de $ G_{N}(E);\sigma$ est prolong\’e \‘a un automorphisme de $K_{N}$““

que nous d\’esignons aussi par $\sigma$ . $\{t_{1}^{\sigma}, t_{2}^{\sigma}\}$ est un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de

$\mathfrak{g}(N, E)$ ; il $y$ a donc une matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ \‘a coefficients entiers telle qu’on ait

$(t_{1_{d}}^{\sigma}t_{2})=\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}t_{I}\\t_{2}\end{array}\right)$ ,

et par suite

(5) $h(\alpha t_{1}+\beta t_{2})^{\sigma}=h(\alpha^{\prime}t_{1}+\beta^{\prime}t_{2})$ , $(\alpha^{\gamma}\beta^{\prime})=(\alpha\beta)\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ .

L’automorphisme $\sigma$ est determin\’e par la matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ et s’appellera

l’automorphisme de $K_{N}(E)$ correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ par rapport \‘a $\{t_{1}, t_{2}\}$ . Nous

designerons par $G_{N}^{\star}$ le groupe des matrices de degr\’e 2 \‘a coefficients dans
l’anneau $Z/NZ$ dont les d\’eterminants sont inversibles et par $S_{N}$““ le sous-
groupe de $G_{N}^{\star}$ consistant en les \’el\’ements unimodulaires ($c.$ -\‘a-d. de d\’eterminant
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$=1)$ . Nous d\’esignerons respectivement par $G_{N}$ et $S_{N}$ les groupes $G_{N^{\star}}/\{\pm I\}$

et $S_{N}^{\star}/\{\pm I\}$ . Comme ci-dessus nous pouvons faire correspondre \‘a chaque

$\sigma\in G_{N}(E)$ , une matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\in G_{N}^{\star}$ . Tenant compte de (3), on v\’erifie facile-

ment que l’application $\sigma\rightarrow\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ donne un isomorphisme de $G_{N}(E)$ dans

$G_{N}=G_{N^{\star}}/\{\pm I\}$ . Cet isomorphisme est surjectif:

PROPOSITION 5. En faisant correspondre une matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ \‘a $\sigma\in G_{N}(E)$

par la relation (5), on obtient un isomorphisme de $G_{N}(E)$ sur $G_{N}$ .

Soit $S_{N}(E)$ le sous-groupe de $G_{N}(E)$ correspondant au sous-groupe $S_{N}$ de
$G_{N}$ par cet isomorphisme. $S_{N}(E)$ ne d\’epend pas du choix de $\{t_{1}, t_{2}\}$ .

PROPOSITION 6. Le sous-corps de $K_{N}$ correspondant au sous-groupe $S_{N}(E)$ de
$G_{N}(E)$ est le corps $Q(j, \zeta_{N})$ o\‘u $\zeta_{N}$ designe une racine primitive N-i\‘eme d’unit\’e.
$Q(\zeta_{N})$ est alg\’ebriquement ferm\’e dans $K_{N}$ .

Dans \S \S 2, 3, nous d\’esignerons par $\zeta_{N}$ une racine primitive N-i\‘eme d’unit\’e.

PROPOSITION 7. Soit $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ un \’el\’ement de $G_{N}$“‘ et $\sigma$ l’automorphisme de $K_{N}$

correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ . On $a$ alors $\zeta_{N}^{\sigma}=\zeta_{N}^{a}a_{-bc}$ . En d’autres termes, si ad-bc

est congru \‘a un nombre premier $p$ modulo $N,$ $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ donne la substitution de

Frobenius $(\frac{Q(\zeta_{N})/Q}{p})$ dans $Q(\zeta_{N})$ .
Nous d\’emontrerons les prop. 5-7 dans le \S 4.

5. Maintenant nous allons d\’eterminer les sous-groupes de $G_{N}(E)$ cor-
respondant \‘a certains sous-corps de $K_{N}(E)$ . Dans ce but nous fixons un
syst\‘eme de g\’en\’erateurs $\{t_{1}, t_{2}\}$ de $\mathfrak{g}(N, E)$ et identifions $G_{N}(E)$ avec $G_{N}$ par
l‘isomorphisme donne ci-dessus.

PROPOSITION 8. Soient $\mathfrak{g},$

$\mathfrak{g}^{\prime}$ deux sous-groupes d’ordre $N$ de $E$ et $\sigma$ un auto-
morphisme de $F$ sur $Q(j)$ . Alors pour qu’on ait $j(E/\mathfrak{g})^{\sigma}=j(E/\mathfrak{g}^{\prime})$ , il faut et il
$suJfit$ que $\mathfrak{g}^{\sigma}=\mathfrak{g}^{\prime}$ ; $j(E/\mathfrak{g})$ est contenu dans $K_{N}(E)$ .

La premi\‘ere assertion est une cons\’equence imm\’ediate de la prop. 4 et
du lemme 2. Si $\sigma$ est l’identit\’e dans $K_{N}(E)$ , on a $h(t^{\sigma})=h(t)$ pour $t\in \mathfrak{g}(N, E)$ ;
par suite on a $t^{\sigma}=\pm t$ pour $t\in \mathfrak{g}$ , de sorte qu’on a $\mathfrak{g}^{\sigma}=\mathfrak{g}$ et $j(E/\mathfrak{g})^{\sigma}=j(E/\mathfrak{g})$ . Il
s’ensuit de l\‘a que $j(E/\mathfrak{g})$ est contenu dans $K_{N}(E)$ .

Soient $\mathfrak{g}_{()}1’ \mathfrak{g}_{()}2$ respectivement les sous-groupes de $E$ engendr\’es par $t_{1}$

et par $t_{2}$ ; posons $j_{(1)}=j(E/\mathfrak{g}_{(1)}),$ $j_{(2)}=j(E/\mathfrak{g}_{(2)})$ . Nous avons le tableau suivant:
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Sous-corps de $K_{N}(E)$ Sous-groupe de $G_{N}(E)$

$Q(j, j_{(1)})$ $\{\left(\begin{array}{ll}a & 0\\c & d\end{array}\right)\}_{)^{/}}\{\pm I\}$

$Q(j, j_{(2)})$ $\{\left(\begin{array}{ll}a & b\\0 & d\end{array}\right)\}/\{\pm I\}$

$Q(j, h(t_{1}))$ $\{\left(\begin{array}{ll}\pm 1 & 0\\c & d\end{array}\right)\}/\{\pm I\}$

$Q(j, h(t_{2}))$ $\{\left(\begin{array}{ll}a & b\\0 & \pm 1\end{array}\right)\}_{/^{/}}\{\pm I\}$

$Q(j, j_{(2)}, h(t_{1}))$ $\{\left(\begin{array}{ll}\pm 1 & 0\\0 & d\end{array}\right)\}/\{\pm I\}$

$Q(j, j_{(\downarrow)}, h(t_{2}))$ $\{\left(\begin{array}{ll}a & 0\\0 & \pm 1\end{array}\right)\}_{/^{/}}\{\pm I\}$

o\‘u les groupes au c\^ot\’e droit d\’esignent les sous-groupes de $G_{N}(E)$ corre-
spondant aux sous-corps de $K_{N}(E)$ au c\^ot\’e gauche; les lettres $a,$ $d$ d\’esignent
les \’el\’ements inversibles de $Z/NZ$ et $b,$ $c$ d\’esignent les el\’ements quelconques
de $Z/NZ$. Soit en effet $\sigma$ un \’el\’ement de $G_{N}(E)$ donn\’e par une matrice
$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ ; on a alors $h(t_{1}^{\sigma})=h(at_{1}+bt_{2})$ ; d’o\‘u r\’esulte $\pm t_{1}^{\sigma}=at_{1}+bt_{2}$ . D’apr\‘es la

prop. 8, pour qu’on ait $j_{(1)^{\sigma}}=j_{(1)}$ , il faut et il suffit qu’on ait $\mathfrak{g}_{1}^{\sigma}=\mathfrak{g}_{1}$ , ou qu’on
ait $b=0$ . De plus, pour qu’on ait $h(t_{1})^{\sigma}=h(t_{1})$ , il faut et il suffit qu’on ait
$a=\pm 1,$ $b=0$ . Nous obtenons le tableau par ces relations.

6. Soient maintenant $n$ un entier positif tel que $(n, N)=1$ et $\mathfrak{g}_{a}(1\leqq\alpha\leqq s)$

les sous-groupes cycliques de $E$ d’ordre $n$ ; posons $j_{\alpha}=j(E/\mathfrak{g}_{a})$ . D’apr\‘es la
prop. 1, $j$ est alg\’ebrique sur $Q(j_{\alpha})$ , de sorte que $j_{a}$ est transcendant sur $Q$

pour chaque $\alpha$ . Il existe donc un isomorphisme $\tau_{\alpha}$ de $Q(j)$ sur $Q(j.)$ tel que
$j^{\alpha}-=j_{a}$ pour chaque $\alpha$ . Posons $\gamma_{a}=\gamma^{\tau_{\alpha}},$ $E_{\alpha}=E^{\tau_{\mathcal{O}}},$ $h_{a}=h^{\tau_{\alpha}}(1\leqq\alpha\leqq s);E_{a}$ est
alors d\’efini par l’\’equation

(6) $Y^{2}=4X^{3}-r.X-r.$ ;
$h_{\alpha}$ est la fonction canonique sur $E_{\alpha}$ . Comme on a $j(E_{\alpha})=j_{a}=j(E/\mathfrak{g}_{a})$ , il existe
un homomorphisme $\text{{\it \‘{A}}}_{\{}t$ de $E$ sur $E_{\alpha}$ tel que $\mathfrak{g}_{\alpha}=\mathfrak{g}(\lambda_{a})$ pour chaque $\alpha$ .

PROPOSITION 9. Il existe un isomorphisme $\sigma_{\alpha}$ de $K_{N}(E)$ sur $K_{N}(E.)$ tel que
$j^{0_{\alpha}}=j_{a},$ $h(t)^{\sigma_{t}}=h_{\alpha}(\lambda_{a}t)$ pour $t\in \mathfrak{g}(N, E)$

pour chaque $\alpha;\sigma_{\alpha}$ est d\’etermin\’e par ces relations.
Prolongeons l‘isomorphisme $\tau_{\alpha}$ \‘a un automorphisme de $F$ que nous

d\’esignons aussi par $ T\alpha$ L’application $t\rightarrow t^{\tau_{\alpha^{-1}}}$ donne un isomorphisme de
$\mathfrak{g}(N, E_{a})$ sur $\mathfrak{g}(N, E)$ . D’autre part, comme $(n, N)=1$ , l’application $t\rightarrow\lambda_{a}t$
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donne un isomorphisme de $\mathfrak{g}(N, E)$ sur $\mathfrak{g}(N, E_{a})$ ; par suite $t\rightarrow(\lambda_{\alpha}t)^{\tau_{\alpha^{-1}}}$ donne

un automorphisme de $\mathfrak{g}(N, E)$ ; il existe donc une matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ \‘a coeffi-

cients entiers telle que

$\left(\begin{array}{l}\lambda_{\alpha}t_{1}\\\lambda_{\alpha}t_{2}\end{array}\right)=\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}t_{1}\\t_{2}\end{array}\right)$ .

D’apr\‘es la prop. 5, il existe un automorphisme $\rho_{\alpha}$ de $K_{N}(E)$ donn\’e par
$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ ; on a alors $j^{\eta}\alpha=j,$ $h(t)^{o_{\alpha}}=h((\lambda_{\alpha}t)^{\tau_{\alpha^{-1}}})$ . Posons $\sigma_{\alpha}=\rho_{\alpha}\tau_{a}$ ; on a alors

$j^{\sigma_{a}}=j_{a},$ $h(t)^{\sigma_{\alpha}}=h_{\alpha}(\lambda_{\alpha}t)$ . Comme $j,$ $h(t)$ engendrent $K_{N}(E)$ sur $Q,$ $\sigma_{a}$ est d\’eter-
min\’e par ces relations.

PROPOSITION 10. Soit $u=(u_{1},\cdots, u_{m})$ un ensemble fini d’\’el\’ements de $K_{N}(E)$ tel
que $j$ soit contenu dans $Q(u)$ . Soient $\sigma_{1},\cdots,$ $\sigma_{s}$ les isomorphismes de $K_{N}$ d\’etermin\’es
dans la prop. 9. Alors $Q(u, j^{\sigma_{a}})$ contient $Q(u^{\sigma_{\alpha}});(u^{\sigma_{1}},\cdots, u^{\sigma_{S}})$ est l’ensemble com-
plet des conjugu\’es de $u^{a1}$ sur $Q(u)$ .

Soit $\tau$ un automorphisme de la cl\^oture algebrique $F$ de $Q(j)$ qui fixe
$u,$ $j_{a}$ . Comme $j$ est contenu dans $Q(u),$ $\tau$ laisse fixe $j$ ; on a donc $E^{\tau}=E$,
$E_{a}^{\tau}=E_{\alpha}$ . D’apr\‘es $1e$ lemme 3, on a $\lambda_{\alpha^{\tau}}=\pm\lambda_{\alpha}$ . Il en r\’esulte que

$h(t)^{\sigma_{a}\tau}=h_{a}(\lambda_{\alpha}t)^{\tau}=h_{\alpha}(\pm\lambda_{\alpha}t^{\tau})=h_{\alpha}(\lambda_{\alpha}t^{\tau})=h(t^{\tau})^{\sigma_{\alpha}}=h(t)^{\tau\sigma_{\mathcal{O}}}$

pour chaque $t\in q(N, E)$ . On v\’erifie ais\’ement $j^{\sigma_{a}\tau}=j_{\alpha}=j^{\tau\sigma_{\alpha}}$ . Comme $j$ et $h(t)$

engendrent $K_{N}(E)$ , on a $\sigma_{\alpha}\tau=\tau\sigma_{\alpha}$ ; par suite on a $(u^{\sigma_{\alpha}})^{\tau}=(u^{\tau})^{\sigma_{a}}=u^{\sigma_{a}}$ ; ce qui
montre que $Q(u^{\sigma_{\alpha}})$ est contenu dans $Q(u, j_{a})$ . On d\’eduit de l\‘a

$[Q(u, u^{\sigma_{a}}):Q(u)]=[Q(u, j_{a}):Q(u)]\leqq[Q(j, j_{\alpha}):Q(j)]$ .
Soit $\sigma$ un automorphisme de $F$ sur $Q(j);\mathfrak{g}_{1}^{\sigma}$ est alors un des $\mathfrak{g}_{\alpha}$ ; par suite,
d’apr\‘es la prop. 8, les conjugues de $j_{1}$ sur $Q(j)$ sont contenus dans $\{j_{1},\cdots,j_{s}\}$ ;
ce qui montre $[Q(j, j_{a}):Q(j)]\leqq s$ . Comme on a $Q(u^{\sigma_{\alpha}})\supset Q(j^{\sigma_{\alpha}})$ et $j^{\sigma_{\alpha}}\neq j^{\sigma_{\beta}}$ pour
$\alpha\neq\beta,$ $u^{\sigma_{1}},\cdots,$ $u^{\sigma_{S}}$ sont diff\’erents l’un de l’autre. Notre proposition sera donc
d\’emontr\’ee si nous faisons voir que $u^{\sigma_{a}}$ est un conjugu\’e de $u^{\sigma_{1}}$ sur $Q(u)$ pour
chaque $\alpha$ . Soit $\{t_{1}^{\prime}, t_{2}^{\prime}\}$ un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $\mathfrak{g}(nN, E);\{Nt_{1}‘ Nt_{2}^{\prime}\}$

est alors un syst\‘eme de g\’en\’erateurs de $g(n, E)$ . D’apr\‘es la prop. 5, il existe

un automorphisme $\rho$ de $K_{n^{*}}(E)$ sur $Q(j)$ tel que $\mathfrak{g}_{1^{\theta}}=\mathfrak{g}_{\alpha}$ . Soit $\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)$ une

matrice de $G_{n^{*}}$ \‘a laquelle $\rho$ correspond par rapport \‘a $\{Nt_{1}^{\prime}, Nt_{2}^{\prime}\}$ . Comme

on a $(n, N)=1$ , il existe une matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ de $G_{nN}^{*}$ telle que

$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\equiv\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)$ $mod$ . $n$ ,

$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\equiv\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\0 & 1\end{array}\right)$ $mod$ . $N$ .
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D\’esignons par $\sigma$ l’automorphisme de $K_{nN}(E)$ correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ par

rapport \‘a $\{t_{1}^{\prime}, t_{2}^{\prime}\}$ . On a alors $z^{\sigma}=z$ pour $z\in K_{N}(E)$ et $w^{\sigma}=w^{\rho}$ pour $w\in K_{n}(E)$ ;
on a donc $E^{\sigma}=E,$ $\mathfrak{g}_{1}^{\sigma}=\iota;_{a},$ $E_{1}^{\sigma}=E_{\alpha},$ $j_{1}^{\sigma}=j_{\alpha},$ $h_{1}^{\sigma}=h_{\alpha},$ $\lambda_{1}^{\sigma}=\pm\lambda_{\mathcal{O}}$ en vertu du lemme
3 et $t^{\sigma}=\pm t$ pour $t\in q(N, E)$ ; il s’ensuit de l\‘a que, pour $t\in \mathfrak{g}(N, E)$ , on a

$h(t)^{\sigma_{1}\sigma}=h_{1}(\lambda_{1}t)^{\sigma}=h_{a}(\pm\lambda_{\alpha}(\pm t))=h_{\alpha}(\lambda_{a}t)=h(t)^{\sigma_{a}}$

et $j^{\sigma_{1}\sigma}=j^{\sigma_{\alpha}}$ . Comme $j$ et $h(t)$ pour $t\in \mathfrak{g}(N, E)$ engendrent $K_{N}(E)$ , on obtient
$\sigma_{1}\sigma=\sigma_{a}$ sur $K_{N}(E)$ ; on a donc $(u^{\sigma_{1}})^{\sigma}=u^{\sigma_{\alpha}}$ . Comme $\sigma$ est l’identit\’e sur $K_{N}(E)$ ,
$u^{\sigma_{\alpha}}$ est un conjugu\’e de $u^{\sigma_{1}}$ sur $K_{N}(E)$ ; ceci ach\‘eve la d\’emonstration.

$p_{ROPOSI^{\prime}\Gamma ION}11$ . Les notations \’etant celles de la prop. 10, on a
$[Q(u, u^{\sigma_{1}}) : Q(u)]=[Q(u, u^{\sigma_{1}}) : Q(u^{\sigma_{1}})]$ .

D’apr\‘es le th. 27 de [11] $n^{o}52$ , il existe un homomorphisme $\mu$ de $E_{1}$ sur
$E$ tel que $l^{z\lambda_{1}=n\delta_{E}}$ . En appliquant la prop. 9 \‘a $E_{1},$ $\mu,$ $E$, on peut montrer
qu’il $y$ a un isomorphisme $\tau$ de $K_{N}(E_{1})$ sur $K_{N}(E)$ tel que

$j_{1}^{\tau}=j,$ $h_{1}(t_{1})^{\tau}=h(/\ell t_{1})$ pour $t_{1}\in \mathfrak{g}(N, E_{1})$ .
On a alors $j^{\sigma_{1}\tau}=j,$ $h(t)^{\sigma_{1}\tau}=h(nt)$ pour $t\in\{;(N, E)$ ; autrement dit, $\sigma_{1}\tau$ est $1’\acute{e}l\acute{e}-$

ment de $G_{N}(E)$ correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}n & 0\\0 & n\end{array}\right)$ . $\sigma_{1}\tau$ est donc contenu dans le centre

du groupe $G_{N}(E)$ ; il en r\’esulte qu’on a $Q(u^{\sigma_{1}\tau})=Q(u)$ . D’apr\‘es la prop. 10,
on a $[Q(u, u^{\sigma_{1}}):Q(u)]=s=$ le nombre des sous-groupes cycliques de $E$ d’ordre
$n$ . En appliquant ce r\’esultat \‘a $u^{\sigma_{1}},$ $\tau$ , on obtient $[Q(u^{\sigma_{1}}, u^{\sigma_{1}\tau}):Q(u^{\sigma_{1}})]=s$ ; ce
qui prouve la proposition.

7. Soit $L$ un sous-corps de $K_{N}(E)$ tel que $L\supset Q(j),$ $L\cap Q(\zeta_{N})=Q$ . Comme
$Q(\zeta_{N})$ est alg\’ebriquement ferm\’e dans $K_{N},$ $Q$ est alg\’ebriquement ferm\’e dans
$L$ . Il $y$ a donc une courbe compl\‘ete $\Gamma$ d\’efinie par rapport \‘a $Q$ , sans point
multiple, telle qu’on ait $L=Q(u)$ pour un point g\’en\’erique $u$ de $\Gamma$ par
rapport \‘a $Q$ . Le syst\‘eme $\{\Gamma, u\}$ s’appellera un mod\‘ele de $L$ . Nous fixons
pour le moment $L$ et $\{\Gamma, u\}$ . Nous allons d\’efinir maintenant certaines
correspondances alg\’ebriques sur la courbe $\Gamma$ .

Soient $\sigma_{1}1$‘isomorphisme de $K_{N}$ d\’etermin\’e \‘a la prop. 9 et $X_{n}$ le diviseur
premier rationnel par rapport \‘a $Q$ sur $\Gamma\times\Gamma$ ayant $u\times u^{\sigma_{1}}$ comme point
gen\’erique sur $Q$ . D’apr\‘es la prop. 10 et d’apr\‘es le th. 12 de [9] chap. VIIL
on a

(7) $X_{n}\cdot(u\times\Gamma)=u\times\sum_{\alpha=1}^{s}u^{\sigma_{\alpha}}$ .

$X_{n}$ s’appellera la correspondance modulaire de degr\’e $n$ sur $\Gamma$ . $D’ apr\grave{c}s$ la prop.
11, on a
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(8) $d(X_{n})=d^{\prime}(X_{n})=s^{3)}$ .

Soit $\rho_{n}$ l’\’el\’ement de $G_{N}(E)$ correspondant \‘a la matrice $\left(\begin{array}{ll}n & 0\\0 & n\end{array}\right)$ . Il est

clair que cet automorphisme de $K_{N}$ ne d\’epend pas du choix d’un syst\‘eme de
g\’en\’erateurs pour $\mathfrak{g}(N, E)$ . Soit $Y_{n}$ le lieu de $u\times u^{0n}$ sur $\Gamma\times\Gamma$ par rapport

\‘a $Q$ . Comme $\left(\begin{array}{ll}n & 0\\0 & n\end{array}\right)$ est contenu dans le centre du groupe $G_{N^{*}},$
$\rho_{n}$ donne

un automorphisme de $L$ ; il en r\’esulte que l’on a $Q(u)=Q(u^{0n})$ , de sorte que
$Y_{n}$ donne une correspondance birationnelle de $\Gamma$ . On a donc

(9) $Y_{n}(\iota\iota)=u^{\rho_{n}}$ .
Si $n\equiv n^{\prime}mod$ . $N$, on a $Y_{n}=Y_{n},$ .

8. En outre de $X_{n},$ $Y_{n}$ nous avons besoin d’une autre correspondance
pour exprimer la formule de congruence (II); pour la d\’efinir nous nous
bornons \‘a consid\’erer le cas particulier o\‘u le corps $L$ est explicitement
donn\’e ainsi qu’il suit.

Fixons un syst\‘eme de g\’en\’erateurs $\{t_{1}, t_{2}\}$ de $\mathfrak{g}(N, E)$ et identifions $G_{N}(E)$

avec $G_{N}$ au moyen de l’isomorphisme d\’efini par $\{t_{1}, t_{2}\}$ . Nous designerons

par $H_{N}$ le sous-groupe $\{\left(\begin{array}{ll}a & 0\\0 & \pm 1\end{array}\right)|(a, N)=1\}/\{\pm I\}$ de $G$ et par $L_{N}$ le sous-

corps de $K_{N}$ correspondant \‘a $H_{N}$ . On voit que
$H_{N}S_{N}=G_{N}$ , $H_{N}\cap S_{N}=\{e\}$ ;

on a donc
$L_{N}\cap Q(\zeta_{N})=Q$ , $L_{N}(\zeta_{N})=K_{N}$ .

D’apr\‘es le tableau dans 5, on a
$L_{N}=Q(j, j_{(1)}, h(t_{2}))$ .

Nous fixons un mod\‘ele de $L_{N}$ et le d\’esignons par $\{\Gamma_{N}, u\}$ . Soit $\psi$

l’automorphisme de $K_{N}$ correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}0 & 1\\-1 & 0\end{array}\right)$ par rapport \‘a $\{t_{1}, t_{2}\}$ . Il

est clair que $Q(\zeta_{N}, u)=Q(\zeta_{N}, u\emptyset)=K_{N}$ . Soit $A$ le lieu de $u\times u^{\psi}$ sur $\Gamma_{N}\times\Gamma_{N}$

par rapport \‘a $Q(\zeta_{N});$ $A$ donne une correspondance birationnelle de $\Gamma_{N}$ ; on
a donc

(10) $A(u)=u^{\psi}$ .
PROPOSITION 12. Soit $\varphi_{n}$ l’automorphisme de $Q(\zeta_{N})$ tel que $\zeta_{N^{(\beta}}n=\zeta_{N^{n}}$ . On

$a$ alors
$A^{\varphi_{n}}\circ Y_{n}=A$ .

Soient $\tau_{n}$ et $\tau_{n}^{\prime}$ les automorphismes de $K_{N}$ qui correspondent respective-

3) Pour les d\’efinitions des notations $d(X),$ $d^{\prime}(X)$ , voir [10] p. 31.
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ment \‘a $\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\0 & n\end{array}\right)$ et $\left(\begin{array}{ll}n & 0\\0 & 1\end{array}\right)$ ; d’apr\‘es la prop. 7, on a $\tau_{n}=\tau_{n}^{\prime}=\varphi_{n}$ sur $Q(\zeta_{N})$ . On

v\’erifie ais\’ement $\psi\tau_{n}=\tau_{n}^{\prime}\psi$ et $\tau_{n}^{\prime}\tau_{n}=\rho_{n}$ . Comme $\tau_{n}^{\prime}$ est contenu dans $H_{N}$ ,
on a

$(u\times u^{\psi})^{\tau_{n}}=u^{\tau_{n}}\times u^{\psi^{\tau_{n}}}=u^{\tau_{n^{\prime}}\tau_{n}}\times u^{\tau_{n^{\prime}\psi}}=u^{0n}\times u^{\psi}$ ;

$u^{0_{n}}\times u^{\psi}$ est donc un point g\’en\’erique de $A^{\langle\beta}n$ sur $Q(\zeta_{N})$ ; d’o\‘u r\’esultent les
relations

$A^{\prime 0_{\eta}}(u^{\rho}n)=u^{\psi}$ , $(A^{\omega_{n}})^{\prime}(u^{\psi})=u^{o_{n}}$ .
Par suite on a

$A^{\prime 0_{n}}[Y_{n}(u)]=u^{\psi}=A(u),$ $Y_{n}^{\prime}[(A^{\omega_{n}})^{\prime}(u^{\psi})]=u=A^{\prime}(u^{\psi})$ .
$A$ et $Y_{n}$ sont rationnels par rapport \‘a $Q(\zeta_{N})$ et $u,$

$u^{\psi}$ sont g\’en\’eriques sur
$\Gamma$ par rapport \‘a $Q(\zeta_{N})$ . Il s’ensuit donc de la d\’efinition de $A^{\varphi_{n}}\circ Y_{n}$ ([10] II,
\S 1, $n^{o}5$) que $A^{(\prime_{n}}\circ Y_{n}=A$ .

Soit $\mathfrak{h}$ un sous-groupe du groupe d’\’el\’ements inversibles de $Z/NZ$ ; nous
supposons que $\mathfrak{h}$ contienne $-1$ . Nous designerons par $H_{N.l)}$ le sous-groupe
$\{\left(\begin{array}{ll}a & b\\0 & d\end{array}\right)|(a, N)=1,$ $d\in \mathfrak{h}\}/\{\pm I\}$ de $G_{N}$ et par $JM_{N,\mathfrak{h}}$ le sous-corps de $K_{N}$ cor-
respondant \‘a $H_{N,\{)}$ . Nous d\’esignerons aussi par $H_{N,t)}^{\prime}$ le sous-groupe
$\{\left(\begin{array}{ll}a & b\\0 & d\end{array}\right)|(d, N)=1,$ $a\in \mathfrak{h}\}\int\{\pm I\}$ de $G_{N}$ et par $JM_{N,\mathfrak{h}^{\prime}}$ le sous-corps de $K_{N}$ cor-
respondant \‘a $H_{N,\mathfrak{h}}^{\prime}$ . On voit que

$H_{N.\mathfrak{h}}S_{N}=H_{N,1)}^{\prime}S_{N}=G_{N}$ , $H_{N,\{)}\cap S_{N}=H_{N.\mathfrak{h}^{\prime}}\cap S_{N}$ ;
on a donc

(11) $1\downarrow I_{N,\mathfrak{h}}\cap Q(\zeta_{N})=WI_{N.\{)}^{\prime}\cap Q(\zeta_{N})=Q$ , $j\psi_{N.\mathfrak{h}}(\zeta_{N})=M_{N,\mathfrak{h}^{\prime}}(\zeta_{N})$ .
Selon que $\mathfrak{h}$ ne contient que $\pm 1$ ou que $\mathfrak{h}$ contient tous les \’elements inversibles
de $Z/NZ$ nous d\’esignerons $H_{N,\mathfrak{h}},$ $H_{N.\mathfrak{h}}^{\prime},$ $1V_{N,\mathfrak{h}},$ $JM_{N,\mathfrak{h}}^{\prime}$ respectivement par $H_{N,1}$ ,
$H_{N,1}^{\prime},$ $JM_{N,1},1\psi_{N,1}^{\prime}$ ou par $H_{N,0},$ $H_{N,0}^{\prime},$ $JM_{N,0},1M_{N,0}^{\prime}$ . On a alors

$H_{N,0}\supset H_{N,\mathfrak{h}}\supset H_{N,1}$ , $H_{N,0^{\prime}}\supset H_{N,\mathfrak{y}^{\prime}}\supset H_{N,1^{\prime}}$ ,

$j\psi_{N,0}\subset 1\psi_{N,\mathfrak{h}}\subset 1\psi_{N,1}$ , $j\psi_{N,0^{\prime}}\subset 1\psi_{N.\{)}^{\prime}\subset 1\psi_{N,1}^{\prime}$

pour chaque $\mathfrak{h}$ ; on voit aussi que $H_{N,0}=H_{N,0}^{\prime}$ et $M_{N,0}=1\psi_{N,0}’$ .
Nous allons d\’emontrer qu’il existe un isomorphisme de $j\psi_{N,\mathfrak{h}}$ sur $j\psi_{N,\mathfrak{h}}^{\prime}$ .

$\{t_{1}, t_{2}\}$ \’etant le syst\‘eme de g\’en\’erateurs pour $\mathfrak{g}(N, E)$ que nous avons fix\’e,
nous d\’esignons par $\mathfrak{g}$ le groupe engendre par $t_{2}$ . Posons $j^{\prime}=j(E/q)$ . D’apr\‘es
la prop. 1, $j^{\prime}$ est transcendant sur $Q$ et $F$ est la cl\^oture alg\’ebrique de $Q(j^{\prime})$ .
Soit $\sigma$ un automorphisme de $F$ tel que $j^{\sigma}=j^{\prime}$ ; posons $E^{\prime}=E^{\sigma}$ . Il existe alors
un homomorphisme $\lambda$ de $E$ sur $E^{\prime}$ tel que $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}(\lambda)$ . D’apr\‘es le th. 27 de [11]
$n^{o}52$ , il existe un homomorphisme $\mu$ de $E^{\prime}$ sur $E$ tel que $\mu\lambda=N\delta_{E},$ $\lambda\mu=N\delta_{E^{\prime}}$ .
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Posons $t_{1}^{\prime}=\lambda t_{1}$ . On voit que $\rho\ell t_{1}^{\prime}=0$ et que $t_{1}^{\prime}$ est d’ordre $N$ Comme on a
$\nu(\mu)=N,$ $t_{1}^{\prime}$ engendre $\mathfrak{g}(\mu)$ . $t_{2}^{\sigma}$ est un point de $E^{\prime}$ d’ordre $N_{i}$ par suite,
d’apr\‘es la prop. 5, il existe un automorphisme $\tau$ de $F$ sur $Q(j^{\prime})$ tel que
$(t_{2}^{\sigma})^{\tau}=\pm t_{1}^{\prime}$ ; posons $\rho=\sigma\tau$ ; alors $\rho$ est un automorphisme de $F$. On a $j^{\rho}=j^{\prime}$ ,
$E^{\rho}=E^{\prime},$ $t_{2}^{\rho}=\pm t_{1}^{\prime}$ , de sorte qu’on a $\mathfrak{g}(\lambda^{0})=\mathfrak{g}(\lambda)^{\rho}=q(\mu)$ ; on en conclut que $E^{\prime\rho}$

est isomorphe \‘a $E$ ; on a donc $j^{\prime p}=j$. En rappelant que $E$ est la courbe
d\’efinie par l’\’equation (4), on voit que $E^{\prime O}=E^{\sigma\rho}$ est d\’efinie par l’\’equation

$Y^{2}=4X^{3}-\gamma^{\sigma 0}X-\gamma^{\sigma p}$ .
On a $\gamma^{\sigma\rho}=27j^{\sigma p}/(j^{\sigma 0}-1)=27j/(j-1)=\gamma$ ; ce qui montre que $E^{\gamma\rho}=E$. Soient $\alpha$

et $\alpha^{\prime}$ les automorphismes de $F$ qui correspondent respectivement \‘a $\left(\begin{array}{ll}a & b\\0 & d\end{array}\right)$

et $\left(\begin{array}{ll}d & b\\0 & a\end{array}\right)$ par rapport \‘a $\{t_{1}, t_{2}\}$ ; on a alors $t_{1}^{\alpha}=\pm(at_{1}+bt_{2})$ et $t_{2}^{a^{\prime}}=\pm at_{2}$ .
Nous allons maintenant montrer que $\rho\alpha=\alpha^{1}\rho$ sur $M_{N,1}$ . D’apr\‘es le tableau
dans 5, on a ]$\psi_{N,1}=Q(j, h(t_{2})),$ $1M_{N,0}=M_{N,0}^{\prime}=Q(j, j^{\prime})$ . Comme $\alpha$ et $\alpha^{\prime}$ fixent
les \’el\’ements de $M_{N,0}$ , on a $E^{a}=E^{\alpha^{\prime}}=E,$ $E^{\prime\alpha}=E^{\prime\alpha^{\prime}}=E^{\prime}$ . D’apr\‘es le lemme 3,
on a $\lambda^{a}=\pm\lambda,$ $\lambda^{\alpha\prime}=\pm\lambda$ . On voit que $j^{p\alpha}=j^{\prime}=j^{a^{\prime}o},$ $h^{o\alpha}=h^{0}=h^{a^{\prime}o}$ et

$h(t_{2})^{0\alpha}=[h^{\rho}(\pm t_{1}^{\prime})]^{t}=[h^{0}(\lambda t_{1})]^{a}=h^{\rho}(\lambda(at_{1}+bt_{2}))$

$=h^{0}(a\lambda t_{1})=h^{p}(\pm at_{1^{\prime}})=h(at_{2})^{p}=h(t_{2})^{a}$‘’.

On obtient ainsi $j^{\rho\alpha}=j^{\alpha^{J}\rho}$ et $h(t_{2})^{\rho a\}}=h(t_{2})^{\alpha^{\prime}0}$ ; il s’ensuit de l\‘a qu’on a $\rho\alpha=\alpha^{\prime}\rho$

sur $IV_{N,1}$ . Si $a\in \mathfrak{h},$
$\alpha^{\prime}$ fixe les \’el\’ements de $j\psi_{N,\mathfrak{h}}$ ; on a alors $\rho\alpha=\rho$ sur $1Il_{N.\mathfrak{h}}$ ;

autrement dit, si $a\in \mathfrak{h},$ $\alpha$ fixe les \’el\’ements de $M_{N,\mathfrak{h}^{p}}$ ; d’o\‘u r\’esulte $ M_{N.\mathfrak{h}^{\rho}}\subset$

$M_{N},\mathfrak{y}^{\prime}$ D’autre part, comme on a bien $M_{N,0}^{\rho}=M_{N,0}=1\psi_{N,0}^{\prime}$ et comme [ $1\psi_{N,\mathfrak{h}}$ :
$M_{N,0}],$ $[M_{N.\mathfrak{h}^{\prime}} : M_{N,0}^{\prime}]$ sont \’egaux \‘a l’indice du groupe $\mathfrak{h}$ , on a

$[M_{N.\mathfrak{h}}^{\rho} : M_{N,0}]=[M_{N,\mathfrak{h}} : 11l_{N,0}]=[M_{N.\mathfrak{h}^{\prime}} : M_{N,0}]$ ;

ce qui montre $JM_{N,\mathfrak{h}^{\rho}}=1\psi_{N,\mathfrak{h}^{\prime}}$ .
Soient maintenant $\{\Gamma_{N,1)}, u\}$ un mod\‘ele du corps $M_{N,\mathfrak{h}}$ et $B$ le lieu de

$u\times u^{p}$ sur $\Gamma_{N,\mathfrak{h}}\times\Gamma_{N,\mathfrak{h}}$ par rapport \‘a $Q(\zeta_{N})$ , D’apr\‘es la relation (11) et $M_{N,\mathfrak{h}^{\rho}}$

$=j\psi_{N,\mathfrak{h}^{\prime}},$ $B$ donne une correspondance birationnelle de $\Gamma_{N,f)}$ . En vertu de la
relation $\rho\alpha=\alpha^{\prime}\rho$ que l’on a vue ci-dessus, on peut d\’emontrer la proposition
suivante de la m\^eme mani\‘ere que la prop. 12.

PROPOSITION 13. Soit $\varphi_{n}$ l’automorphisme de $Q(\zeta_{N})$ tel que $\zeta_{N}^{\varphi_{n}}=\zeta_{N}^{n}$ . On
$a$ alors

$B^{\varphi_{n}}\circ Y_{n}=B$ .

\S 3. Formules de congruence.

9. Dans cette section nous d\’emontrerons quelques relations de congru-
ence pour les correspondances d\’efinies dans \S 2. Pour cela, nous profiterons
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de la notion de r\’eduction des vari\’et\’es alg\’ebriques modulo $p$ , et nous ser-
virons des termes et des r\’esultats dans [5-8].

Soient $k$ un corps, $\mathfrak{p}$ un diviseur premier de $k$ et $\tilde{k}$ le corps des restes
modulo $\mathfrak{p}$ . Si ee repr\’esente un objet alg\’ebro-g\’eom\’etrique d\’efini par rapport
\‘a $k$ , nous indiquerons par $\mathfrak{X}(t))$ ou be la r\’eduction de ee modulo $\mathfrak{p}$ .

Soit $\Gamma$ une courbe compl\‘ete sans point multiple, d\’efinie par rapport \‘a
$k$ . Nous dirons que $\Gamma n’ a$ pas de d\’efaut pour $\mathfrak{p}$ , si $\Gamma$ est $\mathfrak{p}$ -simple et $\mathfrak{p}$-complet
et la r\’eduction $\tilde{\Gamma}$ n’a pas de point multiple; s’il en est ainsi, $\Gamma$ et $\tilde{\Gamma}$ ont
le m\^eme genre et $\Gamma$ n’a pas de d\’efaut comme variet\’e ab\’elienne lorsque $\Gamma$

est une courbe elliptique.
Maitenant supposons que $\mathfrak{p}$ ne divise ni 2, ni 3. Soit $j$ un \’el\’ement de $k$ .

Pour qu’il existe une courbe elliptique $E^{\prime}$ , d\’efinie par rapport \‘a une exten-
sion $k^{\prime}$ de $k$ , sans d\’efaut pour \v{c}haque prolongement de $\mathfrak{p}$ dans $k^{\prime}$ , telle que
$j(E^{\prime})=j$ , il faut et il suffit que $j$ soit $\mathfrak{p}$ -entier; s’il en est ainsi, on a $j(E^{\prime}(\mathfrak{p}))$

$=j(E^{\prime})(\mathfrak{p}^{\prime})$ o\‘u $\mathfrak{p}^{\prime}$ d\’esigne un prolongement de $\mathfrak{p}$ dans $k^{\prime}$ (cf. [2] \S 4).
Soient $\Gamma,$ $\Gamma^{\prime}$ deux courbes compl\‘etes sans point multiple d\’efinies par

rapport \‘a $k$ et $X$ une correspondance entre $\Gamma$ et $\Gamma^{\prime}$ rationnelle par rapport
\‘a $k$ . Supposons que $\Gamma,$

$\Gamma^{\prime}$ n’aient pas de d\’efaut pour $\mathfrak{p}$ . On obtient alors
une correspondance $\tilde{X}=X(\mathfrak{p})$ entre fi et $\tilde{\Gamma}^{\prime}$ ; on v\’erifie ais\’ement $X^{\prime}(\mathfrak{p})=X(\mathfrak{p})^{\prime}$ .
Soient $w$ et $\tilde{w}$ respectivement un point g\’en\’erique de $\Gamma$ par rapport \‘a $k$ et
un point g\’en\’erique de $\tilde{\Gamma}$ par rapport \‘a $ k\sim$. Les produits $X\cdot(w\times\Gamma^{\prime})$ et
$\tilde{X}\cdot(\tilde{w}\times\tilde{\Gamma}^{\prime})$ sont alors definis. La sp\’ecialisation $w\rightarrow\tilde{w}[\mathfrak{p}]$ definit un prolonge-
ment $\mathfrak{p}_{1}$ dans $k(w)$ ; d’apr\‘es le th. 17 de [5], $\tilde{X}\cdot(\tilde{w}\times\tilde{\Gamma}^{\prime})$ est la r\’eduction de
$X\cdot(w\times\Gamma^{\prime})$ modulo $\mathfrak{p}_{1}$ . Par suite on a $d(X)=d(\tilde{X})$ et semblablement d’(X)
$=d^{\prime}(\tilde{X})$ . Soient $J,$ $J^{\prime}$ respectivement une jacobienne de $\Gamma$ et une jacobienne
de $\Gamma^{\prime}$ ; soient $\varphi$ une application canonique de $\Gamma$ dans $J$ et $\varphi^{\prime}$ une application
canonique de $\Gamma^{\prime}$ dans $J^{\prime}$ . Nous supposons que $J,$ $J^{\prime},$

$\varphi,$
$\varphi^{\prime}$ soient d\’efinis par

rapport \‘a $k$ et que $J,$ $J^{\prime}$ n’aient pas de d\’efaut pour $\mathfrak{p}$ . Alors, on peut d\’e-
montrer que $J$ est une jacobienne de $\tilde{\Gamma}$ , que $\tilde{\varphi}$ est une application canonique
de $\tilde{\Gamma}$ dans $J$ et de m\^eme pour $\tilde{\Gamma}^{\prime},\tilde{J}^{\prime},\tilde{\varphi}^{\prime}$ . Soit $\xi$ l’homcmorphisme de $J$ dans $J^{\prime}$

correspondant \‘a $X$. Alors on v\’erifie ais\’ement que $\tilde{\xi}$ est l’homomorphisme
de $J$ dans $J^{\prime}$ correspondant \‘a $\tilde{X}$.

10. Soit maintenant $E$ la courbe elliptique avec l’invariant transcendant
$j$ sur $Q$ , que nous avons consid\’er\’ee dans \S 2. Soient $N$ un entier positif et
$p$ un nombre premier qui ne divise pas $6N$. En regardant ce nombre pre-
mier $p$ comme le nombre $n$ dans 6, nous obtenons les sous-groupes $\mathfrak{g}_{a}$ de $E$

d’ordre $p$ , les courbes elliptiques $E_{\alpha}$ et les homomorphismes $\lambda_{\alpha}$ . Le nombre
$s$ des $\mathfrak{g}_{\alpha}$ est ici \’egal \‘a $p+1$ . Pour chaque $\alpha$ , soit $\mu_{a}$ un homomorphisme de
$E_{\alpha}$ sur $E$ tel que $\mu_{\alpha}\lambda_{\alpha}=p\delta_{E}$ et $\lambda_{\alpha l^{4\alpha}}=p\delta_{E}\alpha$ Nous nous servirons des m\^emes

notations que dans 6-8.
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Soit $k_{1}$ une extension de degr\’e fini de $K_{pN^{*}}(E)$ telle que tous les $\lambda_{\nu},$
$\mu_{\nu}$

soient d\’efinis par rapport \‘a $k_{1}$ . Soit $\mathfrak{p}_{1}$ un diviseur premier de $k_{1}$ prolongeant
le diviseur premier $p$ de $Q$ tel que $j(\mathfrak{p}_{1})$ soit transcendant sur le corps pre-
mier. D’apr\‘es un r\’esultat classique4), tous les $j_{\alpha}$ sont $\mathfrak{p}_{1}$ -entiers. Il existe
donc pour chaque $\alpha$ une courbe elliptique $E_{\alpha}^{\prime}$ isomorphe \‘a $E_{\alpha}$ qui n’a pas
de d\’efaut pour tout prolongement de $\mathfrak{p}_{1}$ . Soient $\lambda_{a^{\prime}}$ un homomorphisme de
$E$ sur $E_{\alpha}^{\prime}$ tel que $\mathfrak{g}(\lambda_{\alpha^{\prime}})=\mathfrak{g}_{\alpha}$ et $\mu_{\alpha}^{\prime}$ un homomorphisme de $E_{\alpha^{\prime}}$ sur $E$ tel que
$\mu_{\alpha}^{\prime}\lambda_{a^{\prime}}=p\delta_{E},$ $\lambda_{\alpha^{\prime}}\mu_{\alpha}^{\prime}=p\delta_{E}’\alpha$ . Soient $k$ une extension finie de $k_{1}$ par rapport \‘a

laquelle tous les $E_{\alpha^{\prime}}$ et tous les $\lambda_{\alpha^{\prime}},$ $\mu_{\alpha}^{\prime}$ sont d\’efinis et $\mathfrak{p}$ un prolongement
de $\mathfrak{p}_{1}$ dans $k$ . En r\’eduisant modulo $\mathfrak{p}$ , on a $\tilde{\mu}_{\alpha}^{\prime}\tilde{\lambda}_{a}^{\prime}=p\delta_{\hat{E}}$ . D’apr\‘es la prop. 3,
on a $\nu_{s}(\tilde{\mu}_{\alpha}^{\prime})\nu_{s}(\tilde{\lambda}_{\alpha^{\prime}})=p$ ; il en r\’esulte que 1‘on a $\nu_{s}(\tilde{\mu}_{\alpha^{\prime}})=1$ ou $\nu_{s}(\tilde{\lambda}_{\alpha}^{\prime})=1$ . D’apr\‘es
la prop. 2, on a $\tilde{J}_{\alpha^{=}}\tilde{J}^{p}$ ou $l_{a^{p}}^{\sim}=\tilde{J}$ ; par suite tous les $\tilde{J}_{\alpha}$ sont transcendants
sur le corps premier. Comme $E_{a}$ est d\’efini par l’\’equation (6) et $\gamma_{t}$

$=27j_{a}/(j_{a}-1),$ $E_{\alpha}$ n’a pas de d\’efaut pour $\mathfrak{p};E_{\alpha}$ est alors d\’efini par l’\’equation

(12) $Y^{2}=4X^{3}-\tilde{\gamma}_{a}X-\tilde{\gamma}_{\alpha}$ .
La r\’eduction modulo $\mathfrak{p}$ donne un homomorphisme de $o(p, E)$ sur $fI(p,\tilde{E})$ .

Comme le groupe $\mathfrak{g}(p, E)$ est d’ordre $p^{2}$ et comme, d’apr\‘es la prop. 3, le
groupe $\mathfrak{g}(p,\tilde{E})$ est d’ordre $p$ , le noyau de cet homomorphisme est d’ordre $p$ ;
donc il coincide avec un des $\zeta\int_{\alpha}$ , mettons $\mathfrak{g}_{1}$ . On a alors $q(\tilde{\lambda}_{1})=\mathfrak{c}^{\sim_{1}}|=\{0\}$ . Si
$\alpha>1$ , on a $\mathfrak{g}(p, E)=(\ddagger_{1}+\mathfrak{g}_{a}$ , de sorte qu’on a $\mathfrak{g}(\tilde{\lambda}_{a})=\mathfrak{g}_{\alpha}\sim=q(p,\tilde{E})$ . On a donc
$\nu_{s}(\tilde{\lambda}_{1})=1$ et $\nu_{s}(\tilde{\lambda}_{\alpha})=p$ pour $\alpha>1$ . Comme on a $\tilde{\mu}_{\alpha}\tilde{\lambda}_{\alpha}=p\delta_{\overline{E}}$ , d’apr\‘es la prop. 3
on a $\nu_{s}(\tilde{\mu}_{1})=p$ et $\nu_{s}(\tilde{\mu}_{a})=1$ pour $\alpha>1$ . Il en r\’esulte d’apr\‘es la prop. 2, qu’il
$y$ a un isomorphisme $\epsilon$ de $\tilde{E}^{p}$ sur $E_{1}$ et un isomorphisme $\epsilon_{\alpha}$ de $\tilde{E}_{\alpha^{p}}$ sur $\tilde{E}$

pour chaque $\alpha>1$ tels que
$\tilde{\lambda}_{1}\tilde{x}=\epsilon\tilde{x}^{p}$ pour $\tilde{x}\in\tilde{E}$ ,

(13)
$\tilde{\mu}_{\alpha}\tilde{x}_{\alpha}=\epsilon_{a}\tilde{x}_{a}^{p}$ pour $\tilde{x}_{\alpha}\in\tilde{E}_{\alpha}$ $(\alpha>1)$ .

On a donc
$\tilde{J}_{1}=\tilde{J}^{p}$ $\tilde{\gamma}_{1}=\tilde{\gamma}^{p}$ ,

(14)
$\tilde{J}=\tilde{J}_{\alpha}^{p}$ $\tilde{\gamma}=\tilde{\gamma}_{\alpha^{p}}$ $(\alpha>1)$ .

On en d\’eduit que $E_{1}=\tilde{E}^{p},\tilde{E}=\tilde{E}_{\alpha^{p}}(\alpha>1)$ comme les \’equations de $E$ et de $E_{\alpha}$

ont les formes (4) et (6); les isomorphismes $\epsilon,$
$\epsilon_{a}$ sont donc \’eguax \‘a $\pm 1$ . Soient

$h$ et $h_{\alpha}$ respectivement les fonctions canoniques sur $E$ et sur $E_{\alpha}$ comme
dans $6\sim 8$ ; on a alors $\tilde{h}_{1}=\tilde{h}^{p}$ et $h=h^{p}$ pour $\alpha>1$ . Il s’ensuit donc de la
relation (13) que

(15) $\tilde{h}_{1}(\tilde{\lambda}_{1}\tilde{t})=\tilde{h}^{p}(\pm\tilde{t}^{p})=\tilde{h}(\tilde{t})^{p}$ pour $\tilde{t}\in \mathfrak{g}(N,\tilde{E})$ ,
$\tilde{h}(\tilde{\mu}_{a}\tilde{t}_{\alpha})=\tilde{h}_{\alpha^{p}}(\pm\tilde{t}_{a^{p}})=\tilde{h}_{a}(\tilde{t}_{a})^{p}$ pour $\tilde{t}_{\alpha}\in \mathfrak{g}(N,\tilde{E}_{\alpha})$ , $(\alpha>1)$ .

4) Une d\’emonstration moderne de ce r\’esultat est donn\’ee dans [2] \S 6.
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En substituant $\tilde{\lambda}_{\alpha}\tilde{t}$ \‘a $\tilde{t}_{a}$ on obtient

(15) $\tilde{h}_{a}(\tilde{\lambda}_{\alpha}\tilde{t})^{p}=\tilde{h}(p\tilde{t})$ pour $\tilde{t}\in \mathfrak{g}(N,\tilde{E})$ .
Soient $\sigma_{\mathcal{O}}$ pour $1\leqq\alpha\leqq p+1$ et $\rho_{n}$ les isomorphismes du corps $K_{N}(E)$ de’finis
dans 6. Les relations (14), (15), $(15^{\prime})$ montrent que $K_{N}$ a un syst\‘eme de
g\’en\’erateurs $(x)=(x_{1},\cdots, x_{c})$ sur $Q$ tel que tous les $x_{i},$

$x_{t^{\sigma_{\alpha}}},$ $x_{i}^{\rho_{P}}$ soient $\mathfrak{p}$-entiers
et que l’on ait

$x_{i}^{\sigma_{1}}\equiv x_{\dot{t}}^{p}$ $mod$ . $\mathfrak{p}$ ,
(16)

$(x_{i}^{\sigma_{\alpha}})^{p}\equiv x_{i}^{\rho_{p}}(1<\alpha\leqq p+1)$ $mod$ . $\mathfrak{p}$ .

11. Nous allons maintenant nous occuper des correspondances d\’efinies
dans 7. Soient $L$ un sous-corps de $K_{N}$ tel que $L\supset Q(j),$ $L\cap Q(\zeta_{N})=Q$ et $\{\Gamma, u\}$

un mod\‘ele de $L$ . Soient $X_{p},$ $Y_{p}$ les correspondances sur $\Gamma$ d\’efinies dans 7.
$\Gamma$ n’a pas de d\’efaut pour presque tous les diviseurs premiers de $Q$ . Pour
chacun de ces diviseurs premiers de $Q$ , nous prenons un de ses prolonge-
ments dans $F$ et le fixons; nous d\’esignons le diviseur premier de $F$ prolon-
geant $(p)$ aussi par $p$ . On v\’erifie facilement que le point $u$ reste g\’en\’erique
par rapport au corps premier modulo presque tous les $p$.

Soient $u_{1},\cdots,$ $u_{z}$ les coordonn\’ees du point $u$ ; chaque $u_{i}$ s’exprime sous
la forme $u_{i}=f_{i}(x)/g_{i}(x)$ o\‘u $f_{i},$ $g_{i}$ sont deux polynomes \‘a coefficients entiers.
Tous les $g_{i}(x),$ $g_{i}(x)^{0_{n}}(1\leqq i\leqq z, 1\leqq n\leqq N, (n, N)=1)$ sont des $p$-unit\’es pour
presque tous les diviseurs premiers $p$ . La formule (16) montre que les $g_{i}(x)^{\sigma_{a\}}}$

sont des $p$-unit\’es pour ces $p$ . Il s’ensuit donc de (16) que l’on a pour
presque tous les $p$,

(17) $\tilde{u}^{\sigma_{1}}=\tilde{u}^{p}$ , $(\tilde{u}^{\sigma_{\alpha}})^{p}=\tilde{u}^{\rho_{p}}$ $(\alpha>1)$ .
Si $\tilde{u}$ est g\’en\’erique sur fi par rapport au corps premier, les produits d’inter-
section $\tilde{X}_{p}\cdot(\tilde{u}\times\tilde{\Gamma})$ et $\tilde{Y}_{p}\cdot(\tilde{u}\times\tilde{\Gamma})$ sont d\’efinis. Il r\’esulte alors de (7), (9), (17)

et du th. 17 de [5] que l’on a
$\tilde{X}_{p}(\tilde{u})=\tilde{u}^{p}+p\tilde{Y}_{p}(\tilde{u})^{1\int p}$ .

$Y_{n}$ donne, pour chaque $n$ , une correspondance birationnelle de $\tilde{\Gamma}$ pour
presque tous les $p$ . Soit $\Pi$ le lieu de $\tilde{u}\times\tilde{u}^{p}$ sur $\tilde{\Gamma}\times\tilde{\Gamma}$ par rapport au corps
premier. Alors on a

$\tilde{X}_{p}(\tilde{u})=(\Pi+\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p})(\tilde{u})$ ;

on en d\’eduit que $\tilde{X}_{p}-(\Pi+\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p})$ est un cycle $\mathfrak{a}\times\tilde{\Gamma}$ o\‘u (\ddagger est un diviseur
sur $\tilde{\Gamma}$ en vertu du th. 2 de [10]. Comme $\Pi+\Pi^{\gamma}\circ\tilde{Y}_{p}$ n’a pas de composant
de la forme $a\times\tilde{\Gamma}$ , on voit que $\mathfrak{a}>0$ . D’autre part on a $d(\tilde{X}_{p})=d^{\prime}(\tilde{X}_{p})=p+1$

en vertu de (8) et $d^{\prime}(\Pi+\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p})=p+1$ ; d’o\‘u r\’esulte ($\ddagger=0$ . Nous obtenons
ainsi la premi\‘ere formule de congruence pour la correspondance modulaire
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(I) $\tilde{X}_{p}=\Pi+\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p}$

pour presque tous les nombres premiers $p$.

12. Nous prenons maintenant pour $L$ le corps $L_{N}$ ou le corps $M_{N,\mathfrak{h}}$

d\’efinis dans 8. Soient les notations $A,$ $B,$ $\varphi_{n}$ comme dans 8. D’apr\‘es la

prop. 7, $\varphi_{p}$ donne un automorphisme de Frobenius $(\frac{Q(\zeta_{N})/Q}{p})$ . Il s’ensuit

de l\‘a que l’on a $\tilde{A}^{\varphi p}=\tilde{A}^{p},\tilde{B}^{(p}p_{=\tilde{B}^{p}}$ D’apr\‘es la prop. 12 et la prop. 13, on a
$\tilde{A}^{p}\circ\tilde{Y}_{p}=\tilde{A}$ sur $\tilde{\Gamma}_{N}$ ,

(18)
$\tilde{B}^{p}\circ\tilde{Y}_{p}=\tilde{B}$ sur $\tilde{\Gamma}_{N,\mathfrak{h}}$ .

Comme $A$ est une correspondance birationnelle, on a $ A^{\prime}\circ A=\Delta$ et par con-
s\’equent

(19) $\tilde{A}^{\prime}\circ\tilde{A}=\tilde{\Delta}$ .
D’autre part, on v\’erifie ais\’ement

(20) $\Pi\circ \mathfrak{X}=\mathfrak{X}^{p}\circ\Pi$ et $\mathfrak{X}\circ\Pi^{\prime}=\Pi^{\prime}\circ \mathfrak{X}^{p}$

pour toute correspondance $\chi$ . Il s’ensuit alors des formules (18), (19), (20)

que l’on a
$\tilde{A}^{\prime}\circ\Pi^{\prime}\circ\tilde{A}=\tilde{A}^{\prime}\circ\Pi^{\prime}\circ\tilde{A}^{p}\circ\tilde{Y}_{p}=\tilde{A}^{\prime}\circ\tilde{A}\circ\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p}=\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p}$

sur $\tilde{\Gamma}_{N}$ . Il en est de m\^eme pour $\tilde{B},\tilde{\Gamma}_{N.\mathfrak{h}}$ . On obtient ainsi la deuxi\‘eme

formule de congruence:
$\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p}=\tilde{A}^{\prime}\circ\Pi^{\prime}\circ\tilde{A}$ sur $\tilde{\Gamma}_{N}$ ,

(II)
$\Pi^{\prime}\circ\tilde{Y}_{p}=\tilde{B}^{\prime}\circ\Pi^{\gamma}\circ\tilde{B}$ sur $\tilde{\Gamma}_{N.\mathfrak{h}}$

pour presque tous les nombres premiers $p$.

13. Nous allons r\’ecrire les formules (I), (II) en termes d’endomorphismes
de la jacobienne.

Soient $L,$ $\Gamma$ comme dans 11, $J$ une jacobienne de $\Gamma$ et $\varphi$ une application
canonique de $\Gamma$ dans $J$. Comme $\Gamma$ est d\’efini par rapport \‘a $Q$ , on peut sup-
poser d’apr\‘es [1] ou d’apr\‘es [12] que $J$ soit d\’efini par rapport \‘a $Q$ ; de plus
si $\Gamma$ a un point rationnel par rapport \‘a $Q$ , on peut aussi supposer que $\varphi$

soit d\’efini par rapport \‘a $Q$ . Cela pos\’e, nous d\’esignerons par $\xi_{n}$ et $\eta_{n}$ les
endomorphismes de $J$ correspondant \‘a $X_{n}$ et \‘a $Y_{n}$ . Nous d\’esignerons la
jacobienne $J$ de $\Gamma$ par $J_{N}$ ou $J_{N,\mathfrak{h}}$ selon que $L$ est \’egal \‘a $L_{N}$ ou \‘a $M_{N,f)}$ ; nous
d\’esignerons aussi par $\alpha$ et $\beta$ les endomorphismes de $J_{N}$ et de $J_{N,\mathfrak{h}}$ corre-
spondant \‘a $A$ et \‘a $B$, respectivement. Nous d\’emontrerons, dans 17, que
$\Gamma_{N},$ $\Gamma_{N,\mathfrak{h}}$ ont des points rationnels par rapport \‘a $Q$ .
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Pour presque tous les nombres premiers $p,$ $I$ n’a pas de d\’efaut, $\tilde{J}$ est
une jacobienne de $\tilde{\Gamma}$ et $\tilde{\varphi}$ est une application canonique dans $\tilde{\Gamma}$ . D’apr\‘es
(I), (II), nous obtenons donc les relations suivantes pour presque tous les
nombres premiers $p$ :
(I) $\tilde{\xi}_{p}=\pi+\pi^{\prime}\tilde{\eta}_{p}$ sur $J$ ,

$\pi^{\prime}\tilde{\eta}_{p}=\tilde{\alpha}^{-1}\pi^{\prime}\tilde{\alpha}$ sur $J_{N}$ ,
$(II^{\prime})$

$\pi^{\prime}\tilde{\eta}_{p}=\tilde{\beta}^{-1}\pi^{\prime}\tilde{\beta}$ sur $J_{N,\mathfrak{h}}$

o\‘u $\pi$ d\’esigne l’homomorphisme de $p$-i\‘eme puissance de $J$.

\S 4. Fonctions modulaires elliptiques.

14. Soient $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ deux nombres complexes tels que $\mathfrak{J}(\omega_{1}/\omega_{2})>0$ et $D$ le
r\’eseau dans le plan complexe $C$ engendr\’e par $\{\omega_{1}, \omega_{2}\}$ . Posons

$g_{2}(D)=g_{2}(\omega_{1}, \omega_{2})=60\Sigma^{\gamma}\omega^{-4}$ ,

$g_{3}(D)=g_{3}(\omega_{1}, \omega_{2})=140\Sigma^{\prime}\omega^{-6}$ ,

$\beta)(z;D)=\oint(z;\omega_{1}, \omega_{2})=z^{-2}+\Sigma^{\prime}[(z-\omega)^{-2}-\omega^{-2}]$

o\‘u $\Sigma^{\prime}$ d\’esigne la sommation \’etendue \‘a tous les nombres $\omega\neq 0$ de $D$ . La
fonction $b$ et sa d\’eriv\’ee th’ satisfont \‘a l’\’equation

$\theta^{\prime 2}=4b^{3}\}-g_{2}\phi-g_{3}$ .
$g\underline{)}(\omega_{1}, \omega_{2})$ et $g_{3}(\omega_{1}, \omega_{2})$ sont les formes modulaires d’esp\‘ece $(((Stufe)))1$ respec-
tivement de degr\’e $-4$ et $-6$ . Elles ont les expressions

$g_{2}(\omega_{1}, \omega_{2})=(\frac{\pi}{\omega_{2}})^{4}(\frac{1}{12}+20\sum_{n=1}^{\infty}\frac{n^{3}q^{n}}{1-q^{n}})$ ,

(21)

$g_{3}(\omega_{1}, \omega_{2})=(\frac{\pi}{\omega_{2}})^{6}(\frac{1}{216}-\frac{7}{3}\sum_{n--1}^{\infty}\frac{n^{5}q^{n}}{1-q^{n}})$ .

o\‘u $q=e^{2\pi i\tau},$ $\tau=\omega_{1}/\omega_{2}$ . Nous nous servirons des notations $q,$ $\tau$ toujours en ce
sens et posons aussi $q_{N}=e^{2^{\pi i\tau}/N},$ $\zeta_{N}=e^{2^{\pi i}/N}$ .

La fonction $j(\tau)=g_{2^{3}}/(g_{2^{3}}-27g_{3}^{2})$ est une fonction modulaire d’esp\‘ece 1;
elle a l’expression

(22) $j(\tau)=12^{-3}(q^{-1}+744+\cdots)$

dont les coefficients sont rationnels. Soient $N$ un entier $>1$ et $\alpha,$ $\beta$ deux
entier.$s$ tels que $(\alpha, \beta)\not\equiv(0,0)mod$ . $N$ La fonction

$\theta(\frac{\alpha\omega_{1}+\beta\omega_{2}}{N}$ ; $\omega_{1},$
$\omega_{2})$

est une forme modulaire d’esp\‘ece $N$ et de degr\’e $-2$ ; elle a l’expression
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(23) $\theta(\frac{\alpha\omega_{1}+\beta\omega_{2}}{N}$ ; $\omega_{1},$
$\omega_{2})=(\frac{2\pi}{\omega_{2}})^{2}\{-\frac{1}{12}+2\sum_{n=1}^{\infty}\frac{nq^{n}}{1-q^{n}}-\frac{\zeta_{N}^{\beta}q_{N}^{a}}{(1-\zeta_{N}^{\beta}q_{N}^{\alpha})^{2}}$

$-\sum_{n=1}^{\infty}\frac{nq^{n}}{1-q^{n}}(\zeta_{N^{n}}\rho q_{N^{nd}}+\zeta_{N}^{-n_{\beta}}q_{N}^{-na})\}$ ,

$(0\leqq\alpha<N, (\alpha, \beta)\not\equiv(0,0)mod. N)$ .
Posons maintenant

$f_{\alpha}\rho(\tau)=f(\alpha, \beta;\tau)=\frac{g_{2}(\omega_{1},\omega_{2})}{g_{3}(\omega_{1},\omega_{2})}\oint\}(\frac{\alpha\omega_{1}+\beta\omega_{2}}{N}$ ; $\omega_{1},$
$\omega_{2})$ .

Les fonctions $f_{\alpha\beta}(\tau)$ sont des fonctions modulaires $d’ esp\grave{c}$ce $N$. Pour qu’on ait
$f_{\alpha\beta}=f_{\alpha^{\prime}\beta^{\prime}}$ , il faut et il suffit que $(\alpha, \beta)\equiv\pm(\alpha^{\prime}, \beta^{\prime})mod$ . $N$ Soient $a,$ $b,$ $c,$

$d$

quatre entiers rationnels tels que ad-bc $=1$ ; on v\’erifie alors facilement que

(24) $f(\alpha,$ $\beta;\frac{a\tau+b}{c\tau+d})=f(\alpha^{\prime}, \beta^{\prime} ; \tau)$ pour $(\alpha^{\gamma}\beta^{\prime})=(\alpha\beta)\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ .

D’apr\‘es (21), (23), on voit que tous les $f_{\alpha\beta}(\tau)$ ont des d\’eveloppements en $q_{N}$

\‘a coefficients dans $Q(\zeta_{N})$ et qu’en particulier, $f_{10}(\tau)$ a un d\’eveloppement
en $q_{N}$ \‘a coefficients rationnels; si $N\geqq 3,$ $f_{1\beta}(\tau)$ a un d\’eveloppement en $q_{N}$

(25) $f_{\iota\beta}(\tau)=r_{\beta}+s_{\beta}\zeta_{N}^{\beta}q_{N}+$ ($termes$ d’ordres plus hauts)

o\‘u $r_{\beta},$ $s_{\beta}$ sont deux nombres rationnels et $s_{\beta}\neq 0$ .

15. Soit maintenant $\tau_{0}$ un nombre complexe tel que $j(\tau_{0})$ soit tran-
scendant sur $Q$ . Posons $j_{0}=j(\tau_{0})$ et $\gamma_{0}=27j_{0}/(j_{0}-1)$ ; soient $E$ la courbe ellip-
tique d\’efinie par l’equation $Y^{2}=4X^{3}-\gamma_{0}X-\gamma_{0}$ et $h$ la fonction canonique
sur $E$. Soient $\omega_{01},$ $\omega_{02}$ deux nombres complexes tels que $\omega_{0i}/\omega_{02}=\tau_{0}$ et $D$ le
r\’eseau engendr\’e par $\{\omega_{01}, \omega_{02}\}$ . Il existe alors un isomorphisme analytique
$u(z)$ de $C/D$ sur $E$. Nous allons d\’emontrer que l’on a

(26) $h(u(z))=\frac{g_{2}(\omega_{01},\omega_{02})}{g_{3}(\omega_{01},\omega_{02})}\oint(z;\omega_{01}, \omega_{02})$

pour tout $z\in C$. Posons $\mu=[g_{3}(D)/g_{2}(D)]^{1/2}$ ; on a alors $g_{2}(\mu D)=g_{3}(\mu D)$ . Puis-
qu’on a $j_{0}=j(\tau_{0})=g_{2}(\mu D)/[g.)\vee(l^{l}D)-27g_{2}(\mu D)]$ , on voit que $\gamma_{0}=g_{2}(\mu D)=g_{3}(l^{l}D)$ .
Par suite, pour tout nombre complexe $z,$ $u^{\prime}(z)=(b(\mu z;\mu D), \phi^{\prime}(\mu z;\rho D))$ est
un point sur $E$ ; de plus $z\rightarrow u^{\prime}(z)$ donne un isomorphisme analytique de

$C/D$ sur $E$. On a $h(n^{\prime}(z))=b(llZ;\mu D)=,\alpha^{-q}-\phi(z;D)=\frac{g_{2}}{g_{3}}(D)(D)\#(z;D)$ . Comme

$d(E)$ est isomorphe \‘a $Z$, on a $u(z)=\pm u^{\prime}(z)$ ; ce qui montre (26). Posons
$t_{1}=u(\omega_{01}/N),$ $t_{2}=u(\omega_{02}/N);\{t_{1}, t_{2}\}$ est alors un syst\‘eme de g\’en\’erateurs pour
$\mathfrak{g}(N, E)$ . D’apr\‘es (26), on v\’erifie ais\’ement

$j(E)=j(\tau_{0})$ ,
(27)

$h(\alpha t_{1}+\beta t_{2})=f_{a}\rho(\tau_{0})$ ;
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on a donc
$K_{N}(E)=Q(j(\tau_{0}), f_{a\beta}(\tau_{0})|0\leqq\alpha<N,$ $0\leqq\beta<N,$ $(\alpha$ , \mbox{\boldmath $\beta$} $)$ $ $(0,0)mod$ . $N$).

Soit $\mathfrak{g}_{(i)}$ le sous-groupe de $E$ engendr\’e par $t_{i}$ pour $i=1,2$ . Soient $D_{()}1$
’

$D_{()}2$ les reseaux respectivement engendr\’es par $\{\omega_{01}/N, \omega_{02}\}$ et $\{\omega_{01}, \omega_{02}/N\}$ .
Alors l’application identique $z\rightarrow z$ sur le plan complexe $C$ donne un homo-
morphisme de $C/D$ sur $C/D_{(i)}$ dont le noyau est $D/D_{(i)}$ pour $i=1,2$ . On
peut en d\’eduire que

(28) $j(E/\mathfrak{g}_{(1)})=j(\tau_{0}/N)$ , $j(E/\mathfrak{g}_{(2)})=j(N\tau_{0})$ .
16. Nous d\’esignerons par $\mathfrak{M}_{N}$ le corps complet des fonctions modulaires

elliptiques d’esp\‘ece $N$ $\mathfrak{M}_{N}$ est un corps de fonctions alg\’ebriques d’une
variable sur C. $\mathfrak{M}_{N}$ est galoisien sur $M_{1}=C(j(\tau))$ ; le groupe de Galois de

$\mathfrak{M}_{N}/\mathfrak{M}_{1}$ est isomorphe au groupe $S_{N}$ de telle fagon que pour chaque $(_{c}^{a}$ $db)$

$\in S_{N^{*}}$ , l’application

$f(\tau)\rightarrow f(\frac{a\tau+b}{c\tau+d})$

donne un automorphisme de $\mathfrak{M}_{N}/\mathfrak{M}_{1}$ .
Nous d\’esignerons par $S1_{N}$ le corps $Q(j(\tau),$ ; engendr\’e sur $Q$ par $j(\tau)$

et tous les $f_{\alpha\beta}(\tau)(0\leqq\alpha\leqq N-1,0\leqq\beta\leqq N-1, (\alpha, \beta)\not\equiv(0,0)mod. N)$ . D’apr\‘es la
relation (24), $a,$ $b,$ $c,$ $d$, ayant les m\^emes significations que dans cette relation-

l\‘a, pour qu’on ait $f(\frac{a\tau+b}{c\tau+d})=f(\tau)$ pour tous les $f\in f\S_{N}$ , il faut et il suffit

qu’on ait $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\equiv\pm Imod$ . $N$. Cela d\’emontre que $f\partial_{N}$ engendre $\mathfrak{M}_{N}$ sur $C$,

c’est-\‘a-dire
$\mathfrak{M}_{N}=C(j(\tau), f_{a\beta}(\tau))$ .

$E$ \’etant la courbe elliptique avec l’invariant $j$ transcendant sur $Q$ , d\’efinie
dans 4, nous allons d\’emontrer que $K_{N}(E)$ est isomorphe au corps $\beta\S_{N}$ . Soit
$k$ le corps de constantes du corps $ff_{N}$ ; $S_{N}$ est alors un corps de fonctions
alg\’ebrique d’une variable sur $k$ . Comme $p_{N}$ est engendr\’e par l’adjonction
\‘a $Q$ de quantit\’es en nombre fini, il en est de m\^eme pour $k$ ; on peut donc
prendre un nombre complexe $\tau_{0}$ tel que $j(\tau_{0})$ soit transcendant sur $k$ . On
voit que $(j(\tau_{0}), f_{a\beta}(\tau_{0}))$ est une sp\’ecialisation de $(j(\tau), f\alpha\rho(\tau))$ par rapport \‘a
$C$, et donc naturellement par rapport \‘a $k$ . D’apr\‘es la d\’efinition de $k$ ,
$(j(\tau), f_{a\beta}(\tau))$ est de dimension 1 sur $k$ . Comme $j(\tau_{0})$ est transcendant sur $k$ ,
$(j(\tau_{0}), f_{\alpha\beta}(\tau_{0}))$ est une sp\’ecialisation g\’en\’erique de $(j(\tau), f_{a\beta}(\tau))$ par rapport \‘a
$k$ et donc par rapport \‘a $Q$ , de sorte que $\theta_{N}=Q(j(\tau), f_{a\beta}(\tau))$ est isomorphe \‘a
$Q(j(\tau_{0}), f_{\alpha\beta}(\tau_{0}))$ . Nous avons vu dans 15, que l’on a $Q(j(\tau_{0}), f_{\alpha\beta}(\tau_{0}))=K_{N}(E_{0})$

pour une courbe elliptique $E_{0}$ d\’efinie par l’\’equation
$Y^{2}=4X^{3}-\gamma_{0}X-\gamma_{0}$
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o\‘u $\gamma_{0}=27j(\tau_{0})/[j(\tau_{0})-1]$ . $\theta_{N}$ est donc isomorphe \‘a $K_{N}(E_{0})$ ; de plus on voit
que $(j(\tau), f_{\alpha\beta}(\tau))$ est de dimension 1 sur $Q$ . L’argument ci-dessus est valable
pour $E_{0}$ si seulement $j(\tau_{0})$ est transcendant sur $Q$ . Par suite on peut ex-
primer les propositions sur $\Omega_{N}$ en termes de courbe elliptique, au moyen
de l’isomorphisme donn\’e ainsi par une specialisation $\tau\rightarrow\tau_{0}$ o\‘u $\tau_{0}$ est un
nombre complexe tel que $j(\tau_{0})$ soit transcendant sur $Q$ . Nous appellerons
cette methode le principe de specialisation.

17. Nous allons maintenant d\’emontrer les propositions 5–7. Pour cela
nous demontrons d’abord le lemme suivant:

LEMME 4. Soient $k_{0}$ un corps, $k_{1}$ une extension s\’eparable de $k_{0},$ $x$ une variable
sur $k_{1}$ et $M$ une extension de $k_{0}(x),$ de degr\’e fini, telle que $11l\subset k_{1}(x)$ . Alors il
existe une extension $k$ de $k_{0},$ de degr\’e fini, telle que $M=k(x)$ .

Soit $\overline{k}_{0}$ la cl\^oture alg\’ebrique de $k_{0}$ . Comme $[M:k_{0}(x)]$ est fini, il existe
un ensemble fini $(y)=(y_{1},\cdots,y_{s})$ d’\’el\’ements de $k_{1}$ tel que $M\subset k_{0}(x, y)$ . Comme
$x$ est une variable sur $\overline{k}_{0}(y)$ et comme $\overline{k}_{0}(y)$ est une extension r\’eguli\‘ere de
$\overline{k}_{0},$ $\overline{k}_{0}(x, y)$ est une extension r\’eguli\‘ere de $\overline{k}_{0}(x)$ ; par suite $\overline{k_{0}}(x)$ est alg\’ebrique-
ment ferm\’e dans $\overline{k}_{0}(x, y)$ ; il en r\’esulte que $\overline{k}_{0}(x)=\overline{k}_{0}M$ ; on a donc $M\subset\overline{k}_{0}(x)$ .
Il existe donc une extension $k^{\prime}$ de $k_{0}$ , de degr\’e fini, telle que $M\subset k^{\prime}(x)$ .
Posons $k=M\cap k^{\prime}$ ; on a alors $k(x)\subset M$ et $\overline{k}\cap M=\overline{k}\cap k^{\prime}(x)\cap M=k^{\prime}\cap M=k$ . D’autre
part, puisque $k_{1}$ est s\’eparable sur $k_{0}$ , on voit que $M$ est une extension
s\’eparable de $k$ ; on en conclut que $M$ est une extension r\’eguli\‘ere de $k$ . On
a donc

$[k^{\prime}(x) : M]=[k^{\prime}M;M]=[k^{\prime} : k]=[k^{\prime}(x):k(x)]$ ;

ce qui montre $M=k(x)$ .
$K_{N}(E)$ est identifi\’e avec $9_{N}$ par l’isomorphisme donn\’e dans 16; nous

fixerons cette identification. On a alors

$j_{(1)}=j(\tau/N)$ , $j_{(2)}=j(N\tau)$ ,

$h(t_{1})=f_{10}(\tau)$ , $h(t_{2})=f_{01}(\tau)$

en vertu de (27), (28). La formule (5) prend maintenant la forme

$f_{\alpha\beta}^{\sigma}=f_{a^{\prime}\beta^{\prime}}$ , $(\alpha^{\gamma}\beta^{\prime})=(\alpha\beta)\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ ;

cette formule signifie que pour chaque automorphisme $\sigma$ de $ff_{N}$ sur $Q(j(\tau))$

il existe une telle matrice $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)\in G_{N^{*}}$ . L’application $\sigma\rightarrow\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ est un

isomorphisme dans $G_{N}=G_{N^{*}}/\{\pm I\}$ . Soit $G_{N^{\prime}}$ l’image de cet isomorphisme.
Il est bien connu que chaque \’el\’ement de $S_{N^{*}}$ est repr\’esent\’e par une matrice
$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ \‘a coefficients entiers telle que ad-bc $=1$ (non seulement $ad-bc\equiv 1$
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$mod$ . $N$). L’application $\tau\rightarrow\frac{a\tau+b}{c\tau+d}$ donne un automorphisme de $\mathfrak{M}_{N}$ sur
$Q(j(\tau))$ ; par suite on voit que $G_{N}^{\prime}\supset S_{N}$ en vertu de (24). Puisque le groupe
quotient $G_{N}/S_{N}$ est isomorphe au groupe $(Z/NZ)^{\times}$ d’\’el\’ements inversibles de
$Z/NZ$, il existe un sous-groupe $\mathfrak{h}$ de $(Z/NZ)^{\times}$ tel qu’on ait

$G_{N}^{\prime}=\{\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)|ad-bc\in \mathfrak{h}\}/\{\pm I\}$ .

Soit $H$ le sous-groupe

$\{\left(\begin{array}{ll}\pm 1 & 0\\0 & a\end{array}\right)|(a, N)=1\}/\{\pm I\}$

de $G_{N}$ . On a alors

(29) $G_{N}^{\prime}\cap H^{\prime}=\{\left(\begin{array}{ll}\pm 1 & 0\\0 & a\end{array}\right)|\pm a\in \mathfrak{h}\}$ ,

(30) $(G_{N}^{\prime}\cap H^{\prime}),S_{N}=G_{N}^{\prime}$ , $(G_{N}^{\prime}\cap H^{\prime})\cap S_{N}=\{e\}$ .

Soit $\mathfrak{L}$ le sous-corps de $P_{N}$ correspondant \‘a $S_{N}$ ; alors on a $Q(j)\subset \mathfrak{L}\subset C(j)$ .
Comme $\mathfrak{L}$ est une extension de $Q(j)$ de degr\’e fini, il existe, d’apr\‘es le lemme
4, une extension $k$ de $Q$ de degr\’e fini telle que $\mathfrak{L}=k(j)$ . Tous les \’el\’ements

de $\theta_{N}\cap C$ sont fix\’es par $S_{N}$ ; on a donc $ff_{N}\cap C\subset k(j)$ ; d’o\‘u r\’esulte $f\S_{N}\cap C=k$ .
Dans 5, nous avons montr\’e, en supposant que $G_{N}=G_{N^{\prime}}$ , que $Q(j, j_{(2)}, h(t_{1}))$

correspond \‘a $H^{\prime}$ . Quand on ne suppose pas $G_{N}=G_{N}^{\prime}$ , on voit que $Q(j, j_{(2)}, h(t_{1}))$

correspond \‘a $H^{\prime}\cap G_{N^{\prime}}$ . On a $Q(j, j_{2}, h(t_{1}))=Q(j(\tau), j(N\tau),$ $f_{10}(\tau))$ en vertu de
notre identification. D’apr\‘es (30), on a

$Q(j(\tau), j(N\tau),$ $f_{10}(\tau))\cap k(j(\tau))=Q(j)$ ,

$li_{N}=k(j(\tau), j(N\tau),$ $f_{10}(\tau))$ .
On peut regarder $5\partial_{N}$ comme un sous-corps du corps $Q(\zeta_{N})((q_{N}))$ des s\’eries
formelles en $q_{N}$ \‘a coefficients dans $Q(\zeta_{N})$ . L’application $q_{N}\rightarrow 0$ donne un
diviseur premier $\mathfrak{P}$ du corps $R_{N}$ . D’apr\‘es la formule (25), on a

$f_{1\beta^{\beta}}^{f_{1}},\frac{-r_{\beta}}{-r\rho}(\mathfrak{P})=\frac{s_{\beta}}{s_{\beta}}\zeta_{N}\theta^{-\beta^{\prime}}$ ;

ce qui montre que le corps des restes modulo $\mathfrak{P}$ est $Q(\zeta_{N})$ . $\mathfrak{P}$ induit un
diviseur premier $\mathfrak{p}$ dans $Q(j(\tau), j(N\tau),$ $f_{10}(\tau))$ . Comme $j(\tau),$ $j(N\tau),$ $f_{10}(\tau)$ ont
des d\’eveloppements en $q_{N}$ \‘a coefficients rationnels, le corps des restes
modulo $\mathfrak{p}$ est $Q$ . On a donc

$[fI\cap G_{N}^{\prime} : \{e\}]=[f\partial_{N} ; Q(j(\tau), j(N\tau), f_{10}(\tau))]\geqq[Q(\zeta_{N});Q]=[H^{\prime} : \{e\}]$ ;

d’o\‘u r\’esulte $H^{\prime}\cap G_{N}^{\prime}=H^{\prime}$ ; par suite on a $G_{N}=H^{\prime}S_{N}=G_{N}^{\prime}$ ; ce qui d\’emontre la
prop. 5.

Puisqu’on a $\Re_{N}\cap C=k$ , on a $k\subset Q(\zeta_{N})$ . D’autre part, on a
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$[k:Q]\geqq[k(j, j_{()}2’ h(t_{1})):Q(j, j_{(2)}, h(t_{1}))]$

$=[\theta_{N} ; Q(j(\tau), j(N\tau), f_{10}(\tau))]=[Q(\zeta_{N}):Q]$ ;

il s’ensuit de l\‘a que $k=Q(\zeta_{N})$ ; ce qui prouve la prop. 6. Dans le corps
$Q(\zeta_{N})((q_{N}))$ , l’application $\zeta_{N}\rightarrow\zeta_{N}^{a},$

$q_{N}\rightarrow q_{N}$ donne un automorphisme de $fP_{N}$

sur $Q(j)$ pour chaque $\alpha$ premier avec $N$ D’apr\‘es la formule (23), cet auto-

morphisme coincide avec l’automorphisme correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\0 & \alpha\end{array}\right)$ . Soit

$\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ un \’el\’ement de $G_{N^{*}}$ tel que ad-bc $=\alpha$ ; alors, puisque chaque \’el\’ement

de $S_{N}$ fixe tous les \’el\’ements de $Q(\zeta_{N}),$ $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right),$ $\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\0 & \alpha\end{array}\right)$ donnent le m\^eme auto-

morphisme de $Q(\zeta_{N})$ ; ce qui d\’emontre la prop. 7.
Nous avons vu que $Q(j, j_{()}2’ h(t_{1}))$ a un diviseur premier $\mathfrak{p}$ tel que le

corps des restes modulo $\mathfrak{p}$ est $Q$ . Cela d\’emontre que $\Gamma_{N}$ a un point rationnel
par rapport \‘a $Q$ comme $L_{N}=Q(j, j_{(1)}, h(t_{2}))$ est isomorphe \‘a $Q(j, j_{()}2’ h(t_{1}))$ .
Puisque $M_{N,\mathfrak{h}}$ est un sous-corps de $L_{N}$ , on voit de m\^eme que $\Gamma_{N,\mathfrak{h}}$ a un point
rationnel par rapport \‘a $Q$ .

18. Nous disons que deux matrices $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right),$ $\left(\begin{array}{ll}a^{\prime} & b^{\prime}\\c’ & d’\end{array}\right)$ \‘a coefficients entiers

sont \’equivalentes s’il existe une matrice $\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)$ \‘a coefficients entiers telle

que $\alpha\delta-\beta\gamma=1$ et $\left(\begin{array}{ll}a^{\prime} & b^{\prime}\\c’ & d’\end{array}\right)=\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ . Si $p$ est un nombre premier, il $y$

a $p+1$ classes d’\’equivalence des matrices $\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ telles que ad-bc $=p$ . Soient

$\left(\begin{array}{ll}a_{\nu} & b_{\nu}\\c_{\nu} & d_{\nu}\end{array}\right)(1\leqq\nu\leqq p+1)$ les repr\’esentants de ces classes; de plus, en supposant

que $p$ ne divise pas $N$, on peut les choisir de telle fagon que

$\left(\begin{array}{ll}a_{\nu} & b_{\nu}\\c_{\nu} & d_{\nu}\end{array}\right)\equiv\left(\begin{array}{ll}1 & 0\\0 & p\end{array}\right)$ $mod$ . $N$ $(1\leqq\nu\leqq p+1)$ .

Cela pos\’e, soient $(_{c}^{a}t$ $d_{\nu}^{\prime)}b_{\nu}^{\prime}$ pour $1\leqq\nu\leqq p+1$ les matrices telles que

$\left(\begin{array}{llll}a_{\nu} & \prime & b_{\nu} & \prime\\ c_{\nu} & \prime & d_{\nu} & \prime\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a_{\nu} & b_{\nu}\\c_{\nu} & d_{\nu}\end{array}\right)=\left(\begin{array}{ll}p & 0\\0 & p\end{array}\right)$ ;

on a alors

(31) $(_{c}^{a}td_{\nu}^{\prime)\equiv}b_{\nu}^{\prime}\left(\begin{array}{ll}p & 0\\0 & 1\end{array}\right)$ $mod$ . $N$ .

Soient $\tau_{0},$ $E,$ $D,$ $\{\omega_{01}, \omega_{02}\}$ et $u(z)$ comme dans 15; posons

(32) $\left(\begin{array}{l}\omega_{\nu 1}\\\omega_{\nu 2}\end{array}\right)=p^{-1}\left(\begin{array}{ll}a_{\nu} & b_{\nu}\\C\nu & d_{\nu}\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\omega_{01}\\\omega_{02}\end{array}\right)$ $(1\leqq\nu\leqq p+1)$ ;
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on a alors

(33) $\left(\begin{array}{l}\omega_{01}\\\omega_{02}\end{array}\right)=\left(\begin{array}{llll}a_{\nu} & \prime & b_{\nu} & \prime\\ c_{\nu} & \prime & d_{\nu} & \prime\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\omega_{\nu 1}\\\omega_{\nu 2}\end{array}\right)$ $(1\leqq\nu\leqq p+1)$ .

Soit $D_{\nu}$ le r\’eseau engendr\’e par $\{\omega_{\nu 1}, \omega_{\nu 2}\}$ pour chaque $\nu$ ; posons $\mathfrak{g}_{\nu}=u(D_{\nu}/D)$ .
$\mathfrak{g}_{\nu}$ est un sous-groupe de $E$ d’ordre $p$ ; on a $\mathfrak{g}_{\nu}\neq \mathfrak{g}_{\mu}$ pour $\nu\neq\mu$ . D\’efinissons
$E_{\nu},$ $\lambda_{\nu}$ comme dans 6 pour ces $E,$ $\mathfrak{g}_{\nu}$ ; et posons $u_{\nu}(z)=\lambda_{\nu}(u(z))$ ; alors $u_{\nu}(z)$ donne
un isomorphisme analytique de $C/D_{\nu}$ sur $E_{\nu}$ . Soit $h_{\nu}$ la fonction canonique
sur $E_{\nu}$ . En appliquant la formule (26) \‘a $E_{\nu}$ , on a

$h_{\nu}(u_{\nu}(z))=\frac{g_{2}(\omega_{\nu 1},\omega_{\nu 2})}{g_{3}(\omega_{\nu 1},\omega_{\nu 2})}\oint(z;\omega_{\nu 1}, \omega_{\nu 2})$ .

Posons $t_{1}=u(\omega_{01}/N),$ $t_{2}=u(\omega_{02}/N)$ ; on a alors $\alpha t_{1}+\beta t_{2}=u(\frac{\alpha\omega_{01}+\beta\omega_{02}}{N})$ et par

suite

$h_{\nu}(\lambda_{\nu}(\alpha t_{1}+\beta t_{2}))=\frac{g_{2}(\omega_{\nu 1},\omega_{\nu 2})}{g_{3}(\omega_{\nu 1},\omega_{\nu 2})}\oint(\frac{\alpha\omega_{01}+\beta\omega_{02}}{N}$ ; $\omega_{\nu 1},$
$\omega_{\nu 2})$ .

D’apr\‘es les formules (31), (33), on a

$\frac{\alpha\omega_{01}+\beta\omega_{02}}{N}\equiv\frac{p\alpha\omega_{\nu 1}+\beta\omega_{\nu 2}}{N}$ $mod$ . $D_{\nu}$ .

D’apr\‘es (32) on a $\omega_{\nu_{1}}/\omega_{\nu 2}=\frac{a_{\nu}\tau_{0}+b}{c_{\nu}\tau_{0}+d}\nu\underline{\nu}$ Nous obtenons donc

$j(E_{\nu})=j(\frac{a_{\nu}\tau_{0}+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau_{0}+d_{\nu}})$ ,

(34)

$h_{\nu}(\lambda_{\nu}(\alpha t_{1}+\beta t_{2}))=f(p\alpha,$ $\beta;\frac{a_{\nu}\tau_{0}+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau_{0}+d_{\nu}})$ .

Soient $\tau_{p}^{\prime}$ l‘automorphisme de $f\partial_{N}$ correspondant \‘a ( $01$) et $\overline{\sigma}_{\nu}$ l’isomor-

phisme de $\theta_{N}$ d\’efini par la relation

$g^{\overline{\sigma}_{\nu}}(\tau)=g^{\tau_{p^{\prime}}}(\frac{a_{\nu}\tau+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau+d_{\nu}})$

pour $g\in f\S_{N}$ . On a alors
$j^{\overline{\sigma_{\nu}}}(\tau_{0})=j(E_{\nu})$ , $f_{a}\rho^{\overline{\sigma_{\nu}}}(\tau_{0})=h_{\nu}(\lambda_{\nu}(\alpha t_{1}+\beta t_{2}))$ .

Par le principe de sp\’ecialisation, on peut donc identifier $(K_{N}, \sigma_{\nu}, K_{N}^{\overline{\sigma}_{\nu}})$ d\’efini

dans 6 avec $(\theta_{N}, \overline{\sigma}_{\nu}, ff_{N}^{\overline{\sigma_{\nu}}})$ .
Soient $\mathfrak{L}$ un sous-corps de $R_{N}$ tel que $\mathfrak{L}\cap Q(\zeta_{N})=Q,$ $\mathfrak{L}\supset Q(j(\tau))$ et $\{\Gamma, u\}$

un mod\‘ele du sous-corps $L$ de $K_{N}$ correspondant \‘a $\mathfrak{L}$ . Si l’on prend $C$ comme
le domaine universel, on peut regarder $C\cdot \mathfrak{L}$ comme le corps des fonctions
sur $\Gamma$ , en d\’efinissant $f(u)=f(\tau_{0})$ pour $f\in \mathfrak{L}$ .
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Soit $\mathfrak{L}_{N}$ le sous-corps de $\theta_{N}$ correspondant au sous-groupe $H_{N}$ de $G_{N}$ ;
on a alors

$\mathfrak{L}_{N}=Q(j(\tau), j(\tau/N),$ $f_{0I}(\tau))$ , $\mathfrak{M}_{N}=C\mathfrak{L}_{N}$ ;

$\mathfrak{L}_{N}$ peut \^etre regard\’e comme le corps des fonctions sur $\Gamma_{N}$ d\’efinies par
rapport \‘a $Q$ . Puisque $\tau_{p}$

‘ est contenu dans $H_{N}$ , on a

(35) $g^{o^{-}}\nu(\tau)=g(\frac{a_{\nu}\tau+b}{c_{\nu}\tau+d}\nu\underline{\nu})$ $(1\leqq\nu\leqq p+1)$

pour $g\in \mathfrak{L}_{N}$ ; on a donc

(36) $g^{\overline{\sigma}_{\nu^{\prime}}}(\tau\cdot)=g^{\prime}(\frac{a_{\nu}\tau+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau+d_{\nu}})\frac{p}{(c_{\nu}\tau+d_{\nu})^{2}}$ $(1\leqq\nu\leqq p+1)$

pour $g\in \mathfrak{L}_{N}$ , o\‘u $f^{\prime}(\tau)$ d\’esigne la d\’eriv\’ee de $f(\tau)$ .
Soit maintenant $fdg$ une forme diff\’erentielle sur $\Gamma_{N}$ , de premi\‘ere esp\‘ece,

o\‘u $f,$ $g$ sont deux \’el\’ements de $\mathfrak{M}_{N}$ ; $f(\tau)g^{\prime}(\tau)$ est alors une forme parabolique
de degr\’e 2, d’esp\‘ece $N$. Et r\’eciproquement, chacune de telles formes est
obtenue de cette mani\‘ere. Soit $T_{p}$ l’op\’erateur de Hecke ([4]); on a alors

(37) $(fg^{\prime}|T_{p})(\tau)=\sum_{\nu=1}^{p+1}f(\frac{a_{\nu}\tau+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau+d_{\nu}})g^{\prime}(\frac{a_{\nu}\tau+b_{\nu}}{c_{\nu}\tau+d_{\nu}})\frac{p}{(c_{\nu}\tau+d_{\nu})^{2}}$

Il s’ensuit des formules (35), (36), en vertu d’une proposition de [8], que
$fg^{\prime}|T_{p}$ correspond \‘a la forme diff\’erentielle $\delta X_{p}(fdg)$ , si $f,$ $g$ sont dans $\mathfrak{L}_{N}$ , o\‘u
$\delta X_{p}$ d\’esigne la diff\’erentielle de la correspondance $X_{p}$ . En d’autres termes,
si l’on d\’esigne par $M^{a}$ une repr\’esentation de $d(J_{N})$ par les formes diff\’er-
entielles de premi\‘ere esp\‘ece, $M^{a}(\xi)$ peut \^etre regard\’e comme une repr\’esen-
tation de $T_{p}$ pour les formes paraboliques de degr\’e 2, d’esp\‘ece $N$

Soient $\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)$ une matrice \‘a coefficients entiers telle que

$\alpha\delta-\beta\gamma=1,$ $\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)\equiv\left(\begin{array}{l}p^{-1}0\\0 p\end{array}\right)$ $mod N$ .

et $\rho_{p}$ l’automorphisme de $P_{N}$ correspondant \‘a $\left(\begin{array}{ll}p & 0\\0 & p\end{array}\right)$ . Alors, comme on a

$\left(\begin{array}{ll}p & 0\\0 & p\end{array}\right)\equiv\left(\begin{array}{ll}p^{2} & 0\\0 & 1\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}\alpha & \beta\\\gamma & \delta\end{array}\right)$ $mod$ . $N$ ,

on voit que

$g^{\rho_{\mathcal{D}}}(\tau)=g(\frac{\alpha\tau+\beta}{\gamma\tau+\delta})$ pour $g\in \mathfrak{L}_{N}$ .

D’apr\‘es la d\’efinition de $Y_{p}$ , on peut donc regarder $M{}^{t}(\eta_{p})$ comme une re-
pr\’esentation de l’op\’erateur $R_{p}$ dans [4].
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\S 5. R\’esultats principaux.

19. Les notations \’etant celles de 13, soient $g$ le genre de $\Gamma$ et $M_{\iota}$ une
repr\’esentation l-adique de $d(J)$ . Si $l\neq p$ , on peut choisir une repr\’esentation
l-adique $1M_{l,p}$ de $d(J(p))$ de telle fagon que, pour. chaque $\mu\in d(J)$ , on ait
$M_{l}(\mu)=M_{l,p}(\mu(p))$ . Nous d\’esignerons $M_{l,p}$ aussi par $M_{l}$ . On a alors d’apr\‘es
$(I^{\prime})$

$17l_{l}(\xi_{p})=1\psi_{\iota}(\pi)+M_{l}(\pi^{\prime}\eta_{p})$ .
Comme on a $\pi\pi^{\prime}=p\delta_{J},$ $U$ \’etant une ind\’etermin\’ee, on a

$I_{2g}-M_{l}(\xi_{p})U+M_{\iota}(\eta_{p})pU^{2}=[I_{2g}-M_{l}(\pi)U][I_{2g}-M_{l}(\pi^{\prime}\eta_{p})U]$

o\‘u $I_{m}$ d\’esigne la matrice unit\’e de $m$ lignes. Selon que $J$ est \’egal \‘a $J_{N}$ ou
\‘a $J_{N.\mathfrak{h}}$ , on a en vertu de (II’)

$I_{2g}-M_{\iota}(\pi^{\prime}\eta_{p})U=1\psi_{\iota}(\alpha)^{-1}[I_{2g}-1VI_{l}(\pi^{\prime})U]M_{\iota}(\alpha)$

ou
$I_{2g}-M_{\iota}(\pi^{\prime}\eta_{p})U=M_{\iota}(\beta)^{-1}[I_{2g}-M_{\iota}(\pi^{\prime})U]M_{l}(\beta)$ .

D’apr\‘es la formule $M_{\iota}(\pi^{\prime})=E_{\iota}(\Theta)^{-1}{}^{t}M_{l}(\pi)E_{\iota}(\Theta)$ dans [11] $n^{o}76$ , on a

$\det[I_{2g}-M_{\iota}(\xi_{p})U+1\psi_{\iota}(\eta_{p})pU^{2}]=\det[I_{2g}-M_{l}(\pi)U]^{2}$

pour $\Gamma_{N}$ ou $\Gamma_{N,\mathfrak{h}}$ . Soit ]$\psi^{a}$ une repr\’esentation de $d(J)$ par les formes diff\’er-
entielles de premi\‘ere esp\‘ece; alors $M_{l}$ est \’equivalent \‘a $M^{a}\oplus\overline{M}^{a}$ o\‘u $\overline{M}^{a}$

d\’esigne la repr\’esentation imaginaire conjugu\’ee de Md. $CommeJ_{N},$ $J_{N,\mathfrak{h}},$ $\xi_{p},$ $\eta_{p}$

sont d\’efinis par rapport \‘a $Q$ , on peut choisir la repr\’esentation $M^{a}$ de telle
fagon que $M^{a}(\xi_{p})=\overline{1\psi}^{a}(\xi_{p})$ et $M^{a}(\eta_{p})=\overline{M}^{a}(\eta_{p})$ ; on a donc

$\det[I_{2g}-M_{\iota}(\xi_{p})U+M_{\iota}(\eta_{p})pU^{2}]=\det[I_{g}-M^{a}(\xi_{p})U+M^{a}(\eta_{p})pU^{2}]^{2}$

et par suite
$\det[I_{2g}-M_{l}(\pi)U]=\det[I_{g}-M^{a}(\xi_{p})U+j\psi^{t}{}^{t}(\eta_{p})pU^{2}]$ .

D\’esignons par $\zeta(s, \Gamma, p)$ la fonction $\zeta$ de $\Gamma(p)$ ; alors on a
$\zeta(s, \Gamma, p)=(1-p^{-s})^{-1}(1-p^{1-S})^{-1}\det[I_{g}-M^{a}(\xi_{p})p^{-s}+M^{a}(\eta_{p})p^{1-2s}]$ .

La fonction $\zeta$ de la courbe $\Gamma$ est d\’efinie par

$\zeta(s, \Gamma)=\prod_{p}\zeta(s, \Gamma, p)$ ,

o\‘u le produit est \’etendu \‘a tous les nombres premiers pour lesquels $\Gamma$ n’a
pas de d\’efaut. Dans 18, on a vu que $M^{cl}(\xi_{p}),$ $M^{cl}(\eta_{p})$ ne sont autres que les
repr\’esentations des op\’erateurs $T_{p},$ $R_{p}$ pour les formes paraboliques de degr\’e
2 (et d’esp\‘ece $N$).

Nous sommes ainsi parvenus \‘a notre r\’esultat principal:
La fonction $\zeta$ de la courbe $\Gamma_{N}$ s’exprime sous la forme
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$\zeta(s, \Gamma_{N})=f(s)\zeta(s)\zeta(s-1)\Phi(s)^{-1}$ ,

$\Phi(s)=\prod_{t.e}\det\Phi_{t,e}(s)$

ou $\zeta(s)$ est la fonction $\zeta$ de Riemann, $f(s)$ est une fonction rationnelle de $p^{-s}$

et $\Phi_{t,\epsilon}(s)$ d\’esigne le produit d’Euler introduit par E. Hecke [4], attach\’e aux
formes paraboliques de degr\’e 2, de diviseur $t$ et de caract\‘ere $\epsilon(n)$ .

On obtient un r\’esultat analogue aussi pour la fonction $\zeta$ de $\Gamma_{N.I_{1}}$ ; dans
ce cas, il faut seulement limiter $(t, \epsilon)$ \‘a certaines valeurs selon $\mathfrak{h}$ dans le
produit pour $\Phi(s)$ . Le cas o\‘u $\mathfrak{h}$ a l’index 1 ou 2 a \’et\’e trait\’e par M. Eichler
[3].

20. Nous allons maintenant \’etudier les racines caract\’eristiques de $T_{p}$ .
Elles sont les racines de l’\’equation caract\’eristique de $M_{\iota}(\xi_{p})=M_{\iota}(\tilde{\xi}_{p})$ et par
suite les racines caract\’eristiques d’une repr\’esentation r\’eguli\‘ere de $\tilde{\xi}_{p}$ dans
l’alg\‘ebre $d_{0}(\tilde{J}_{N})$ . Soit $\mathscr{D}$ l’alg\‘ebre sur $C$ d\’eduite de $d_{0}(\tilde{J}_{N})$ par extension \‘a
$C$ du corps de base. Soit $\sigma$ le prolongement dans ve de la trace de $d_{0}(\tilde{J}_{N})$

(cf. [10] p. 58); $\sigma(\mu^{\prime}\mu)$ est une forme d’Hermite positive $non- d\acute{e}g\acute{e}n\acute{e}r\acute{e}e$ dans
$\mathscr{Q}$ ; posons $||\mu||=\sigma(\mu^{\prime}\mu)^{1/2}$ pour $\mu\in \mathscr{D}$. D’apr\‘es les relations $\pi\pi^{\prime}=\pi^{\prime}\pi=p\delta$ et
$\tilde{\alpha}^{\prime}=\tilde{\alpha}^{-1}$ , on a

$||\pi\mu||=\sqrt{p}||\mu||$ , $||(\tilde{\alpha}^{- 1}\pi^{\prime}\tilde{\alpha})\mu||=\sqrt{p}||\mu||$ ;

par suite, d’apr\‘es (I‘), $(II^{\prime})$ on a
$|1\tilde{\xi}_{p}\mu||\leqq||\pi\mu$ 11+11 $(\tilde{\alpha}^{- 1}\pi^{\prime}\tilde{\alpha})\mu||=2\sqrt{p}||\mu||$ .

Il en r\’esulte que les valeurs absolues des racines d’une repr\’esentation

r\’eguli\‘ere de $\tilde{\xi}_{p}$ dans $CA_{0}(\tilde{J}_{N})$ ne d\’epassent pas $2\sqrt{p}$ Nous obtenons ainsi le
r\’esultat suivant:

Les valeurs absolues des racines caract\’eristiques de l’op\’erateur $T_{p}$ de Hecke
pour les formes paraboliques de degr\’e 2 ne d\’epassent pas $2\sqrt{p}$pour presque tous
les nombres premiers $p$ .

Universit\’e de Tokyo.

Bibliographie

[1] W. L. Chow, The jacobian variety of an algebraic curve, Amer. J. Math., 76
(1954), pp. 453-476.

[2] M. Deuring, Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer Funktionen-
korper, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 14 (1941), pp. 197-272.

[3] M. Eichler, Quatern\"are quadratische Formen und die Riemannsche Vermutung
f\"ur die Kongruenzzetafunktion, Arch. Math., 5 (1954), pp. 355-366.

[4] E. Hecke, \"Uber die Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Euler-
schen Produktentwicklung I, II, Math. Ann., 114 (1937), pp. 1-28, 316-351.



28 G. SHIMURA

[5] G. Shimura, Reduction of algebraic varieties with respect to a discrete valua-
tion of the basic field, Amer. J. Math., 77 (1955), pp. 134-176.

[6] G. Shimura, On complex multiplications, Proc. International Symposium on
algebraic number theory, Tokyo-Nikko, (1955), pp. 23-30.

[7] Taniyama, Jacobian varieties and number fields, ibid. pp. 31-45.
[8] G. Shimura et Y. Taniyama, Complex multiplication of abelian varieties and

its applications to $numb_{\vee}^{\circ}r$ theory, \‘a paraitre dans J. Math. Soc. Japan.
[9] A. Weil, Foundations of algebraic geometry, New York, (1946).
[10] A. Weil, Sur les courbes alg\’ebriques et les vari\’et\’es qui s’en d\’eduisent, Paris,

(1948).
[11] A. Weil, Vari\’et\’es ab\’eliennes et courbes alg\’ebriques, Paris, (1948).
[12] A. Weil, On algebraic groups and homogeneous spaces, Amer. J. Math., 77

(1955), pp. 493-512.


	Correspondances modulaires ...
	\S 1. Courbes elliptiques.
	\S 2. Correspondances ...
	\S 3. Formules de congruence.
	\S 4. Fonctions modulaires ...
	\S 5. R\'esultats principaux.
	Bibliographie


