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Le Probl\‘eme aux Limites d’un Syst\‘eme de Deux \’Equations
Difl\’erentielles Ordinaires

Masuo HUKUHARA

Tho\’eor\‘eme. Soit donr\’e un sysl\‘eme de deux \’equations diff\’erentielles
ordinaires

$\frac{dy}{dx}=f(x,y, z),$ $\frac{\&}{dx}=g(x,y, \sim r)$ . (1)

Nous faisons les $hypot/\iota\grave{e}ses$ suivantes:
(i) $S_{t}(y, z)(i=1,2)$ sont des fonctions $S$ positives de M. KAMKE;
(ii) $\omega_{i}(x)(i=1,2)$ sont des fonctions continues et $positiv_{\vee}^{\circ}s$ dans l’inler-

valle $a\leqq x\leqq b$ et admettent des $d\acute{e}ri7^{J}\acute{e}es$ \‘a droite et \‘a gauclie;
(iii) Les fonctions $f(x,\dot{y}, 2)$ et $g(x,y, \sim r)$ sont continues dans l’ensemble

$E=\{(x,y, r) ; a\leqq x\leqq b, S(x,y, 2)\leqq 1\}$ ,

o\‘u

$S(x,y, z)=\max\{S_{1}(y, z)/\omega_{1}(x), S_{2}(y, 2)/\omega_{2}(x)\}$ ;

(iv) On a

$D^{\pm}\omega_{1}(x)>S_{J}(f(x,y, 2), g(x,y, 2))$

pour $(x,y, z)\epsilon A_{1}$ , et

$-D^{+}\omega_{2}(x)>S_{2}(-f(x,y, 2), -g(x,y, 2))$

pour $(x,y, z)\epsilon A_{2}$ , o\‘u

$A_{i}=\{(x,y, \approx) ; a\leqq x\leqq b, S_{i}(y, 2)/\omega_{i}(x)=S(x,y, 2)=1\}$ ;

$Dans(v)\frac{S_{1}(0,z)}{ces/t)cu_{1}(a)}\leqq\frac{S_{2}(0,z)}{\omega_{2}(a),il}\frac{S_{1}(y,0)}{\omega_{1}(b),aum}=>\frac{S_{2}(y,0)}{u^{\omega_{2}(b)}Jles}/potI_{l}\grave{e}ses,existeoinsolution$

telle que

$y(a)=0,2(b)=0$ .
Nous d\’efinissons deux fonctipns $F(x,\ell/, z)$ , $G(x_{J^{!,Z})}$ continues et

born\’ees pour
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$a\leqq x\leqq b,$ $-\infty<y<\infty,$ $-\infty<2<\infty$

comme il suit:

$F(x,y, \approx)=f(x,y, 2),$ $G(x,y, 2)=g(2,y, \sim\vee)$

pour $(x,y, z’)\epsilon E$ et

$F(x,y, 2)=f(x,y/S(x,y, z), 2/S(x,y, 2))$ ,

$G(x,y, s)=g(x,y/S(x,y, 2), 2/S(x,y, 2))$

pour $a\leqq x<b,$ $S(x,y, z)>l$ .

Lemme 1. Snpposons $q\iota/ey=\varphi(x),$ $z=\psi(x)$ rupr\’esenlent une solution
$du$ syst\‘eme $diff\acute{e}re;\iota tiel$

$\frac{dy}{dx}=F(x,y, z),$ $\frac{d^{\alpha}}{dx}=G(x,y, z)$ . (2)

Si $(x_{0},y_{0}, z_{0}),$ $0l\grave{\ell}y_{0}=\varphi(x_{0}),$ $z_{0}=\psi(x_{0})$ , est un point de $A_{1}-A_{1}A_{2}$ , le point
$(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartient \‘a $l^{)}int\acute{e}rieur$ de $E$ pour $0<x-x_{0}<h$ et \‘a l’ex-
t\’erieur $dt’ E$ pour $0>x-x_{0}>-h_{)}h$ d\’esignant un nombre $posit\iota f$ asse2 petit.

Puisque

$D-\perp-\frac{S_{1}(\varphi(x),\psi(x))}{\omega_{1}(x)}$

$=\frac{\omega_{1}(x)D^{\pm}S_{1}(\varphi(x),\psi(x))-S_{1}(\varphi(x),\psi(x))D^{\pm}\omega_{1}(x}{u_{1}(x)\underline{)}})$

$\leqq_{\omega(x)}\lambda,\ovalbox{\tt\small REJECT}$

et que
$cu_{1}(x)=S_{1}(\varphi(x), \psi(x))$ ,

$F(x, \varphi(x),$ $\psi(x))=f(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ ,

$G(x, \varphi(x),$ $\psi(x))=g(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$

pour $x=x_{0}$ , on a, d’apr\‘es (iv),

$D^{\pm}\frac{S_{1}(\varphi(x),\psi(x))}{u_{1}(x)}<0$ (3)

pour $x=x_{0}$ . Par suite
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$S_{1}(\varphi(x), \psi(x))<\omega_{1}(x)$

dans un intervalle assez petit $0<x-x_{0}<h_{1}$ . $(x_{0},y_{0}, \approx_{0})n’ appa\iota tenaslt$ pas
\‘a $A_{2}$ , on a

$S_{2}(y_{0},2_{0})<\omega_{2}(x_{0})$ .
Par suite

$S_{2}(\varphi(x), \psi(x))<\omega_{2}(x)$

dans un intervalle assez petit $0<x-x_{0}<h_{2}$ . On a alors

$S(x, \varphi(x),$ $\psi(x))<1$

pour $0<x-x_{0}<\prime_{l}=\min\{h_{J}, \prime_{l_{2}}\}$ , ce qui montre que le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$

appaltient \‘a l’int\’erieur de $E$ pour $0<x-x_{0}<h$ .
D’autre part, l’in\’egalit\’e (3) $mo^{7}1tre$ que $1^{)}on$ a

$S_{1}(\varphi(x), \psi(x))>\omega_{1}(x)$ (4)

dans un intervalle assez petit $oe>x-x_{0}>-h$ . Il s’ensuit que le point
$(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ est \‘a l’ext\’erieur de $E$ pour $0>x-x_{0}>-h$

Lemme 2. Si $y=\varphi(x),$ $z=\psi(x)rep/’\acute{e}se\prime_{l}tent$ une courbe int\’egrale $dn$

sysl\‘emr $diff\acute{e}/\prime enlicl(2)$ passant $pc_{l}rnn$ point $(x_{0},y_{00}’)dcl_{J_{1}^{?}}B_{2},$ o\‘u

$B_{i}=\{(x,y.z) ; a\leqq x\leqq b, S(x,y,\rightarrow\alpha)>1, (x,y/S(x,y, z), z/S(x,y, \sim\triangleleft)\epsilon A_{i}\}$ ,

le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartient \‘a $P\supset 2-B_{\lrcorner}B_{2}$ dans un intervalle $ ass_{c\sim}\sim$ petit
$0<x-x_{0}<h$ (dans le cas de $a\leqq x_{0}<b$), et \‘a $B_{1}$ dans un $i/lt_{c’}rvallc$ assez
petit $0>x-x_{0}>-h$ (dans $le\subset asd\iota^{\prime}a<x_{0}\leqq b$).

Posons

$s_{0}=S(X_{0},j_{0}^{\prime,z_{0})},$ $\eta_{\theta}=y_{0}/S_{0},$ $C_{0}=z_{0}/S_{0}$ ,

$\varphi_{0}(x)=\varphi(x)/S_{0},$ $\psi_{()}(x)=\psi(x)/S_{0}$ .

Il suffit de montrer que l’on a

$D^{+}-\frac{S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{\omega_{1}(x)}<D^{+}\frac{S_{2}(\varphi_{0}(x),f^{\prime}f_{()}(x))}{\omega_{2}(x)}$ (5)

$po\lrcorner rx=x_{0}$ . Car cette in\’egalit\’e entraine

$\frac{S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{\omega_{1}(x)}<\frac{S_{2}(\varphi_{0}(x),\$^{f}J_{0}(x))}{\ell J_{2}(X)}$
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dans un intervalle assez petit $0<x-x_{0}<h$ . On a

$D^{+}\frac{S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{\omega_{1}(x)}$

$=^{\underline{\omega_{1}(x)D^{+}S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))-S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))D^{+}\omega_{1}(x})}$

$u_{1}(x)^{2}$

$\leqq\frac{1}{\omega_{1}(x)}S_{1}(\frac{f(X,\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{S_{0}},\frac{g(x,\varphi_{t)}(x),\psi_{l1}(x))}{S_{0}})$

$-\frac{S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))D^{+}\omega_{1}(x)}{\omega_{\downarrow}(x)^{\underline{o}}}$

Par suite, on a, en remarquant que $(x_{0}, \eta_{0}, \zeta_{0})\epsilon A_{1}A_{2}$ ,

$[D^{+}\frac{S_{1}(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{\omega_{1}(x)}]_{0}\leqq^{\underline{S_{1}(f(x_{0},}\eta_{0},\zeta_{\omega^{0}})_{1},g_{0}(x_{0^{\prime}}\eta_{0},\zeta_{0}))}S_{0}(x)-\frac{[D^{+}cu_{1}(x)]x_{0}}{\omega_{1}(x_{0})}$

$<\frac{1}{\omega_{1}(x_{0})}(\frac{1}{S_{0}}-1)[D^{+}\omega_{1}(x)]x_{0}\leqq 0$ .

On verra de m\^eme

$D^{+}\frac{S(\varphi_{0}(x),\psi_{0}(x))}{\omega_{2}(x)}>0$ .

I.’in\’egalit\’e (5) est donc d\’emontr\’ee.
On peut d\’emontrer de m\^eme que le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartient \‘a

$B_{1}$ pour $0>x-x_{0}>-/l$ .
Lemme 3. Si $y=\varphi(x),$ $z=\psi(x)$ repr\’esentent une courbe int\’egrale

$du$ syst\‘eme diff\’erentiel (2) passant par un point $(x_{0},y_{0}, z_{0})$ de $A_{1}A_{2}$ le point
$(x\cdot, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartienl \‘a $B_{2}-B_{1}B_{2}$ pour $0<x-x_{0}<h$ et \‘a $B_{1}-B_{1}B_{2}$

pour $0>x-x_{0}>-\gamma_{l},$ $/\iota$ d\’esignant un nombre $posit\iota f$ asse2 petit.
La d\’emonstration de l’in\’egalit\’e (4) s’applique ici. Donc le point

$(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ est \‘a l’ext\’erieur de $E$ pour $0<x-x_{0}<h$ . La d\’emonstra-

tion du lemme 2 s’applique ensuite sans aucunes modifications essentielles
pour \’etablir l’in\’egalit\’e (5). Le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ $appa\iota tient$ donc \‘a

$B_{2}-B_{1}B_{2}$ .
Il est maintenant facile de d\’emontrer le th\’eor\‘eme. Lc syst\‘eme

diff\’erentiel (2) admet une solution $y=\varphi(x),$ $2=\psi(x)$ , telle que $y(a)=0$ ,

2(\’o)=0. L’hypoth\‘ese (v) montre que le point $(a, \varphi(a),$ $\psi(a))$ appartiel $t$

\‘a $F+B_{2}$ . Les $le\ddagger\eta mes\mathfrak{m}ontrent$ gue le point $(x, \varphi(x),$ $\sqrt{\prime}(x))n’ appartient$
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pas \‘a $A_{1}+B_{1}$ pour $0<x-a<\gamma_{l},$ $h$ d\’esignant toujours un nombre positif
assez petit. $A_{1}+B_{1}$ \’etant un ensemble ferm\’e, s’il existait une valeur $x$

telle que $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartienne \‘a $A_{1}+B_{1}$ , on pourrait trouver une
valeur $x_{0}(a<x_{0}\leqq b)$ telle que $(x_{0}, \varphi(x_{0}),$ $\psi(x_{0}))$ soit un point de $A_{1}+B_{1}$

mais le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ n’appartienne pas \‘a $A_{1}+B_{1}$ pour $a<x<x_{0}$ .
Alors, d’apr\‘es les lemmes, le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(z))$ appartiendrait \‘a $B_{1}$ pour
$0>x-x_{0}>-hCO\Lambda t\downarrow airement$ \‘a l’hypoth\‘ese. Le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$

$n$ ‘appartient $don\sigma$ pas \‘a $A_{1}+B_{1}$ pour $a<x\leqq b$ . On verra de $m\text{\^{e}} m^{a}\vee$ que
le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ n’appartient pas \‘a $A_{2}+B_{2}$ pour $a\leqq x<b$ . Par
suite le point $(x, \varphi(x),$ $\psi(x))$ appartient \‘a l’int\’erieur de $E$ . Il s’ensuit que
les points $(a, \varphi(a),$ $\psi(a)),$ $(b, \varphi(b),$ $\psi(b))$ appartiennent \‘a E. $y=\varphi(x)$ ,
$2=\psi(x)$ repr\’esentent donc une solution de (1). $c$ . $ 0\sim$ . $F\cdot D$
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