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\"Uber kommutative Ringe, in denen jedes Ideal als
Produkt von Primidealen darstellbar ist

Keizo ASANO

Wir verstehen in diesem Note unter dem Ring stets einen kommuta-
tiven Ring mit dem Einsemcnt. Ein Integrit\"atsbereich mit dem Teilerket-
tensatz, in welchem clie klassische $1$) $edekind$ -Noethersche Idealtheorie gilt,
heisst Dedekindsch. K. Kubo1) hat bewiesen, dass ein Ring, in dem jedes
vou $N$ull-und Einhcitsitleal verschiedene Ideal als Produkt von Primidealen
eindeutig darstellbar ist, ein $DcdekindscllerI\uparrow lteglit\dot{a}$tsbereich oder ein prim\"al er
einreihiger Ring ist. K. $Matnsita^{\underline{o}}$) zeigtc, dass im Falle des Integrit\"ats-
bereiches die Eindeutigkeit entbehrlich ist, also $d_{\dot{c}}\iota ss$ ein Integrit\"atsbereich,
in dem jedes Ideal $sIch$ als $1^{\supset_{1O_{c}^{\prime}}}1ukt$ von Primidealen darstellen l\"asst, Dede-
kindsch ist. Schliesslich liat Y. Akizuki3) bewiesen, dass ein Ring,
in dem jedes Ideal als $1^{)}rod_{1}\mathfrak{s}kt$ von $P\downarrow\cdot imi(lcalen$ darstellbar ist, eine direkte
Summe von endlich vielen Dedekindschen $I\uparrow ltegritatsb\Leftrightarrow reichen$ und primaren
einreihigen Ringen ist. Wir werden in \S 1 einen Beweis davon angeben.
Ein $Dedekindsch\dot{e}r$ Integrit\"atsbereich wird bekanntlich durch die drei Eigen-
schaften, n\"amlich die $Ganzabgesc1_{1}1ossenheit$ , den Teilerkettensatz und die
Teiler!osigkeit der Primideale $cl$ } $arakterisielt$ . Man kann dabei die Ganz-
abgesch!oseenheit durch clie von M. Sono herl\"uhrende Bedingung ersetzen,
dass $keIn$ Ideal zwiscben $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{o}\lrcorner$ f\"ur jedes Primideal $\mathfrak{p}$ existiert. Es gilt
sogar nach I.S. Cohen4), dass ein Integrit\"atsbereich mit dem Teilerkettensatz
$Dedekinds\bigcap_{\sim}h$ ist, wenn man nur verlangt, dass es zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ f\"ur
jedes $te$ilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ kein $I(leal$ gibt. Wir werden allgemein in \S 2
$b\vee\leftrightarrow$ weisen, dass ein Ring mit dem Tcilerkcttensatz cine direkte Summe von
endlich vielen Dedekindschen Integrit\"atsbereichen und prim\"aren Ringen ist,

1) K. $Ku1$ )$0,\dot{t}|ber$ die Noetherschen f\"unf Axiolne in kommutativen Ringen, Journ. of Science
of Hiroshima Univ. 10(1940), S. 77-8 $l$ . Vgl. auch M. Moriya $u$ . Y. Kobayasi, Eine notwendige
Bedingung f\"ur die eindeutige $Pri1\mathfrak{n}r_{a}kt(’ rrerlegu1lg(ler$ I leale in einem kommutativen Ring; Eine
hinreichende Bedingung f\"ur die eilldeutige Primfaktorzerlegurg der Ideale in einem kommutativen
Ring, Proc. of Imp. Akad. Tokyo 17 (1941)

2) K. Matusita, Uber ein bewertungstheoretisches Axiomensystem fur die Dedekind-Noe-
thersche Iiealtheorie, Japanese Juurn. of Math. 19(1944), S- 97-110.

3) Er hat seinen Beweis ver\"otfentlicht an der Konferenz der japanischen Algebraiker in 1947,
aber noch nicht publiziert. Mein Beweis ist unabhangig von seinem Beweis.

4) L S. Cohen, Commutative rings with restricted minimum condition, Duke math. Journ.
17 (195).
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wenn es zwisehen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ f\"ur jedes teilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ kein Ideal gibt.
Daran anschliessend werden wir einige Charakterisierungen von solchen
Ringen angeben. Als eine unmittelbare Folgerung davon erhalten wir den
Krullschen Satz \"uber Hauptidealringe.

\S 1. Es $se^{\prime}10$ ein (kommutativer) Ring mit dem $Einse!ement$ .
Hilfssatz 1. 1st $\mathfrak{p}$ ein teilerloses Primdeal $vo/l0uud$ gibt es $2wischen\mathfrak{p}$

and $\mathfrak{p}^{2}ke$in ldeal, so gibt es zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{m}$ keine ldeale ausser der Po-
tenzen won $\mathfrak{p},$ $d.h$ . $0/\mathfrak{p}^{m}$ ist ein primarer einreihiger Ring.

Beweis. Es sei $0\supset \mathfrak{p}\supset \mathfrak{p}^{2}\supset\ldots\supset \mathfrak{p}^{r}(\mathfrak{p}^{r}=\mathfrak{p}^{m}, r\leq m)$ . Bedeutet $p$ ein
in $\mathfrak{p}$ , aber nicht in $\mathfrak{p}^{2}$ entha’tenes Element, so ist $\mathfrak{p}=(p,\mathfrak{p}^{\underline{o}})u\dot{n}d$ folglich
$\mathfrak{p}^{i}=(p^{i}, \mathfrak{p}^{i+1})$ . $\mathfrak{p}^{i}/\mathfrak{p}^{i+1}$ ist als ein zyklischer $0/\mathfrak{p}$ -Modul mit dem einfachen
Modul $0/\mathfrak{p}$ isomorph. Daraus folgt, dass $0\supset \mathfrak{p}\supset\ldots\supset \mathfrak{p}^{r}$ eine einzige Kompo-
sitionsreihe von $0/\mathfrak{p}^{m}$ bildet.

Wir nennen ein Ideal $\mathfrak{a}$ regul\"ar, wenn aus $\mathfrak{a}\mathfrak{b}=\mathfrak{a}c\mathfrak{b}=c$ folgt. Z.B. ist
ein von einem Nichtnullteiler erzeugtes Hauptideal regul\"ar. Ein $P_{1}$ odukt
von regul\"alen Idealen ist regul\"ar und wenn umgekehrt ein Produkt von
Idealen regular, so sind die $einze1_{1^{7_{1}}}en$ Faktoren $regu1\ddot{a}_{\perp}|$

Hilfssatz 2. 1st ein regulares Ideal $\mathfrak{a}$ als Produkt von Primidealen dar-
slellbar, so ist die Darstellung eindeutig.

Beweis. $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}\mathfrak{p}_{2}\ldots \mathfrak{p}_{r}=\mathfrak{q}_{1}\mathfrak{q}_{2}\ldots \mathfrak{q}_{\epsilon}$

seien zwei Zerlegungen von $\mathfrak{a}$ . Jedes minimale Ideal unter $\mathfrak{p}_{1},\ldots,$ $\mathfrak{p}_{r},$ $\mathfrak{q}_{1},\ldots$ ,
$\mathfrak{q}_{s}$ kommt ersicht!ich auf beiden Seiten vor. Es sei $\mathfrak{p}_{1}=q_{1}$ ein minimales
Ideal. Dann ist $\mathfrak{p}_{2}\ldots \mathfrak{p}_{r}=\mathfrak{q}_{2}\cdot.\mathfrak{p}_{s}$ . So fortfahrerd erh\"alt man den Satz.

Satz 1. Ein Ring $0$ , in dem jedes Ideal als Produlet von Primidealen
darstellbar ist, ist eine direkle Summe von endJich vielen $Dedehndsc1_{l}en$ Inte-
gritatsbereicken zt$nd$ primaren einrehig $\cdot$en Ringen, und umgekehrl.

Beweis, Es sei $\mathfrak{p}$ ein Primideal. Ist $a\neq- O(\mathfrak{p})$ , so ist $(a, \mathfrak{p})^{\underline{o}}=(a^{2}, \mathfrak{p})$ .
Denn ist $(a, \mathfrak{p})=0$ , so ist es klar, sonst ist $(a, \mathfrak{p})^{2}$ sowie $(a^{2}, \mathfrak{p})$ ein
Produkt von $\mathfrak{p}$ enthaltenden Primidealen:

$(a, \mathfrak{p})^{\underline{o}}=\mathfrak{p}_{1}\ldots \mathfrak{p}_{r}(\mathfrak{p}_{i}\supset \mathfrak{p})$ , $(a^{2}, \mathfrak{p})=\mathfrak{q}_{1}\cdots q_{s}(\mathfrak{q}_{j}\supset \mathfrak{p})$ ,

in $\overline{0}=0/\mathfrak{p}$ \"ubergehend ist

$(\overline{a})=\overline{\mathfrak{p}}_{1}\ldots\overline{\mathfrak{p}},.=\overline{\mathfrak{q}}_{1}\ldots\overline{\mathfrak{q}}_{\epsilon}$ .
wobei $\overline{\mathfrak{m}}$ das Bild von $\mathfrak{m}$ bei dem $H_{omomo1}$ phismus von $0$ auf $bede\iota\downarrow tet$ .
Da die Primfaktorzerlegung von $(\overline{a})$ in nach $Hi$ fssatz 2 eindeutig ist, so



84 K. ASANO

sei $r=s$ und $\overline{\mathfrak{p}}_{i}=\mathfrak{q}_{i},$
$i=i,\ldots,r$ . Dann ist $\mathfrak{p}_{\ell}=\mathfrak{q}_{t}$ und $(a, \mathfrak{p})^{2}=(a^{2}, \mathfrak{p})$ . Aus

$(a, \mathfrak{p})^{\underline{o}}=(a^{2}, a\mathfrak{p}, \mathfrak{p}^{2})\supset \mathfrak{p}$ folgt

$\mathfrak{p}=\mathfrak{p}n(a^{\underline{o}}, a\mathfrak{p}, \mathfrak{p}^{2})=((a^{\underline{o}})n\mathfrak{p},(a,\mathfrak{p})\mathfrak{p})=(a^{\underline{o}}\mathfrak{p}, (a,\mathfrak{p})\mathfrak{p})=(a, \mathfrak{p})\mathfrak{p}$ .

Es ist demnach $\mathfrak{a}\mathfrak{p}=\mathfrak{p}$ , wenn $\mathfrak{a}\supset \mathfrak{p}$ ist. Ist $c$ ein Nichtnullteiler von $0$ , so
ist die Primfaktorzerlegung $(c)=\mathfrak{p}_{1}\ldots \mathfrak{p}_{r}$ eindeutig und jedes $\mathfrak{p}_{i}$ ist teile. los;
denn aus $\mathfrak{a}\supset \mathfrak{p}_{i}$ folgt $\mathfrak{a}\mathfrak{p}_{i}=\mathfrak{p}_{i},$ $\mathfrak{a}(c)=(c)$ , also $\mathfrak{a}=0$ . Jeder Primteiler von $(c)$

stimmt daher mit einem $\mathfrak{p}_{i}$ \"uberein. Mithin ist $jed$es Primideal teilerlos, wenn
es Nichtnullteiler enth\"alt. Ist $0$ insbesondere ein Integrit\"atsbereich, so ist
jedes $Primideal\neq 0$ teilerlos.

Ist ein Primideal $\mathfrak{p}$ nicht-teilerlos, so ist $\mathfrak{p}^{2}=\mathfrak{p}$ . $Wir$ nehmen jetzt an,
es sei $\mathfrak{p}\neq\dot{\mathfrak{p}}^{\underline{o}}$ . Zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{\underline{o}}$ gibt es dann kein Ideal. Denn ist $\mathfrak{p}\underline{\supset}\mathfrak{a}$

$\underline{\supset}\mathfrak{p}^{0}\sim,$
$\mathfrak{a}=\mathfrak{p}_{1}\ldots \mathfrak{p}_{r}$ , so ist $\mathfrak{p}_{i}\underline{\supset}\mathfrak{p}$ f\"ur jedes $i$ und $\mathfrak{p}\underline{\supset}\mathfrak{p}_{i}$ f\"ur ein $i$. Mindestens ein

$\mathfrak{p}_{i}$ , etwa $\mathfrak{p}_{1}$ , ist gleich $\mathfrak{p}$ . Ist $\mathfrak{p}=\mathfrak{p}_{i}$ fur ein $i\neq 1$ , so ist ersichtlich $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}^{2}$ ,

sonst ist $\mathfrak{p}_{i}\supset \mathfrak{p}(i\neq 1)$ und $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}\mathfrak{p}_{2}\ldots \mathfrak{p}_{r}=\mathfrak{p}$ . Mithin ist $\mathfrak{p}/\mathfrak{p}^{\underline{o}}$ ein einfacher 0-
Modul. $\mathfrak{p}/\mathfrak{p}^{2}$ ist also zyklisch und sein annullielendes Ideal $\mathfrak{p}^{\prime}$ ist ein $\mathfrak{p}$

enthaltendes teilerloses Ideal. Weil aber aus $\mathfrak{p}^{r}\supset \mathfrak{p}\mathfrak{p}^{\prime}\mathfrak{p}=\mathfrak{p}$ folgt, ist $\mathfrak{p}^{\prime}=\mathfrak{p}$

gegen die Voraussetzung, dass $\mathfrak{p}$ nicht-teilerlos ist.
Ist $\mathfrak{p}$ ein $te$ ilerloses Primideal von $0$ , so gibt es ersichtlich kein Ideal

zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ und der Restklassenring $0/\mathfrak{p}^{\sigma}$ ist nach Hilfssatz 1 ein
$p\iota im\ddot{a}1^{\cdot}er$ einreihiger Ring. Ist $\mathfrak{p}$ ein nicht-teilerloses $P_{1}$ imideal, so ist $\overline{0}=0/\mathfrak{p}$

ein Integrit\"atsbereich, in welchem jede.$s$ Ideal $\overline{\mathfrak{a}}=\mathfrak{a}/\mathfrak{p}$ als Produkt von Prim-
idealen $\overline{\mathfrak{p}}_{i}=\mathfrak{p}_{i}/\mathfrak{p}$ darstellbar ist, also Dedekindsch. Jedes Primideal ist
$teile_{i^{\wedge}}!os$ oder idempotent. Sind $\mathfrak{p},$

$\mathfrak{q}$ verschiedene Primideale und ist weder
$\mathfrak{p}\supset \mathfrak{q}$ noch $\mathfrak{p}\subset \mathfrak{q}$ , so ist $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})^{\backslash }=0$ Denn ist $\mathfrak{p}$ oder $\mathfrak{q}$ teilerlos, $c,O$ ist es
klar, sonst sind $\mathfrak{p},$

$\mathfrak{q}$ idempotent, mithin ist $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})$ auch idempotent. Weil
abe1 $0/\mathfrak{p}$ Dedekindsch ist und ausser sich selbst und Null kein idempotentes
Ideal besitzt, ist $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})/\mathfrak{p}=0/\mathfrak{p}$ , also $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})=0$ . Es sei

(0) $=\mathfrak{p}_{1}^{\rho_{1}}\ldots \mathfrak{p}_{r^{P,}}\mathfrak{q}_{1}\ldots \mathfrak{q}_{\epsilon}$

eine $Dars\cdot tellung$ von (0) als $P\downarrow odukt$ von Primidealen, dessen Primfaktoren-
anzahl $m=\Sigma\rho_{i}+s$ minimal ist, wobei $\mathfrak{p}_{1}\ldots,\mathfrak{p}_{r}$ bzw. $\mathfrak{q}_{1},\ldots,\mathfrak{q}_{s}$ verschiedene
teilerlose $bz\backslash V$ . nicht-teilerlose (also idempotente) Primideale bedeuten. Ist
$\mathfrak{p}_{i}\supset \mathfrak{q}_{j}$ , so ist $\mathfrak{p}_{i}\mathfrak{q}_{j}=\mathfrak{q}_{j}$ gegen die Minimaleigenschaft von $m$ . Die Ideale
$\mathfrak{p}_{1}^{\rho_{1}},\ldots,$ $\mathfrak{p}_{r}^{p_{r}},$

$\mathfrak{q}_{1},\ldots,\mathfrak{q}\dot{.}$ sind also einander teilerfremd und $0$ ist mit der direk-
teti Summe von prim\"aren einreihigen Ringen $0/\mathfrak{p}_{i}^{\rho_{i}}$ und Dedekindschen In-
tegrit\"atsbereichen $0/\mathfrak{q}_{j}$ isomorph:
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$0\cong 0/\mathfrak{p}_{1}^{\rho_{1}}\oplus\cdots\oplus 0/\mathfrak{p}_{r}^{\rho_{r}}\oplus 0/\mathfrak{q}_{1}\oplus\ldots\oplus 0/\mathfrak{q}_{s}$ .

Ist umgekehrt $0=0_{1}+\ldots+0_{n}$ eine direkte Summe von Dedekindschen
Integrit\"atsbereichen und prim\"aren einreihigen Ringen, so wird jedes Prim-
ideal .von $0$ in der $F_{01}m$

$\mathfrak{p}=0_{1}+\ldots+0_{l-1}+\mathfrak{p}_{i}+0_{i+1}$ $+0_{n}$

dargestellt, wo $\mathfrak{p}_{i}$ ein Primideal vo1 $0_{i}$ ist. Da jedes Ideal $\mathfrak{a}_{t}$ von $0_{i}$ als
Produkt von Primidealen von $0_{j}$ darstellbar ist, ist jedes Ideal $\mathfrak{a}=\mathfrak{a}_{1}+\ldots$

$+\mathfrak{a}_{n}$ von $0$ als Produkt von Primidealen von $0$ darstellbar.
$Ko^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\wedge\cdot ollar$ . Dafur, dass $J^{edes}$ von $0$ und Null verschiedene Ideal von $0$ als

Produkt von Primideadelen $ei7ldeutig$. a’arstellbar ist, ist nottvendig und lnn-
reicliend, dass $0$ ein $Drd_{\vee}^{p}kindsc/ler1nt\ell grit\ddot{a}tsbe$rciclt oder ein primirer einre$ihig\cdot er$

Ring ist.
Ein Integrit\"atsbereich, in dem jedes $Primidea1\frac{1}{-\tau}0umkeh\iota$ bar ist, ist

nach N. Nakano5) DedekIndsch. Als eine $Ve$rallgemeinerung gilt der folgende
Sak 2. Es sei $0$ ein Ring $z/on$ den folgenden Eigenschaften:
1. $\mathfrak{a}\subseteq \mathfrak{p}$ bedeutet firr jedes Primideal $\mathfrak{p}\mathfrak{a}=\mathfrak{p}\mathfrak{a}^{\prime},$ $wo\mathfrak{a},$

$\mathfrak{a}^{\prime}$ ldeale sind.
2. (0) ist als $ ei/\iota$ Produkt von Primidealen darstellbar.

Dann ist $0$ eine direkte Summe von endlich viden Dedekindscl en Inlegriza.’s-
bereichen und primaren einreiltigen Ringen.

Beweis. Ist $\mathfrak{p}$ ein teilerloses Primideal, so gibt es zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$

kein Ideal. Denn aus $\mathfrak{p}\underline{\supset}\mathfrak{a}\underline{\supset}\mathfrak{p}^{2}$ folgt $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}\mathfrak{a}^{\prime},$ $\mathfrak{a}^{\prime}=(\mathfrak{a}:\mathfrak{p})\underline{\supset}\mathfrak{p}$ , also ist $\mathfrak{a}^{t}=0$

oder $\mathfrak{a}^{\prime}=\mathfrak{p}$ . Der Restklassenring $0/\mathfrak{p}^{p}$ ist demnach ein prim\"arer ein-
reihiger Ring. Ist $0$ ein Integrit\"atsbereich, so ist jedes von Null verschiedene
Primideal von $ 0umkeh\iota$ bar und $0$ ist Dedekindsch. Jetzt sei $\mathfrak{p}$ ein nicht-
teilerloses Primideal. $\overline{0}=0/\mathfrak{p}$ ist dann ein Dedekindscher Integrit\"atsbereich.
Jedes Primideal $\mathfrak{p}^{\prime}$ mit $0\supset \mathfrak{p}^{t}\supset \mathfrak{p}$ ist teilerlos und gilt $\mathfrak{p}^{\prime}\mathfrak{p}=\mathfrak{p}$ , denn es ist
$\mathfrak{p}=\mathfrak{p}^{\prime}\mathfrak{q},$ $\mathfrak{p}\equiv 0(\mathfrak{q})$ , andererseits ist $\mathfrak{p}$ prim und $\mathfrak{p}^{\prime\underline{l-}}o(\mathfrak{p}),$ fol.glich $\mathfrak{q}-=-0(\mathfrak{p})$ ,

also $\mathfrak{p}=q$ . Weil f\"ur jedes Ideal $\mathfrak{a}$ mit $0\supset \mathfrak{a}\supset \mathfrak{p}$

$\overline{\mathfrak{a}}=\overline{\mathfrak{p}}_{1^{\rho_{1}}}\ldots\overline{\mathfrak{p}}_{r}^{r_{r}}$ , $\overline{\{)}_{i},=\mathfrak{p}_{i}/\mathfrak{p}$ ,

ist, so ist $\mathfrak{a}=(\mathfrak{p}_{\iota^{\rho_{1}}}\ldots \mathfrak{p}_{r^{\rho_{r}}}, \mathfrak{p})$ und wegen $\mathfrak{p}_{i}\mathfrak{p}=\mathfrak{p}$ $(i=1,\ldots,r)$ gilt $\mathfrak{a}\mathfrak{p}=\mathfrak{p}$ .
Aus $\mathfrak{p}\underline{\supset}\mathfrak{a}\underline{\supset}\mathfrak{p}^{2}$ folgt $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}\mathfrak{a}^{\prime}(\mathfrak{a}^{\prime}\underline{\supset}\mathfrak{p})$ , also entweder $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}$ oder $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}^{2}$ . W\"are

$\mathfrak{p}\neq \mathfrak{p}^{\underline{o}}$ , so ware $\mathfrak{p}/\mathfrak{p}^{2}$ wie beim Beweis von Satz 1 ein einfacher o-Modul,

5) N. Nakano, Uber die Umkehrbarkeit der Ideale im Integritatsbereihe, Proc. of Inlp.
Acad. Tokyo, 19(1943), S. 230-234.
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und $\mathfrak{p}$ w\"are teilerlos. Es muss also $\mathfrak{p}=\mathfrak{p}^{2}$ sein. Jedes Primideal von $0$ ist
teilerlos oder idempotent. Man kann also wie bei Satz 1 den Satz beweisen.

\S 2. Zun\"achst schicken wir einige Hilfss\"atze voraus.
Hilfssatz 3. 1st ein idempotentes ldeal a $l/ono$ von endlich vielen Ele-

menten $er2eugt$, so ist $\mathfrak{a}z/on$ cinem Idempolent crzeugt.6)
Beweis. Es sei $\mathfrak{a}=(u_{1},\ldots,u_{n})$ , dann ist $\mathfrak{a}=\mathfrak{a}^{2}=(\mathfrak{a}u_{1}\ldots,\mathfrak{a}u_{\dot{n}})$ , also

$u=a_{i\downarrow}u_{1}+a_{\mathscr{P}_{2}},\dotplus:..+a_{in}u_{n}(a_{ik}\epsilon \mathfrak{a})$ ,

$\left|\begin{array}{ll}.\cdot & -a_{ln}\\ & -a_{2n}\\\cdots & 1-a_{nn}\end{array}\right|=1-e$

$(e\epsilon \mathfrak{a})$

und $(1-e)u=0,$ $n_{i}=eu_{i},$ $i=1,\ldots,n$ . Da $\mathfrak{a}$ von $n_{1},\ldots,$ $u_{n}$ erzeugt ist, so ist
$e$ das Einselement von $\mathfrak{a}$ (als Ring betrachtet). $e$ ist ein Idempotent und
$\mathfrak{a}=0^{\rho}$ .

Dieser Satz gilt auch ohne die Existenz des Einselements von $\dot{0}$ voraus-
zusetzen. Denkt man n\"amlich die Paare $(m, a),$ $m$ ganz rational, a $\epsilon 0$ ,

und definielt man

$(m, a)+(n, b)=(m+n, a+b)$ ,

$(m, a)(n, b)=(mn, na+mb+ab)$ ,

so bildet die Gesamtheit von $(m, a)$ einen Ring $0^{\prime}$ mit Einselment, der
ein Erweiterungsring von $0$ ist, wenn man $a$ und $(0, a)$ identifiziert, und
jedes Ideal von $0$ ist ein Ideal von $0^{\prime}$ .

Hilfssatz 4. Es sei $o$ ein Ring mit dem Teilcrketlensatz und $\mathfrak{p}$ sei ein
teilerloses Primideal, so dass $\sim wisc/len\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ kein $1dcal$ existiert. Dann
und nur dann $e;ll_{l}\ddot{a}lt\mathfrak{p}$ ein anderes Primideal, ,venn $0\supset \mathfrak{p}\supset \mathfrak{p}^{o}\sim\supset\ldots(\mathfrak{p}^{i}\neq \mathfrak{p}^{i+1})$

ist. 1st $dics$ der Fall, so ist $n_{n=1}^{\infty}\mathfrak{p}^{n}$ nur ein $ei\prime l^{\prime iges}$ in $\mathfrak{p}ent/lalte\prime\prime es$ Primideal.
Beweis. $\mathfrak{p}^{\prime}$ sei ein Primideal mit. $\mathfrak{p}\supset \mathfrak{p}^{\prime}$ , dann ist $\mathfrak{p}^{n}\supset \mathfrak{p}^{r}(n=1,2,\ldots)$ .

Denn ist $\mathfrak{p}^{\prime}\supset \mathfrak{p}^{\prime},$ $\mathfrak{p}^{\prime\iota+1}p\mathfrak{p}^{r}$ , so ist $(\mathfrak{p}^{m+1}, \mathfrak{p}^{\prime})=\mathfrak{p}^{m}$ , da $0/\mathfrak{p}^{m+1}$ einreihig und
$\mathfrak{p}^{?ll+l}\neq \mathfrak{p}^{\prime}$ ist; in $=0/\mathfrak{p}^{\prime}$ betrachtet ist also $\overline{\mathfrak{p}}^{n}=\overline{\mathfrak{p}}^{n+1}=\overline{\mathfrak{p}}^{\mathfrak{g},n}$ und $\overline{\mathfrak{p}}^{m}$ ist nach
Hilfssatz 2 von einem Idempotent erzeugt, was der Tatsache widerspricht,
dass nullteilelfrei ist. Wie oben kann man auch beweisen, dass $\mathfrak{p}^{n}\neq \mathfrak{p}^{n+1}$

6) Vol. S. Mori, $i\mathfrak{j}_{ber}$ Ringe, in denen die grossten Primarkomponenten jedes Ideals eindeu-
tig bestimmt sind. Journ. of Scienbe of I iro\S hima Univ, $1_{1}$ S. 174-175,
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$(n=1,2,\ldots)$ . Wir behaupten nun $n_{n=1}^{\infty}\mathfrak{p}^{n}=\mathfrak{p}^{r}$ . In $\overline{0}=0/\mathfrak{p}^{\prime}$ \"ubergehend kann
man dabei als $\mathfrak{p}^{r}=0$ annehmen. Es sei $p$ ein in $\mathfrak{p}$ , aber nicht in $\mathfrak{p}^{2}$ enthal-
tenes Element und sei

$(p)=\mathfrak{q}_{1}n$ . $n\mathfrak{q}_{r}$

eine unverk\"urzbare Darstellung von $(p)$ durch gr\"osste Prim\"arkomponenten.

Mindestens ein $q_{i}$ , etwa $\mathfrak{q}_{1}$ , ist durch $\mathfrak{p}$ teilbar: $\mathfrak{q}_{1}\subseteq \mathfrak{p}$ ; das zugeh\"orige
$p_{1}$ imideal $\mathfrak{p}_{1}$ von $\mathfrak{q}_{1}$ ist dann durca $\mathfrak{p}$ teilbar: $\mathfrak{p}_{1}\underline{\subset}\mathfrak{p}$ . Ist $\mathfrak{p}_{1}\neq \mathfrak{p}$ , so ist nach
dem voraufgehenden $\mathfrak{p}_{1}\subset \mathfrak{p}^{2},$ $(p)\underline{\subset}\mathfrak{q}_{1}\subseteq \mathfrak{p}_{1}\subset \mathfrak{p}^{2}$ gegen die Voraussetzung von
$p$ , mithin $\mathfrak{p}_{1}=\mathfrak{p}$ . Es ist $\mathfrak{p}^{\rho}\subseteq \mathfrak{q}_{1}\subseteq \mathfrak{p}$ und wegen $p\in \mathfrak{q}_{1}$ ist $\mathfrak{q}_{1}\not\subset \mathfrak{p}^{2}$ , also $\mathfrak{q}_{1}=\mathfrak{p}$ .
Die zugeh\"origen Primimideale $\mathfrak{p}_{2},\ldots,\mathfrak{p}_{r}$ sind thit $\mathfrak{p}teile\iota$ fremd, da aus $\mathfrak{p}_{i}\subset \mathfrak{p}$

$p\in \mathfrak{p}_{i}\subset \mathfrak{p}^{2}$ folgt. $\mathfrak{q}=q_{2}n\ldots\cap \mathfrak{q}_{r}$ ist also mit $\mathfrak{p}$ teilerfremd. Man erh\"alt dem-
nach $(p)=\mathfrak{p}n\mathfrak{q}=\mathfrak{p}\mathfrak{q}$ , d.h. $\mathfrak{p}$ ist (im Quotientenk\"orper von $0$ bettachtet)
umkehrbar. W\"are $\bigcap_{n=1}^{\infty}\mathfrak{p}^{n}\neq 0$ , so g\"abe es ein Element $c\neq 0$ aus $n_{n=1}^{\infty}\mathfrak{p}^{n}$ ,

also

$(e)=\mathfrak{p}\mathfrak{a}_{1}=\mathfrak{p}^{\underline{o}}\mathfrak{a}_{2}=\cdot,$ $\mathfrak{a}_{1}\subset \mathfrak{a}_{2}\subset\cdots$

gegen den Teilerkettensatz. Damit ist unsere Behauptung beWiesen.
Ist schliesslich $ 0\supset \mathfrak{p}\supset \mathfrak{p}^{2}\ldots$ . so ist $c=n_{n=1}^{\infty}\mathfrak{p}^{n}$ ein $P_{1}$ imideal. Denn aus

$a\frac{\lrcorner-}{\neg-}0$ (c), $b\neq 0$ (c), d.h. $a\equiv 0(\mathfrak{p}^{l}),$ $a\neq 0(\mathfrak{p}^{l+1}),$ $b\equiv 0(\mathfrak{p}^{m}),$ $b\neq 0$ $(\mathfrak{p}^{lJl+1})$

folgt

$(a, \mathfrak{p}^{n})=\mathfrak{p}^{l}(n>l),$ $(b, \mathfrak{p}^{n})=\mathfrak{p}^{m}(n>m)$ ,

also $ab^{\underline{\lrcorner-}}\sim 0(\mathfrak{p}^{l+m+1})$ , d.h. $ab\neq 0$ (c).
Satz 3. Gilt $im$ Ring $0$ der Teilerkettensatz und gibt $es\sim rzvisch\ell n\mathfrak{p}$ und

$\mathfrak{p}^{2}$ fiir jedes teilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ kein ldeal, so ist $0$ eine direkte Summe $’\iota;on$

endliclt vielen $D_{-}^{\rho}dekind_{SC}\gamma_{len}1_{l}itcgrit\ddot{a}tsbereic\nearrow\iota en$ und primaren einreihige $n$

Ringen.
Beweis. Ist (0) ein P.imideal, d.h. ist $0$ ein Integrit\"atsbereich, so ist

jedes von Null verschiedene Primideal teilerlos und $0$ ist Dedekindsch oder
ein K\"orper. Ist (0) ein prim\"ares Ideal, aber nicht ein $P_{1}$ imideal, so ist
$0$ ein prim\"arer Ring, d.h. das zugeh\"orige $P\iota$ imideal $\mathfrak{p}$ von (0) nilpotent:
$\mathfrak{p}^{p}=0(\rho>1)$ , und der Restklassenring $0/\mathfrak{p}$ ist $eIn$ K\"orper. Wir nehmen
jetzt an, es gebe ein Ideal a mit $0\supset \mathfrak{a}\supset \mathfrak{p}$ . Fur ein Element $c\neq 0$ aus $\mathfrak{p}$

ist

$\mathfrak{q}=\mathfrak{a}c\subset(c)\subset$ , $c\frac{-\lrcorner_{-}}{\urcorner^{-}}0(\mathfrak{q})$ .
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Denn ware $c=ac$ (a $\epsilon \mathfrak{a}$), so ware $(1-a)c=0$ , also $1-a\in \mathfrak{p},$ $m!thin$

$a=1-p,$ $p\epsilon \mathfrak{p}$ , $a(1+l+\cdots+p^{\rho-1})=1\epsilon \mathfrak{a}$ ,

also w\"are $\mathfrak{a}=0$ Wir behaupten, dass $\mathfrak{q}$ ein prim\"ares Ideal ist.

$\mathfrak{q}=\mathfrak{q}_{1}n\ldots n\mathfrak{q}_{r}$ (1)

sei eine unverk\"urzbare Darstellung von $\mathfrak{q}$ durch gr\"osste Prim\"arkomponenten,
dessen $zugeh\text{"\""{o}"} rige^{\backslash }\iota 1$ Primideale $\mathfrak{p}_{1},\ldots,\mathfrak{p}_{r}$ sind. Mindestens ein $\mathfrak{p}$ , etwa $\mathfrak{p}_{1}$ ,

ist durch $\mathfrak{p}$ teilbar: $\mathfrak{p}_{1}\subseteq \mathfrak{p}$ . Da aber $0=\mathfrak{p}^{\rho}\subset \mathfrak{p}_{l},$ $\mathfrak{p}\subseteq \mathfrak{p}_{i},$ $i=1,\ldots,r$ , ist, gilt $\mathfrak{p}$

$=\mathfrak{p}_{1}$ . W\"are $r>1$ , so w\"are $\mathfrak{p},\supset \mathfrak{p}(i\neq 1)$ , also $\mathfrak{q}_{i}\supseteq \mathfrak{p}_{l}^{\rho_{i}}\supset \mathfrak{p}\supseteq \mathfrak{q}_{1^{-)}}$ und die
Darstellung (1) wurde $verk\text{"\""{u}"} rzb_{3}r$ sein. Damit ist $r=1$ und $\mathfrak{q}$ ist ein pri-
m\"ares Ideal mit dem zugeh\"origen Primideal $\mathfrak{p}$ . Aus

$\mathfrak{a}(e)\equiv 0(\mathfrak{q})$ , $(c)^{\underline{\lrcorner}}\wedge 0(\mathfrak{q})$

folgt somit $\mathfrak{a}\equiv 0(\mathfrak{p})$ . Es $elgibt$ sich also ein Widerspruch.
Sind $\mathfrak{p},$

$\mathfrak{q}$ verschiedene Primideale, von denen eines das andere nicht
enth\"alt, so $i_{5}t$ $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})=0$ . Denn ist $(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})\neq 0$ , so gibt es ein teilerloses
Primideal $\mathfrak{p}_{0}$ mit $0\supset \mathfrak{p}_{0}\supseteq(\mathfrak{p}, \mathfrak{q})$ . Da $\mathfrak{p}_{0}$ nach Hilfssatz 3 nur ein einzigcs
Primideal enth\"alt, so ist $\mathfrak{p}=\mathfrak{q}$ gegen die Voraussetzung. Bedeutet

(0) $=\mathfrak{q}_{1}\cap\ldots\cap \mathfrak{q}_{r}$

eine unverkurbare Darstellung von (0) durch gr\"osste Prim\"arkomponenten,
so sind die $zugeh\text{"\""{o}"}_{1}$ igen Primideale $\mathfrak{p}_{1},\ldots,\mathfrak{p}_{r}$ einander $te$ilerfremd. Denn w\"are

$\mathfrak{p}_{i}\subset \mathfrak{p}_{j}$ , so w\"are $\mathfrak{q}\underline{\subset}\mathfrak{p}_{i}\subset \mathfrak{p}_{j}^{\rho}\subseteq \mathfrak{q}_{j}$ . $\mathfrak{q}_{1},\ldots,\mathfrak{q}_{r}$ sind also einander teilelfremd und
es ist

$0\cong 0/\mathfrak{q}_{1}\oplus\cdots\oplus 0/\mathfrak{q}_{r}$ .

Der Ring $0/\mathfrak{q}_{i}$ gen\"ugt der Voraussetzung des Satzes und sein Nullideal ist
prim\"ar. Er ist also ein prim\"arer Ring oder ein Integrit\"atsbereich. Damit
ist der Satz bewiesen.

Es sei $\mathfrak{p}$ ein teilerloses Primideal mit $\mathfrak{p}\neq \mathfrak{p}^{2}$ . Wie leicht gezeigt wird,
sind die folgenden Bedingungen einander $aquivalent$ :

7) Bedeutet $\mathfrak{p}^{\prime}$ ein maximales $\mathfrak{p}_{i}$ enthaltendes Ideal, so enthalt $\mathfrak{p}^{\prime}$ nach IIilfssat $x4$ nur
ein einziges Primideal, also $\mathfrak{p}^{\prime}=\mathfrak{p}_{i}$ und $\mathfrak{p}^{n_{i}}\supset \mathfrak{p}(n=1,2,\cdots)$ .

8) $Vg1$ . die in 4) zitierte Arbeit yon Cohen,
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1. Es gibt zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ kein Ideal.
2. $\mathfrak{p}/\mathfrak{p}^{o}$

. ist ein zyklischer o-Modul.
3. Aus $\mathfrak{p}\supseteq \mathfrak{a}\supseteq \mathfrak{p}^{2}$ folgt $\mathfrak{a}=\mathfrak{p}\mathfrak{a}^{\prime}$ .
4. Die IdeaIe zwischen $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ ( $\mathfrak{p},$

$\mathfrak{p}^{2}$ eingeschlossen) sind total
geordnet (ill Bezug auf $\supseteq$ ).

5. F\"ur drei Ideale $\mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$

$c,$ $\mathfrak{p}\supseteq \mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$ $c\supseteq \mathfrak{p}^{2}$ ,

$\mathfrak{a}n(\mathfrak{b}, c)=(\mathfrak{a}n\mathfrak{b}, \mathfrak{a}nc)$

6. F\"ur drei Ideale $\mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$

$c,$ $\mathfrak{p}\supseteq \mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$ $c\subseteq \mathfrak{p}^{2}$,

$\mathfrak{a}:(\mathfrak{b}nc)=(\mathfrak{a}:\mathfrak{b}, \mathfrak{a}:c)$

Satz 4. Ein Ring mit dem Teilerkettensatz ist eine direkle Summe von end-
liclz vielen $D.’ dekindsc\prime_{l}en1nl^{f}grit\ddot{a}tsbereichen$ undprimaren einreiltigen Ringen,
rvenn ftir jedes teilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ eine der oben $e^{\ell}w\ddot{a}\nearrow mten$ Bedingungen gill.

Man erhalt ohne M\"uhe:

Satz 5. Gilt $im$ Ring $0$ der Teilerketlensal2, so sind die folgenden
Bedingungen einander aquivalent:

1. $0$ ist eine direkte $S’/mme$ von $endlic\nearrow l$ vielen $Dedeki\prime id_{SC}\gamma_{le;}$ lnlegritats-
$bereic\nearrow_{l}en$ und primaren etnr $i/\iota igen$ Ringen.

2. Es gibt $2^{\prime}\ell visc\prime_{l}en\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{p}^{2}$ fur $j_{\vee}^{f}des$ teilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ kein ldcal.
3. Fur jedes teilerlose Primideal $\mathfrak{p}$ ist $\mathfrak{p}/\mathfrak{p}^{2}$ ein $zykliscl\iota e’ r$ o-Mcdul.
4. Jeder Restklassenring $0/\mathfrak{a}$ ist ein ffauplidealring, $\prime pvenn$ in $i/lm$ der

Vielfaclenketlensat2 gilt.
5. Aus $\mathfrak{a}\subset \mathfrak{b}$ folgt $\mathfrak{a}=\mathfrak{b}c,$

$’\iota vo\mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$

$c$ ldeale $\delta edeuten$ .
6. Die $2u$ einem teilerlosen Primideal geltorigen primaren ldeale sind

total geordnet.
7. Ftir drei ldeale $\mathfrak{a},$

$\mathfrak{b},$

$c$

a $n(\mathfrak{b}, c)=(\mathfrak{a}n\mathfrak{b}, \mathfrak{a}nc)$

8. Fur drei Ideale $\mathfrak{a},$
$\mathfrak{b},$

$c$

$\mathfrak{a}:(\mathfrak{b}nc)=(\mathfrak{a}:\mathfrak{b}, \mathfrak{a}:c)$

${\rm Im}$ Hauptidealring gilt naturlich der Teilerkettensatz. Man erh\"alt nach
Satz 5 (Bedingung 3) sofort den Krullschen Satz.n)

Korollar 1. Ein Hauptidealring ist eine direkte Summe von endlick vielen

9) W. Krull, Die verschiedenen Arten der Hauptidealringe, Sitzungsberichte der Heider-
berg. Akad. 6(1924).
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$Hauptidea/i\prime ltegrit\ddot{a}tsberei_{C}\gamma_{t\ell n}$ und primtiren einreiligen Ringen.
Korollar 2. Gilt $im$ Ring $ode\Psi Teilerkett\ell’ nsat^{\prime\prime}$ und istjedes $m$aximale

ldeal ein Hauptideal, so ist $0$ ein $Hauptid_{l’}alring^{1(1)}$

Beweis. Nach Satz 5 ist $0$ eine direkte Summe von endlich vielen
Dcdekindschen Integrit\"atsbereichen und prim\"aren einreihigen Ringen: $0=$

$0_{1}+\ldots+0_{n}$ Jedes von Null verschicdene Primideal $\mathfrak{p}_{i}$ von $0_{i}$ ist teilerlos,

also ein Hauptideal. Da jedes Ideal $0_{i}\neq 0$ von $0_{l}$ ein Produkt von Prim-
idealen ist, ist $\mathfrak{a}$ ein Hauptideal. Demnach ist $0$ ein Hauptidealring.

10) I. Kaplansky, Elementary $d\mathfrak{i}vis\acute{o}rs$ and modules, Transactions of the Amer. math. Soc.
$66(i949)$ , S. 486.
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