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\"Uber die Grundlagen der Mathematik*

Zyoiti SUETUNA

Betreffs der Grundlagen der Mathematik gibt es heute bekanntlich zwei
Standpunkte, n\"amlich Formalismus und Intuitionismus. Um mathematische
Erkenntnisse systematisch zusammenzUfassen, soll man zun\"achst nat\"urlich
die zugrunde liegenden Axiome und die dazu geh\"o\downarrow enden Zeichen aufstellen
und danach alle S\"atze daraus $folnlallogisch$ herleiten. Wenn aber man
radikal formalistisch denkt, so muss die mathematische Wahrheit ganz
formal ohne Inhalt sein, so dass ein einziger Widerspruch, der aus dem
Axiomensystem hergeleitet wird, die ganze Mathematik als sinnlos verur-
teilen kann. Die Beweistheorie, die die $Widers_{P}1uchsfreiheit$ der Mathe-
matik beweisen will, ist heute bekanntlich noch sehr weit von dem Ziele.
Man muss sich \"uberdies daruber klar sein, dass die mathematische Existenz
nach diesem Standpunkt das ist, was nur widelspruchsfrei denkbar ist.
Aber die Existenz von etwas folgt nicht aus seiner Denkbarkeit. Der
Intuitionismus glaubt, dass die Logik die Theorie von der Darstellung der
mathematischen $E\iota$ kenntnisse ist, und will deshalb die $G;undtatsachen$ der
Mathematik als Grundlagen der Mathematik anerkennen. In der Tat gibt
es nur deswegen Logik, weil man denkt. Das tats\"achliche Denken geht
der sogenannten Logik voran. Der Intuitionismus legt also grosses Gewicht
auf unsere Tat und Anschauung, welche der Mathematik zugrunde liegen.
Er will die Gegenst\"ande der Mathematik auf Grund der Urintuition des
$p_{1}inzips$ der Struktur von den nat\"urlichen Zahlen schrittweise konstruiert

wissen. $\cdot$ Es ist ja gewiss ein $g_{1}osses$ Verdienst der Intuitionisten, dass sie
in der Mathematik grosses Gewicht auf unser Tun, Tat und Konstruktion
legen. Aber sie legen darauf leider zuviel Gewicht, so dass der sogenannte
Intuitionismus tats\"achlich lieber.,Konstruktionismus“ genannt weiden solle.
$T_{1}$ otzdem sind wir Mathematiker uns daruber klar, dass das Unendliche
nie mit finiten Schritten erfasst welden kann. Der Begliff der Anschauung
und Konstruktion beim Intuitionismus ist in der Tat bis heute nicht ganz
kiar $n$ nd wir glauben nicht, dass die klassische Mathematik von diesem
Standpunkt aus wohl begr\"undet werden kann.

* Die vorliegende Note ist eine kurze Zusammenfassung meiner $japaniscllenA\iota_{\mathfrak{l}}fs\ddot{a}tze$ tiber
die Grundlagen der Mathematik.
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Die mathematischen Erkenntnisse sind nat\"urlich auch unsere mensch-
lichen Erkenntnisse. Ihnen liegen also unsere Taten immer zugrunde.
Zum Beispiel kann Mathematik ohne den Begriff der Zuordnung nie auf-
gebaut werden; und die Zuordnung ist kein formaler Begriff, sondern
unsere wirkliche Tat. Die menschliche Frkenntnis hat uberhaupt zwei
Seiten: die subjektive und die objektive. Es ist gewiss die Einseitigkeit
des Formalismus. dass er die subjektive Seite unserer $E_{1}$ kenntnisse g\"anzlich
ausser Acht l\"asst. Wir sollen klar einsehen, dass unseren wirklichen
Erkenntnissen stets unsere Taten zugrunde liegen. Aber die Tat allein
kann die Erkenntnisse nicht elzeugen. Damit unsere Taten eine wirkliche
Erkenntnis erzeugen, m\"ussen solche Taten gleichzeitig s\"amtlich auf einmal
angeschaut und erfasst werden. Solche positive nicht-fiktive Anschauung
soll nun eine $du\prime^{l}chTatb_{\iota^{\wedge}}wirkte$ Ansclauung gcnannt werden. Es ist ein
grosses Verdienst unseres Philosophen Nishida, dass er ganz klar erkannt
hat, dass unserer wirklichen Erkenntnis unsere Taten zugrunde liegen und
der wahre Grund der Erkenntnis die durch Tat bewirkte, formende An-
schauung ist.* Wieso aber kann die $E_{1}kenntnis$ , der unsere subjektiven
Taten zugrunde liegen, doch gerade objektiv sein ? Wir m\"ussen ja wohl
anerkennen, dass es tats\"achlich allgemeing\"ultige $E_{1}$ kenntnisse gibt. Je
mehr wir nachdenken, desto klarer ist es, dass alle tiefen Erkenntnisse
aus der Besinnung und Reflexion in uns $se_{1}^{1}bst$ entspringen. Die wirkliche
sinnvolle Besinnung und Reflexion in uns aber sind unsere Besinnung und
Reflexion nicht nur in uns, sondern in der ganzen Welt, die zwar wir
Individuen alle zusammenbilden. Hierin liegt die Objektivit\"at unserer
Erkenntnisse, was ich doch an anderer Gelegenheit noch eingehender
er\"ortern werde. Nun sei daran erinnert, dass auch dem Begriff des End-
lichen oder Unendlichen tats\"achlich unsere durch Tat bewirkte Anschauung
zugrunde liegt. Nach Bolzano und Dedekind ist das Unendliche so
definiert: $eIne$ Menge heisst unendlich, wenn es eine echte Teilmenge
davon deralt gibt, ..dass zwischen der gegebenen Menge und dieser Teil-
menge eine ein-eindeutige elementweise Zuoidnung existiert. Das Endliche
ist nat\"urlich, was nicht unendlich ist. Diese Definition enth\"alt leider einen
circnlus vitiosus. Denn um zu entscheiden, ob eine Menge endlich oder
unendlich sei, muss $m$ in alle eIn-eindeutigen elementweisen Zuordnungen
zwischen der gegebenen Menge und einer beliebigen Teilmenge betrachten.

* VergL K. Nishida, Gesammelte philosophische Werke (japanisch), Bd. 10.
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Aber unter allen Zuordnungen gibt es sicherlich solche, die schon die
Begriffe des Endlichen und des Unendlichen in sich enth\"alt. In der Tat
ist eine Menge dann endlich, wenn man die Elemente der Menge tat-
s\"achlich so weit wie m\"oglich z\"ahlt und damit einsieht, dass die Elemente
der Menge s\"amtlich ausgez\"ahlt welden.

Nunmehr denken wir an nat\"urliche Zahlen. Die nat\"urlichen Zahlen
werden nat\"urlich durch Addieren von 1 erzeugt. Aber aus blosser Hinzu-
f\"ugung von 1 entsteht die neue Zahl nicht. Um die neue Zahl $x^{\prime}di\iota ekt$

nach $x$ zu gewinnen, muss man die Totalit\"at der aus Hinzuf\"ugung von 1
entstandenen Gesamtheit r\"aumlich gleichzeitig \"ubelschauen. Die natur-
lichen Zahlen $We1^{\prime den}$ in dieser Weise durch die durch Tat bewirkte for-
mende Anschauung erzeugt. Auf Grund dieser Einsicht wird gel\"ost das
alte Problem: welche von beiden ist das Prim\"are, die Kaldinal- oder die
Ordinalzahl ? Die Ordinalzahl ist ein zeitlicher $Beg\iota$ iff. Dagegen ist die
Kardinalzahl ein r\"aumlicher. Aber um eine neue Kardinalzahl zu gewinnen,
muss man 1 hinzuf\"ugen und die daraus entstehende Totalit\"at r\"aumlich.
gleichzeitig \"uberschauen. Beide sind von einander g\"anzlich verschieden;
aber nat\"urliche Zahlen sind entweder Kardinalzahlen oder Ordinalzahlen,

ja sie sind vom r\"aumlichen Standpunkt aus gesehen Kaldinalzahlen und
vom zeitlichen Standpunkt aus gesehen Ordinalzahlen. Sie sind wirklich
von einander verschieden und trotzdem einander gleich. Solche Tatsache
soll nun eine kontradiklorisck $e$ Selbst-Identitat genannt welden, ein pr\"agnanter,
von $Ni$ sh ida eingef\"uhrter Grundbegriff seiner Philosophie. Kardinalzahlen
und Ordinalzahlen sind korrelative Begriffe; es soll nicht gefragt werden,

welche von beiden das $p_{l}im\text{"\""{a}"} re$ w\"aren.*
Wenn man einer nat\"urlichen Zahl 1 addielt, so entsteht eine neue

Zahl. Wenn man dieser neuen Zahl von neuem 1 addiert, so entsteht
wieder eine neue Zahl; und wir erkennen an, dass dieser Prozess ohne
Ende weiter geht. Wenn wir somit die Gesamtheit dieser Prozesse r\"aum-

lich gleichzeitig \"uberschauen, so entsteht der Begriff der Totalit\"at von den
nat\"urlichen Zahlen in nat\"urlicher Anordnung als mathematischer Gegenstand.
Vom finiten Standpunkt aus kann dieser Begriff nat\"urlich nie erfasst
werden. Aber es ist eine der Grundtatsachen der Mathematik, dass wir
Mathematiker den Begriff der Totalit\"at von den nat\"urlichen Zahlen in
nat\"urlicher Anordnung bei uns $selb\dot{s}t$ besitzen. Nat\"urlich gibt es in der

* Vergl. hierzu P. Natorp, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, S. 105.
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naiven Welt solchen Bcgriff nicht. Alle mathematischen Gegenst\"ande aber
existieren $inl$ naiven Sinne ga $r$ nicht. $7_{\lrcorner}\iota\iota m$ Beispiel gibt es ein mathema-
tiscbes Dreieck gar nicht in der naiven Welt. Dieser Begriff wird auch
durch $u\uparrow Jsere$ durch Tat $bewi_{1}kte$ Anschauung $gefo\iota mt$ . Genau so wird der
$Beg_{1}$ iff der Totalit\"at von den nat\"urlichen Zahlen in nat\"urlicher Anordnung
durch unsere durch Tat bewirkte positive Anschauung als mathematischer
Gegenstand geformt. Die Menge aller $nat\ddot{u}1[ichen$ Zahlen ist derjenige
abstrakte Begriff, der aus dem prim\"aren Begriff der Totalit\"at von den
naturlichen Zahlen in nat\"urlicher Anotdnung hergeleitet ist. Ich weiss
leider nicht genau Bescheid darum, ob der Intuitionismns diesen Begriff
anerkennt oder nicht. Immerhin f\"uhrt er auch, wenn fur jede beliebige
nat\"urliche Zahl $n$ eine ganze Zahl $a_{n}$ zwischen $0$ und 9 nach einem gewissen
Gesetz zugeordnet wird, der Dezimalbruch

$0,$ $ a_{1}a_{2}a_{3}\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots$

als mathematischen $Gegellstand$ ein. Wir mussen unendliche Dezimalbruche
ja nat\"urlich anerkenncn; sonst wurde auch die klassische Mathematik nie
aufgebaut werden. Dass wir uns daruber klar sind, was eine beliebige
nat\"urliche Zahl sci, rechtfertigt schon die Einfuhrung des Begriffs der
Totalit\"at von den nat\"urlichcn Zahlen. Eine beliebige $nat\ddot{u}\iota\cdot liche$ Zahl
$l\triangleright^{\prime}Iat\ell xoc\nearrow\iota en$ ist kein blosses Individuum, sondern $ei\iota 1$ Konkret-Allgemeines
im Hegelschen Sinne, das alle nat\"urlichen Zahlen dalstellt und wodurcli
die Totalit\"at von den naturlichen Zahlen erfasst wird. Wenn eine beliebIge
Zahl nur ein bestimmtes Individuum ist, so muss sie von einer beliebigen
Zahl katcxochen, die, wie vorhin $erk$ ] $\text{"\""{a}"}_{1}t$ wuide, $ei\iota$) Konkret-Allgemeines
ist, streng unterschieden werden. Es ist auch in der ganzen Mathematik
sehr $w\iota chtig$ , ein beliebiges bestimmtes Elcment $ul\downarrow d$ ein beliebiges Element
katexochen streng zu untetscheidcn. Der Intuitionismus f\"uhrt bekanntlich
die sogenannte freie $Wa//lfolge$ ein: $ei_{l1}e$ Folge von naturlichen Zahlen soll
eine freie Wahlfolge genannt werden, wenn man beliebig eine erste Zahl
$a_{1}$ w\"ahlt, darauf auch beliebig einc zweite $a_{2},$

$d\iota$ itte $a_{3}$ , usf. Velmutlich
erkennt der Intuitionismus solche Folge als mathematischen Gegenstand
deshalb an, weil f\"ur eine beliebig bestimmte Zahl $n$ die n-te Zahl $a_{n}$

$wi_{1}$ klich angegeben werden kann. Aber das geschieht nur, wenn $n$ eine
tats\"achlich bestimmte Zahl ist. Solche Zahl $n$ ist naturlich kein Konkret-
Allgemeines, so dass der Sachvcrha!t bez\"uglich aller naturlichen Zahlen
dadurch gar nicht transparent wird. Die freie Wahlfolge kann nicht,
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glaube ich, ein mathematischer Gegenstand sein, und ich betone an dieser
Gelegenheit, dass das Unendliche durch unsere finite Tat nie erfasst wird
und dass eine gewisse $A_{1}t$ des Uneiidlichen durch unsere durch Tat bewirkte
Anschauung als mathematischer Gegenstand geformt wird. An dieser
Stelle m\"ochte ich noch folgendes bemerken. In der symbolischen Logik
stellt man das Axiom auf: wenn eine Auss\’age $F(x)$ f\"ur ein beliebiges $x$

wahr ist, so ist sie wahr f\"ur alle $x$. Um dies Axiom giltig anzuerkennen,

muss hierin beliebiges $x$ ein konkiet-allgemeines, d.h. beliebiges $x$ katexochen
sein. Und um ein $*liebiges$ Element katexochen sinnvoll anzuerken, en,

muss die Totalit\"at der in Betlacht kommenden Elemente von vornherein
uns klar sein. Wenn man das Axiom der vollst\"andigen Induktion so aus-
spricht: ist irgendeine beliebige Aussage bez\"uglich $x$ f\"ur die Zahl 1 wahr
und ist sie, falls sie von irgendeiner (bestimmten) nat\"urlichen Zahl $x$ gilt,
auch immer noch f\"ur die n\"achstfolgende $x^{\prime}$ wahr, so ist die Aussage f\"ur
alle nat\"urlichen Zahlen wahr, so bedeutet dies,,beliebig“ nicht ,,konkret-

allgmein“, soi dern ,,beliebig bestimmt”. Man soll hierin statt ”irgendeine
beliebige Aussage” nicht ,,alle Aussagen” setzen.* Wir wissen ja nicht
genug, was die Totalit\"at aller Aussagen bedeutet, so dass unsere,,beliebige
Aussage” keine konkret-allgemeine sein kann. Das Axiom der vollst\"andigen
Induktion ist im $ge$wissen Sinne dasjenige $Prinz\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ip, wodurch wir alle nat\"ur-

lichen Zahlen als einen mathematischen Gegenstand erfassen.**
Um die reelen Zahlen einzuf\"uhren, denken wir uns einen unendlichen

Dezimalbruch
$a,$ $ a_{1}a_{2}a_{3}\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots$

wobei $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3},$ $\cdots\cdots\cdots$ eine Folge von zwischen $0$ und 9 liegenden ganzen
Zahlen ist. Wir denken uns namlich, dass fur ein beliebig gegebenes $n$

katexochen eine zwischen $0$ und 9 liegende Zahl $a_{n}$ nach einem gewissen
Gesetz bestimmt wird. Falls wir alsdann

$s_{n}=a,$ $a_{1}a_{2}\cdots\cdots\cdots a_{n}$

schreiben, so ist sicherlich

$ s_{n}\leqq s_{n+1}<s_{n}+\perp$ .
$10^{n}$

* Vergl. $z$ . B. Hilbert-Ackermann, Grundzuge der theoretischen Logik, 2. Aufl., S. 101.
$**$ Es ist ein wichtiges Charakteristikum der neuzeitlichen Mathematik, die Totalit\"at von

den naturlichen Zahlen als einen matbematischen Gegenstand zu begreifen.
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Folglich liegt $s_{2}$ auf der zugeh\"origen Zahlengerade im Intervall $1_{1}$ auf der
rechten Seite von $s_{1}=a,$ $a_{1}$ von der L\"angc $10^{-1}$ , und $s_{3}$ im Intervall $1_{2}$ auf
der rechten Seite von $s_{2}$ von der Lange $10^{-2}$ . Dabei ist $I_{2}$ g\"anzlich in $1_{1}$

enthalten. ${\rm Im}$ allgemeinen liegt $s_{n+1}$ im Intervall $1_{n}$ auf der rechten Seite
von $s_{n}$ von der L\"ange $10^{-n}$, und $1_{n+1}$ ist g\"anzlich in $1_{n}$ enthalten. Wir
k\"onnen also gewiss anerkennen, dass die Intervalle $1_{1},1_{2},1_{3},$ $\cdots\cdots\cdots$ auf
der Zahlengerade gegen einen bestimmten $p_{U11}kt$ A konvergieren. Wenn
wir also ein $a_{n+1}$ hinter dem Dezimalbluch $s_{n}$ hinzuf\"ugen, so wird der daraus
entstehende Dezimalbruch $s_{n+1}$ dem Punkt A $e$twas $\alpha her$ , und wir k\"onnen
durch Velmehrung von $n$ den endlichen Dezimalbruch $s_{n}$ dem Punkt A so
nahe r\"ucken, wie man \"uberhaupt w\"unschen kann. Falls wir somit alle
diese Prozesse gleichzeitig \"uberschauen, so entsteht aus dieser durch Tat
bewirkten Anschauung ein unendlicher Dezimalbruch $a,$ $ a_{1}a_{2}a_{3}\cdots\cdots\cdots$ als
mathematischer Gegenstand. Dieser Begr\"undung der reellen Zahlen liegt
ja das lineare Kontinuum zugrunde. Wieso $wi_{1}d$ nun dieses Kontinuum
begriffen ? Das lineare Kontinuum ist ja, glaube ich, ein mathematischer
Gegenstand, der aus der durch unsere Bewegung $bewi_{1}$ kten Anschauung
entsteht. Durch unsere Bewegung von einem $O_{1}tbIs$ nach anderem $o_{1}t$

oder $d$ urch unsere Augenbewegung von links nach rechts oder durch
Einbildung solcher Bewegungen usf. wird unsere formende Anschauung
bewirkt, welche das lineare Kontinuum als mathematischen Gegenstand
erfasst. Es ist nicht wahr, dass unser Denken das Kontinuum logisch
konstruierte und erst durch das so begriffene Kontinuum $d_{1}e$ Bewegung
erkl\"art w\"urde. Gerade umgekehrt ist das Kontinuum durch unsere Bewegung
erfasst. Ja die Stetigkeit muss zun\"achst erlebt werden, um ad\"aquat erfasst
zu werden. $B$ orel hat in diesem Sinne ganz recht mit seiner Behauptung:*
Pour avoir tous les points d’un cercle, il suffit de le tracer avec un compas:
la pointe du compas passera successivement par tous ces points, sans en
excepter un seul. Man denke ferner an die Tatsache, dass selbst die
Zenonschen Paradoxien dann nie gel\"ost werden, wenn das Kontinuum
durch Denken logisch aufgebaut werden sollte. $V_{01}hin$ haben wir die
reellen Zahlen durch unelldliche Dezimalbr\"uche eingefuhrt. Gestutzt auch
auf das lineare Kontinuum k\"onnen wir nat\"urlich die reellen Zahlen einf\"uhren
durch die Dedekindschen Schnitte oder durch die Cantorschen Funda-
mentalfolgen oder durch die Bachmannschen Inteivalischachtellungen.

$*$ \’E. Borel, $Le\sigma ons$ sur la th\‘eorie des fonctions, 3. Aufl., S. 3.
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Immer m\"ussen wir einen zeitlich unendlichen Pjozess r\"aumlich gleichzeitig
\"uberschauen, so dass wir nunmehr anerkennen, dass der zeitlich unendliche
Prozess des $Form\llcorner\iota ngsprinzips$ der reellen Zahlen und die r\"aumliche Loka-
lisierung der zugeh\"origen Punkte im linearen $K_{01}tinuum$ eine kontradik-
torische Selbst-Identit\"at bilden. Der Dedekindsche Schnitt zum Beispiel
schneidet das Kontinuum in zwei Teile und zugleich verblndet beide Teile
in das eine Kontinuum. Das Iogische Denken allein $k$ ) $nn$ bloss das
Entzweischneiden begreifen, aber nicht das Verbinden beider Teile. Die
Begl\"undung der reellen Z.ihlen gelingt uns dann erst, wenn wir die kon-
trad[ktoristhe Selbst-Identit\"at des linearen Kontinuums und des Kontinuums
der reellen Zahlen einsehen und dadurch die Untrennbarkeit beider Begriffe
klar begreifen. Vielleicht hat der Intuitionismus deshalb die freie Wahlfolge
eingefuhrt, weil er dadurch den Begriff einer ,,beliebigen reellen Zahl‘ zu
erfasse $\iota 1$ beabsichtigte. Ich habe schon $erk1\text{"\""{a}"}_{1}t$ , dass dies ein unm\"oglicher

Begriff ist. Eine beliebige reelle Zahl katexochen ist die durch einen
beliebigen Punkt katexochen $1m$ linearen Kontinuum dargestellte Zahl; und
dabei auch sollen $wIr$ die zwei $I\theta$ edeutungen des Wortes ,,beliebig” streng
voneinander unterscheiden.

Ich behaupte: die Mathematik, welche sich auf Grund der Totalit\"at
von den nat\"urlichen Zahlen in $nat\text{"\""{u}"}_{1}$ licher Anordnung und des linearen
Kontinuums konstruieren l\"asst, ist die Mathemitik katexochen. Wenn
man dar\"uber hinausgeht, so wird die Mathematik nur formal, $d$ . $h$ . gilt sie
nur im Sinne der Widerspruchsfreiheit.

Was aber bedeutet die Konstruktion p Was ist ja der mathematlsche
Gegenstand katexochen ? Zun\"achst fragen wir uns: wieso kann man den

Bruch $\frac{a}{b}$ f\"ur zwei naturliche Zahlen $a,$ $b$ als eine Zahl derselben Kategorie

wie nat\"urliche Zahlen auffassen p Als Begriff sind die naturliche Zahl und
der Bruch streng zu unterscheiden. Nunrnehr aber denken wir uns eine

Zahlengerade mit dem Anfangspunkt $O$ und

$-\bullet-\circ-\bullet-OPQ$ $Bruchxgibtesnat\ddot{u}rlicheinenundnureinemfestenPunktP.F\ddot{u}reinenbeliebigen$

$x=\frac{OQ}{OP}$ . Falls $\chi$ ganz ist, so
$istdereinenx^{PunktQaufdieser}darste11endePunktQderselbeGeradewiemit$

$x$

der
$\overline{1}$

darstellende. Wenn man zwei Zahlen $\chi$ und $\frac{x}{1}$ bez\"uglich der

Begriffsbildung zeitlich betrachtet, so sind beide Zahlen g\"anzlich verschieden.
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Wenn $m’\iota n$ dagegen solche Zahlen gleichzeitig der Gr\"osse nach betrachtet,

so sind sie beide identisch. Wir erkennen also, dass beide Zahlen in der
Tat eine $kontradikt_{oi}\cdot ische$ Selbst-Identit\"at bilden. Genau so bei reellen
Zahlen, wie schon erkl\"art wurde.

Nunmehr sei
$ a_{1}+a_{2}+a_{3}+\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots$

irgendeine Reihe reeller Zthlen, welcbe der Cauchyschen Konvergenzbedin-
$gm\rceil g$ gen\"ugt. Zum Beispiel sei dies $0,999\cdots\cdots\cdots Schreiben$ wir dabei

$s_{0}=0$ , $s_{1}=0,9$ , $s_{2}=0,99$ , $\cdot$ ..............,
dann ist naturlich

$s_{n}=1-\frac{1}{10^{n}}$ .

Bei unserem Dezirntlbruch 0,999 $\cdots\cdots$ ist die Stellenanzahl unendlich und ein
$e$ ndlicher Teil $s_{n}$ ist imrner etwas kleiner als der gegebene $Dezimalbr\iota ch$ .
Weil aber wir hierbei einsehen, dass bei Hinzuf\"ugung von 9 hinter $s_{n}$ die
neu entstehende Zahl $s_{n+1}$

$1$ n\"aher als $s_{n}$ liegt ulld durch Vermehrung
$vonns_{n}1$ so nahe wird, wie man nur wunschen kann, so k\"onnen wir den
ganzen N\"aherungsprozess klar uberschauen. Diese durch Tat bewirkte
Anschauung l\"asst uns aus dem finiten Standpunkt hinausgehen und somit
erkennen, dass der gegebene unendliche Dezimalbruch der Zahl $\cdot$ 1 gleich ist,
und zwar im Sinne, dass beide eine kontradiktorische Selbst-Identit\"at bilden.
Dass \"uberhaupt eine unendliche Reihe $ a_{1}+a_{2}+a_{3}+\cdots\cdots\cdots$ eine Summe $a$

besitzt:
$a_{1}+a_{2}+a_{3}+\cdots\cdots\cdots=a$ ,

bedeutet, dass bei diesem Gleichheitszeichen in der Tat eine kontradik-
$t_{01}$ ische Selbst-Identit\"at besteht. Nun seien wieder

$s_{0}=0$ , $s_{1}=0,9$ , $s_{2}=0,99,$ $\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots$ ,

wie vorhin erkl\"alt wurde, $\iota!nd$ wir denken uns die Zuordnung von $n$ und
$s_{n}$ . Alsdann wird die erste transfinite Zahl $\omega 1$ zugeordnet, d.h. $\omega$ wird
damit durch den Grenzwert 1 dargestellt. Was durch etwas dargestellt
wird, muss doch existieren. Wenn wir ferner

$s_{0}$ , $s_{1}$ $s_{2}$ ,

1, $1+\epsilon^{r}s_{1}$ , $1+\epsilon^{\prime}s_{2}$ ,

$1+\epsilon^{\prime}$ , $1+\epsilon^{\prime}+\epsilon^{t\prime}s_{1}$ , $1+\epsilon^{\prime}+\epsilon^{tt_{S_{2}}}$ , $\cdot$ .. ...............
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betrachten, wobei $\epsilon^{t},$ $\epsilon^{\prime\prime},$ $\cdots\cdots\cdots$ positiv sind und
$\epsilon^{\prime}+\epsilon^{\prime\prime}+\cdots\cdots\cdots=\epsilon_{1}$

sei, $c_{O}$ wird $\omega^{2}$ durch $1+\epsilon_{1}d_{1}rgestellt$ . Auf \"ahnliche Weise wird $\omega^{u}$ ,

wenn
$n=^{\infty}1JI(1+\epsilon_{n})=1+\eta_{1}$

ist, durch $1+\eta_{1}$ datgestellt. Wenn ferner

$\prod_{n=1}^{\infty}(1+\eta_{n})=1+\eta$

ist, so $wi_{1}\cdot d$ die erste $\epsilon$ -Zahl durch $ 1+\eta$ dargestellt. Die transfiniten Zahlen
bis der ersten $\epsilon$ -Zahl k\"onnen wir uns also sicherlich als existierend denken,

weil die Darstellung solcher Zahlen durch die durch Tat bewirkte An-
schauung erfasst werden kann. ${\rm Im}$ allgemeinen behaupte ich, dass was
mittels der Totalit\"at von den nat\"urlichen Zahlen in nat\"urlicher Anordnung
und des linearen Kontinuums durch die durch Tat bewirkte Anschauung
erfasst wird, we iin auch es sich nicht durch finite Konstruktion zustande
kommen l\"asst, ein mathematischer Gegenstand katexochen sei.

Der Intuitionismus velwi] ft bekanntlich den Satz des ausgeschlossenen
Dritten in bezug auf unendliche Mengen, weil er das Bestehen oder das
Nicht-Bestehen einer Aussage durch finite Konstruktion bewiesen wissen
will. Es gibt aber in der Mathematik mehrere F\"alle, wo die M\"oglichkeit

der Entsche.idung einer disjunktiven Aussag $e$ bez\"uglich einer unendlichen
Menge durch die durch Tat bewirkte Anschauung gewiss eingesehen werden
kann. Nat\"urlichen soll dabei die Aussage in bezug auf das beliebige
Element katexochen, d.h. das konkret-allgemeine Element betrachtet wer-
den. In solchen und nur in solchen F\"allen sollen wir die G\"ultigkeit des
Satzes des ausgeschlossenen Dritten anerkennen. Zum Beispiel denken
wir uns das Fermatsche Problem: es gibt zu einer beliebigen (bestimmten)
ganzen Zahl $n\geqq 3$ kein System von $d\iota ei$ nat\"urlichen Zahlen $x,y,$ $z$ von der
Art, dass

$x^{n}+y^{n}=\sigma^{n}$

gilt. Ich denke mir, dass alle Mathematiker ausser Intuitionisten diese
Behauptung entweder bejaht oder verneint zu werden $gla\iota ben$ , wenn nur
die Mathematik gen\"ugend Fortschritte macht. Ob aber bei einer Aufgabe
sich der indirekte Beweis anwenden l\"asst oder nicht, h\"angt vom betreffenden
tats\"achlichen Sachverhalt ab. Wenn unsere durch Tat bewirkte Anschauung
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dazu ausreicht, den Satz des ausgeschlossenen Dritten dabei giltig anzuer-
kennen, dann erst k\"onnen wir den indilekten Beweis anwenden. Dies
l\"asst sich nat\"urlich rein-formal nicht entscheiden.

Zum Schluss sei noch bemerkt: wenn man von einer Variable spricht,
dann muss deren Bereich von vornherein klar sein; und die VarIable
bedeutet ein beliebiges ( $k_{oi1}kret$-allgemeines) Element dieses Bereiches.
Die $\ddot{u}b^{1}iche$ Definition der Variable ist bekanntlich nicht logisch. Eine
Funktion $y=f(x)$ muss so sein, dass dere $n$ Wert tats\"achlich dann bestimmt
wird, wenn ein Wert der Variable $x$ angegeben ist.

Meiner Meinung nach ist es eine der wichtigste $nA\dagger$ fgaben uber die
Grundlagen der Mathematik, uns klar zu macben, wie weit tats\"achlich die
mittels der Totalit\"at von clen naturlichen Zahlen in nat\"urlicher Anordnung
und des linearen Kontinuums durch die durch Tat bewirkte Anschauung
erfasste Mathematik katexochen $umf_{1S.\supset}\llcorner(t$ und wo die rein-form tle Mathematik
ohne anschaulichen lnhalt beginnt.

Tokyo, den 26. Dez., 1950.
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