
QUELQUE8 PROPOSITIONS EQUIVALENTE8

A L HYPOTHESE DU CONTINUE

Par

Tamotsu Tsuchikura.

§ 1. Dans ce § nous dόmontrerons Γcquivalence entre Γhypothese H

(3£i=2*°) et la suivante

Proposition P: II existe une suite inίinie de functions d'une variable

reelle /,(#), //#), /3(*), telle que

(i) lim/„(#)= 0 pour tout x ε S (3 dόsignant Γensemble de tous les nom
n—> OJ

bres reels),

(ii) cette convergence n'est pas uniforme sur tout ensemble ind'nombr-

able,

(iii) pour tout couple de deux nombres reels x, x' qui appartiennent a un

certain ensemble K de puissance du continu, Γun au moins de deux limites

supόrieures ^

lim sup \Mx)/fn(x'% Km sup \fμ(x')!Mx)\

est ίinie^.

1. Nous prouverons d'abord le lemme suivant (sans faire usage de

Γhypothese H ) .

Lemme. Etant donn^e une famille d'nombrable de suites formόes de

nombres reels qui convergent vers zero, il existe une suite de nombres rόels

qui converge plue lentement3) que chacune de ces suites donnres.

Demonstration. Soient Γ ^ { ^ } w (lim aψ = 0, m = l, 2, 3, -•) les suites

donne'es. Nous allons definir de nouvelles suites A^{b°!^}n Cm —1, 2, 3, •• ••)

par Γinduction. Posons

e t s u p p o s o n s q u e t o u t e s l e s s u i t e s Δί = {^°'ί» ( t = l , 2 , • , k ) o n t όtv. d e f i n i e s . S o i t

*) Received April 8th, 1947.
lj Cf. VV. Sierpinski, Hypothese du continu, Warszawa-Lwόw 1934, p. 52, Proposition

• c9.
2) Pour deux .suites {a,ι\ et {bn\ formees de nombres reels qui tendent vers zero, si

lim an/b)i = 0, nous dirons que {an} converge vers zero phis rapidemerit que [b,i\, ou
encore que \b)ί\ converge plus ίentβment que ί/W}.
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Les suites Δ«ι'(m = l, 2, ••) etant ainsi definies, on voit sans peine que

lim &w = 0 Ow = l, 2, ••••), et Γon a pour l<j<rn

ty */&»-*$ (lorsque m->oo),

c.-a-d. la suite Am converge plus lentement que toutes les suites Δ./ (/=1, 2,

• . m), et de meme que Γm.

Maintenant, par le methode bien connu de du Bois-Reymond et Hadamard,

on peut construire une suite de nombres reels qui converge plus lentement

que toutes les suites Δm (w = l, 2, ), done a plus forte raison que toutes

les suites Γm (m = l, 2, ), c.q.f.d.

2. H->P. Admettons Γhypothese H. L'ensemble F de toutes les suites

f ormees de nombres rationnels qui tendent vers zero, est de puissance %o

xo~

2X 0=2£1. II existe done une suite transfinie

(1) Γ1? Γ2, Γ3 ••••, Γω, Γω + 1, ' . . ' . ., Γ«, . . . (a<Ω)

formee de toutes les suites de F.

Nous definirons par 1'induction transfinie une nouvelle suite transfinie

(2) Δ., Δa, Δ3, •• ••, Δ«,Δω+i, •••••, Δ«, •••• (oc<n),

comme il suit.

Soit d'abord Δi une suite quelconque qui eonvege vers zero plus lentement

que Γ,, et supposons que nous avons deja defini pour un nombre ordinal

# < Ω , toutes les suites Δs, β«x. D'apres le lemme il existe une suite Δ* qui

converge vers zero plus lentement que toutes les suites Δβ,β«x et que ΓΛ.

La suite transfinie (2) est ainsi definie.

II est ίi remarquer que pour chaque suite Va de F, Γensemble de toutes

les suites de (2) qui convergent plus rapidement que ΓΛ est au plus denon>

brable.

En vertu de Γhypothese H, il existe une suite .transfinie

formee de tous les nombres reels.

Posons pour tout nombre reel Λ = Λ*

(3) Λ(Λ«) = le n-ieme terme de A*, (n = l, 2, 3, •• ••).

On a alors evidemment que lim fn(X)~0 pour tout x a S. Et pour tout

couple de deux nombres reels x = Xcc et x' = %β (sans aucune exception), si

α>β, la definition (3) entraine

Les proprietes (i) et (iii) sont ainsi verfiees en posant K=S.

II s'agit done de prouver la propriete (ii). Supposons par contre qu'elle
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converge vers zero uniformement sur un ensemble indenombrable E. II

existe alors pour tout nombre naturel p, un nombre naturel NP tel que

\fnCx) I <1/P* pour n>Np et xεE

(on Λ̂ , est determine ίndependantement de x, et Γon peut supposer que Nι<

N2< • • , iV2ϊ—>oo quand p—^oo)*

Posons pour £=1,. 2, 3, ,

Sa~l/p si iVp+i >n>Np, et s,i = l si n < N:.

Pour tout £>0, il existe un nombre naturel /> tel que l/p<£, on a done

si Λ/Wx ^n>NΊ^NP,

c.-a-d. la suite {s«} £ F converge plus lentement que toutes les suites {/W(Λ)}

(xεE, E etant indenombrable) qui appartiennent Γι la suite transfinie (2).

Done, d'apres le remarque plus haut, une contradiction a lieu. Par con-

sequent la suite ϊ/«CiOΐ converge non-uniformemement sur tout ensemble

indenombrable.

L'implication H—>P est ainsi etablie.

3. P-^H. Admettons la proposition P et soit EciK un ensemble quel-

conque de puissance %τ.

Nous prouverons d'abord que pour tout nombre χ{] £ K, il existe un

nombre ξo — ξr^E tel que

(4) lim sup \fn(xoVfn(ξo) I < 00.
ll-?oo

En effet, supposons par impossible que pour tout ξ ε E,

lim sup \fn(xo)/fn(ξ) | = 00

c.-Γi-d. d'apres la propriete (iii)

lim sup \f>ι(ξ)/f>ι(«o) \ < °°, Pour ξ a E.

II en re suite que pour certains nombres naturels Mξ et Nξ

\fn(ξ)!fnθhύ\ <Mb pOUr 1ϊ<Nξ.

L'ensemble E etant indenombrable et celui de tous les couples de deux

nombres naturels etant denombrable, il existe un couple de deux nombres

naturels M\ Nr tel que Γinegalite

\fn(ξ)/Mxo) I <M', pour n>N'

a lieu pour une infinite indenombrable de nombres ξ ε E.

Soit Ei leur ensemble. D'autre part pour tout nombre £>0. il existe un

nombre naturel N" tel que

£
IΛCΛQ) I < - ^ - P ° u r n>N".
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On a par consequent

pour n> max (ΛΓ, N") et ξ ε EΛ, c.-a-d. la suite {fn(x}} converge uniforme-

ment sur Γensemble indnombrable EΛ, ce qui contredit notre propriete (ii).

II correspond done ϋ tout nombre r<e\ χ0 ε K un element ξX(j 8 E tel que

la condition (4) est remplie.

Si Xi<2'-°, d'apres ce qui precede, il existe un element ξ' ε E qui corres-

pond ii un nombre indenombrable d'elements de K. En effet, si tout ξ ε E

correspond a un nombre au plus denombrable d'elements de K, Γensemble E

etant de puissance %l9 Γensemble K est de puissance au plus XiXo = Xi<2 x o ,

contrairement a Γegalite K=2X0.

Soit A Γensemble indenombrable de tous les elements de K auxquels

correspond le nombre ξ'.

Le meme raisonnement que nous avons vu plus haut entraίne Γexistence

d'un sous-ensemble indenombrable de A sur lequel la suite {/»(»} converge

uniformement. Ce qui contredit la propriete (ii), on en conclut que Xi^23Cυ .

par consequent que 2X 0 = χ 1 . ^equivalence entre H et P est ainsi dόmontree.

§ 2. Nous dirons que deux points sont separes par la suite d'ensembles

{En}, lorsque Γun d'eux est contenu dans liminf En et Γautre est dehors de

lim sup En- Ceci pose, nous allons prouver que Γhypothese H equivaut Γι. la

proposition suivante:

Proposition Q: Π existe une double suite d'ensembles \β[} telle que

(I)

(II) les ensembles d'une meme ligne sont disjoints,

(III) quelle que soit la suite de nombres naturels kl9 kt, ••••&, et n, le

produit IT (B[-\-Bl;-\- • --\-B[. ) est au plus denombrable,

(IV) deux points distincts arbitraires d'un certain ensemble KΊ de puissance

du continu, peuvent etre separes par la suite d'ensembles de la forme

1. Comme on voit dans la demonstration H—>P du § precedent, la

condition (iii) de P peut etre remplacee par la condition suivante:

3) Cf. S:erpirr-ki, loc. cit., p. 53, Proposition Cπ.
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(iii') pour deux nombres arbitraires x, χf distincts qui appartiennent a un

certain ensemble K de puissance du continu, Γun de deux limites

lim |/ C x v fn(x') et lim |/»GO//nOO1

est zero.

Soit P' la proposition ainsi obtenue. Les propositions H et P' sont

equivalentes.

Remarquons ensuite que la condition (IV) de Q peut etre remplacee par

la condition (IV') ci-dessous, sans perdre Γequivalence avec Q designons

par Q' la proposition ainsi deduite.

(IV) pour deux points distincts arbitraires x, x' ε Kτ, si x ε Π B[,.

et x' ε Π -Sί., on a alors ou bien kι>k{, ou bien k{>kι pour presque tous
/ = 1 ' ί

les indices /.

Nous montrerons Γequivalence entre (IV) et (IV) sous les conditions

(I) et (II).

En admettant par exemple le premier cas de (IV'), on voit d'apres (II)

que x' ε lim inf (B[ + • •• +#£,.) et x a lim sup (B\ + - -+BLJ, done la

condition (IV) est verifiέe.

Reciproquement, si (IV) est remplie pour deux points x εTl Bί et xr ε Π
/= 1 * i = 1

B\,. (on peut ecrire dans cette forme selon (I)), nous pouvons poser par

exemple

x ~ε lim sup (B[ + --

et

%' 6 lim inf (£[+-.
II resulte done en vertu de (II) que kt^hi et kt>hh c.-a-d; kι>kl pour

tous les indices i α partir du certain rang, on en conclut la condition (IV).

D'apres ces remarques il suffit de demontrer deux implications P'->Q'et

2. F-+Q'. Admettons P'. Pour deux indices i et k, posons

B[ = £ C Ifm(x) ί <l/ί pour tout m>k et |/fc(Λ) | ^l/O

Evidemment les condition (I) et (II) sont remplies. Si Γensemble

est ind nombrable, on a d'apres la definition de

pour tout x ε N, ce qui prouve que la suite {fn(x)) converge uniformement

sur N contrairement a la propriety (ii) de P'. Nous avons done la propri^te

(HI).
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Pour deux points x, x'ε K, posons x « Π /?£, et χr 8 Π B^ ,, (les suites
/ = 1 ι / = 1 *

{&,} et {kι} sont bien determinee d'apres (I) et (II) ), et supposons que

(5) lim Λ(O//»(*) = <>.
ll-yOO

Supposons par contre que k{ > h pour une infinite d'indices /, il resulte

d'apres les in'galites |/m(a) | <l/i (m>k) et j ftrfx') | ^ 1/ί, que

pour une infinite diniices i,

ce qui contredit Γegalite (5) (parce que comme on voit dans la construction

de {Λ(Λ)1, on peut supposer que &,'->oo lorsque z->oo). II en rέsulte que

kι>kι pour presque tous les indices /.

La condition (IV) est ainsi prouvee en posant K-> = K.

3. Q'—•!!. Admettons la proposition Q'. D'apres les contitions (I) et (II),

il existe pour tout nombre x^S, une suite bien determinee d'indices k;(x)

telle que x s Π B{^

Soit NdKΊ un ensemble quelconque de puissance *' ]5 et posons

dont la puissance est au plus %Ί Xo^SCi Par ^a propriety (III).

Si %1<2X0, l'ensemble Kλ-M n'est pas vide (puisque Kλ^2*°). Soit Λ0 un

/lament de Kλ~M. Comme

xosM^ liminf (

on conclut par (II) que ^(jto)>^i GO P<>ur u n ^ infinite d'indices / (pour tout

xεN), done selon (IV') pour presque tous les indices / (xsN), c.-a-d. pour

tout xεN

x e lim inf (

ou

c lim inf

En vertu de (III) l'ensemble du membre droit etant au plus denombrable,

et ΛΓ=3Ci, on a une contradiction, done X, > 2X0.

On a ainsi Γhypothese H

§ 3. Nous prouverons maintenant que Γhypothese H equivaut a la proposi-

tion suivante:

Proposition R: II existe une suite double de fonctions d'une variable

reelle <p;?(x) (m=l, 2, , . M = 1 , 2, ) telle que

(1°) lim (lim ^ C Λ ) ) = 0 pour tout Λ ί S,



L HYPOTHESE DTI CONTIXU 75

(2°) quelle que soient la suite infinie croissante de nombres naturels

m 1 <m 2 < •••, et la suite infinie d'indices nΊ, n?, •• -, lYgalitό lim <P™£(.x)~0

ne peut avoir lieu que tout au plus pour une infinite d6nombrable de

valeurs de A.

(3°) pour les deux points arbitraires x et x dun certain ensemble Kλ de

puissance du continu, si lim ψ™ (x) — 0 et si lim φ™, (x') = 0, on a ou bien

lim 0>™ 0 0 = 0 ou bein lim 9 ^ 0 0 = 0 . 4 )

Pour etablir Γequi valence entre H et R,il suffit de prouver que P'—•R. et

1. P'—>R Admettant p ' , posons pour tout m = l,' 2, ••, n-^l, 2. •• •• et

x e S,

£>2fιOO = 0 si \fP(x) I < 1/m pour tout p>n,

et \fn(x) I 5; 1/m

et φ%(χ)=:l dans le cas contraire.

On voit facilement que les propriety (1°) et (2°) sont rempliesΓ)>.

.Nous d duirons la propriόte (3°).

Pour tout indice m et xεS, soit nm(x) le plus petit indice n tel que

φ™(x) = 0. Supposons pour deux nombres x, x' ε K que lim /»0*0//»00 = 0. Si
n—v 00

Γon a nm(x)>nn(x') pour une infinite d'indices m, il resulte que

>-y^ = 1 pour une infinite d'indices /,

ce qui contredit Γegalite lim |/»C^)//»CO I =0 (car on peut supposer que

n mix)—>co lorsque m—>oo). On conclut done que wmC^r) ^ WwĈ :) pour presque

tous les m. II en r suite d'apres la definition de nm(x'), que si φ™ (z')—>0

Cm->oo),on aΓinegalite ^ r

m > n w ( ^ ) pour presque tous les m. Par consequent

n'm>nm(x') pour presque tous les indices m, c-Γi-d. lim φ%f =0.

En posant K2~K, la propriete (3) est •: tablie.

2. B->H Admettons la proposition R. Soit M c K>> un ensemble

quelcnque de puissance £ , et posons M=K2—N. On peut correspondre a tout

nombre Λ ^ S , une suite {nm(x)}m telle que ^^COCΛO-^O lersque m->oo.

Si Xi<2 j : o , on a Fegalit' M=2*°. Pour tout 3; e M, il existe en vertu de

la propriete (2°), un nombre xy εN pour lequel Γ^galit' lim ψm

 O / ) C Λ ) = 0

ne se presente pas.

On a done d'apres la propriete (3°)

4) Cf. Sierpinski, ίoc. cit., y. 58, Proposition Cj0.
ό) Voir, ibid, p. 5*, Demonstration C9->Cj0.
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lim
\ Hi—^oo m v y

L'ensemble M ίtant de puissance 2X0, et N de puissance 3£α, il existe

d'apres Γinegalite 3Ci<2;X(), un nombre xoεN tel que Γegalite lim φm ' (%)

= 0 se presente pour une infinite indenombrable de xεM, ce qui est aussi

incompatible avec (2°). Nous avons done 3Ci>2*°, c.-a-d. 3Ci = 2X 0.

L'equivalence entre H et R est ainsi etablie, c.q.f.d.

Universite de Tδhoku, Sendai.




