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Introduction
Dans cette note nous etudirons les classes des ensembles qui sont munis

par un ensemble plan donne. Les resultats f ondamentaux seront donnes par
le Tableau 1 (p. 40). Nous faisons quelques applications de ces resultats
aux problemes de Γuniformisation et de la separabilite des ensembles plans
qui sont importants dans la theorie des ensembles analytiques—ces applica-
tions seront publiees prochainement sous le meme titre.

Sur Γuniformisation des ensembles, par example, Mel le S. Braun a etablit
deux theoremes suivants [lH.

THEOREME B. 1. Tout ensemble plan (F) peut etre uniformise au moyen
d'un ensemble

THEOREME B. 2. Tout ensemble plan (Fσ) peut etre uniformise au moyen
dun ensemble (G$σ).

D'apres nos resultats on peut montrer que Theoreme B. 2 sera ameliore,
c.-a-d., tout ensemble plan (Fσ) L(F*)H peut etre uniformise au moyen d'un
ensemble (Fσp) £(GB)1.

Sur le probleme de separation, N. Lusin a montre deux theoremes sui-
vants [5j.

THEOREME L.I. // existe deux courbes Cι et Cz qui sont des complemen-
taires analytiques et dont Vune est situee au-dessus de Vautre telles que Von
ne peut trouver aucune courbe mesurable (B) enire Cι et C2.

THEOREME L. 2. II existe deux courbes d et C2 qui sont des comple-
ment air es analytiques et dont Vune est situee au-dessus de Vautre telles que
Von ne sait trouver deux ensembles disjoints Hi et H2 mesurables (B) qui con-
tiennent Cx et Cz respectivement.

Et il a pose le probleme; la proposition suivante, est elle vraie?

PROPOSITION L. Entre deux courbes quelconques Cλ et CΛ qui sont des com-
plement air es analytiques et dont Vune est situee au-dessus de Vautre, on peut
trouver un ensemble mesurable (B) qui est coupe par toute droite parallele a
Vaxe OY au moins en un point.

Nous montrerons dans la deuxiemepartie que ce probleme est resolu
negativement commeune application de nos resultats, et cela en suivant la
meme methode de N. Lusin qui est employee dans la demonstration du
Theoreme L. 1.
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Notations et Definitions
Px: la droite parallele a Γaxe OY qui est menee par le point (x, 0).

Cψ/Γ] : Γensemble de tous les points des semi-droites fermees
paralleles a Γaxe OY, qui sont menees a la direction positive [negative]
par chaque point de Γensemble plan E.

IE: la somme des ensembles f E et ψ£.
(y > a): Γensemble de tous les points du plan qui sont au-dessus de la

droite y = a.
(y > a), (y < a), (y <; a) et (y = a) seront definis d'une faςon analogue.
E € (~; LE € (~')H: pour tout x situe sur Γaxe OX, Γensemble EPX est

borne-superieurement [inferieurement]. Dans ce cas nous dirons que Γensem-
ble E possede la propriete (~) C(^')D.

Un ensemble E est dit uniforme par rapport a Γaxe OJt, si E Px ne
contient qu'un point au plus pour tout x situe sur Γaxe OX, et Γon dit E
un ensemble semi-uniforme si EP^ ne contient qu'un nombre denombrable de
points.

Si (Φ) est une classe d'ensembles nous designons par Φ un ensemble
quelconque de (φ), et par (Cφ) la classe de tous les ensembles complemen-
taires CΦ.

(Gξ), (F*) (0 < ξ < ί l) : les classes de Borel au sens de F. Hausdorff [2],
en particulier (G°) - (G), (F°) = (F), (Gι) = (Gβ), (F1) = (Fσ) etc.

(K): la classe de tous les ensembles plans f ermes et bornes.
Cp) la classe de tous les ensembles plans fermes qui sont situes entre

deux droites paralleles a Γaxe OX.
(Bn), (Λn), (Cn) (n = 1, 2, ••): les classes d'ensembles mesurables (B),

analytiques et complementaires analytiques d'ordre n respectivement. (Voir
C6D p. 270). Souvent nous designerons (B), (A) et (C) au lieu de (Brf, (A{)
et (C7) respectivement.

(Bi,t) (l^gξ< Ω) ' la classe d'ensembles qui sont (Fξ) et (Gξ) a la fois.
(Blx) C(F ), (F*σ)]: la ciasse d'ensembles (Bltl) L(F), (Fσ)] dont

la projection^ est (Gδp.
(Bl) UΛnΏ •• la sous-clasvse de (βn) L(AW)H dont Γensemble a une projec-

tion (Bn).
(Fp) L(Fσp)t(AHP) (n = 1,2, )U: la ciasse d'ensembles qui sont represen-

tables comme la difference de deux ensembles (F) C(Fσ), (An)l (Voir[8]).
(Aτ): la classe d'ensembles (CAP), c.-a-d., la classe d'ensembles qui sont

representable comme une somme d'un ensemble analytique et un complemen-
taire analytique.

(Φ) C(Φ)H: la sous-classe de (φ) dont Γensemble possede la propriete

-> : Γ inclusion logique.
<—> : Γ equivalence logique.

1) Dans cette note la projection d'ensemble plan est "la projection par rapport a Γaxe OX."
2) En general, cettes projections sont QFσy
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(y>yo) E Φ 0],

Points stφerieurs a, β, y etc
DEFINITION. Soit E un ensemble plan donne. Nous dirons qu'un point

(Xo, yo) est supeYieur [inferieur j a a Γensemble E—ou plus simplement sup
Ciirfjαc a E—si

Px* (y Syo) E Φ 0 [A,

superieur [inferieur] β—ou sup [inf j β—si

P*. (y<yo) EΦθ lPχc

supόrieur [inferieurU 7—ou sup CinfJ 7—si

P*o E Φ 0, A. (y >>Ό) E = 0 [ P ^ (y ^^ 0 ) E = 0],
et supέrieur [inferieurU δ—ou sup [inf] 8—si

PXO EΦ 0, Pxo (y >y0) E=0 £PXa (jy < y0) £ = 0].

Nous dirons encore qu'un point (xQt y0) est superieur [infrieurU ζ—ou
sup Cinf j ζ—s'il est sup [inf ] δ a E et si

P*. (y>a) E*0 [Ps0 (y < a) E Φ Oj

pour tout nombre a < y0 [a > ^ 0 ] , et en outre si (ΛΓ0, y0) € E nous dirons que
ce point est superieur [inferieur] η—ou sup [inf] η.

Un point (XQ, y0) est appele point θ\Lff~} de Γensemble E} si

P«o (y > n) E Φ 0 [P*o (y < - « ) . £ * 0 ]
pour tout nombre naturel n.

L'ensemble de tous les points qui sont sup a a E est designe par aE,
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0
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0 !

Cn

Anp

Cn

An

Bn

Tableau 1

3) D'apres S. Mazurkiewicz, ηE est Γensemble de tous les points ^-maximum Voir
et [6] p. 281.
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et inf a a E par a'E. De meme on peut defϊnir des notations βE, β'E, yE
etc. 3>

L'ensemble de tous les points ΘLΘ'2 de E est designe par θE[β'E~].
Ceci pose, les ensembles ζE et ηE sont evidemment uniformes.

Pour les ensembles qui viennent d'etre deίinis, nous aυons le Tableau 1
dont la demonstration est Γobjet du § 1. Dans le § 2 nous prouverons par
certains exemples Γexactitude de nos estimations.

1. Demonstration du Tableau 1.

Dans la suite noυs n'observons que des ensembles oc} β etc., car nous
pouvons obtenir les resultats pour des ensembles a\ β' etc. de la meme
maniere.

Tout d'abord on a evidemment

I tGet IG€(G); tF et IFζ(F);

(1) IK€(BU1); XFσ€(Fσ);

1 ZAle(Bn), XAn€ (Λn) (» = 1,2 , ) ;

et d'apres la definition,

(2) +E = <xE.
Soit rur2i -,rn, •• la suite forme de tous les nombres rationnels. En

posant

En = (y>rn) l{(y< rn) E},

E'n = (y> rn) Iί(y S rn) E} (n = 1,2, •),
on verifie aisement que

CO OO

(3) βE~ 2^»= 2 ^ -

Gomme les ensembles Cv < d) et ( J ' ^ Λ ) sont (G) et (F) respectivement,
les relations (1) et (3) impliquent f acilement la validite des estimations de β
du Tableau 1.

Concernant des operateurs #, β etc. on a evidemment quatre relations
suivantes:

(4) aE ~^E+ βE,
(5) γ£= J E - α Έ ,
(6) 3E= lE-β'E,
(7) vE=E-β'E.

L'estimations άect sont vraies pour F d'apres (1) et (2), et pour les autres

d'apres les estimations de β et (4).

En vertu des estimation dea,β et (1), (5), (6) on obtient aisement les
estimations de y et de δ.

L'estimation de η s'obtiendra par Γestimation de β et (7). Dans ce cas
pour demontrer la formule ηE = 0 pour E € (G) on doit observer Γimplication :

= aE.
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Posons a neuf En = (y > n) E (n = 1,2, ). On a ^ = Π lEn, et il

en resulte Γestimation de θ d'aprέs (1) et Γequivalence evidente:

E € (~) <--» <9£ = 0.
On obtient les estimations de Jζ* par (1), Γestimation de θ et les rela-

tions suivantes:

UE= IE-ΘE,
£€(-)<--» lζE= IE.

II est clair que

y'ζE = β'E -ΘE= (β'E) ( I ζE)
et E€ ( - ) <--> 7T^ = βΈ.
Done on obtient les estimations de y'ζ d'apres les estimation de β,θet Xζ.

Tout revient ainsi a etablir les estimations de ζ et de yζ. Si ΓensembJe
E est (F), (F*), (F*), (F) OU (F), les estimations s'obtiendront par les esti-
mations de 7} et de y en faisant usage de Γinclusion evidente

Ee(F)-+ζE^ VE et yζE = yE.

Dans le cas general, si Γon emploie des egalites evidentes ζE = ηE + ^'7^^
7fβ = /?7^ etc., on a besoin de faire usage de Γoperation I deux fois, ce
qui entraίnera des estimations incompletes. Nous suiverons alors la methode
de N.Lusin [ΊΓ|.

Etant donne un ensemble plan E, soit En Γensemble obtenu de E par le
deplacement parallέle a Γaxe OY par ordonnee 1/w, n = 1,2, , c.-a-d,

Ceci pose, les deux ensembles E et Z£n appartiennent h la metne classe
d'aprέs nos operations a, β, etc. On a evidemment

00

?E= Ua'En-βΈ,

Done on voit la validite des estimations ζ et yζ en vertu de (]) et des esti-
mations de a et de β.

Ainsi, la validite de toutes les estimations du Tableau 1 a ete complete-
ment demontree.

REMARQUE. La projection d'un ensemble plan E qui est semi-uniforme et
(£?]) est encore (2?i), done les estimations de classes des ensembles obtenus des
E par les operations citees dans le tableau 1 sont toujours (Bx).

2. Demonstration de Inexactitude des estimations.
Soit (Φ) une classe d'ensembles. Nous dirons que Γensemble E est (Φ)
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exactement—ou simplement (eφ)—lorsque E€(Φ) et E ^(CΦ) si (Φ) Φ (CΦ)
ou lorsque E € (Φ) et E n'appartient a aυcune classe inferieure si (Φ) =
(CΦ), Par exemple, il existe, comrαe on sait, des ensembles (eF*), (eG%)

( 0 g ? < Λ), (eAn) et (eCn) (n = 1,2, • ,). D'apres W. Sierpinski [8H il existe
des ensembles (eFP), (eFσp) et (eAnp) (w = 1,2, ).

Si les estimations des resultats d'une operation pour deux classes (Φx)
et ( Φ Z ) I D ( Φ I ) sont egales, il nous suίϊit evidemment de montrer Γexactitude
pour (Φi) seulement par exemple, tous les resultats de Γ operation at pour
F*, F*, F, F, F*σ, F σ , Fσ e£ F σ sont (Fσ), mais il suffit de montrer Inexac-
titude de Γestimation a de F* seulement.

1. Soit M un ensemble (eG&) qui est situe sur Γaxe OX. II existe des
ensembles lineaires ouverts Mn (n = 1,2, ) sur Γaxe OAT teis que M ~

Π M « , ΛίTZDΛfaiD iDΛfnZD et MΪ = (.y = 0). En posant AΓW = (y = 0)

r- 1M ? ι(w= 1,2, ••••) et A^= (y= 0 ) - M , on a
• . . C O

JV= 2 ^ » . ^ c i V . c - . c i V . c — , iVM€(F), N€(eFσ).

Posons

M1 = (^ = 1) I M, M-1 = (y = -1) X M?

Λ?i = (y = 1) . I AT, iV-1 = (y = -1) IN.

On a alors M1 et M'1 € (βGβ), A/'1 et iV'1 ζ (eFσ). Posons encore

En = (0 < y < n) I M n ,

! ilί. (w= l,2-.. ),

= ^ En r
W = 1

et soit E* Γensemble symetrique a Er par rapport a Γaxe OX, on voit aise-
ment que

E' et E's € (G), E € (G),
Proj E = Proj F' = Proj Es = (y = 0).

Comme ( y = 1) ζE' = M 1 € (^Gδ), on a ζEf "€ (Fσ), d'autre part ζE^ζ (G )
d'apres le tableau 1, done ?£" € (eGs). Done Γestimation de ζ* de G — qui
est (Gβ)—est exacte. _

De meme d'apres Er € (G) etjy = 1) 7 ^ = Nιe(eFσ) on verifie Γexac-
titude de Γestimation de yζ de G—qui est (Fσ).

Pour un ensemble E e (G), on a ( y = 0) ΘE = Af € (^Gδ) et (y = 0)
r/ζE = Cr = 0) iζE = iV€ (eFσ). Done les estimations de <9, 7

r f et I f
sont exactes—(Gβ), (Fσ) et (Fσ) respectivement.

Maintenant posons
D » = CV = w) I Λ^w,
D'n = (y = Λ / ( Λ + 1)) I i V w ( w = 1,2, . . • • ) ,
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OO CO

D~*ΣD», D'= 2 D'Λ + (y = 1),

et designons par Ds et Z); les ensembles symetriques aux ensembles D et D'
resp. par rapport a Γaxe OX. On a

Z7 et Ds € (F) Z) € (F), D, € f F),

Proj D' = Proj D's = (y = 0).

Et pour les ensembles Df et Di qui sont (F) on a

(y = 1) βZT = AT1 € (*Fσ), Cy = -1) iKD = AT'1 e (eFσ);

(y = _ i ) . SZX = (3; = _ i ) . VD'S = f̂  = -1) ζ-D; = M-1 € (eGt).

II en resulte Γexactitude des estimations de β et η ζ d'ensemble (F) — qui

sont (Fσ)—et des estimations de δ, η et ζ d'ensemble (F)—qui sont (Gβ).

L'estimation de Xζ de F est exacte—c. -a-d., (F σ)— car, pour Γensemble

D8 € (F) on a

Si nous posons L = (v = 1) + A on a Proj Z = (y = 0) et L € (F*).
L'estimatoin deα: de F* est exacte—(Fσ)—puisque

Tout ensemble lineaire (eAi) [_{eAn) (n = 2,3, )H dont Γexistence est
connue, est considere comme la projection d'un ensemble (Gs) C(C«-i)H qui
est situέ entre deux droites ^ = 0 e t ^ = — 1. Ajoutons a cet ensemble plan
la droite (y = 1) ou (y = — 1) et les designons par X et X respectivement,
on a Proj X = Proj X = (y = 0) et X, X € (Sf) [(5,1) (w = 2,3, - )]. Les en-
sembles (y = Q).aX= (y= 0) βX et (y =_-l) Ί'ζχ etant (M : ) C(^AW)Ί,
les estimations άecc, β et 7^ d'ensemble (B£) (n~ 1,2, •• ••) sont exactes—
c.-a-d., (An).

2. Soit M un ensemble (eFσs) situe sur Γaxe 0-^, et posons
M1 = (> = 1) I M , ΛΓ = (^ = 0) - Λf, AT1 = (3; = 1) I M

On a alors 3Pe(eF^) et Â 1 € (̂ Gβσ).

D'aprέs W. Sierpinski [9j il existe une suite d'ensembles fermes Fn,

n = 1,2, , sur Γaxe OX tels que

M = lim sup Fn ,

ou Γon peut poser Fi = (jy = 0). Soient

= w)

on a aisement

Proj E = Proj Er - (3; = 0), E € (F*),
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Et comme nous avons

(y = 0) I ζE = (y = 0) iζE = N € (*Gβ<Γ),
les estimations de θ, Xζ et γ'f d'un ensemble F* sont exactes (Fσδ), (Gδσ)
et (Gaσ) respectivement.

Les estimations de yζ et f de Fσ—qui sont (Gβσ)et (Fσδ) resp. — sont
aussi exactes, on a en effet

(y = 1) γ?£' = iV* € (*G«σ),
O> = 1) ?£' = M1 € (eFaB).

3. i) Soit M un ensemble lineaire (eFp) situe sur Γaxe OX, il existe deux
ensembles lineaires ouverts Mx et M2 sur le meme axe tels que M = MΊ — M2,
fcίi :=> M2. En posant Λ^ = (y - 0) - Afi, et N2 = (y = 0) - M, on a Nλ et

Posons
Eι^{-2<y< - 1 ) . I Mi, Ba = ( l < ^ < 2
A = ( ^ = D IN,, A = (y= -1)
F = Eι + E2, D = Dj + A,

on a E 6 (G) et D € (F). D'autre part on voit aisement que
(j - 0) yE = (3̂  = 0) δ£ = (y = 0) yD = (^ = 0) ̂ Z > = M €

il en resulte Γexactitude des estimations de y, δ de G et celle de y, yζ de
F—qui sont tous (FP).

ii). De la meme maniere on conduit Γexactitude des estimations de 7, B
et 7^ d'ensemble (F)—qui sont (Fσ?) —ainsi que celle d'ensemble (Bn)— qui
sont (Anp). Nous ne le montrerons que pour F puisqu'il est evident pour
B». Soit M un ensemble (eFσp) situe sur Γaxe OX. II existe deux ensembles
Mτ et Ma tels que M = Mi - Ma, Mi =)M, Mi € (Fσ) et M2 € (Fσ). Sil
existe deux ensembles (F) £Ί et E* dans les semi-plans {y g —1) et (3? > 1)
respectivement tels que Proj Eλ = Mi et Proj Z£2 = Mz, alors il ne faut que
considerer Γensemble (F) E = EΊ + E2 par la methode precedente. Tout re-
vient done a demontrer que tout ensemble (Fσj, soit N, est une projection
d'un ensemble (F) situe dans le semi-plan (y ^ 1) Uy g — 1)].

En effet, il existe, d'apres W. Sierpinski [9], une suite d'ensembles
00

f ermes F n situes sur Γaxe OX telle que N = 2 *̂» et que chaque point de
ra = l

N est contenu dans au plus deux Fn de la suite. Pour cette suite posons

£>Λ = O>= n) I Λ C D Λ = ( y = - Λ ) I F n : ( n = 1,2,-...),

—1)1 Proj D = JV et D € (F). Pour tout pointy
sur Γaxe OX Γensemble D PX contient au plus deux points, done on a
c. q. f. d.
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iii) Soit {rn} une suite f ormee de tous les nombres rationnels. Designons
par R Γensemble de tous les points {rny 0) (n = 1,2, ), et par EΛ celui de
tous les points (rn, n) (n = 1,2, ). Posons

E=E> + 0> = -1), / = θ r = θ)-tf, / " 1 = ( y = - D I / .
On a facilement 2? € (eFσ)j€ (eGs)J-1 e(eGt), Proj E = (v = 0) et E € (F).
En vertu de la relation facile

(y = 0) γE = (j> = 0) jζE = / € («G*). _
on verifie Γexactitude des estimations de y, ηζ d'ensembϊe F*—c. -a-d., (Gδ).

De meme, en considerant la relation (jy = — 1) ηE — J"1 on peutprouver

Inexactitude de Γestimations de η d'ensemble B*n (n = 1,2, )—qui est (Cw).
Si nous posons D = { t (y = 0)> - <t £Ί Γensemble D est (G) et il jouit

des relations : ΘD = I / € (βGβ), fD = Eχ€(F), y?D€ (^Fσ) et I ζDe (eFσ).

iv). Soit Λf un ensemble (eFσp) situe sur Γaxe OX dont Γexistence a ete

montree par W. Sierpinski C8]. II existe deux ensembles Mi et M2 qui sont

(Fσ) et situes sur le meme axe tels que M = Mx — M2, MIZDM2. Soit main-

tenant E = {(jy = 1). χM2} + Λfi + (^ = -1), on a aisement Proj E=ϋ> = 0)

et E € (F ). L'ensemble M = (y = 0) ηE etant (^Fσp), Γesitmation de ̂  d'ensem-

ble F*—qui est (Fσpj—est exacte. De meme on voit Γexactitude de Γesti-

mation de η άyensemble A*n—qui est (Anp) (n = 1,2, ).
4. Soit M un ensemble (eA1P) situe sur Γaxe OX (Voir C8J). II existe

deux ensembles Mτ et M2 qui sont (Ax) et tels que M = Mx — Ma, Mi ZD Mt.
On voit facilement que les ensembles Mi et M2 sont (^Ai).

Soient F? (w = 1,2, ) des ensembles plans (Gδ) quis ont contenus dans

le domaine ί — — < y < — — : ~y J et dont les projections coincident avec

Mi. Soient El(n = % 2, ) des ensembles plans (Gδ) qui sont contenus
dans (n < y < n + 1) et dont les projections coincident avec M2. Posons

on a alors

Proj E1 = Proj Ez = (y = 0),

E° € (Gδ), E^ € (Si), E2 € (Bϊ).

Si nous supposons que Γensemble M est (eAnp) (n = 2,3, ) au lieu de
(M l p), les ensembles Mx et M2 sont (^Aw), et

E° € (G..,), E^ € (B;) E2 € (Bίj^ (Λ = 2,3, - ).

Pour deux ensembles E° € (i5w) et E1 e {B*n) on a

(^ = 0) I ζE° = Cv = 0) fE1
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done les estimations de I ζ de Bn et ζ de Z?£ — qui sont (Anp) — sont ex-
actes (n = 1,2, ).

Pour Γensemble E2ζί(BnX on voit facilement que

0> = 0) 0E* = ilfa € (e A.),
O> = 0) I ? ^ = (y = 0) - Λfa € (βC),
O> = -1) 7'f£2 = C> = —D IAf€ (eΛnP).

II en resulte que les estimations de θ, lζ et y'ζ d'ensemble (Bl)—(An), (Cn)
et (Anp) resp.—sont exactes (n = 1,2, ••)•

5. Designons par E la courbe definie par Γequation y = tan # ( — -̂/2
< x ̂  0), et soit

•ΛΛ" _ . Tj» /L <^ y •<* 0 V

Evidemment on a E € (F*) M € (G) et M € (F). Comme

on peut aίRrmer Γexactitude de Γestimation de I f d'ensemble F*—c.-ad.,
(Bi, i).

Ainsi Γexactitαde de toαs les estimations de notre tableau est complete-
ment demontree.

REMARQUE. Mellθ S. Braun \Ύ} a construit un ensemble S qui est {K) et
possede deux points comrnuns avec Pr pour tout nombre rationnel r , 0 g r g l ,
et un seul point commun avec P5 pour tout nombre irrationnel /, 0 < j < 1,
et tel qu'aucun uniformisateur n'est (Fσ), done il est (eGs). Posons

T = I S - f S - P g - Λ .

II est evident que T € (G). Chacun des deux ensembles ζS = VS = S δS et
ζ'S—dont le dernier s'obtient en ajoutant deux points aζT—estun uniform-
isateur de Γensemble S. Done trois ensembles ζS( = ηS), SS et ξT sont (eG8).
De meme 8'S€(eGδ). Comme on a βS = 1 S - 8'S et I S € (F), Γensem-
ble βS appartient a la classe (eFσ), et les ensembles βS et 7ξT ne different
que deux semi-droites qui sont situees respectivement sur Po et Plf on a
done yζT £ (eFσ). De meme on a /3'S 6 (βFσ), mais cet ensemble n'est autre
chose que Γensemble y'ζS. Ainsi on voit que les ensembles donnes par Mellθ

S. Braun forment des exemples interessants qui montrent Γexactitude des
estimations de β, δ, η, ζ et ηζ d'ensemble (K) ou (F), et des estimations de
ζ et yζ d'ensemble (G).
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