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Introduction

Dans cette note nous étudirons les classes des ensembles qui sont munis
par un ensemble plan donné. Les résultats fondamentaux seront donnés par
le Tableau 1 (p.40). Nous faisons quelques applications de ces résultats
aux problémes de l'uniformisation et de la séparabilité des ensembles plans
qui sont importants dans la théorie des ensembles analytiques—ces applica-
tions seront publiées prochainement sous le méme titre.

Sur l'uniformisation des ensembles, par example, M¢'e S, Braun a établit
deux théorémes suivants [1].

THEOREME B.1. Tout ensemble plan (F) peut etre uniformisé au moyen
d’un ensemble (Gs).

THEOREME B.2. Tout ensemble plan (F,) peut etre uniformisé au moyen
d'un ensemble (Gs.).

D’aprés nos résultats on peut montrer que Théoréme B, 2 sera amélioré,
c.-a-d.,, tout ensemble plan (F,;) [(F})] peut étre uniformisé au moyen d'un
ensemble (Fy,) [(Gs)].

Sur le probléme de séparation, N.Lusin a montrédeux théorémes sui-
vants [57.

THEOREME L, 1. Il existe deux courbes C, et C, qui sont des complémen-
taires analytiques et dont U'une est située au-dessus de lUautre telles que l'on
ne peut trouver aucune courbe mesurable (B) entre C, et C,.

TuEOREME L.2. Il existe deux courbes C, et C, qui sont des complé-
mentaires analytiques et dont l'une est située au-dessus de lUautre telles que
lUon ne sait trouver deux ensembles disjoints H, et H., mesurables (B) qui con-
tiennent C, et C, respectivement,

Et il a posé le probléme; la proposition suivante, est elle vraie?

PropOSITION L. Entre deux courbes quelconques C, et C, qui sont des com-
Dlementaires analytiques et dont l'une est située au-dessus de Uautre, on peut
trouver un ensemble mesurable (B) qui est coupé par toute droite paralléle a
laxe OY au moins en un point,

Nous montrerons dans la deuxiéme partie que ce probléme est résolu
négativement comme une application de nos résultats, et cela en suivant la
méme méthode de N. Lusin qui est employée dans la démonstration du
Théoréme L. 1.
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Notations et Definitions

P, : la droite paralléle & I'axe OY qui est menée par le point (x, 0).

AE [VET] : I'ensemble de tous les points des semi-droites fermées
paralléles a4 I'axe OY, qui sont menées 3 la direction positive [négative]
par chaque point de l'ensemble plan E.

IE: la somme des ensembles AE et JE.

(y > a): I'ensemble de tous les points du plan qui sont au-dessus de la
droite y = a.

(y=a), (y<a), (y=<a)et (y=a) seront définis d'une facon analogue.

E € (~)[E € (~')]: pour tout x situé sur I'axe OX, l'ensemble EP, est
borné.supérieurement [inférieurement]. Dans ce cas nous dirons que l'ensem-
ble E posséde la propriété (~)(~")].

Un ensemble E est dit #niforme par rapport & l'axe OX, si EP, ne
contient qu'un point au plus pour tout x situé sur l'axe OX, et l'on dit E
un ensemble semi-uniforme si EP, ne contient qu'un nombre dénombrable de
points.

Si (P) est une classe d’ensembles nous désignons par & un ensemble
quelconque de (&), et par (CP) la classe de tous les ensembles complémen-
taires Cd. :

(G%), (F%) (0 <E< Q): les classes de Borel au sens de F, Hausdorff [2],
en particulier (G°) = (G), (F°) = (F), (G") = (Gs), (F') = (F,) etc.

(K): la classe de tous les ensembles plans fermés et bornés,

(F) la classe de tous les ensembles plans fermés qui sont situés entre
deux droites paralléles 3 I'axe OX.

(By), (Ayn), (Cu) (m=1,2, -.): les classes d’ensembles mesurables (B),
analytiques et complémentaires analytiques d'ordre » respectivement, (Voir
(6] p.270). Souvent nous désignerons (B), (A4) et (C) au lieu de (B,;), (A))
et (C,) respectivement,

(By,p) (1=E< Q): la classe densembles qui sont (F%) et (G¥) a la fois.

(Bi) L(F), (F)]: la classe densembles (B, I(F), (F,)] dont
la projection? est (Gs)™.

(By) [(An)]: 1a sous-classe de (B,) [(A,)] dont I'ensemble a une projec-
tion (B,,).

(Fp) L(Fgp), (App) (m=1,2,----)]: la classe d’ensembles qui sont représen-
tables comme la différence de deux ensembles (F) [(F,), (An)1 (Voir[8J).

(A,): la classe d’ensembles (CA,), c.-a-d., la classe d’'ensembles qui sont
représentable comme une somme d’un ensemble analytique et un complémen-
taire analytique.

((E) ((®)]: la sous-classe de (d) dont l'ensemble posséde la propriété
(~) L(~"1.

- : linclusion logique.

<> : I'équivalence logique.

1> Dans cette note la projection d’ensemble plan est “la projection par rapport & l'axe 0X.”
2) En général, cettes projections sont (Fy).
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Points superieurs a, 3, v ete.
DEFINITION. Soit E un ensemble plan donné. Nous dirons qu'un point
(%, ¥) est supérieur [inférieur] a i l'ensemble E—ou plus simplement sup
(infla a E—si
Pro(y=y)+E*0 [P (¥ = y0) e £+ 07,
supérieur [inférieur] 8—ou sup [inf] B—si
Pre(y<y)eE=*0 [Py (y > 30)e E * 0],
supérieur [inférieur] y—ou sup [inf] y—si
on.E#:O’ Pxo‘(ygyo.)°E==0 [ono(yéyo)oEz()]'
et supérieur [inférieur] & —ou sup [inf] 8—si
PopeE+0, Ppe(y>3)E=0 [Pos(y<y)e E=0]
Nous dirons encore qu'un point (xy, ¥;) est supérieur [infrieur] {—ou
sup [inf] {—s¢’il est sup [inf] 8§ a E et si
Poe(y >a)eE+0 CPre(<a)s E=*0]
pour tout nombre @ < ¥, [@ > ¥,], et en outre si (%, y) € E nous dirons que
ce point est supérieur [inférieur] »—ou sup [inf] ».
Un point (%, ¥,) est appelé point g[¢'] de 'ensemble E, si
Pye(y>n)eE %0 [Peoe (< —n)sE %0]

pour tout nombre naturel 7.
L’ensemble de tous les points qui sont sup a a2 E est désigné par aF,

\{':’EG G| F P P F F|F Fe #s F;| i By B Bu| An An A% Ji
@ ¥ i N . -
G _ Fq An
B
oo o] s folnd o | o] Tol [o)
] |
" I ] R ] -
LI s o | o
F, = { F L Gs n Cn
v | | ® ‘ Ane
| B
| |
[ I - o N
'y’{[ M ‘ Fe ! ng AnlAnp Anp[.‘in
| Gso!| Fo i Fo|Gsa i An An —
1{! 'FIBl,: i BuxBnion 'n | Bn
4 | Gs ] Fos
Tableau 1

3) D'apres S. Mazurkiewicz, »E est I’ensemble de tous les points y-maximum ; Voir (7]
et [6) p.281.
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et inf &« 4 E par @'E. De méme on peut définir des notations BE, B'E, vE

etc.®
L’ensemble de tous les points §[#'] de E est désigné par OE[¢ E].
Ceci posé, les ensembles {E et »E sont évidemment uniformes.

Pour les ensembles qui viennent d’étre définis, #nous avons le Tableau 1

dont la démonstration est 'objet du §1. Dans le §2 nous prouverons par
certains exemples l'exactitude de nos estimations.

1. Demonstration du Tableaun 1.
Dans la suite nous n’observons que des ensembles &, @ etc., car nous
pouvons obtenir les résultats pour des ensembles a’, B’ etc. de la méme

maniére.
Tout d’abord on a évidemment

ArG et IGE(G); AF et [Fe(F);

(1) IF; € (By,); I1F, € (F.);

1 An €(By), TA.€(A) (n=1,2--);
et d’aprés la définition,
(2) AE = aE.

Soit 7,7, -, 7n, -- la suite formé de tous les nombres rationnels. En
posant
Eyo=(y >7a)e [{y <74 E},
Evn=0>ry)e [{y=Zra)+E} n=1,2,--),
on vérifie aisément que

(3) BE = D E,= > E'n.
n=1 n=1
Comme les ensembles (y < @) et (y <a) sont (G) et (F) respectivement,
les relations (1) et (3) impliquent facilement la validité des estimations de 8
du Tableau 1.
Concernant des opérateurs a, 3 etc. on a évidemment quatre relations

suivantes :

(4) aF = E + BE,
(5) wE= ]E —aE,
(6) OE = TE — B'E,
(7) nE=E — BE.

L’estimations de a sont vraies pour F d’aprés (1) et (2), et pour les autres
d’aprés les estimations de 3 et (4).
En vertu des estimation dea, B et (1), (5), (6) on obtient aisément- les

estimations de y et de 4.
L’estimation de » s’obtiendra par l'estimation de B et (7). Dans ce cas
pour démontrer la formule E = 0 pour E € (G) on doit observer I'implication :

Ee€(G)>ECBE =aE.
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Posons 4 neuf E, =(y >n)eE (n=1,2,...). On a ¢E = 1I l1E,, et il

. n=1
en résulte l'estimation de ¢ d’apres (1) et 1'équivalence évidente:
Ec(~)¢>0E=0.
On obtient les estimations de & par (1), l'estimation de g et les rela-
tions suivantes:
I{E=TE — ¢E,
Ee(~)¢«> J¢E=]E.
Il est clair que
vE¢E = BE —OE = (BE)« (L LE)
et Ee(~)¢>yC¢E = RBE.
Donc on obtient les estimations de '¢ d’aprés les estimation de B,8et I¢.

Tout revient ainsi a établir les estimations de { et de «¢. Si 'ensemble
E est (E), (F*), F), (F~) ou (F'), les estimations s’obtiendront par les esti-
mations de » et de v en faisant usage de l'inclusion évidente :

Ec (F)>{E = nE et y{E = yE.

Dans le cas général, si 'on emploie des égalités évidentes {E = nE + %'yE,
vCE = ByE etc., on a besoin de faire usage de I'opération [ deux fois, ce
qui entrainera des estimations incomplétes. Nous suiverons alors la méthode
de N.Lusin [5].

Etant donné un ensemble plan E, soit E, l'ensemble obtenu de E par le
déplacement paralléle & 'axe OY par ordonnée 1/n,n=1,2,--, c.-a-d,

E.=E [(xy— L)ecEl
2,9 n

Ceci posé, les deux ensembles E et E, appartiennent & la méme classe
d’aprés nos opérations «, 3, etc. On a évidemment

¢ = [l wE, — BE,
n=1

yCE = TE — f[ «'Ep.

n=1
Donc on voit la validité des estimations { et v¢ en vertu de (1) et des esti-
mations de « et de S.
Ainsi, la validité de toutes les estimations du Tableau 1 a été compléte-
ment démontrée,

REMARQUE. La projection d’'un ensemble plan E qui est semi-uniforme et
(B,) est encore (B,), donc les estimations de classes des ensembles obtenus des
E par les opérations citées dans le tableau 1 sont toujours (B)).

2. Demonstration de Pexactitude des estimations.
Soit (d) une classe d’ensembles. Nous dirons que l'ensemble E est (®)
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exactement—ou simplement (¢d)—lorsque E€(®) et E € (Cd) si (D) = (CPD)
ou lorsque E € (®) et E n’appartient 2 aucune classe inférieure si (®) =
(C®). Par exemple, il existe, comme on sait, des ensembles (eF%), (eG%)

0<E<Q), (eAn) et (eC,) (n=1,2,--,). Daprés W. Sierpinski [8] il existe
des ensembles (eF,), (eFqp) et (eAnp) (n=1,2,--).

Si les estimations des résultats d’'une opération pour deux classes (&)
et (d,) = (P,) sont égales, il nous suffit évidemment de montrer I'exactitude
pour ((D]f)vseulegent; par. exemple, tous les résultats de l'opération «a pour
F, F*, F, F, Fs, F3, F, et F, sont (Fo), mais il suffit de montrer l'exac-
titude de l'estimation « de F* seulement.

1. Soit M un ensemble (eGs) qui est situé sur l'axe OX. Il existe des
ensembles linéaires ouverts M, (n= 1,2, ----) sur l'axe OX tels que M =

HMn, MiDM,Dee-:DM;>D----el M; = (y=0). En posant N, = (y = 0)
fi=1

—M,(n=1,2,----)et N=(y=0)—M, on a

N:ZN,,, N,cN,c----c N,<----, N, € (F), N&(eF,).
Posonsn=1

M=(y=1)+ T M, M1i=(y=-1) M,
Nl:(y:l).IN’ N"lz(yz—l)oIN
On a alors M! et M-! € (eGs), N' et N-! € (eF,). Posons encore
E,=0<y<mn)e T My,

By=(0<y< Hg) I Me (=122,

E=2En; E,zz—':E;z:
n=1 n=1
et soit E. 'ensemble symétrique a E’ par rapport a 'axe OX, on voit aisé-
ment que
E et E;c (G), E € (G),
Proj E = Proj E’' = Proj E; = (y = 0).

Comme (y = 1) « ¢E' = M* € (eG®),on a {E’ € (F,),dautre part {E'€(G )
d'aprés le tableau 1, donc {E’ € (eGs). Donc l'estimation de ¢ de G— qui
est (Gs)—est exacte.

De méme d’'aprés E’ € (G~) et (y=1)+yfE = N'€(eF,) on vérifie l'exac-
titude de l'estimation de ¢ de 5~qui est (Fy,).

Pour un ensemble £ € (G), on a (y=0)+ E = M € (eGs) et (y = 0)e
YCE = (y=0)e J{E = N€ (eF,). Donc les estimations de §, ¢ et [¢
sont exactes—(Gs), (F,) et (F,) respectivement.

Maintenant posons

D,=(y=m)s ] Ny
Di=(=n/n+1)«IN, (n=12---.)
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D=23D, D=2D,+(y=1),

n=1 n=1
et désignons par D; et D; les ensembles symétriques aux ensembles D et D’
resp. par rapport 3 'axe OX. On a
D' et D€ (F); D€ (F), D& (P,
Proj D’ = Proj D; = (y = 0).
Et pour les ensembles D’ et D, qui sont (F) on a
(¥ =1)+BD = N* € (eF,), (y = —1)s/ED. = N-' € (eF,),
(y=—1e8Ds=(y=—~1)enpD; =(y = —1) e {D; = M-* € (eGy).
Il en résulte I'exactitude des estimations de B et ' ¢ d’ensemble (F)— qui
sont (F,)—et des estimations de §, 5 et { d’ensemble (F)—qui sont (Gs).
L’estimation de [¢ de F est exacte—c. -A»d.,(Fa)—T:ar, pour l'ensemble
vDs (S (F‘) on a
(¥ =0)¢ T &Ds; = N € (eF,).
Si nous posons L~= (y=1)4+Ds; on a ProjL=(y=0) et Lc gﬁ).
L'estimatoin dea de F* est exacte—(F,)—puisque
(y =0)eaL = N € (eF,).
Tout ensemble linéaire (¢A;) [(eA,) (n=2,3,-.--)] dont lexistence est
connue, est considéré comme la projection d'un ensemble (G:) ['(‘C.,,_,)] qui

A

est situé entre deux droites y =0 et y = —1. Ajoutons i cet ensemble plan
la droite (y = 1) ou (¥ = —1) et les désignons par X et X’ respectivement,
onaProjX=Proj X =(y=0)etX X € (Ei‘) [(Eﬁ) (n=2,3,----)]. Les en-
sembles (y =0)eaX =(y=0)e BX et (y = —1) s (X’ étant (eA;) [(eA.)],
les estimations de a, B et v’ d’ensemble (E;.) (n=1,2,----) sont exactes—
c.-a-d., (4,).

2. Soit M un ensemble (eF,s) situé sur 'axe OX, et posons

M=(y=11IM, N=(y=0—-M, Ni=(y=1)« TN.
On a alors M€ (eFy) et N € (eGso).

D’'aprées W. Sierpiﬁski 9] il existe une suite d’ensembles fermés F,,
n=1,2 ----,sur 'axe OX tels que

M = lim sup F, ,
ou l'on peut poser F; = (y = 0). Soient
E,=(y=mn)s [F,

Ea=(y= o) LF (=12,
l? = :E:IZ”, l? = :E:IZ;;
n=1 n=1

on a aisément ‘
Proj E=Proj £ =(y=0), Ee&F"), E' € (F3).
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Et comme nous avons
(y =0)«0FE = M € (eFys),
(y=0)e T EE=(y=0)+y{E = N € (eGs,),
les estimations de 9, [{ et o'¢ d'un ensemble F* sont exactes (Fys), (Gso)
et (Gso) respectivement.
Les estimations de y{ et { de Fi; —qui sont (Gs.) et (F,5) resp.— sont
aussi exactes, on a en effet
(y = 1) * ')'CE’ = Nl (S (eGSrr)>
(y =1)« LE = M' & (eFos).

3. i) Soit M un ensemble linéaire (eF,) situé sur I'axe OX, il existe deux
ensembles linéaires ouverts M, et M, sur le méme axe tels que M = M, — M.,
M, > M, En posant N, =(y =0)—M;, et No=(y=0)—M, on a N, et
N,€(F), M= N,— N, et N,DN,.

Posons
E =(—2<y< —1)+ M, E,=(01<y<2+]M,
D =@=1)+IN, D,=(y=—1)e TN,
E=EI+E-_); D=DK+D27

onakc (5) et De (@. D’autre part on voit aisément que
=0eyE=(y=0e0E=(y=0)eyD=(y =0)-fy§‘D=M€ (eF,).

il en résulte l'exactitude des estimations de y, & de G et celle de v, ¢ de

F—qui sont tous (F,). :

ii). De la méme maniére on conduit l'exactitude des estimations de r, §
et y& d’ensemble (F~‘)—qui sont (Fqp) —ainsi que celle d’ensemble (§,.)— qui
sont (Aup). Nous ne le montrerons que pour F puisqu’il est évident pour
B,. Soit M un ensemble (eF.,,) situé sur I'axe OX. Il existe deux ensembles
M, et M, tels que M=M,— M, MDD M., M € (F,) et M, e (F,). Sil
existe deux ensembles (F) E, et E: dans les semi-plans (y < —1) et (y = 1)
respectivement tels que Proj E, = M, et Proj E; = M,, alors il ne faut que
considérer 'ensemble (17) E =E,+ E, par la méthode précédente. Tout re-
vient donc & démontrer que tout ensemble (F,), soit N, est une projection

d’'un ensemble (77) situé dans le semi-plan (y=1) [(y < —1)1.
En effet, il existe, d’aprés W. Sierpiﬁski [97, une suite d’ensembles
fermés F, situés sur l'axe OX telle que N = 2 F, et que chaque point de

n=1
N est contenu dans au plus deux F,, de la suite. Pour cette suite posons

D,=(y=mn)e [ Fy (D= (= —n)s IF,] n=12---)
D=2 D,.

OnaDc(y=1) [D<(y < —1)], Proj D= N et D € (F). Pour tout point x
sur 'axe OX l'ensemble DeP, contient au plus deux points, donc on a D& (F),
c.q.f.d
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iii) Soit {r,} une suite formée de tous les nombres rationnels. Désignons
par R l'ensemble de tous les points (75, 0) (# =1,2,....), et par E; celui de
tous les points (r,, n) (n=1,2,----). Posons

E=E+(y=-1), J=(=0—R, J'=@=—1-T]. -
On a facilement R < (eF,),] € (¢Gs), J~* €(eGs), Proj E = (v = 0) et E € (F').
En vertu de la relation facile
G=0erE=(y=0¢yE=]€ (G _
on vérifie I'exactitude des estimations de vy, ¢ d’ensemble F*—c.-a-d., (Gs).

De méme, en considérant la relation(y = —1)« E = J-! on peut prouver
Iexactitude de l'estimations de » d’ensemble B (n= 1,2,-.--)—qui est (Cy).

Si nous posons D = {J(y = 0)} — A E; I'ensemble D est (G) et il jouit
des relations: D= [ J € (eGs), {D = E,€(F), y¢{Dc (eF,) et [ {D< (eFy).

iv). Soit M un ensemble (eF,,) situé sur I'axe OX.dont l'existence a été
montrée par W. Sierpiﬁski [8]. 1l existe deux ensembles M; et M. qui sont
(F,) et situés sur le méme axe tels que M = M, — M,, M,D>M,. Soit main-
tenant E ={(y = 1) I M,} + M, + (y = —1), ona aisément Proj E=(y = 0)
et £ e (F‘;;). L’ensemble M =(y = 0) « »E étant (eF.,,), I'esitmation de  d'ensem-
ble ?‘:—- qui est (F,,)—est exacte. De méme on voit l'exactitude de l'esti-
mation de » d’ensemble X;—qui est (Aw) (= 1,2, --).

4, Soit M un ensemble (eA;,) situé sur l'axe OX (Voir [8]). Il existe
deux ensembles M, et M, qui sont (4,) et tels que M = M, — M,, M, > M,.

On voit facilement que les ensembles M, et M, sont (eA,).
Soient E? (n =1,2, ----) des ensembles plans (Gs) quis ont contenus dans

” _1!_ 1 ) et dont les projections coincident avec
M, . Soient Ey(n=1,2,----) des ensembles plans (Gs) qui sont contenus
dans (n <y < n-+1) et dont les projections coincident avec M,. Posons

le domaine (-—%<y< -

E=E+ 2E,  E=@=-D+E,
n=1

E'=(y= —1)+ S E+E},

n=1
on a alors
Proj E' = Proj E* = (y = 0),
E' e (G, E'e€(B), E*e(B).

Si nous supposons que I'ensemble M est (eA,,) (= 2,3, ----) au lieu de

(eAyp), les ensembles M; et M, sont (e¢A,), et
E1l € (Ca-y), E3 € (Ca-),
E'€ (Coo), Ere (Bi) E2c (Bl), (n=23,-.-.).
Pour deux ensembles E° € (B,) et E' € (E’;‘z) on a
(y=0)e L EE" = (y = 0)« LE* = ME(eAnp),



L'UNIFORMISATION ET LA SEPARABILITE ETC. 47

donc les estimations de J¢ de B, et { de §;~—qui sont (A,,) —sont ex-
actes (m=1,2, ----).
Pour l'ensemble E?&(B7), on voit facilement que
(¥ = 0)+ E* = M € (eAn),
(y=0)e J{E*= (y =0) — M, € (eCy),
(= —1DeyClE*=(y= —1)e ITME (eAn).
I1 en résulte que les estimations de g, [& et o'¢ d’ensemble (B1)—(A4,), (Ca)
et (A,,) resp. —sont exactes (n= 1,2, --).

5. Désignons par E la courbe définie par l'équation y =tan x (— =/2
< x<0), et soit

M=E [—%<x§0, y=0}.
@,¥)
Evidemment on a E € (F*). M€ (G) et M€ (F). Comme
(y=0) [EE= M,

on peut affirmer l'exactitude de l'estimation de [ d’ensemble F*—c.-a-d,,
(B'l; 1)'

Ainsi l'exactitude de tous les estimations de notre tableau est compléte-
ment démontrée.

REMARQUE. Me"® S, Braun [17 a construit un ensemble S qui est (K) et
posséde deux points communs avec P, pour tout nombre rationnel ,0 <7» <1,
et un seul point commun avec P; pour tout nombre irrationnel j, 0< j< 1,
et tel qu'aucun uniformisateur n'est (F,), donc il est (eGs). Posons

T = 1S—AS—-PFP,—P.
Il est évident que T € (G). Chacun des deux ensembles ¢S = 7S =S¢8S et
¢’S—dont le dernier s’obtient en ajoutant deux points a {T—est un uniform-
isateur de l'ensemble S. Donc trois ensembles £S ( = #S), 8S et {T sont (eGs).
De méme §'Sc(eGs). Commeona 3S = [ S— &S et [ Sc(F), l'ensem-
ble BS appartient a la classe (eF,), et les ensembles BS et ¢ T ne différent
que deux semi-droites qui sont situées respectivement sur P, et P;, on a
donc y¢T € (eF,). De méme on a B'S € (eF,), mais cet ensémble n’est autre
chose que l'ensemble '{S. Ainsi on voit que les ensembles donnés par Melle
S.Braun forment des exemples intéressants qui montrent l'exactitude des
estimations de 3, §, 7, ¢ et o/ d'ensemble (K) ou (F), et des estimations de
¢ et y¢ d’ensemble (G).
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