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Introduction. Le present travail a le but d'approfondir et de completer
les resultants de mon ouvrage precedent [14]. J'ai donne la bas des conditions

necessaires et suffisantes pour la represantation des functions vectorielles f(s),
deίinies pour s > 0 et a valeurs dans un espace de Banach X, par une

_ > ΛOO _ > - ^

integrate de Laplace-Stieltjes, f(s) = J e~H da(t\ ou a(t) est une fonction

vectorielle a valeurs dans X et definie pour 12> 0, appartenant a une des
classes de fonctions vectorielles a variation bornee, Vj+, Vί+, VTG qui ont ete
definies dans [14]. (Des conditions necessaires et suffisantes pour la representa-
tion des fonctions vectorielles par des integrates de Laplace ont ete donnees
par P. G. Rooney [11] et I. Miyadera [9]). Notre but principal dans [14] etait

de montrer que si f(s) est indeίiniment fortement derivable et si on a

Γ\\Lk.u(f(.)-]\\du<;M, 4 = 1 , 2 ,

—(nous avons dit qu'une telle fonction verifie la condition (A))—alors, si en

plus X est un espace de Banach reflexif, il existe une fonction a(t) € VΓ
(a variation forte bornee sur [0, °o] == I+\ telle que

e
-st da(t\ s > 0 (1).

On prouvait ainsi une assertion de E.Hille ([5]-fin du § 1, Ch. X).
Dans le present ouvrage on montre que:
a) On peut remplacer la restriction qua X est reflexif par la restriction

moins forte que X est faiblement complet par des suites.

b) Si la condition (A) serait suffisant pour avoir (1) dans Γespace C[0, 1],
elle serait asssi suffisante pour avoir (1) dans tout espaces de Banach, sans
exception.

Puis, dans les espaces de Banach arbitraires, on donne une condition
—>

necessaire et suffisante pour que toute fonction f(s) qui la verifie soit re-
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presentable comme transformation de Laplace-Stieltjes d'une fonction a(t) de

—>
Cette condition est obtenue en reunissant la condition (A) avec une con-

dition suplementaire de compacite faible, que je preciserai dans la suite.
Enfin, dans le present ouvrage on s'occupe encore d'une question deja

partiellement traitee dans [14] et qui demandait des ameliorations et preci-
sions. A savoir:

Obtenir des conditions necessaires et suffisantes pour representer la fonc-
—> —>• +

tion f(s) comme transformation de Laplace-Stieltjes d'une fonction a{t) € Vj
(a variation faible bornee sur [0, 00] == / + ) .

Cette question etait resolue dans [14], pour les espaces de Banach re-

flexifs, par la condition que nous avons appellee (A'ι). Ici nous introduisons

la condition (Af), qui est la plus naturelle dans ce probleme a savoir, une

fonction f(s) verifie la condition (Af) si pour tout x € X' la fonction scalaire

<x\ f{s)> verifie la condition (A) de Widder ([13]-pag. 306)

La condition (Af) est necessaire, comme nous verons, dans tout espace

de Banach, pour que la fonction f(s) soit la transformation de Laplace-Stieltjes
d'une fonction a(t) de V1/, et elle est suffisante pour avoir cette representa-
tion dans les espaces faiblement complets par des suites ou duals d'espaces
de Banach.

Dans cet ordre d'idees on montre aussi qu'il y a des espaces de Banach

dans lesquels la condition (A/) n'est plus sufRsante pour avoir la representation
voulue, et on etablit a cette ocasion une etroite liaison avec les theoremes
de representation des operation des operateurs lineaires et bornes de C[0, 00]
a Γespace de Banach X, par des integrates de Stieltjes abstraites.

Ces sont les questions principales que je traite dans ce travail. J'ai an-
nonce les principaux resultats dans deux Notes aux Comptes Rend us des Seances
de ΓAcademie des Sciences, Paris: [15] et [16].

Chaptre I.

Nous allons commencer par la question qui a ete traitee la derniere dans
Γintroduction, car elle a aussi un caractere preparatoire aux autres questions.

1. Soit X un espace de Banach reel ou complexe soit <x{f) €Ξ VT/(X)
(nous allons des maintenant adopter cette notation au lieu de V1/ qui n'est

—> f»°° —>

pas assez complete). Alors, si f(s) = I e~stda(t)y on a pour tout x € X':
Λ
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<x\ f(s)> = Γ e~H dax{t), s > 0 ax(t) = <x\ a(t)> € VI+. En appli-

—> —>
quant le th. 12. α Ch. VII de [13] on obtient que f(s) verifie (Af) dans tout

espace de Banach. Dans les espaces faiblement complets par des suites ou duals

on a aussi le:

THEOREME I. 1. 1-a. Soit X un espace de Banach faiblement complet
-> —>

par des suites. Alors, pour toute fonction f(s\ s > 0, f(s) € X, verifiant

(λf\ il existe une fonction a(t) € VΓ/(X\ telle que f(s) = ί e~stda(t\ s>0.

DEMONSTRATION. Si x € X\ la fonction fx>(s) = <x\ f(s)> verifie la

condition (A) de Widder; d'apres le Th. 12. a Ch. VII de [13] (valable aussi

pour les f(s) a valeurs complexes, comme pour celle a valeurs reelles), on a que

fx'(s)= I e~Hdax>(t), s > 0 oύ ax'(t) est une fonction normalised de V1*. On sait

que fx'{s) est indefiniment derivable, pour tout x € X . En appliquant un lemme
—>

de Grothendieck et Schwartz ([12]-pag. 145-147), il resulte que f(s) est aussi
—>

indefiniment fortement derivable. L'operation Lk. ί[/(.)] est done bien definie,

^λ.wtΛ'C)]^ = <ΛT', I Lfc)2i[f(.)]ίiw>. Comme la limite lim / LkiU

[fx'Oldu existe pour tout x € X, il resulte Γexistence de la limite :

lim <x\ f Lk,lf(.)ldu>

pour tout x € X. Designons par I L^^t^.)] du Γelement de X qui est la

Λ+

^A: «[/(•)] ^ pour S->0. On a <α:, I L*,„[/(.)] ίfw> =

I ijfc,M[Λ'( )] ^w Si on applique le Theoreme d'inversion de Widder [13-Th.

7. a Ch. VII] on obtient

cίΛt) - aAO +) =lim f LkiU[fΛ )'] du = lim <x>, f LktlfΛ.)]du>.

Mais on sait que <Xx>(0 + ) = fx>(°°) — lim <x\ f(k)> et on a done:

£-•00

' ^*,«[/( )] ^ +/(*)>> pour tout t > 0. Soit tf(ί), pour

chaque t > 0, Γelement de X qui est la limite faible pour k —• oo de la suite
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On a <x\ a{t)> = lim <x\ ί LkiU[_f(.)]du +/U)> =«*'(*) pour tout t > 0.

Si on pose ct(O) = 0, on a que <#' , a(t)> = Λx̂ (ί) pour tout ^ ^ 0 . Alors

et comme on voit aisement on a

/(5) = Γe-
Stda(t\ s > 0. (2)

OBSERVATION. VU que X est faiblement complet par des suites et <x(t)
—> - >

€ V/** (X\ on obtient en utilisant [F] que les limites fortes a(fl +), tf(£ +),
oj(ί —), Λ ( + 00) existent pour chaque t > 0. Comme <2x'(ί) est normalisee

pour chaque x', on obtient que cί(t) est aussi normalisee. Elle est Γunique

fonction normalisee verifiant (2) comme on voit en utilisant le theoreme

d'unicite scalaire.

THEOREME I. 1. l. b. Soit X un espace de Banach dual. Alors, pour
—> —> —>

toute fonction f(s) verifiant (A/) il existe une fonction cί(f) €Ξ V1/ (X), telle

que As) = Γe-Stda(t\ s > 0
Jo

DEMONSTRATION. Soit X = Y. Alors, pour tout y e Y, la fonction

scalaire fy(s) = </(s), y> satisfait a la condition (A) de Widder. Puis, la

demonstration est assez analogue a celle du Th. I. 1. 1-a. On utilise le fait

que X est complet dans son Y-topologie (topologie faible etoilee de X)

—>
OBSERVATION. Dans les espaces duals les limites fortes a(t±) n'existent

plus toujours pour chaque fonction cί(t) € Vτ/ (X). Mais, pour chaque y € Y
—> —>

existe la limite lim <cί(t), y> et il existe des elements a(t ± ) dans X tels que
ί ί ± 0

<a(t ± ) , y> = lim <α(ί), y>.
t^t±o

Ainsi, la fonction oc(f) obtenue dans le Th. I. 1.1-b est normalisee dans le sens

que a(t) = [a(t + ) + cί(t —)]. Elle est Γunique fonction normalisee qui

verifie la relation As) = [ e'nda{t\ s > 0.

2. Dans ce paragraphe nous allons faire la comparation entre la condition
—> ->/

(A/) et la condition (Ai) de [14]. Premierement nous donneront une forme
-> -»

equivalente de la condition (Af) a savoir, nous dirons que la fonction f(s),



56 S. ZAIDMAN

s > 0, /(s) € X, verifie la condition (Af) si:
a) elle est indefiniment fortement derivable

b) Γensemble F[/t)] des elements de X de la forme ^ 6t. k I "" L*, w[/(.Xfe
ί-1 J «i

n = 1, 2,..., k = 1, 2,..., £ i t A. = dz 1, p o u r tout systeme fini 0 < tx < t2-~

<tn+ι < CXD, est borne d a n s X.
—> — > /

Les conditions (A/) et (Af) sont equivalentes. En effet:

0 Si f(s) verifie (Af) elle est indefiniment fortement derivable [12] et pour
tout x € X' on a

du>

<Ξ Γ \Lkιlί[fx>(.y] du^ M(x) il resulte que Γenssmble V[f{.)] est faiblement

borne et done est fortement borne.

ii) Si f(s) verifie (A'f) alors, pour tout x € X Γensemble des nombres de la

for me ]Γ)£i, * I LktJifx'(.y] du (ensemble F[/x'(.)]) est borne il existe done

un nombre M(x) tel que

Σ X * f t+lLΛlli[Reel /x<.) ^ + i Im /X<.)1
- i JU

^ M(x'\

Le theoreme de la moyenne donne :

en prenant 6itk =

et don caussi

et enίin

on a que

1 + I - tt) |L,,έ l

\ \LkJ .)]! du ^

/ |LΛjM[Reel / x ' ( . ) ] | du ^ M(x'). D'une maniere analogue on obtient que
Jo
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[" iLUIm fx-Qlldu ^ M(x) et done Γ |L t, „[/,<.)] I ̂  ^ 2 M(x')
Jo Jo

Q. E. D.
—>• — > r

Nous avons maintenant la possibility de comparer la condition (Af)=(Af)

avec la condition (AΊ) de [14]. On voit que la seule difference est la suivante :

Dans (/li) ozz suppose Γexistence de Γintegrale I Lk,„[/(.)] du comme limite

forts des integrates I Lfc,W[/(.)J < ?̂ ce qui n'est plus le cas dans la condition

— > /

f). Nous precisons la relation entre ces deux conditions dans la suivante.

PROPOSITION. I. 2. 1. Les conditions (Af) et (A[) coincident dans les
espaces de Banach faiblement complets par des suites dans les espaces de

Banach generaux, la condition (A[) est plus restrictive que la condition (Af).

DEMONSTRATION, i) Si X est faiblement complet par des suites et la

fonction f(s) verifie (Af) alors, en vertu du Th. I. 1. 1-a il existe une fonction

a(t) € V7/(X) telle que f(s) = f e~H da(f). On voit immediatement que le

lemme 6 de [14] est valable aussi dans les espaces X faiblement complets

par des suites et done Γexistence de Γintegrale I Z/fc>X/(.)] du comme limite

forte est assuree.

ii) II y a des espaces de Banach X et des fonctions f(s) a valeurs dans

ces espaces, verifiant (Af) mais non et (A[). Voila un exemple :

Soit X = MO, oo] EEΞ LJO, oo] (dual fort de L^O, oo]).

Soit la fonction a valeurs dans X qui est definie pour / > 0 par la relation

-> JO pour T > t,
9 \l pour 0 ^ r <^t.

On voit aisement que la fonction ait) appartienne a la classe V/+(X). Soit

f(s) = I e~H da(t), s > 0. Elle verifie (Af) dans ce qui suit nous montrons
Λ

qu'elle ne verifie pas (Ai),

Premierement on voit que f(s) = G(s, T) = e'Sτ. En effet, pour toute fonc-

tion Λ(.) € Li[0, oo] on a
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< Γ e~H dottf), A(.)> = f e~H d<~a(t\ /*(.)> =
I I

= f V s ί d f'ήC")^ = [°°e-st h{t)dt =

On montre apres que Γintegrale de Riemann-Graves I Lfc)W[A.)] du peut

etre calculee comme Γintegrale de Riemann par rapport a la variable u:

) τk

e

 uT du

Pour cela, observons que la fonction de r qui est definie par cette inte-
grale appartienne a M [0, oo] car on a

U ! \ a

~τ Γ e T 1

AT

max ί e — J - — ^ -
o£τs- J ^ τ ( * - l ) f

= 1

Puis, il faut montrer que pour toute fonction h(j) € Li[0, °°] on a Γegalite :

c'est a dire Γegalite

qui est immediate.
Maintenant nous pouvont demontrer que

^ ) W [ / ( . ) 1 Λ< = lim / - 1 - (-?-)
•->o J, kl \ u /

n'existe pas dans la metrique de M[0, oo] (c'est a dire uniformement par
rapport a T € [0, «»]). En effet on a :

! V a / J ^ L (A-1) !

tend vers / — — e ' V " 1 J f quand θ-*0, pour chaque T fixe de [0, oo].
J Jψ {k— 1)!
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Mais cette convergence n'est pas uniforme par rapport a τ ^ [0, c>o] car si

on considere la difference,

Γ „ * λ t e~vvk-*dv- ΓΓ—±^e-
vvk-'Ldv='Γ L.-V"1 dv,

J*^(k-l)l J ^ L ( ^ - I ) ! Ίi.(ife-l)!
t i e

on a la relation

sup
' d v ' q u i n e t e n d v e r s

avec 8. Q. E. D.

3. Soit Coc[0, GO] Γespace des functions continues sur [0, 00] et s'an-

nulant a Γinfini.

Dans ce paragraphe nous etablirons uαe liaison entre les theoremes sur

la representation des fonctions vectorielles par des integrales de Laplace-

Stieltjes et certains theoremes de representation des operations lineaires et

continues de CΌo[0, °°] a X par des integrales de Stieltjes abstraites.
\ —>
A cette ocasion nous allons montrer que la condition (Af) nest pas

suffisante dans tout espace de Banach pour que la fonction f(s) la verifiant

soit representable comme transformation de Laplace-Stieltjes d'une fonction

<χ(t) de Vf+(X). Premierement on a le

THEOREME I. 3.1. Soit X un espace de Banach tel que, pour chaque
—> - > —>

fonction f{s) verifiant la condition (Af) il existe une fonction a(t) € VT/(X)

telle que

As) = Γe'st da(t), s > 0.
Jo

Dans ce cas,pour toute operation lineaire et continue T de CΌo[0, c>o] a X,

il existe une fonction ait) € VJ/(X) telle que

Tg(.) = Γ g(t) da{t\ pour toute g(t) € CJΌ, 00].
Jo

/

°° —>

g(t) da(t) definie comme limite forte des

g{t) da{t) existe pour chaque fonction g{t) de CJO, ^o] et a(t)

0

€ VT/(X) cela resulte en modifiant legerement le raisonnement dans le
lemme 2 de [14],

OBSERVATION 2. Ce theoreme a ete sugere a Γauteur par la preuve
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que Hildebrandt et Schόnberg donnerent au theoreme de Riesz sur les fonc-
tionnelles lineaires dans Γespace C[0, 1] (voir [13] pag. 105).

DEMONSTRATION DU THEOREME. Considerons la fonction vectorielle a
—>

valeurs dans CJβ, oo] definie pour s > 0 par φ(s) = G(s, t) = e'n consi-
derons aυssi la fonction vectorielle a valeurs dans X qui est definie pour
s > 0 par

As) = T[φ(s)l
- > —>

Nous allons montrer que la fonction f{s) verifie la condition (Af). En effet,
pour tout x € I ' on a

f(s)> = <x\ T[φ(sJ]> = <T'x\ φ{s)> = <y, φ(s)>

= Γe~st dccAt) ou ax{t) € Vτ\ (voir par ex. [8] Ch. V. §5.11)

Done f(s) verifie (Af) et par Γhypothese du theoreme, il existe une fonction

'ait) € Vτr{X) telle que

As) = τCφ(s)-] = Γe-St dktX s> 0.
Jo

Soit maintenant Γoperation U de C^lO, oo] a X donnee par Γegalite Ug(.)

( oo _ >

^(ί) dct(t), g(t) € Cc»[0, °°]. Elle existe, est lineaire et bornee, et coincide
avec T sur Γensemble des functions \e~nt\n^ι qui est fondamental dans CJO,
oo]. II resulte d'ici que T coincide avec U sur Γentier CJjO, oo] et done Tg

J»oo _>

g{t) da(t) pour toute fonction g{t) € CJβ, oo]. Le theoreme est demontre.
o
COROLLAIRE 1. Soit X un espace de Banach faiblement complet par

des suites ou dual. Alors, pour toute operation lineaire et bornee de CJO, °°]
—>

a X, T, il existe une fonction a(t) € VT/(X) telle que

TgQ = Γ g(t) d~a(t\ pour toute g(t) € C~[0, oo].
Jo

Resulte des th. 1.1.1-a, 1.1.1-b et I. 3.1. Le resultat n'est pas nouveau.

—>
COROLLAIRE 2. Dans Vespace X = C J O , oo] U y a des fonctions f{s\

—» —>
s > 0, f(s) € X qui verifient la condition (Af) et qui ne sont pas represen-
tables par ΐintegrate
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\ s>0 ou a(t) € VJ/(X).

DEMONSTRATION. En vertu du Th. I. 3.1 il sera suffisant de montrer
qu'il existent des operations lineaires et continues de X = CΌo[0, °°] en soi

meme qui n'admettent pas une representation de la forme Tg = I g{t) dcάt)
Jo

avec ait) € V!/(X). Nous allons montrer que Γ operation identique de Cco[0, oo]
en soi meme est une telle operation. Pour Γespace C\_a,b\ — oo < a < b < + oo,
un tel resultat a ete enonce par R. S. Phillips dans [10], mais la demonstration
qu'il a donnee la bas nous semble incomplete. Pour ce motif, nous donnerons
dans notre cas une demonstration qui est due essentiellement a S.Sandor,

Supposons par Γabsurde qu'il existe une fonction a(t) € Vf (CJO, oo]),
tell qu'on a

Ig(.) = V( ) = ί Sfo) da(t\ pour toute g(t) € CJO, oo]
o

Dans ce cas a(t) ^ K(s, t) oύ:
i) K(s, t) est continue par rapport a s € I+ pour chaque t ^ 0 fixe, et

K(s, t) -> 0 quand 5 -> °°
ii) II existe une constante M > 0 telle que

00

Vt[K(s,.y] ^ M, pour tout s e Γ
0

iii) On a 5(5) = I g(t) dK(s, t) pour chaque #0) € CJ0, 00] (Γmtegrale
Jo

existe comme limite uniforme par rapport a s € Γ quand i?-»oo des integrales

I g(t) dK(s, t) ces integrales sont a leur tour des limites uniformes sur

s € / + des sommes de Riemann-Stieltjes).
Nous allons montrer que les proprietes i), ii), iii) sont contradictoires.
Soit Ds Γensemble au plus denombrable des discontinuites de la fonction

K(s, t) par rapport a t, pour chaque s € /+ fixe. Soit Cs Γensemble com-
plementaire de Ds il est partout dense dans /+. On a, eα utilisant iii), et
en prenant la suite

1

9n(t) =

1, 0 ^ t ^ r -

0, * ^ τ

lineaire entre T — et r
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les suivantes egalites :
a) Pour T ζ Cs et T < 5

T- — T

0 = gn(s) = J " dtK(s, ί) + / , 9n(t) dtK(s, t)
τ IT

= κ(s, r - - i- ) - /C(S, 0) + fT_ , <7B(ί) <*,£(*, t).
n

Si n -> oo, K\s

9 T — — W iQ>, T) et f jfn(ί) d ^ O , t)-+0 et il resulte
\ n J J Ί-JL

n

que: K(s,τ) = K(s, 0), pour r € Cs, r< s.

b) Si r € Cs et T > 5, en prenant n sumsamment grand pour que T

> s, on obtient d'une maniere analogue :

K(s, T) = KO, 0) + 1, pour T > 5 et T € Cs.

En designant par c(ί) = K(s9 0), nous avons obtenu done:

\c(s) + 1, si T > 5 et T 6 Cs

( ( ) si T < 5 et T € Cs.

De i), en prenant t = 0 il resulte que c(s) € CΌc[0, 00]. Observons maintenant

que pour tout 5 € I+ fixe et £ > 0 le norabre n des points 2 oύ Γoscillation

ωt[K(s, ty] est plus grande que S, ne depasse pas le nombre . Car si on

aurait n > , alors Vt\_K(s,.y]> nS > M ce qui contredit ii). Soit main-

tenant R Γensemble des nombres rationnelles (rl9r2, ,rk...). Soit (ri, t\, ,tΐk)

M

S
Γensemble des ρk ^——points oύ <*>t[.K(rkity] > £ et T = \J(t\,...,tf*)> Test un

Λ r - l

ensemble au plus denombrable et si t ^ T alors °>>t\_K.(rk, tj[ ^ £ pour tout

Soit 0 < £ < , et t0 ζfc T. En utilisant i) on obtient qu'il existe un δ ί0)€

tel que \K(s9 t0) — K(sθ9 to)\ < S si \s — to\ < δί0)6. Puis, pour \Ϊ—Ί\ assez

petit, s € [r0 - δ,*0] Π i?3 f € [t0, ί0 + δ] Π i?, on a ^(5) - c(s)\ <S. Comme

Γensemble Cr et Γensemble C5= sont partout denses dans I+, on trouve t € Cs-
Π [5, *ol Γ € Cs

= Π [ί0, ? ] et en plus | ϊ — ίo | et | / — to\ assez petits, pour

deduire de G>tϋ[K(rk, tQ)] < £, les relations

t0) - KCs, t)\ <2S, \KCs, ί0) ~ K(l 7)1 < 2€.
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On obtient: [c(l) - c(s)] = KG, 1) - KG, 7) + 1 = 1 - \lK(s,Ί) - K(Ί, ί0)]
+ [K(S, to) - K(t0, to)] + [K(t0, t0) - K(% ί,)] + [KG, to) - KG, 1)] | . H rέsulte
alors que:
ε > \c(Ί) - c(s) \ ^ i - 2 s - ε - s - 2 s = ι - 6 ε , et ε ^ 1/7, ε < 1/10,

absurde. Le corollaire 2 est demontre.

Chapitre II.

1. Dans ce chapitre nous prouvons les points a) et b) de Γintroduction.
Premierement, nous avons le

THEOREME II. 1. 1. So it X un espace de Banach faiblement complet
—> —>

par des suites. Alors, une fonction f(s), s > 0, f(s) € X, pent etre representee
comrne transformation de Laplace-Stieltjes :

f(s) = Γ "n da(t\ s > 0

ou cat) € Vl (X), si et seulement si :
i) elle est indefiniment fortement derivable,

ii) ϊl existe une const ante M > 0 telle que

du^M, A = 1,2,

—>
(condition (A)).

DEMONSTRATION. II faut maintenant de prouver seulement la suffisance
des conditions i) et ii), leur necessite etant connue.

—> —>
Pour cela observons que si f(s) verifie i) et ii) elle veriίie aussi (Af) du

theoreme I. 1. l.-a il resulte alors Γexistence d'une fonction cc(t) € Vj+(X)
—> /»°° - » —>

telle que f{s) = I e~n da(t), s > 0. Puis, pour demontrer que a(t) appartienne
•Ό

aussi a Vί+(X), on utilise le lemme 6 de [14]—qui est valable evidemment
dans les espaces faiblement complets par des suites — , comme on a fait dans
[14], le Th. 2.

On ne sait pas si Γhypothese que X est faiblement complet par des
suites, peut etre ou non eliminee. En tout cas on a le :

THEOREME IL 1. 2. Si dans Vespace X = C[0, 1] la condition (A) est

suffisante pour que toute fonction f(s) la verifiant soit representable par

f(s) = ϊ e'n dcit\ s > 0, ~a(t) € VJ
r
+(X)9 alors elle est suffisante pour avoir

Jo
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cetίe representation dans tout espace de Banach.

DEMONSTRATION. Soit X un espace de Banach arbitraire et f(s\ s > 0,

f{s) € X, une fonction verifiant (A) elle est continue pour tout s > 0, et

alors Γensemble de valeurs de f(s) est separable. Soit Xx d X le sous-espace

lineaire ferme minimal qui contient Γensemble des valeurs de f{s), s > 0. Xλ

est un espace separable il est done isomorphe et isometrique a un sous-

espace lineaire ferme de C[0, 1], Cx a C[0, 1]. Soit /C1(s) la fonction definie
—> —>

pour s > 0 et a valeurs dans Cx qui corresponde a f(s). vu Γisometrie, /C1(s)
->

verifie elle aussi la condition (A). Alors, de Γhypothese, il resulte Γexistence
->

d'une fonction ac(t) € Vr+(C[0,1]), qu'on peut supposer normalised, telle que

Ms) = I st dac{t\ s > 0.

En utilisant un theoreme d'inversion de E.Hille ([6]-T. 6. 3. 5) on obtient que

—> —> /•* —>

k-roo J ' C1

—> —>

la limite forte. Mais on sait que ctc(0 + ) =/C1(°°) € Cγ et aussi, pour chaque

t > 0 fixe la limite forte lim / Lku[fcι(.)~} du est dans C l β

Done Λc(ί) apprtienne meme a Cj et non simplement a C[0,1]. En consider ant
les fonctions correspondantes dans X on a la relation voulue

7w =

Chapitre III.

1. Dans ce dernier chapitre nous considerons la question d'obtenir
une condition qui soit necessaire et suffisante dans tout espace de Banach

X pour representer une fonction f{s\ definie pour s > 0 et a valeurs dans
—>

cet espace comme transformation de Laplace-Stieltjes d'une fonction a(t)
de Vΐ(X).

Nous avons besoin pour cela de considerer une nouvelle classe de fonc-

tions vectorielles a variation bornee, la classe Vί+(X) des fonctions de Sirvint.
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On dit que la fonction aif), t^>0, <x(t) € X appartienne a la classe Vl+(X)
n

—> - > —> —>

si Γensemble F[α(.)] des elements de X de la forme Σ]θi[α(ίi+i) ~" #(**)! £*
i = l

= ± 1, n = 1,2, pour tous les systemes finis tλ < t2 <tn+1 dans J+,

est relativement compact dans la topologie faible (X'-topologie) de X.

Ces fonctions ont ete etudiees par D. A. Edwards qui a montre dans [4]
-> —> —> —>

que les limites a(0 +), a(t -f), α(ί —), #( + 00) existent pour tout t > 0

dans la topologie forte de X, a(t +) = a(t —) sauf peut-etre sur un ensemble

au plus denombrable de t € / + , et Γensemble des valeurs de ait), t € I+ est

separable dans X. On peut normaliser une fonction a(t) de Vl+(X) en posant
α(ί) = [a(i + ) + ^(^ —)] ainsi modifiee elle reste dans Vr

s

+(X) comme

on voit aisement en utilisant le theoreme de Eberlein (voir T. V. 6.1 de [3]).

g(t) d<x(t) definie comme limite forte des integrates de Riemann-

0

Stieltjes / g(f) da(t) existe pour toute fonction g(t) € C[0, 00] (voir le lemme

2 de [14]). L'analogue du lemme 6.1 de [14] a lieu aussi si on remplace
Vr

G
+(X) par Vτs+(X). On a aussi l'analogue du lemme vectoriel de Helly (lemme

—> +

8 de [14]) pour des suites ak(t) de Vi (X), si on remplace la convergence forte

par la convergence faible et la compacite par la compacite faible (relative).

La demonstration et assez prόche de celle donnee dans [14] pour le lemme

8. Comme nous n'auront pas besoin ici d'aucune extension vectorielle du

theoreme de Helly, nous n'insistons plus davantage.

Enfin, on peut montrer, comme Edwards dans [4], que Γoperation T de
C[0, c>o] a X donnee par Tg = I g(t) da{t) est lineaire, bornee et faiblement

compacte, si a(f) € VT(X)

Nous dirons que la fonction f(s), s > 0, f(s) € X verifie la condition (A4)
—> —>

si elle est indefiniment fortement derivable et si Γensemble V[/ί.)] des elements

de X de la forme^6 ί A ; / Lk w[/(.)] du oύ n = 1,2,..., £ = 1,2,..., £ t i Λ = ± l ,

0 < ίλ < t2 < . . . < < ίw+1 < °°, est relativement compact dans la topologie

faible de X.

On a alors le suivant resultat, analogue du theoreme 3 de [14] :

THEOREME III. 1. 1. Soit X un espace de Banach arbitraίre. Alors la
—>

condition (A'4) est necessaire et suffisante pour Vexistence d'une fonction
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normalisee ~a(t) € Vr
s
+(X), telle que: f(s) = ί e'H dait), s > 0.

La demonstration de la necessite est entierement analogue a la demon-
stration correspondante dans le theoreme 3 de [14] en utilisant les remarques
faites au commencement de ce chapitre. Mais pour demontrer la suffisance
nous utilisons une methode qui differe de celle utilisee dans le T. 3 de [14] en
ςa qu'elle n'utilise plus du theoreme de Helly vectoriel.

Si f(s) verifie la condition (A4) alors pour toute x € X la fonction scalaire
—>

fχ'(β) = < ^ ' J f(s)> verifie la condition (A) de Widder comme on voit sans
peine. II existe done une fonction normalisee, ctx'(t) € V1^ telle que

<x, f(s)> = Γe'st dax>(t), s > 0.

Maintenant, pour tout x € X' il existe la limite

lim <x, I Lk}U[f(.y] du> = lim I LΛllt[/x'(.)] du.

—> —>

On a suppose que l'ensemble V[/t )] e s ^ relativement faiblement compact il

LjculΛ yi du oύ t > 0 est

fixe et S > 0 est variable, est relativement faiblement compact dans X. Comme

de plus la "suite" I Lk w[/(.)] du est faiblement convergente, il existe un ele-

LktU[f(.y] du qui est la limite

o+

faible de I Lk M[/(.)] du pour 8 -+ 0. Pour k = 1, on obtient que la limite faible

de f{t), pour £ -* °o, f(°°), existe et appartienne a X. On a evidemment:

<x, f LUfQ-] du> = lim fL^lΛ.)-] du.
Jo+ e-»0 ,/e

Si nous appliquons maintenant le theoreme d'inversion de Widder ([13]-Th. 7. a
Ch. VII) on a que:

aAt) = limΓ f LkiU[fA.)1 du +/,<*)]
*-»»LJ0+ J

= lim f Lkι

o+
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J γt _>
Lk,u[f(.y] du, k = 1,2,

0 +

-> ->

t > 0, appartienne a Γadherence faible de Γenselmbe T^[/(.)]
Celui-ci est relativement compact et en consequence la meme chose est

vraie pour Γensemble considere. Puis, en utilisant le theoreme de Eberlein
(T. V. 6. 1 de [3]) on obtient que Γensemble des elements de la forme

f LUfQl du +f(k), k = 1,2, t > 0,

est aussi relativement faiblement compact dans X. Comme en plus la suite

J
f»ί - > —>

Lk/U[f(.)] du + f(k) est faiblement convergente pour k->°o, il resulte Γexis-
ΰ+

tence d'une fonction a(t) a valeurs dans X, qui est definie pour chaque t > 0

comme limite faible de la suite I Lk)U[f(.)~} du + f(k). Si on pose aussi a(0)
= θ, on a ax(t) = <x, a(t)>, t :> 0.

Enfin, il faut montrer que a(t) 6 VTιt(X). Or, pour tout e lement^

on a

i+i) ~ *(O] = Mm faibleΣ«i
i - l ^ ° ° ί-1

et done Γensemble V[α(.)] est contenu dans Γadherence faible de Γensemble

!/[/(.)] qui est relativement faiblement compact on obtient done que ct(t)
—> -» - >

€ VTiΓ(X) Comme ait +) , α(ί —) existent fortement, et ax'(t) est normalised

pour tout x € X on obtient que a(t) est normalisee.

Enfin, on a < * \ / ( ί ) > =Λ<5) = Γe'H dax>(t)

e-Sί d<x, a(t)> = < Λ ' , Γ°°β-5ί da(t)>
JO

As) = Γe~H dkt\ s > 0.
Λ

Le theoreme est demontre.

OBSERVATION. On peut donner une autre forme de la condition (^40

qui soit completement analogue a la condition (Az) de [14]. A savoir, nous
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dirons que fis) verifie la condition iA'ί) si elle est indefiniment fortement

Jr»ί - > ^

Lk, uLfi-Jl du existent comme limite forte, et 1 ensem-
o+

ble V[fi.)~] est relativement faiblement compact dans X.

Les conditions (^4) et iA'ί) sont equivalentes car une fonction fis) veri-

fiant iAl) est representable par

/(s) = Γe-St dkt), a(t) € V'ί(X)
0

et du lemme analogue au lemme 6. 1 de [14] il resulte Γexistence des integrates

Ljc uLfi'ϊi du comme limite forte.

0+

Cela etant nous pouvons enoncer le resultat essentiel de ce Chapitre, a

savoir, le

THEOREME III. 1. 2. Soit X un espace de Banach arbitraire. La fonc-
—> —>

tion fis)y s > 0, fis) € X, peut etre representee par

f(s) = Γe~st dkt), s>0, ou a(t) € VΓ
Jo

si et seulement si

a) elle est indefiniment fortement derivable

b) on a Γ\\LUf(-)l duSM, 4 = 1,2,
Jo

c) Γensemble VI/(.)] est relativement faiblement compact dans X.

DEMONSTRATION DE LA SUFFISANCE. Comme f(s) verifie a) et c) du

theoreme II. l 1 il resulte Γexistence d'une fonction

~a(t) € VT
S

+(X) telle que As) = Γe~H da(t\ s > 0.
Jo

Puis, a Γaide du lemme d'inversion, analogue du lemme 6.1 de [14], on
-> -> /•« - >

obtient que a(t) — a(0 +) = lim ί Lk w[/t )l du (la limite forte) maintenant,
*-~Jo+

->

en utilisant la condition b) il resulte que ait) est la limite forte ponctuelle

d'une suite de fonctions akit) € Vτ

r

+iX), a variation forte egalement bornee

par M. Done α(ί) € V?(X). Q. E. D.
DEMONSTRATION DE LA NECESSITE. La necessite des conditions a) et
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b) etant immediate, tout ce qu'il reste a demontrer est la necessite de la con-
dition c). Mais cela resultera du theoreme III. 1. 1 des que nous aurions

—>
demontre que toute fonction o&t) de Vί+(X) appartienne aussi a la classe
V?(X)9 c'est a dire l'inclusion Vi\X) C Vί+(X).

Ce fait, sugere a Γauteur par M. N. Dinculeanu peut se demontrer en
utilisant le methode suivant (voir [2]).

Soit T Γoperation de C[0, ° o ] a l qui est definie par la formule Tg(.)
g(t) da(t), oύ ct(t) est une fonction normalised de Vτ

r

+(X). On a alors
0

\\Tg(.)\\ S Γ I <?(*) I dcφ\ «*(*) = K[α( )l

α#(ί) est une fonction croissante et bornee sur [0, 00]. Soit la fonctionelle

qui est definie sur C[0, 00] par la formule F(#) = I g(t) dajf) elle est

•Ό
lineaire est bornee. Du theoreme de Riesz (voir [3]-T IV. 6.3) il resulte
Γexistence d'une mesure bornee μ, definie sur les ensembles boreliens de [0, °o],
reguliere est denombrablement additive, telle qu'on a F(g)= I g(t) μ(dt\ g(.)

Jo

€ C[0, 00]. Toute fonction g(t) de C[0, °o] est integrable par rapport a μ et
ΛOO

on a : I F(g) \ ̂  I | fl(ί) | K ^ ) (car μ est une mesure positive, vu que a Jit)
Jo

ΛOO

est croissante). On a obenu done que: ||T#(.)|| ^F[\g\^\= I \g\t)\μ(dt) c'est
Jo

a dire (voir [2]) que T est une operation majoree. Soit Lx = Lj([0, 00] ; β ? μ)
l'espace des fonctions integrables par rapport a la mesure μ. La relation precedente
montre qu'on a [|T^||χ ^ IÎ IUi vu que Γensemble des fonctions continues
g(t) € C[0, 00] est dense dans L1 ([0, 00] β, yw,) il resulte que T est une
operation bornee de Lx a X, definie sur un ensemble partout dense. Elle peut
etre done prolongee par continuite a tout l'espace L l β Si xs(i) est la fonction cara-
cteristique d'un ensemble borelien E, elle appartienne a L l β Soit la fonction vec-
torielle definie sur les ensembles boreliens de [0.°o] par la relation : μ{E) = T [ ^ . ) ] .

—>
On montre que pour tout x € X la fonction scalaire < . r , μ(E)> est une

mesure reguliere et denombrablement aditive sur les ensembles boreliens de

[0, 00]. II resulte ainsi que μ est une mesure vectorielle au sens de Bartle,

Dunford, Schwartz, (voir [3]-IV-10)]. Puis on a qus T[xE~]= [ x^t) μ(dt) et il
Jo

ΛOO _ >

resulte d'ici qu'on a Tg = I g(t) μ(dt) pour toute fonction g{t) € C[0, c>o]
Jo
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(Γintegrale de Bartle, Dunford, Schwartz, [3]-IV-10).
Si on applique le Th. VI. 7. 3 de [3], il resulte que T est une operation

de C[0, °°] a X, faiblement compacte. Ce fait est deja suffisant, comme on
voit sans peine, pour finir la demonstration de la necessite. Pour demontrer
aussi que a(t) € VT

S
+(X) on raisonne ainsi:

Soit aλ(t) = μ[091\ a(0) = 0, il resulte d'un theoreme de Bartle, Dunford,
Schwartz [1], affirmant que Γensemble des valeurs d'une mesure vectorielle

est relativement faiblement compact, que ax{t) € VT
S

+(X). On voit aussi sans

f oo _>. »oo _ >

g(t) μ{dt) = I g(t) dctxit), g(t) € C[0, oo]. On a obtenu done
Tg = I g(t) dait) = / g{t) daλ{t), ou on peut supposer que pour tout t > 0,

Jo Jo

aXt) = —\aHt +) + a(t - ) ] , il resulte a(t) = a,(t) € VΓ

S

+(X\ Q. E. D.
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