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Introduction. Le présent travail a le but d’approfondir et de compléter
les résultants de mon ouvrage précédent [14]. J’ai donné 13 bas des conditions

N
nécessaires et suffisantes pour la représantation des fonctions vectorielles f(s),

by

définies pour s > 0 et 3 valeurs dans un espace de Banach X, par une
- o —> -
intégrale de Laplace-Stieltjes, f(s) = f e’ da(t), ou at) est une fonction
0
vectorielle 3 valeurs dans X et définie pour #=0, appartenant 3 une des
classes de fonctions vectorielles & variation bornée, V5", Vi*, V& qui ont été
définies dans [14]. (Des conditions nécessaires et suffisantes pour la représenta-
tion des fonctions vectorielles par des intégrales de Laplace ont été données

par P.G. Rooney [11] et I. Miyadera [9]). Notre but principal dans [14] était

S
de montrer que si f(s) est indéfiniment fortement dérivable et si on a

[T ML O d < b E=1,2,....

-
—(nous avons dit qu’une telle fonction vérifie la condition (A))—alors, si en

-
plus X est un espace de Banach réflexif, il existe une fonction a(¢) € V;:
(a variation forte bornée sur [0, o] = I'*), telle que

7'(5) = fwe’” dZ(t), s>0 (1.

On prouvait ainsi une assartion de E.Hille ((5]-fin du § 1, Ch. X).

Dans le présent ouvrage on montre que:

a) On peut remplacer la restriction que X est réflexif par la restriction
moins forte que X est faiblement complet par des suites.

b) Sila condition (X) serait suffisant pour avoir (1) dans ’espace C[0, 1],
elle serait asssi suffisante pour avoir (1) dans tout espaces de Banach, sans
exception.

Puis, dans les espaces de Banach arbitraires, on donne une condition

2
nécessaire et suffisante pour que toute fonction f(s) qui la vérifie soit re-
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présentable comme transformation de Laplace-Stieltjes d’une fonction Z(t) de
Vi

Cette condition est obtenue en réunissant la condition (Z) avec une con-
dition suplémentairz de compacité faible, que je préciserai dans la suite.

Enfin, dans le présent ouvrage on s’occupe encore d’une question déja
partiellement traitée dans [14] et qui demandait des améliorations et préci-
sions. A savoir:

Obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour représenter la fonc-
tion _7(3) comme transformation de Laplace-Stieltjes d’une fonction Z(t) evy
(3 variation faible bornée sur [0, co] = I™).

Cette question était résolue dans [14], pour les espaces de Banach ré-

flexifs, par la condition que nous avons appellée (:‘1){). Ici nous introduisons
la condition (Z 7), qui est la plus naturelle dans ce probléme ; a savoir, une
fonction f_'Zs) vérifie la condition (Zf) si pour tout £’ € X' la fonction scalaire
<z, ]7(3)> vérifie la condition (A) de Widder ([13]-pag. 306)

La condition (X r) est nécessaire, comme nous verons, dans tout espace

N
de Banach, pour que la fonction f(s) soit la transformation de Laplace-Stieltjes

T+

d’une fonction c?(t) de V7', et elle est suffisante pour avoir cette représenta-
tion dans les espaces faiblement complets par des suites ou duals d’espaces
de Banach.

Dans cet ordre d’idées on montre aussi qu’il y a des espaces de Banach
dans lesquels la condition (Z ;) n’est plus suffisante pour avoir la représentation
voulue, et on établit & cette ocasion une étroite liaison avec les théorémes
de représentation des opération des opérateurs linéaires et bornés de C[0, oo]
a l'espace de Banach X, par des intégrales de Stieltjes abstraites.

Ces sont les questions principales que je traite dans ce travail. J’ai an-
noncé les principaux résultats dans deux Notes aux Comptes Rendus des Séances
de ’Académie des Sciences, Paris: [15] et [16].

Chaptre 1.

Nous allons commencer par la question qui a été traitée la derniére dans

I'introduction, car elle a aussi un caractére préparatoire aux autres questions.
. -

1. Soit X un espace de Banach réel ou complexe ; soit a(¢) € VF(X)

(nous allons dés maintenant adopter cette notation au lieu de V7 qui n’est

s * > ’ ’
pas assez compléte). Alors, si f(s) = f e 'da(t), on a pour tout x € X :
0
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<z, fs)> = f “et da(t), s>0; adt) =<z, al®)> € V™*. En appli-

0

— -
quant le th. 12. @ Ch. VII de [13] on obtient que f(s) vérifie (A,;) dans tout
espace de Banach. Daus les espaces faiblement complets par des suites ou duals
on a aussi le:

THEOREME L 1.1-a. Soit X un espace de Banach faiblement complet
par des suites. Alors, pour toute fonction Rs), s> 0, _]?(S) € X, vérifiant
(Zf), il existe une fonction Z(t) € Vi (X), telle que f_'Zs) = f me””dc—:(t), s>0.

0
DEMONSTRATION. Si z' € X, la fonction fuls) = <z, _?(S)> vérifie la
condition (A) de Widder; d’aprés le Th. 12. a Ch. VII de [13] (valable aussi
pour les f(s) & valeurs complexes, comme pour celle 4 valeurs réelles), on a que

fol(s)= f °ae‘“dc:uﬂjc'(t), s > 0 ou a,(2) est une fonction normalisée de V'*. On sait
que f,:(so) est indéfiniment dérivable, pour tout z' € X . En appliquant un lemme
de Grothendieck et Schwartz ([12]-pag. 145-147), il résulte que f_'Zs) est aussi
indéfiniment fortement dérivable. L’opération Lk.t[?(.)] est donc bien définie,
et on a: ftL,c,,,[fz»(.)] du = <x’,fth,u[?(.)] du>. Comme la limite liglo ft L.
[fo)]du (:xiste pour tout x € XE, il résulte l'existence de la limite: ‘
lim <, [ L[ FOdu>
pour tout ' € X'. Désignons par f t Lk,u[?(.)] du 1'élément de X qui est la
0+

v - t -
limite faible de f Ly [ A)] du pour €>0. On a <z, f Lo A du> =
€ 0+

L, .[f:()] du.Si on applique le Théoréme d’inversion de Widder [13-Th.

0+

7. a Ch. VII] on obtient
t t —
a(t) = a0 +) =lim [ L [fO] du=lim <z, [ Lofuldu>.

0+

Mais on sait que a,(0 +) = f,(c0) = }cim <z, f—'zk)> et on a donc:

14 —> — -
a,(t) = iim <z, | L [f()] du + f(R)>, pour tout ¢> 0. Soit a(z), pour

0+
chaque ¢ > 0, 1’élément de X qui est la limite faible pour 2— oo de la suite

[ " Lo A1 du + AR
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- t — -
On a <z, a(t)> = iim <z',| L JfO)]du+ f(k)> = a,(t) pour tout t>0.

0+
- -
Si on pose a(0) = 6, on a que <z, a(t)> = a,(t) pour tout £=0. Alors
S
a(t) € Vi (X) et comme on voit aisément on a

As) = f “etdalt), s> 0. : )

0

>
OBSERVATION. Vu que X est faiblement complet par des suites et a(¢)
- —
€ V7 (X), on obtient en utilisant [F] que les limites fortes a(0 +), a(z +),
- —
a(t —), a(+ ) existent pour chaque ¢ > 0. Comme a,(f) est normalisée

o
pour chaque z’, on obtient que a(¢) est aussi normalisée. Elle est l'unique
fonction normalisée vérifiant (2) comme on voit en utilisant le théoréme
d’unicité scalaire.

THEOREME L 1.1.-6. Soit X un espace de Banach dual. Alors, pour
toute fonction j—fzs) vérifiant (Zf) il existe une fonction oRt) € Vi (X), telle
que ]7'(.5') = fme's‘dZ(t), s>0

0
DEMONSTRATION. Soit X = Y. Alors, pour tout y € Y, la fonction
—>
scalaire f,(s) = <f(s), y> satisfait a la condition (A) de Widder. Puis, la
démonstration est assez analogue a celledu Th. I. 1.1-a. On utilise le fait
que X est complet dans son Y-topologie (topologie faible étoilée de X)
-
OBSERVATION. Dans les espaces duals les limites fortes a(z =) n’existent
-

plus toujours pour chaque fonction a(t) € V¥ (X). Mais, pour chaque y € Y

— —
existe la limite lim <a(z), y> et il existe des éléments az =) dans X tels que
t->1+0
- X —
<a(t %), y> =lim <a(t), y>.
t->t+0

Ainsi, la fonction ;(t) obtenue dans le Th. I. 1. 1-b est normalisée dans le sens

que Z(t)=—;—[2(t +)+ c—t)(t —)]. Elle est l'unique fonction normalisée qui
vérifie la relation Rs)= f me’”dZ(t), s> 0.
0

2. Dans ce paragraphe nous allons faire la comparation entre la condition
- —), “
(A)) et la condition (A;) de [14]. Premiérement nous donneront une forme

— —
équivalente de la condition (A,) ; & savoir, nous dirons que la fonction f(s),
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s> 0, j_‘)(s) € X, vérifie la condition (Zj) si:
a) elle est indéfiniment fortement dérivable

— — " b -
b) Pensemble V[A.)]des éléments de X de la formeD> &, , 1 L, [ A)]du,
]

i=1
n=12,., k=1, 2,., &,==1, pour tout systtme fini 0 < ¢ < t,...
<tpe1 < oo, est borné dans X.

— —
Les conditions (A;) et (A;) sont équivalentes. En effet :

i) Si ﬁs) vérifie (Zf) elle est indéfiniment fortement dérivable [12] et pour
tout ' € X on a

~ <x,9zét,k

i=1 12

ti+1

Lo AN du>

St I Lol O] du

< f B | Ly [fo()] du < M(2") ; il résulte que 'ensemble ﬁ[f—())] est faiblement
0
borné et donc est fortement borné.

ii) Si f—'()s) vérifie (Zf) alors, pour tout ' € X’ Pensemble des nombres de la
forme & f ‘ L, [f:(.)] du (ensemble V[£,(.)]) est borné ; il existe donc
i=1 2

un nombre M(z') tel que

ti+-1

D & L, . [Reel f,(.) du + i Im £,()] du

i=1 t

= M(z"),

ti+1

zei,k , Llc,u[Reel fz()] du
i=1

1

= M(z),

ti+1

D&k t Ly [Im £,.()] du
i=1

1

= M(z).
Le théoréme de la moyenne donne:
igi,k(ti+l — t) Li,g[Reel fx'(-)]’ = M(x);
en prenant &, = sig=;1 Li¢[Reel £,/(.)] on a que
3 (tes = 20 | LuglReel 01| = M(z)

et don caussi

[ | LuReel £, du < M(z)
133
et enfin

f N |L, . [Reel f,/()]| du < M(z"). D’'une maniére analogue on obtient que
0
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[ 1 LaalIm £Olldu < M(&) et done [ | L [£oA)]] du = 2 M()
Q.E.D.

— —
Nous avons maintenant la possibilité de comparer la condition (A;)=(A,)

N
avec la condition (A;) de [14]. On voit que la seule différence est la suivante :

- t -
Dans (A;) on suppose 'existence de l'intégrale f L, lf()] du comme limite

o+

t —
fortz des intégralesf L, [f()] du, ce qui n’est plus le cas dans la condition

-_)’ . . ., . .
(Ay). Nous précisons la relation entre ces deux conditions dans la suivante.
PROPOSITION. 1. 2.1. Les conditions (A;) et (A,) coincident dans les
espaces de Banach faiblement complets par des suites ; dans les espaces de
-_)l - . ., . -
Banach générauzx, la condition (A:) est plus restrictive que la condition (Ay).
DEMONSTRATION. i) Si X est faiblement complet par des suites et la

fonction f(s) vérifie (Z_f) alors, en vertu du Th.I. 1.1-a il existe une fonction

Z(t) € Vi (X) telle que 7(5) = f et dc_;(t). On voit immédiatement que le

0
lemme 6 de [14] est valable aussi dans les espaces X faiblement complets

t —
par des suites et donc lexistence de l'intégrale | L., [f(.)] du comme limite
0+

forte est assurde.
o
ii)) Il y a des espaces de Banach X et des fonctions f(s) a valeurs dans
- -
ces espaces, vérifiant (A;) mais non et (A;). Voili un exemple :

Soit X = M[0, co] = L.[0, ] (dual fort de L,[0, co]).

\

Soit la fonction a valeurs dans X qui est définie pour £ = 0 par la relation

0 pour T > ¢,

alt = K(7, ¢) =
A =KO D=1 wo<r=t

- B .
On voit aisément que la fonction a(t) appartienne a la classe V7 (X). Soit

7’(5) = f Temtt d;(t), s > 0. Elle vérifie (Zf); dans ce qui suit nous montrons
0

N
qu’elle ne vérifie pas (A)).

—_
Premierement on voit que f(s) = G(s, 7) = ¢ *". En effet, pour toute fonc-
tion A(.) € L,[0, =] on a
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< f Tt da(t), h()> = f Tt d<ale), h()> =
0 0
o0 t oo
= f et d f W) dr = f et h(e)dt = <G(s, ), h()>
0 0 0

¢ —
On montre aprés que l'intégrale de Riemann-Graves f L..[f()] du peut

étre calculée comme [!'intégrale de Riemann par rapport & la variable «:

t k+1 L 2
[ ) e
e R u

Pour cela, observons que la fonction de T qui est définie par cette inté-
grale appartienne 3 M [0, o] car on a

k
zl (k)kﬂk_%,r _ < 7 1 P
sz wl T d”_ftijk—n!” o

€
k

max ‘ fi? —1—~—v""e‘” dv

<1 fmv""le"” dv=1
vSrse | Ik, (—1)! 0

(k—1)!

Puis, il faut montrer que pour toute fonction A(7) € L,[0, o] on a 1’égalité :

f:Lk,uU:e-“f h(r)dr]du—f h(r )U . (%)kﬂT"e_‘_ﬁTdu:ldT

c’est 3 dire 1’égalité

f[ b (klv“)k‘<%> (=™ h(r)dr | du

—f h('r)[f —(L)k”v e—%fdu}d'r

qui est immédiate.
Maintenant nous pouvont démontrer que

[ e [P RN, -k
lim [ L [ A0)] du = lim f k—!(u—) e W dy

n’existe pas dans la métrique de M[0, =] (c’est 3 dire uniformément par
rapport 3 T € [0, c=]). En effet on a:

k‘r
¢ k+1 ____, —
f 1 ( k ) e du = 1 e’v*"1 do
e k!l N u & (B—1)!

tend versf 1 e "v*"! dv quand &€—0, pour chaque 7 fixé de [0, o=].

s (k= 1)
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Mais cette convergence n’est pas uniforme par rapport a T € [0, o] car si
on considére la différence,

kT
. 1 -V_ k-1 _f—e— 1 . -V_ k—1 — ~ 1 =V_ k—1
f’fT'—_(k— i e v 1 dv _"‘tL—(k— i e v dv jﬂ_—(k— i e "v* ! do,
on a la relation
. 1 —v_ k=1
fk_: ———(k Y e v 1 dv
avec €&. O.E.D.

3. Soit C.[0, o] I'espace des fonctions continues sur [0, o] et s’an-

sup
IST=S00

= 1 - .
= | ————e " ' dv, qui ne tend vers O
fk & —1)! 4

nulant 3 linfini.

Dans ce paragraphe nous établirons une liaison entre les théorémes sur
la représentation des fonctions vectorielles par des intégrales de Laplace-
Stieltjes et certains théoremes de représentation des opérations linéaires et
continues de C.[0, oo] 3 X par des intégrales de Stieltjes abstraites.

\

N
A cette ocasion nous allons montrer que la condition (A;) #’est pas

>
suffisante dans tout espace de Banach pour que la fonction f(s) la vérifiant
soit représentable comme transformation de Laplace-Stieltjes d’une fonction

c?(t) de V{*(X). Premiérement on a le

THEOREME I 3.1. Soit X un espace de Banach tel que, pour chaque
- - -

fonction f(s) vérifiant la condition (Ay) il existe une fonction oft) € V3 (X)
telle que

— ® —

f(s) = f e da(t), s > 0.

0

Dans ce cas, pour toute opération linéaire et continue T de C.[0, ] a X,

iR
il existe une fonction a(t) € Vi (X) telle que

Ty() = fu “9(0) dale), pour toute (&) € C.[0, o],

OBSERVATION 1. L’intégrale f oag(t) d;(t) définie comme limite forte des

R —> -
intégrales f 9(¢) da(t) existe pour chaque fonction ¢(¢) de C.[0, =] et al£)
0

€ Vi(X); cela résulte en modifiant légérement le raisonnement dans le
lemme 2 de [14].

OBSERVATION 2. Ce théoréme a été sugéré a lauteur par la preuve
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que Hildebrandt et Schonberg donnérent au théoréeme de Riesz sur les fonc-
tionnelles linéaires dans 1’espace C[0, 1] (voir [13] pag. 105).
DEMONSTRATION DU THEOREME. Considérons la fonction vectorielle 3

valeurs dans C.[0, oo] définie pour s > 0 par ;z)(s) = G(s, t)=¢€""; consi-

dérons aussi la fonction vectorielle 4 valeurs dans X qui est définie pour
s > 0 par

As) = Tlp(s)]

— —
Nous allons montrer que la fonction f{s) vérifie la condition (A,). En effet,
pour tout £ € X on a

<z, f)> = <z, Tlp(sN]> = <T'z, 9> = <y, 9(s)>

= f T da(f) ot a(£) € V'™, (voir par ex. [8] Ch. V. §5.1I)

0

- -
Donc f(s) vérifie (A;) et par ’hypothése du théoréme, il existe une fonction

Z(t) € Vi(X) telle que

As) = Tlo(s)] = [ et dals), s> 0.

Soit maintenant 'opération U de C.[0, =] & X donnée par 1'égalité Ug(.)

= [ - 9(8) d;(t), 9(¢) € C.J0, o=]. Elle existe, est linéaire et bornée, et coincide
<0

avec T sur I'ensemble des fonctions {e ™}i-1 qui est fondamental dans C.J[O0,

oo]. 1l résulte d’ici que T coincide avec U sur l'entier C.[0, ] et donc T'¢

= f ) 9(t) da(t) pour toute fonction ¢(¢) € C.[0, o=]. Le théoréme est démontré.
0

COROLLAIRE 1. Soit X un espace de Banach faiblement complet par
des suites ou dual. Alors, pour toute opération linéaire et bornée de C.[0, =]

a X, T, il existe une fonction Z(t) € VI (X) telle que

To() = f " 90) dale), pour toute o(t) € C.[0, oo].

0

Résulte des th. I.1.1-a, 1.1.1-b et I 3.1. Le résultat n’est pas nouveau.

COROLLAIRE 2. Dans Uespace X = C.[0, o] il y a des fonctions ?(s),

— -
s> 0, f(s) € X qui vérifient la condition (A;) et qui ne sont pas représen-
tables par Uintégrale
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-3 oo —>

As) = f e da(®), s >0 oa alt) € V(X).
0

DEMONSTRATION. En vertu du Th. 1. 3.1 il sera suffisant de montrer

qu’il existent des opérations linéaires et continues de X = C.[0, o] en soi

o —
méme qui n’admettent pas une représentation de la forme T¢g = f 9(t) da(t)
0

avec Z(t) € V3 (X). Nous allons montrer que 1’opération identique de C.[0, =]
en soi méme est une telle opération. Pour I'espace C[a, b], — c0o <a < b <+ oo,
un tel résultat a été énoncé par R. S. Phillips dans [10], mais la démonstration
qu’il a donnée 13 bas nous semble incompléte. Pour ce motif, nous donnerons
dans notre cas une démonstration qui est due essentiellement 3 S.Sandor,

S
Supposons par I'absurde qu’il existe une fonction a(£) € Vi (C.[0, o)),
tell qu’'on a

0

Ig()=9¢() = f B 9(2) dZ(t), pour toute ¢(¢) € C.[0, o]

Dans ce cas Z(t) = K(s, ¢) ou:

i) K(s, t) est continue par rapport a s € I" pour chaque £ =0 fixé, et
K(s, ) =0 quand s — oo

ii) Il existe une constante M > 0 telle que

fit[K(S")] =< M, pour tout s € I*

iii) On a ¢g(s) = f 9(t) dK(s, t) pour chaque ¢(¢) € C.[0, =] ('intégrale
0
existe comme limite uniforme par rapport a s € I' quand R— oo des intégrales
S :
f 9(t) dK(s,t); ces intégrales sont a leur tour des limites uniformes sur
0

s € I'* des sommes de Riemann-Stieltjes).
Nous allons montrer que les propriétés i), ii), iii) sont contradictoires.
Soit D, I’ensemble au plus dénombrable des discontinuités de la fonction
K(s, t) par rapport & # pour chaque s € I* fixé. Soit C, I’ensemble com-
plémentaire de D, ; il est partout dense dans I*. On a, en utilisant iii), et
en prenant la suite

Lo<s<7—-L
n
gu(2) =10, t =7
linéaire entre 7 — Le‘c T

n
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les suivantes égalités :
a) Pour r€e Ciet7<s

0=g0) =] "dK6 0+ [ | 00 dKGs 0

= K<s, T — %) — K(s, 0) + f :_ | 92) d.K(s, ).

n

Sin— oo, K(S‘, T ——};—) K(s, 7) etf? . 942) d,K(s, t)—> 0 et il résulte

T

que: K(s,7)=K(s, 0), pour 7 € C,, 7< 5.

. 1
b) Si T€C, et T>s, en prenant n suffisamment grand pour que T — —
n

> 5, on obtient d’une maniére analogue :
K(s, )= K(s, 0)+ 1, pour 7 > s et 7 € C,.
En désignant par c¢(s) = K(s, 0), nous avons obtenu donc:
s)+1,siTt>setT€C,
K(s, 7) = i
c(s), sit<setT€C,.

De i), en prenant £ = 0 il résulte que c(s) € C.[0, o=]. Observons maintenant
que pour tout s € I" fixé et € > 0 le nombre n des points ¢z ou [l’oscillation

o,[K(s, t)] est plus grande que &, ne dépasse pas le nombre Car si on

aurait n > —]\él—, alors ?L[K(s,.)]> n€ > M ce qui contredit ii). Soit main-

tenant R I’ensemble des nombres rationnelles (7,75, ... ... T ). Soit (Eiy tryv-e- L)

s M . . =
I’ensemble des p, < points ot @,[K(r2)] > Eet T = U(t}r,...,t,’c”‘), T est un
k=1

ensemble au plus dénombrable et si # & T alors ®[K(r, t)] =< & pour tout

Soit 0 < & <%, et t, & T'. En utilisant i) on obtient qu’il existe un §,, .

tel que |K(s, #)) — K(so, )| < € si |s — )| < 8, Puis, pour |s —s| assez
petit, s € [2, — 84)] N R, SE€ [t 2, + 8] N R, on a |c(s) — ¢(5)| < & Comme
I’ensemble Cs et I’ensemble Cs sont partout denses dans I*, on trouve £ € Cs
N[s, 2], 2€ C: N [£y, 5] et en plus | £— ¢)| et |z — ¢,| assez petits, pour
déduire de o, [K(r:, 2,)] <&, les relations

|K(s, 20) — K(s, )] <28 |K(5, %) — KG, 8)| <26&
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On obtient : [¢(5) — c(s)] = K(, 7)) — K(s, ) +1 =1 — {[KG, t) — K(s, t,)]
+ [K(s, ty) — K(to, 2,)] + [K(to, ty) — K, t))] + [K(S, ) — K(s, 2)]}. 1l résulte
alors que:

E>|B)—cs)|=1—26~6—6—2E=1—6¢& e E=1/7, €< 1/10,
absurde. Le corollaire 2 est démontré.

Chapitre II.

1. Dans ce chapitre nous prouvons les points a) et b) de 'introduction.
Premiérement, nous avons le

THEOREME IL. 1.1. Soit X un espace de Banach faiblement complet

- -
par des suites. Alors, une fonction f(s), s > 0, f(s) € X, peut étre représentée
comme transformation de Laplace-Stieltjes :

?(s) = fme‘” da(t), s>0

>
ou at) € VI (X), si et seulement si:
i) elle est indéfiniment fortement dérivable,
ii) il existe une constante M > 0 telle que

[N FON du =, k=12,

>
(condition (A)).
DEMONSTRATION. Il faut maintenant de prouver seulement la suffisance
des conditions i) et ii), leur necessité étant connue.
— -
Pour cela observons que si f(s) vérifie i) et ii) elle vérifie aussi (A;); du

>
théoreme I. 1.1.-a il résulte alors l’existence d’une fonction a(z) € Vi (X)

- ) —> -
telle que f(s) = f e * da(t), s > 0. Puis, pour démontrer que a(¢) appartienne
0

aussi 3 Vi'(X), on utilise le lemme 6 de [14]—qui est valable évidémment
dans les espaces faiblement complets par des suites—, comme on a fait dans
[14], le Th. 2.

On ne sait pas si ’hypothése que X est faiblement complet par des
suites, peut étre ou non éliminée. En tout cas on a le:
’ LY ->
THEOREME II. 1.2. Si dans lespace X = C[0, 1] la condition (A) est
—
suffisante pour que toute fonction f(s) la vérifiant soit représentable par
- o —> -
fs) = f e da(t), s >0, a(t) € V' (X), alors elle est suffisante pour avoir
0
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cette représentation dans tout espace de Banach.

’ -
DEMONSTRATION. Soit X un espace de Banach arbitraire et f(s), s >0,
- - .
f(s) € X, une fonction vérifiant (A); elle est continue pour tout s > 0, et
—
alors ’ensemble de valeurs de f(s) est séparable. Soit X, © X le sous-espace

N
linéaire fermé minimal qui contient ’ensemble des valeurs de f(s), s > 0. X,
est un espace séparable ; il est donc isomorphe et isométrique a un sous-

espace linéaire fermé de C[0, 1], C, < C[0, 1]. Soit z,(s) la fonction définie
pour s > 0 et 3 valeurs dans C, qui corresponde 217‘(5).; vu lisométrie, 21(8)
vérifie elle aussi la condition (:4)) Alors, de 'hypothése, il résulte 1’éxistence
d’une fonction Zc(t) € VI*(C[0,1]), qu’'on peut supposer normalisée, telle que

Fuls) = f “ett dayt), s> 0.

0

En utilisant un théoréme d’inversion de E.Hille ([6]-T. 6.3.5) on obtient que

— - t -
a(t) = a0 +) =lim [ Lo [£()] du,
= dJdo

- —
la limite forte. Mais on sait que a.(0 +) = f,,(=) € C, et aussi, pour chaque

t —>
t > 0 fixé la limite forte }cimf Ly [fu()] du est dans C,.

>
Donc a,(t) apprtienne méme a C, et non simplement a C[0, 1]. En considérant
les fonctions correspondantes dans X on a la relation voulue

As) = f “e da(t), alt) € V(X))

Chapitre III.

1. Dans ce dernier chapitre nous considérons la question d’obtenir

une condition qui soit nécessaire et suffisante dans tout espace de Banach
—

X pour représenter une fonction fs), définie pour s >0 et & valeurs dans

o
cet espace comme transformation de Laplace-Stieltjes d’une fonction afz)
de VI*(X).

Nous avons besoin pour cela de considérer une nouvelle classe de fonc-

. . < . . s + . . .
tions vectorielles a variation bornée, la classe V| (X) des fonctions de Sirvint.
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On dit que la fonction c_t)(t), t=0, Z(t) € X appartienne a la classe Vi"(X)
si ’ensemble T_}[Z(.)] des éléments de X de la formezsi[c_z)(tiﬂ) — c_t)(ti)], &,
i=1

==x1,n=12,..... pour tous les systémes finis ¢, < £,...... <tn. dans I*,
est relativement compact dans la topologie faible (X -topologie) de X.
Ces fonctions ont été étudiées par D. A. Edwards qui a montré dans [4]

que les limites Z(O +), Z(t +), Z(t -), Z( + o) existent pour tout £ >0
dans la topologie forte de X, Z(t +)= Z(t —) sauf peut-étre sur un ensemble
au plus dénombrable de ¢ € I', et 'ensemble des valeurs de Z(t), t€ I est
séparable dans X. On peut normaliser une fonction Z(t) de Vi*(X) en posant
Z(t) = %[Z(l +)+ ;(t —)]; ainsi modifiée elle reste dans V:i'(X) comme
on voit aisément en utilisant le théoréme de Eberlein (voir T. V. 6.1 de [3]).

o —
L’intégrale f 9(t) da(t) définie comme limite forte des intégrales de Riemann-
0

R —>
Stieltjes f 9(¢) da(t) existe pour toute fonction ¢(z) € C[0, =] (voir le lemme
0

2 de [14]). L’analogue du lemme 6.1 de [14] a lieu auséi si on remplace
& (X) par V§(X). On a aussi I'analogue du lemme vectoriel de Helly (lernme

8 de [14]) pour des suites zk(t) de V5(X), si on remplace la convergence forte
par la convergence faible et la compacité par la compacité faible (relative).
La démonstration et assez proche de celle donnée dans [14] pour le lemme
8. Comme nous n’auront pas besoin ici d’aucune extension vectorielle du
théoréme de Helly, nous n’insistons plus davantage.
Enfin, on peut montrer, comme Edwards dans [4], que 'opération 7' de

C[0, o] 3 X donnée par Tg = f - 9(2) dZ(t) est linéaire, bornée et faiblement
0

compacte, si (;(t) € V§(X).
Nous dirons que la fonction 7(3), s> 0, J_;(s) € X vérifie la condition (24)

si elle est indéfiniment fortement dérivable et si I’ensemble 17[_)‘—‘2)] des éléments
i tis1

de X de la forme)_ Et,kf Lk,u[})(.)] duoun=12,..., k=12,.., &,,==*1,
i=1 ty

0<1, <t; <...< <ty < o0, est relativement compact dans la topologie
faible de X.
On a alors le suivant résultat, analogue du théoréme 3 de [14]:

THEOREME IIL. 1.1. Soit X un espace de Banach arbitraire. Alors la

.
condition (A:) est nécessaire et suffisante pour lexistence d’une fonction
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normalisée Z(t) € V§(X), telle que: f_'Zs) = f Tt d;(t), s > 0.
0

La démonstration de la nécessité est entierement analogue & la démon-
stration corréspondante dans le théoréme 3 de [14] en utilisant les remarques
faites au commencement de ce chapitre. Mais pour démontrer la suffisance
nous utilisons une méthode qui différe de celle utilisée dans le 7. 3 de [14] en
ca qu’elle n’utilise plus du théoréme de Helly vectoriel.

s - , , .
Si f(s) vérifie la condition (A:) alors pour toute ' € X' la fonction scalaire
fo(8) = <z, f(s)> vérifie la condition (A) de Widder comme on voit sans

peine. Il existe donc une fonction normalisée, a,(z) € V'" telle que

<z, ?‘(s)> = fwe‘” da(t), s > 0.

0

Maintenant, pour tout z € X il existe la limite

lim <z, Lo JA] du> = lim f L Lfo()] du.

—> =
On a supposé que I'ensemble V[f(.)] est relativement faiblement compact ; il

t —
résulte en particulier que ’ensemble des éléments f L, [A)] du ot t > 0 est
€

fixé et &> 0 est variable, est relativement faiblement compact dans X. Comme

12 -
de plus la “suite” f L, Jf()] du est faiblement convergente, il existe un élé-

t —
ment de X, que nous allons désigner par | L. [A.)] du qui est la limite
0+

v -
faible de f L, JA)] du pour &€ — 0. Pour k£ = 1, on obtient que la limite faible

- -
de f(¢), pour £ — oo, f(0), existe et appartienne 3 X. On a évidémment :

<z, t L,C,u[?(.)] du> = lim [th‘uD_‘)‘(.)] du.

0+ 0 Je

<, floo)> = fu(oo).
Si nous appliquons maintenant le théoréme d’inversion de Widder ([13]-Th. 7. a
Ch. VII) on a que:

—» 00

) = tim| [ Lol £ du + £o(B)]

—lim <z, [ LAl du + Ak)>.

K—>oc0 0+
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t -
Mais l’ensemble des éléments de X de la forme | L, [A.)] du, k= 1,2,......

0+

t > 0, appartienne & 'adhérence faible de I’enselmbe T_f)[f—‘Z)]
Celui-ci est relativement compact et en conséquence la méme chose est
vraie pour ’ensemble considéré. Puis, en utilisant le théoréme de Eberlein
(T.V. 6.1 de [3]) on obtient que I’ensemble des éléments de la forme

[ Lo A du+ AR, k=1,2,....t >0,

est aussi relativement faiblement compact dans X. Comme en plus la suite

t - -
f L, Jf()] du + f(k) est faiblement convergente pour 2— oo, il résulte I’exis-
0+

>

tence d'une fonction a(¢) a valeurs dans X, qui est définie pour chaque z > 0
t = —

comme limite faible de la suite | L, [f(.)] du + f(E). Si on pose aussi Z(O)
0+

=6, on a a,(t) = <&/, Z(t)>, t=0.

n

Enfin, il faut montrer que Z(t) € V5(X). Or, pour tout élément
- - —> - iwl
&la(ti) — a(t)] de Via(.)] on a

" — — " tiv1 —>
Zéi[a(ttﬂ) - a(t;)] = llmk falblez 8,; Lk,u[_f(-)] du

i=1 17
- —> s
et donc lensemble V[a(.)] est contenu dans ’adhérence faible de I’ensemble
— —> -
VIA)] qui est relativement faiblement compact ; on obtient donc que af(t)

— — —
€ VE(X). Comme a(t +), a(t —) existent fortement, et a,(t) est normalisée

’ 4 . - . ’
pour tout ' € X on obtient quz aft) est normalisée.

Enfin, on a <z, ﬁs)> = f,(s) = f et da(t)

0

= f e A<z, alt)> = <z, f Tt dald)> ;
0 0

As) = f "t dalt), s > 0.

0

Le théoréme est démontré.

N
OBSERVATION. On peut donner une autre forme de la condition (Aj)

-> Y
qui soit complétement analogue a la condition (A:) de [14]. A savoir, nous



68 S. ZAIDMAN

- ‘_)/, . . Ve .
dirons que f(s) vérifie la condition (A;) si elle est indéfiniment fortement

t —
dérivable, les intégrales | L, .[A(.)] du existent comme limite forte, et 'ensem-
0+

ble 17[]‘?)] est relativement faiblement compact dans X.
Les conditions (;1)4) et (714) sont équivalentes car une fonction ;‘)(s) véri-
fiant (ZQ est représentable par
As) = f "ot da(t), a(t) € VE(X)
0

et du lemme analogue au lemme 6.1 de [14] il résulte I’éxistence des intégrales

Lk,u[?(.)] du comme limite forte.

0+

Cela étant nous pouvons énoncer le résultat essentiel de ce Chapitre, a
savoir, le

THEOREME TIL 1.2. Soit X un espace de Banach arbitraire. La fonc-
tion J?'(s), s> 0, j—‘)(s) € X, peut étre représentée par
As) = [ et dale), s >0, o alt) € VI(X)
0

si et seulement si
a) elle est indéfiniment fortement dérivable

b) ona meLk,u[;;(.)]H du <M, k=1,2,......

0

c) lensemble ‘7[1_;()] est relativement faiblement compact dans X.

» -
DEMONSTRATION DE LA SUFFISANCE. Comme f(s) vérifie a) et c¢) du
théoréme II. 1.1 il résulte I'existence d’une fonction

Z(t) € VE(X) telle que _?(s) = fme‘” dZ(t), s> 0.
0

Puis, a 'aide du lemme d’inversion, analogue du lemme 6.1 de [14], on

- - t -
obtient que a(t) — a(0 +) = %Cim L. .[f()] du (la limite forte) ; maintenant,
T Jos

-

en utilisant la condition b) il résulte que a(t) est la limite forte ponctuelle
—

d’une suite de fonctions a,(¢) € VI*(X), a variation forte également bornée

par M. Donc Z(t) € VI'(X). Q. E. D.

DEMONSTRATION DE LA NECESSITE. La nécessité des conditions a) et
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b) étant immédiate, tout ce qu’il reste 3 démontrer est la nécessité de la con-
dition c). Mais cela résultera du théoréme III. 1.1 dés que nous aurions

N
démontré que toute fonction at) de V;"(X) appartienne aussi & .la classe
VE(X), c’est & dire I'inclusion Vi*(X) < Vi'(X).

Ce fait, sugéré a 'auteur par M. N. Dinculeanu peut se démontrer en

utilisant le méthode suivant (voir [2]).
Soit T 'opération de C[0, o] a X qui est définie par la formule 7°g(.)

= f B 9(2) dZ(t), ot Z(t) est une fonction normalisée de Vi (X).On a alors
0

1790 = [ 19e)] deas(e), ()= Vi)

a,(t) est une fonction croissante et bornée sur [0, oo]. Soit la fonctionelle
qui est définie sur C[0, o] par la formule F(g) = f ; 9@) da,(t); elle est
0

linéaire est bornée. Du théoréme de Riesz (voir [3]-T. IV. 6.3) il résulte
I’existence d’une mesure bornée w, définie sur les ensembles boréliens de [0, oo],

réguliére est dénombrablement additive, telle qu’on a F(g)= f B 9(&) w(dr), ¢(.)
0

€ ([0, >o]. Toute fonction g(¢) de C[0, o] est intégrable par rapport a u et
ona: |[F(g)| < f B |9(8)| m(dt) (car p est une mesure positive, vu que ay(t)
)

est croissante). On a obenu donc que: ||T9()|| < F[|¢g|]= f B | g{t)| u(dt) Cest
0

3 dire (voir [2]) que T est une opération majorée. Soit L, = L,([0, oo]; B, 4)
I’espace des fonctions intégrables par rapport 3 la mesure . La relation précédente
montre qu'on a [|[7T9|lx =< |lgll; ; vu que l’ensemble des fonctions continues
9(t) € C[0, oo] est dense dans L, ([0, e=]; B, p) il résulte que T est une
opération bornée de L, a X, définie sur un ensemble partout dense. Elle paut
étre donc prolongée par continuité & tout I'espace L;. Si xx(¢) est la fonction cara-
ctéristique d’un ensemble borélien E, elle appartienne 3 L,. Soit la fonction vec-

torielle définie sur les ensembles boréliens de [0.co] par la relation : ;(E) =T[xL.)]

’ 7’ . . ’ -
On montre que pour tout £ € X la fonction scalaire <z, u(E)> est une
mesure réguliére et dénombrablement aditive sur les ensembles boréliens de

N
[0, =]. Il résulte ainsi que p est une mesure vectorielle au sens de Bartle,

Dunford, Schwartz, (voir [3]-IV-10)]. Puis on a quz T[xs]= f me(t) ;(dt) et il

0

résulte d’ici qu'on a Tg = f B 9(t) ,Z(dt) pour toute fonction ¢(¢) € C[0, o]
0
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('intégrale de Bartle, Dunford, Schwartz, [3]-IV-10).

Si on applique le Th. VI. 7.3 de [3], il résulte que T est une opération
de C[0, =] & X, faiblement compacte. Ce fait est déja suffisant, comme on
voit sans peine, pour finir la démonstration de la nécessité. Pour démontrer
aussi que a(z) € V5(X) on raisonne ainsi:

Soit Z,(t) . /_L)[O, t], a—()O) = @, il résulte d’un théoréme de Bartle, Dunford,
Schwartz [1], affirmant que ’ensemble des valeurs d’'une mesure vectorielle

i
est relativement faiblement compact, que a,(¢) € V5 (X). On voit aussi sans

peine que f cng(t) ;(dt) = f ) 9(2) d;l(t), 9(t) € C[0, ==]. On a obtenu donc
~0 0

Tg = f - 9(t) dZ(t) = f ) 9(2) d;,(t), ou on peut supposer que pour tout £ > 0,
0

0

a(t) = %[Z(t +) + at —)], il résulte at) = a,(t) € VE#(X). Q. E. D.
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