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1. On doit & I. Miyadera [1], la suivante extension d’'un théoréme de
D. V. Widder ([2]-pag. 315-316):

THEOREME. Soit X un espace de Banach réflexif et f(s) une fonction
vectorielle définie pour s > 0 et a valeurs dans X. Alors, pour lexistence
—
d’'une fonction wvectorielle ¢(t), définie pour t =0 a valeurs dans X, appar-
tenant a la classe de Bochner B.([0, > ]; X) (voir [3]-pag. 89), et telle qu'on
a la relation

1) £(s) = [ “eto(t) dt, s> 0

0

une condition nécessaire et suffisante est la suivante :

2) ﬁs} est indéfiniment fortement dérivable pour s > 0.
k+1 —>
3) L’ensemble des éléments de X de la forme "{kT* f¥G), k=0,1,2, ...... ,
s > 0, est borné. ’

On doit aussi a Miyadera [1] un exemple d’une fonction vectorielle a
valeurs dans l'espace X das transformations linéaires et borndes de C[0,co]en
soi méme, qui satisfait aux conditions 2) et 3) ci-dessus et qui n’est pas la
transformation de Laplace d’'une fonction appartenant a B.([0, ]; X). Cela
montre en particulier que l’espace X n’est pas réflexif mais ne donne pas
d’autres informations sur cet espace. Le probleme se pose alors si les condi-
tions 2) et 3) ne sont néanmoins suffisantes pour avoir la représentation 1) dans
les espaces de Banach qui sont faiblement complets par des suites. Dans ce
qui suit nous allons montrer qu’il n'y est pas le cas.

2. Dans une annexe de [1], I. Miyadera observa qu’on peut démontrer le
théoréme énoncé ci-dessus en utilisant le théoréeme de Gelfand-Pettis sur la
représentation des opérateurs linéaires et bornés de L,[0, ] a un espace de

Banach réflexif X, par une intégrale de la forme: Tg = f B 9(2) q)@) dt, ot
0
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;(t) € B.([0, eo]; X), pour toute ¢ € L,[0, >]. Nous allons donner une quel-
que sorte de réciproque dans le suivant :

THEOREME 1. Soit X un espace de Banach pour lequel les conditions
2) et 3) sont su santes pour que la fonction f(s) a valeurs dans X, qui les
vérifie, soit la transformation de Laplace d’'une fonction @(t)€ B..([0, o0]; X)
Alors, pour toute transformation linéaire et bornée de L,[0, =] a X, T, il existe
une fonction ;(t) de la classe B.([0, >]; X) telle qu’'on a T9 = f ) 9(2) ;(t) dt
0
(intégrale de Bochner), pour toute fonction g € L,[0, o=].

DEMONSTRATION. Considérons la famille de fonctions dépendant du

parametre s > 0, {e "}, appartenant par rapport 3 £ a l’espace L,[0, c].
Soit la fonction vectorielle 3 valeurs dans X, qui est définie pour s > 0 par

la formule ?(s) = T[e’”A]. Nous allons voir que la fonction f—')(s) vérifie les
conditions 2) et 3). Pour cela, considérons aussi la fonction vectorielle a
valeurs dans L,[0, o], qui est définie pour s > 0 par la formule 1_1;(5)—=‘e'82.
Elle est indéfiniment faiblement dérivable pour s > 0 dans I’espace L,[0, o],

car pour toute fonction A(£) de L.[0, co] (dual de L,[0, >])on a<h, 11_;(5)>

= f me‘sih(f)df, qui est holomorphe dans le demi-plan réel s > 0 d’apres

0
le théoréme classique sur 'analyticité de la transformation de Laplace. Mais
un théoréme de L. Schwartz et Grothendieck (voir [4]-pag. 145-147) nous

-
donne alors que la fonction Y(s) est aussi indéfiniment fortement dérivable
pour s > 0. Vu la continuité de la transformation T, on a aussi que la fonc-

tion J?(s) = T[\l—;(s)] est indéfiniment dérivable dans l’espace X, et on a f_?(k) (s)

= T[\l—:('“)(s)], s>0. On a aussi [’égalité : 11;(")(.9) =(—1)F tke " car pour
toute fonction A(f) € L.[0, ] on a:

dlc

JF Sh > =

< hy ¥O(s) > =

dk * AN —si A
5 fo h(E)e di =

f “ht) (= 1Rt de = < by (— 1kt >
0

et donc ¥®(s) = (— 1)"£*e .
- A
Nous avons obtenu donc que f(s) = T[e™""] vérifie la condition 2) et qu'on a

- . A . —
les relations: f®(s) = T[(— 1)’¢*¢ *']. Maintenant, pour montrer que f(s)
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K+1 —
vérifie aussi la condition 3), c’est-3-dire que 1’ensemble Sk—' f®(s), s>0, k

=0,1,...... est borné dans X, il sera suffisant, vu la continuité de 7", démon-
trer que ’ensemble des éléments appartenant a L,[0, oo]

Slc+1 ._)k
EZYOE, k=01, s >0

est borné dans cet espace. Mais cela résulte aisément car on a:

k+1 k+1 A
Skv FO(s) = Skl (— 1)fé*e

et donc
k+1 —

ik—!— PvE(s)

o sk+1 " —82 R
=f the™" dt = 1.
b k!

|

Donc, la fonction 7‘(5) = T[e’s[] vérifie les conditions 2) et 3). En utilisant

L1[0, 0]

I'hypothése du théoréme on obtient alors I’existence d’une fonction ;(t) €
B.. ([0, ==]; X) telle que

Tle "] =7”(s) = f T ;(t) dt (intégrale de Bochner).
0
Soit maintenant I'opérateur U défini sur L,[0, oo] par ’égalité :
Ug = f B g(8) ;(t) dt (intégrale de Bochner).
0

1l est linéaire et borné et coincide avec T' sur !’ensemble fondamental

dans L,[0, o] des fonctions e™™, n=1, 2, ...... ,eton a donc:T9g= fm 9(t) ;(t) dt,
0

pour toute g(¢) € L,[0, co]. Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
COROLLAIRE, Dans lespace X = L,[0, o] les conditions 2) et 3) ne sont

>
pas suffisantes pour avoir la représentation 1) pour toute fonction f(s) qui
les vérifie.
OBSERVATION. L,[0, co] est un espace faiblement complet par des suites.
DEMONSTRATION. En utilisant le théoréme 1, il sera suffisant de montrer

que 'opérateur identique de L,[0, ] en soi méme n’est pas représentable
par une intégrale :

g=19= Tg®) p(t) dt,  avec @(t) € B0, *); X)

0

Soit la fonction vectorielle a valeurs dans L,[0, o] qui est définie pour £ =0
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par la relation:
- 1, si0<s<t¢
at) = K(s, t) =
® s,2) { 0, si s=¢.
Elle est & variation forte bornée dans toute intérvalle fini [0, R], R > 0 {voir
-
pour la définition: [3]-déf. 3.2.4), comme on peut voir aisément car |la(t;+,)

N
— a(t)|| yo, 1 = ti+1 — ti. Soit maintenant @(z) une fonction quelconque ap-
partenant & l'intersection L,[0, o] [ C[0, c]. Alors, pour tout R > 0, I'inté-

R -
grale de Riemann-Stieltjes f @(t) da(t) existe. Nous allons montrer que la
0

limite forte dans L,[0, ], pour R — oo, existe aussi, et qu'on a la relation :

20 =lim ["9) dat) = [ o0) d o

0
0, pour s > R,

Soit R > 0 fixé et la foncti ={
oi xé et la fonction @x(s) o(s), pour 0 < s < R.

R -
Alors on a la relation : f o) d alt) = @ .).
0

En effet, soit A(z) une fonction de L.[0, o] (dual fort de L,[0,]). On a:

<h [ "ot dald) > = [ "o(6) d < b, a®) >

0

= fo “2(0) d, fo “h(s) K(s,t) ds = fo “o(0) d, fo " h(s) ds
=fR¢(t) W) dt = fwh(t) oit) dt = < h, @r >

R -
et donc f @(t) d at) = @x(.) pour tout R > 0 fixé.
0
Mais on a ||@z(.) — @ ()llx =fm |@(s)| ds qui tend vers 0 avec 1/R, et Ié-
R

o -
galité @(.) = f @(t) d a(t) se trouve ainsi démontrée.
0

Supposons maintenant par I'absurde qu’il existe une fonction vectorielle

B(t) € B0, e01; X) (X = L,[0, =]), telle que: o) = [ “o(t) B(¢) dt, pour

0
toute fonction @(¢) € X. Supposons de plus que ¢(#) appartienne aussi 3

t -
C[0, c=]; alors on a, si on désigne avec Ty)(t) I'intégrale de Bochner f B(s) ds,
. 0
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’égalité suivante :
[[o0 8o di = ["o0) dv).
On a obtenu donc en définitif, ’égalité :

[ “o(t) d alt) = @) = [ o) d )

0 0
pour toute fonction @(¢) € L,[0, =] N C[0, «=].

- -
On peut voir aisément que les fonctions vectorielles a(z) et (¢) sont continues

pour tout == 0. Alors, si on prenne @,(f) = e

L,[0,>] on a:

o - 0 -
f e’ dal)= f e d y(t), s >0. Le théoréeme d’unicité pour les trans-
0 0

, § >0, qui appartienne 3

formations de Laplace-Stieltjes vectorielles, nous donne alors, vu la continuité
— —> - -
de a(t) et y(2), I'égalité a(t) = ¥(¢), t = 0. Mais cette égalité n’est pas possible,
—
car tandis que la fonction v(z) est fortement dérivable presque-partout, la

-
fonction a(z) n’est pas méme faiblement dérivable nule part, comme on voit
aisément.
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