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1. On doit a I. Miyadera [1], la suivante extension d'un theoreme de

D. V. Widder ([2]-pag. 315-316) :

THEOREME. Soίt X un espace de Banach reflexif et f(s) une fonction

vectorielle definie pour s > 0 et a valeurs dans X. Alors, pour Vexistence

d'une fonction vectorielle φ(t)> definie pour t ^ 0 a valeurs dans X, appar-

tenant a la classe de Bochner £L([0, °o ]; X)(voir [3]-pag. 89), et telle quon

a la relation

1) f(s) = Γe-Stφ(t) dt, 5 > 0
Jo

une condition necessaire et suffisante est la suivante :
—>

2) f(s) est indefiniment fortement derivable pour s > 0.

3) Vensemble des elements de X de la forme —-fw(s\ k = 0,1, 2, ,

s > 0, est borne.

On doit aussi a Miyadera [1] un exemple d'une fonction vectorielle a

valeurs dans Γespace X des transformations lineaires et bornees de C[0,°°]en

soi meme, qui satisfait aux conditions 2) et 3) ci-dessus et qui n'est pas la

transformation de Laplace d'une fonction appartenant a JBOO([0, <*>]; X). Cela

montre en particulier que Γespace X n'est pas reflexif mais ne donne pas

d'autres informations sur cet espace. Le probleme se pose alors si les condi-

tions 2) et 3) ne sont neanmoins suffisantes pour avoir la representation 1) dans

les espaces de Banach qui sont faiblement complets par des suites. Dans ce

qui suit nous allons montrer qu'il n'y est pas le cas.

2. Dans une annexe de [1], I. Miyadera observa qu'on peut demontrer le

theoreme enonce ci-dessus en utilisant le theoreme de Gelfand-Pettis sur la

representation des operateurs lineaires et bornes de L^O, w] a un espace de

Banach reflexif X, par une integrale de la forme : Tg = I g(f) φ(t) dt, oύ
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—>
φ{t) € JBOO([0, °°]; X\ pour toute g € Lj[0, oo]. Nous allons donner une quel-
que sorte de reciproque dans le suivant:

THEOREME 1. Soit X un espace de Banach pour lequel les conditions

2) et 3) sont su santes pour que la fonction f(s) a valeurs dans X, qui les
verifie, soit la transformation de Laplace cCune fonction lp(t)€zB ooQβ, oo];J£)
Alors9 pour toute transformation lineaire et bornee de L^O, oo] α Z , T, il existe

une fonction φ(t) de la classe ZLdO, oo]; X) telle quon a Tg = I g(t) φ(f) dt

{integrate de Bochner), pour toute fonction g € Lj[0, oo].

DEMONSTRATION. Considerons la famille de fonctions dependant du
parametre s > 0, \e~st\s>o9 appartenant par rapport a i a Γespace L1[09°°'].

Soit la fonction vectorielle a valeurs dans X9 qui est definie pour s > 0 par

la formule f(s) = T[e~H\ Nous allons voir que la fonction f(s) verifie les
conditions 2) et 3). Pour cela, considerons aussi la fonction vectorielle a

valeurs dans Li[0, oo], qui est definie pour s > 0 par la formule ψ(s) = e~st.
Elle est indefiniment faiblement derivable pour s > 0 dans Γespace Li[0, oo],

—>
car pour toute fonction h(t) de LTO[0, oo] (dual de L^O, <*>]) on a.<h,ψ(s)>

= I e~Hh(i) di, qui est holomorphe dans le demi-plan reel s > 0 d'apres

Λ
le theoreme classique sur Γanalyticite de la transformation de Laplace. Mais
un theoreme de L. Schwartz et Grothendieck (voir [4]-pag. 145-147) nous

—*
donne alors que la fonction ψ(s) est aussi indefiniment fortement derivable
pour 5 > 0. Vu la continuite de la transformation T, on a aussi que la fonc-

—> - > —>
tion f(s) = T\_ψ(sJ] est indefiniment derivable dans Γespace X, et on a f{k) (s)
== Γ[ψ ( 4 )(j)l 5 > 0 . On a aussi Γegalite : ψ™(s) = ( - l)fc ί V β ί car pour
toute fonction Λ(ί) € Loo[0, oo] on a :

A, ψ(fc)ω > = -|V < Λ, fe > = - ^ Γh(t)e-st dt =
dsk dsk Jo

Γ
Jo

h(t) ( - lfike'st dt= <h, ( - ΐ)kike-st

et done ψk\s) = ( - l)A/VSίA.
— > A

Nous avons obtenu done que f(s) = T[e~si~\ verifie la condition 2) et qu'on a

les relations: f(k)(s) = Γ[(— l ) * ί V ' ] . Maintenant, pour montrer que /(ί)
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verifie aussi la condition 3), c'est-a-dire que Γensembie fik)(s), s > 0, k
k\

= 0,1, est borne dans X, il sera suffisant, vu la continuite de T, demon-

trer que Γensembie des elements appartenant a L^O, 00]

est borne dans cet espace. Mais cela resulte aisement car on a

fc-t 1 A

et done

Done, la fonction f(s) = T[^ s ί] verifie les conditions 2) et 3). En utilisant

Γhypothese du theoreme on obtient alors Γexistence d'une fonction φ{t) €

5o.([0,oo];X) telle que

Tie'4'] =f(s) = Γe'st φ(t) dt (integrate de Bochner).

Soit maintenant Γoperateur U defini sur L^O, 00] par Γegalite :

Ug = Γ g(t) ~φ(t) dt (integrale de Bochner).

II est lineaire et borne et coincide avec T sur Γensembie fundamental
1*°° —>

dans Lχ[0, 00] des fonctions e~nt, n = l,2, , et on a done : Tg= I g(t) φ(t)dt,

Λ
pour toute g(t) € L^O, 00]. Notre theoreme se trouve ainsi demontre.

COROLLAIRE. Dans ΐespace X = L^O, 00] les conditions 2) et 3) ne sont

pas suffisantes pour avoir la representation 1) pour toute fonction f(s) qui

les verifie.

OBSERVATION. LJCO, °O] est un espace faiblement complet par des suites.

DEMONSTRATION. En utilisant le theoreme 1, il sera suffisant de montrer

que Γoperateur identique de L^O, °°] en soi meme n'est pas representable

par une integrale :

g = Ig= ί g(t) ~φ{t) dt, avec φ(t) € BTO([0, 00]); X)
Jo

Soit la fonction vectorielle a valeurs dans L^O, 00] qui est definie pour t 2^ 0
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par la relation :

-> ( 1, si 0 <; 5 < t
ait) Ξ= K(s, t) =

( 0, si s Ξ> t.

Elle est a variation forte bornee dans toute intervalle fini [0, R\ R > 0 (voir

pour la definition: [3]-def. 3.2.4), comme on peut voir aisement car \\aiti+ί)

— aiti)|U1[o,βo] = tί+1 — t%. Soit maintenant φit) une fonction quelconque ap-
partenant a Γintersection Lη[0, °o] Π C[0, °o]. Alors, pour tout R > 0, Γinte-

grale de Riemann-Stieltjes I φit) dait) existe. Nous allons montrer que la

limite forte dans L^O, °°], pour R —> °o, existe aussi, et qu'on a la relation :

φi.) = lim f φit) d~a{t) = [ φit) dait).

0, pour s > R,
Soit R > 0 fixe et la fonction φR(s) = .

Ψ I ^(5), pour 0 ^ s ^ R.
/.β ->

Alors on a la relation : / φ(t) d a(t) = φR{ . ).

En effet, soit h(t) une fonction de LJ[0, 00] (dual fort de Lx\0, °o]). On a :

< A, Γ ?<£) J ~a(t) > = f φ(t) d < h, ~a(t) >

= fψit) dt Γh(s) K(s, t) ds = fφ(t) dt f h(s)ds
• ' 0 •'O ' 'O •'O

= I φ(t) hit) dt = / h(t) ψ^t) dt = < h, φR>
•'o Jo

et done I φ(t) d a(t) = φR(.) pour tout R > 0 fixe.
Jo

Mais on a H ŝC) — φ (.)IU == I I ^(5) ] ώ qui tend vers 0 avec 1/i?, et Γe-
JR

galite φ(.) = I φ(t) d a{t) se trouve ainsi demontree.

Supposons maintenant par Γabsurde qu'il existe une fonction vectorielle

At) € BJ10, 00]; X) (X ΞE L^O, 00]), telle que: φ(.) = Γ φ(t) β(t) dt, pour
•Ό

toute fonction ^>(ί) C X. Supposons de plus que φ(t) appartienne aussi a
—> /»t - »

C[0, 00]; alors on a, si on designe avec y(t) Γintegrale de Bochner β(s) ds,
Jo
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Pegalite suivante :

Γφ{t) β(t)dt = Γφ(t) dy(t).

Λ Jo

On a obtenu done en definitif, Γegalite :

Γ φ(ί) d a(t) = φ(.) = [ φ{t) d j(t)

pour toute fonction φ(t) € L^Q, oo] f] C[0, °ol
—> —>

On peut voir aisement que les fonctions vectorielles a(t) et γ(ί) sont continues

pour tout t >̂ 0. Alors, si on prenne φs(t) = e~s\ s > 0, qui appartienne a

^i[0? °°] on a :

I ^" s ί d a(t) = I ^" s ί d y(t\ s > 0. Le theoreme d'unicite pour les trans-

formations de Laplace-Stieltjes vectorielles, nous donne alors, vu la continuite
-> -> —» - >

de α:(ί) et γ(ί), Γegalite α(ί) = 7(ί), t >̂ 0. Mais cette egalite n'est pas possible,
—>

car tandis que la fonction γ(ί) est fortement derivable presque-partout, la

fonction ait) n'est pas meme faiblement derivable nule part, comme on voit

aisement.
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