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In dieser Abhandlung mochte ich eine von Parametern abhingende asymptoti-
sche Darstellung der Losung des Systems von homogenen linearen Differential-
gleichungen, welche von zwei Parametern abhingen, in einer einfacher Weise
erledigen, und diese Theorie auf spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
anwenden.

Schon hat Herr Prof. M. Hukuhara eine asymptotische Darstellung der Lésung
eines Systems von homogenen linearen Differentialgleichungen erortert, welche von
einem Parameter abhiingen.” Aber kann man im allgemeinen die asymptotische
Losung eines Systems von Differentialgleichungen, welche von zwei Parametern
abhiingen, nicht erledigen, wenn die charakteristische Gleichung® eine mehrfache
Wourzel besitzt. Um also die asymptotische Losung in allen Fillen, wie in [1], zu
erfinden, miissen wir den Begriff der bisherigen asymptotischen Entwickelung
erweitern.

Es ist bezweckt in dieser Abhandlung erstens in § 1 die bisherige asymptotische
Entwickelung zu erweitern; zweitens in § 2 den Existenzsatz zu erkliren; und
schliesslich in §§ 3,4 und 5 diese Theorie auf der Besselschen Differentialgleichung
und der konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung zu anwenden.

Unser Theorie ldsst sich sicher allgemeinen auf Differentialgleichungen mit
einer reguldren singuldren Stelle £ = 0 und mit einer irreguliren singuliren Stelle
x = oo anwenden, aber wir konnen diese Theorie auf eine Differentialgleichung
mit dem Wendepunkt (“Turning point” auf englisch) nicht anwenden.

Neuerdings hat Herr M. Iwano eine neue Theorie aufgestellt, welche sich
auf eine Differentialgleichung mit dem Wendepunkt anwenden ldsst.” In dieser
Abhandlung erklire ich die Definition der asymptotischen Entwickelung und den

1) Vegl.[1]
2) Vgl.[4], §2,4°.
3) Vgl.[2]
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Existenzsatz, welche von Herrn M. Iwano verbessert worden sind.
§ 1. Definition der asymptotischen Entwickelung.

1. Definition des Halbstrahls L, und des Zeichens K,. Wir setzen fiir
n, n'; ny, ny voraus, dass sie simtlich natiirliche Zahlen sind, dass z und 7" usw.
zueinander prim sind und dass die folgende Ungleichung gilt :

Ny=nn—n n,>0.
Es seien:
L: n.;x+'n0y=0,(x20),
L,.: nzxtny+tr=0,(x=r n/N,).
Man bestimme z, und y, durch
x, = Max [Ganze Zahlen z, wofiir x < r n,/N, gilt, und
(n" = + 7)/n eine ganze Zahl wird],
yr=—@@ z, +1r)/n
Dann definiert man fiir solche z, und y, das Zeichen K,(n, n'; ny, no; N, p)
durch K,(n, n" ; ny, ny; N, p) = N7 pur.?
2. Definition der asymptotischen Entwickelung. Von jetzt an benutzt
man die folgenden Zeichen :

D: |z| <mn
Ay a<arg A< a, R < |\ < oo,
A,: B<arg pu< B, R < |p] < oo,
A y<argv <¢9.0< |v] <R
Es gelte die folgende Ungleichung zwischen den Ordnungen von A und p:

Up: K< |pl <%IM”°,

wo o und oy, (0 < o < a,) rationale Zahlen, und K und K hinreichend grosse
positive Zahlen sind. Man bestimmt zueinander prime, natiirliche Zahlen 7, n";
ny, n, derart, dass #n'/n = o, ny/n, = oy.
Es sei fla, N, p) fur (D, Ay, A, U,) regulir, und die folgende Ungleichung
gelte fur alle natiurlichen Zahlen N grosser als eine naturliche Zahl Ny :
N-1 Ny’

@1 [floh )= DK fila NWa) SKa( [N ] )00, preo),

r=0

4) Der Einfachheit halber schreibt man an Stelle von Ky(n, n'; ng, 7y ; A, u) bloss Kr,
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worin f(x, v) fur (D, A,) regulir sind,” und sie sich fir v—>0 folgender
massen asymptotisch entwickeln lassen :

wo f,{(x) in D regulir sind. Dann sagen wir dass f{x, \, p) sich fir A —> oo,
pu—> oo in die Gestalt :

ﬂx’ A, p) = Z K. f(z, AV ™)
r=0

asymptotisch entwickeln ldsst.
§ 2. Existenzsatz.

3. Existenzsatz. Wir denken uns das System

(3.1) dz,/dx = N"p"™ [f;(x, N, w2z + bl A, u)zk} (= 1L.cc.yn),

k=1
wo m und m  ganze Zahlen sind. Man stellt die folgenden Voraussetzungen :

(G) Esist my=mn+m 2°>0, mn,+m 7,=>0" wo n,n; ny,n,
zueinander prime, natiirliche Zahlen von der Art sind, dass die Ungleichung
No=nny—n ny >0 gilt.

(ii) Die Funktionen fj(x, N, u) sind fiirr (D, A, A, U,) reguldr, und

N+myp

S\ w) = 3 K ffa, Np"),”
r=0 r
wo fiz, v) fiur (D, d,) reguldr sind, und sie sich fir » — 0 folgendermassen
asymptotisch entwickeln lassen :

£l =T faw,

$=0
wo ffx) in D reguldr sind. Die Zahl N ist eine spiter zu bestimmende passende
rs

natiirliche Zahl.®
(iii) Die Funktionen b;(x, A, #) sind firr (D, 4,, A,, U,) regulir, und sie
lassen sich filr A — oo, u — oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

5) Wir miissen das Bereich 4, derart annehmen, dass A™u~"€ 4, ist.

6) Der Beweis des im Falle m,=0 giiltigen Existenzsatzes wurde von Herrn M.Iwano [2]
gegeben.

7) Wenn wir an Stelle von U, und K, bzw. U, und K,; annehmen, dann ist der
Existenzsatz ebenfalls richtig. Vgl.[2]. Bald definjeren wir die Zeichen U, und K.

8) Vgl. die Voraussetzung (v) des Artikels 3.
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b.'ik(x: A‘) /") = Z Krbjk(x, Xn’[l;—n),
r=N+mo+l r

(iv) Wir nehmen fiir eine Kurve T" wie an:

(a) Die Kurve I' ist in D enthalten und geschlossen.

(b) Die Kurve T besitzt eine Anzahl von Ecken.

(c) Die Kurve I' lisst sich durch eine Funktion x(¢) darstellen, die als
Periode die Linge von T' besitzt, die eine von der Linge ¢ des Bogens von T
abhingende, stetige Funktion ist, und die bis auf an den Ecken stetig differen-
tierbar ist.

Das Bereich D* sei das Innere von TI'. Es gilt die folgende Ungleichung :

, m , é - 8: (x (S xTéj, AM Afu UO):
R OB Lz, N 1) + gi(2))] ~
Z 8, (x 6 ijj’ A:\: Am UD)’

wo & > 0 ist, und g,(z) in D regulir sind.

(v) Die Zahl N+ m, + 1 ist ein Multiplum von N, und N ist eine
natiirliche Zahl. Die natiirlichen Zahlen # und »" sind zueinander prim, und sie
werden durch

7o
, N+my+1)—m
m — 1\/70 ( 0 ) (_____ p )
- - 1
m Mo (N + mo + 1) +m
0
bestimmt. Das Zeichen K, , lisst sich durch K,, = K,(n,n"; n,n; \p)

definieren.”
(vi) Das System (3.1) besitzt eine formale Losung von der Gestalt :

zy = ZKr,lg’j(x, x'wl"'_”), (] =1,...... , n),

r=0
wo pi(x,v) fir (D,A,) regulir sind, und sie sich fiir » > 0 folgendermassen
asymptotisch entwickeln lassen :
p]’(xy y) = ij(x)ys»’
r s=“1’$
worin p,(z) in D regulir sind. Uberdies gilt fiir alle #(= N*) die Beziehung :

Xm/“m,K'r.lgj(x’ v) = K, o f‘;(zs ")’

9) Man kann o, derart annehmen, dass oy—0,<¢, (& (>0) sei sehr klein.) ist, wenn man
N hinreichend gross zu sein annimmt,
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wo pi(x, v) dieselben Eigenschaft wie pz, v) besitzen, wenn man eine hinreichend
r r .

grosse natiirliche Zahl N* aufnimmt.'®

Unter der Voraussetzungen (i), (ii), (iii), (iv), (v) und (vi) besitzt das System
(3.1) dann eine eindeutige Losung, welche fiir (D, A, A,, U,) regulir ist, und
sich fir N — oo, u— oo folgendermassen asymptotisch entwickeln ldsst:

(3.2 2 Ny ) = 2Ky (2, ApT"), (= Loy 1),

r=0
wo

1

~ [
K

U,: KA < [p] <

ist.)

4. Formale Losung. Wir denken uns ein System von homogenen linearen

Differentialgleichungen : **

(4' 1) dy]/dx = A"m'/‘mlzajk(x’ )‘; /")yka (J = 1, """ ) n);
k=1

die sich mit Benutzung einer Matrize folgenderweise umschreiben lisst :
dY/dzx = N"u" Az, N, p)Y,

wo m und m’ ganze Zahlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) Es gilt die. Voraussetzung (i) des Artikels 3.
(ii) Es ist A(z, n, p) firr (D, Ay, A,, U,) regulir, und Az, N, ) lésst sich
fiirr A — oo, u — oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

Az, M, p) =3 K, Az, M p7"),

r=0

wo A(z, v) sich fiir v — 0 folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen :
r

Az, v) =T A

§=0

(iii) Es ist A(x, v) eine diagonale Matrize mit
0

gf)h'(o) - %’ck(o) =+=0, (]=‘= k; j, k=1,...... , 7).

10) Vgl.[2l

11) Den Beweis dieses Existenzsatzes hat Herr M. Iwano in [1] gezeigt.

12) Das System (4.1) mit den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) wollen wir die Normalform
nennen.
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Unter den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) reduzieren wir (4.1) zur
Differentialgleichung von der Gestalt (3.1) des Artikels 3.

Es sei die Zahl N + m, + 1 ein Multiplum von N,, und wir nehme eine
minimale natiirliche Zahl N von der Art an, dass fiir eine gegebene positive
rationale Zahl a,(Z o)) die folgende Ungleichung gilt :

o _
i (N+my+1)—m

4.2) o = ” .
0 ,
N, (N+my+1+m
Wendet man die Transformation
(4. 3) Y = Pz, ), wZ
mit
Ni+mg
Pz, \, p) = Z K,P(z, 7"”//"-")
r=0 r
auf (4.1) an, wo man nach
[)J"/&WZ > KKK, ;- nQ(z, v)A(z,v) P (z,v)
Sm0) Mm=0 8 m r—8s-m
r=mo-1
o) — % KKrone Q@) P (@0)| =0,
520 B r=mo—$ ik

(Gkk; jk=1,...... ,n; r=1,..... , N + my),
[P(z,v)];; =0, (j = 1,...... oy r=1,...... , N +m,p)
Plz,v), (r=1,...... , N + m,) nacheinander bestimmt,' so geht (4. 1) ins Folgende

iiber :
(4‘ 5) dzj/dx = R‘m/‘m, [fj(x’ )" F’)zj + ijk(x: )" :u’)zk] ’ (] = 1, """" ’ n)‘
k=1

Hierbei besitzen fi(z, A, #) und b;(x, N, ) die folgenden Eigenschaften :
(a) Die Funktionen fi(z, N, #) sind fiir (D, A,, A,, U,) reguldr und

N4mg

f}(x’ A, /“’) = Z Kr.fj(x3 xw/“_.” >
=0 r

wo f{x,v) fiir (D,4,) reguldr sind, und sie sich fir » —>0 folgendermassen

asymptotisch entwickeln lassen :

13) Betreffs des Falls m,=0 ist die Bestimmung von P(z,») in [2] ausfihrlich erklart.
r
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) =5 fw,

smo”
wo fx) in D reguldr sind.
rs

(b) Die Funktionen &z, N, #) sind fiir (D, A, A,, Uy) regulir, und lassen
sich fiir A — oo, u — oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

bl M p) = Kré,-,c(x, AR

r=N+mo+1

Daher geniigt das System (4.5) den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) des
Artikels 3, und ferner nach der Voraussetzung (iii) dieses Artikels gilt das
in (iv) des Artikels 3 vorausgesetzte, wenn man den Bereich D, A,, A, und
die Funktionen g(x) passend auswdihlt.

Wendet man ferner die Transformation
(4.6) Z = Pla, M\ WZ
mit

Pz, Wy=E+ Y KPa\Np"

r=N+mp+1
auf (4.5) an, wo man nach
[7\."'/4"”2 > KK, Kr_s-uQ(z, v)B(x,v) P (z, )
s =0 m=0 s m r—s=m
r-mo=1 . _
4.7) ~ % Ko@) P (@0)] =0,
$=0 s r=§=mg .

(j=k; jk=1,..... My r=N+my + 1,...... ),
[sz’y)]j;i=0’ (J= 1’ """" y N r=N+mo+1, ...... )

Plx,v), (r = N + mqy + 1,...... ) nacheinander bestimmt, so geht (4. 5) ins Folgende
iiber :
(4.8) dz;/dx = NV fx, M 1) + bz, A Wz (G = 1,......, ),

wobei
(a) die Funktionen E(x, A, p) sich folgendermassen formell entwickeln lassen :

bl my=~ > Krb_,(x ™,

r=N+mo+1

(b) die Funktionen bz, ») fiir (D, A,) regulir sind, und sie sich folgender-
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massen asymptotisch entwickeln lassen :
B ) =X B,
s=0"¢
wo b (x) in D regulir sind.
Wendet man ferner die Transformation
4.9 Z = Pz, N, )2
mit

PanwW~E+ Y Pap

r=n+¢1 "

auf (4.8) an, wo man nach

_ o r=N-1 — —
[P (z, N, w)]y = [V‘/&'"'Kmfl(x, ) = 30 Qa,h wP (), #)]_ ,

s=N+1 § r i

(4 .10)

:ﬁ(x, Nu), =N+ 1,...... ) nacheinander bestimmt, so geht (4.5) ins Folgende
i.;ber:
(4.11) dz,/dx = N"EVffx, N Wz, (= Lyeeeonos ).
Aus (4. 10) folgt :
;; (x, N, 1) = K, 1?(-26, AV ™),

worin K,,; das in Artikel 3 definierte Zeichen ist, und F(x, v) fiir (D, A,) regulér
sind, und sich » = 0 folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen :

P(z, v) =Y P,

r s=01~s
wo IE’(x) in D regulidr sind; daher besitzt das System (4.5) die folgende

formale Losung:

(4 12) z,’i = Ck €xXp [Fk(x’ A” F’)] [Sﬂc + Z Kr,le?k(x: )'w/"’_”):]’ (]= 1> """ > n)-

r=N+1

(a") Es ist Fu(z,\, g) = \"u™ f filz A, w)dz.
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(b”) Die Funktionen pilx,v) sind fur (D,A,) regulir, und lassen sich

fur v — 0 folgendermassen asymptotisch entwickeln :
P?’C(x’ 1}) = Zi"jk(x)vs:
r s=o”

wo p}"k(x) in D regulir sind.
(c") Wenn man eine hinreichend grosse natirliche Zahl N*(= m,)
aufnimmt, dann fur alle = N¥) gilt

A’m/"’M/KT,IP;‘k(x7 ”) = KT—’”O”?#’:(‘T’ II),

wo pi(x, v) dieselben Eigenschaft wie pfi(z, v) besitzen.
rDurch die Transformation ,
2; =2; exp [F(x, M, )], (j = 1,...... ) 7)
wird (4.5) zu
(4.13)  dZ/dz = N"W"[(F(z, M #) — filz, M WE) + Bz, M, w)lZ,

die eine fiir (D, A,, A,, U,) regulire eindeutige Losung z,(x, \, #) besitzt, die sich
folgendermassen asymptotisch entwickeln l&sst :

B, A p) =8 + 2 K i, N, (j=1,......,7);
r=N+1 r

daher erhilt man nach (4. 3) eine asymptotische Lésung von (4. 1).¥
§ 3. Die Besselsche Differentialgleichung.

5. Reduktion zur Normalform. Wir betrachten die Besselsche Differential-
gleichung :
A dzjl A dj} A A
5.1 1 4Y_ 2D (@ —-NY =0
6.1) P tE— (x )y

mit einer irregulidren singuldren Stelle £ = oo, wo A ein Parameter ist. Es ist
bezweckt fiir hinreichend grosse absolute Betrige von z und M eine asymptotische
Darstellung der Losung des Systems (5. 1) nachzusuchen. Der Einfachheit halber
betrachten wir den Fall, dass die Ungleichung

. ' R 1
5.2 M) < < Ao
(5.2) M <& <5 M

14) Die ausfiihrliche Berechnung der formalen Losung ist entweder in [2] oder in [5]
gezeigt.
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gilt, wo die Grossen M und M’ hinreichend gross sind, und die o,(> 1) eine
rationale Zahl ist.

Fiihrt man die Transformation £ = px in (5.1) ein, wobei wir an Stelle
von z als unabhingige Verinderliche die Variable x von der Art aufnehmen,
dass

D: |z—a|<r (r<lal)

ist, wo die Grosse a von Null verschieden ist, so geht (5.1) ins Folgende iiber :

(5.3) & ;ng_ + x% + (2%t — A = 0,
welche weiter durch die Transformation 3y = 3,, dy/dx = py, zu
5.4) dl;'/ dx = /4/1(1, A, ,u)f/
wird, wo
P
IESWOES _71; —1+77:x—’
1 1

ist. Man kann die Ungleichung
Ust KM <[#l << A"
ohne Schwierigkeit aus (5.2) herleiten. Daraus folgt :

Mo
no

= a.ﬂ'

Wir haben schon gezeigt, dass die Normalform eine asymptotische Losung besitzt.
Um das System (5.4) zur Normalform reduzieren zu lassen, wenden wir die
Transformation

Y = Pz, \, 0)Y

Pl(x’ R‘1 /") =

plz, v) = ,\/_"i‘z_x’
X

auf (5.4) an, so geht (5.4) ins Folgende iiber :
(5.5) dY/dx = pA(x, A\, p)Y,

<P(~’L‘, Ay — pla, M p?) )
1 b
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WO
Az, M 1) = Als, A7) + A7AG M 7Y,
0
v v
(5.6) e(z, v) 0 5o o
Az, v) =< ), Az, v) = zp*(z, v) zp*(z, v)
’ 0 —plz,v) ! "

2 x(p*x,v) 2 xpx, v)
ist ; daher ist das System (5.5) sicher eine Normalform.

6. Asymptotische Losung. Wir betrachten nochmals das System (5.5)
mit (5.6). Durch das #hnliche Verfahren wie bei Artt. 3 und 4 koénnen wir die
asymptotische Losung des Systems (5. 3) erledigen.

Durch die Transformation

(6.1) Y = Pz, \, WZ
mit

N+1

Plx, A, p) = D K, Plx,Ap7?)
=0 r
geht (5.5) in
(6.2) dz/dz= #[fj(x, Nz + 2 bl ,u)zk], (j=12)
k=1

iiber, welche genau wie bei § 2 fiir 2 = 1,2 zwei Paare unabhiingiger formaler
Losungen besitzt :

(6 3) z.’i = Clc €xp [Fk(x’ R’) M)][Sﬂc + Z Kr,letk(x3 A" /‘l‘-l)} ’ (] = 1: 2);

r=N+1
welche uns durch Y = Pz, \, 0) P(x, M, ) Z die formale Loésung von (5. 4)
liefert.

Von jetzt an behandeln wir der Einfachheit halber ausschliesslich den Fall
oy =3, o, = 3/2. In diesem Falle gilt offenbar die Beziehung :

™ (N4 mo+1)—m

0

=0y,

ny ,
N, N+me+1)+m

wenn wir N = Q0 annchmen. Wie eine kurze Berechnung zeigt, erhilt man nach
(4.3), (4.6) und (4.9) insbesondere '
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- v - — — —
11)12(1', V) = 4 :CP3(.:C, v) s ,11’21(37, V) = ?12(-1:: V), fl’u(x~ V) = ?22(33’ 1’) =0,
= v p{z(x, v) v pilz, v)
612 Z, 1’) ——ZP—(;,_;)_’ Pm(»% ) = “‘m,

él(‘c’ V) = ?22(13, V) = 09

?1 1(:1:, A, /")

2,-2 —1
- — K., A (3+cot'y),(x= A )’
24 itany cos 7y

Pasl@ M) = = pu@ X ), Pual@ N ) = Pur(@ M ) = 0.

Ohne Schwierigkeit sehen wir dass die folgenden Beziehungen gelten :

exp [Fi(e %, )] = eee—exp i Niany = )},

1
~Ap Ttan g
Das System (5.4) besitzt also eine eindeutige Losung »(x, N, p), die fur (D,
Ay, A, U,) regulir ist, und sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lisst :

exp [Fo(z, A .p)] = exp[— iA(tany — 7).

A 2 Ti
(6.4) Wz, A, p) = \/ TN Ttany P [l A(tany — ) — ]

[1 + ZKr 2(Zs A, o ‘)] (x = 2(’;:—,; )

r=1

welches im speziellen Falle mit dem von Herrn Prof. T. Inui gezeigten Resultate

' 2wo
C, = \/ exp( 4z ),

1 =
Ui KP<|ul< g M7,

ubereinstimmdt,

und insbesondere

%3 + 5cot? %)
24 itanvy

Pz, v) =

ist. Wie klein die Zahl o und wie gross die Zahl ¢  auch sein mag, konnen wir
fiir die Ungleichung

15) Vgl.[4].
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Uit KIMo< o] <— 2]
K
an Stelle von U, durch ein analoges Verfahren beweisen, dass das System (5.4)
eine asymptotische Losung besitzt.
§ 4. Die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung.

7. Reduktion zur Normalform. Wir betrachten die konfluente hyper-
geometrische Differentialgleichung :

7.1) 5:33—@—4)%45:0

mit einer irreguliren singuliaren Stelle x = oo, wo die Zahl @ konstant ist. Fiir
hinreichend grosse absolute Betrige von x und & ist es bezweckt die asymptotische
Darstellung der Losung des Systems (7. 1) zu erledigen. Der Einfachheit halber
behandeln wir den Fall, dass die Ungleichung

1
AT 1 ...,
M|z|" <|b|< Ve | x|

gilt, wo M und M’ hinreichend grosse positive Zahlen sind.
Wendet man die Transformation Z = Az, b = p auf (7.1) an, wo
D: lx —al <r (r<lal)

ist, wo die Grosse @ von Null verschieden ist, so geht (7.1) ins Folgende iiber :

zk A
(7.2) x 3&2 +(a_"h2x)%'—x2”2&=0,

welche weiter durch die Transformation y =3, dy/dz = My, ins Folgende
iiber :

(7.3) df’/ dx = XMA(x, A, ,u.)i",
worin
. A e 1
Alx, A p) = # Apx z
1 0

ist Zwischen den Ordnungen A und g muss die folgende Ungleichung gelten :

Up: KM <Iml<— MY

woraus folgt :
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n=lLn'=1n=1 n=4.

Um (7. 3) zur Normalform reduzieren zu lassen, wenden wir die Transformation

(7.4) Y = Pz, w )Y
mit
Pl(x, 1/) P 2( Z, v)
P]_(x, 1}) = )’
1 1
Pl(x’ ”), Pz(x, D) =V xi—N/;ﬂxB + 4
x

auf (7.3) an, so geht (7.3) ins Folgende iiber :
(7.5) dY/dzx = MeA(z, N, p)Y,
worin, wie eine einfache Berechnung sofort zeigt,

Az, A, p) = Az, A ™) + K A(z, M 17Y),
1] 2

Pl(x’ V) 0 . au(-r’ V) {112(-7:, V)
A(.I, V) = > A(x’ II) ="’ j ),
0 0 Pz(-r: V) : %21(-73: V) ?22(-73: V)
aulz,v) = — XL P) Ly = _ vapy + pi)
2t (p, — p2) 2 : (py — P2)
%21(1:’ V) = - qll(x, V); ‘a22(x: 1}) = - 412(x, D)-

its ; daher ist das System (7.5) eine Normalform.

8. Die asymptotische Losung. Wir betrachten nochmals das System (7. 5)
mit (7.6). Da das System (7.5) Normalform ist, so kann man durch ein dhnliches
Verfahren wie bei § 2 die asymptotische Losung erledigen. In diesem Artikel
behandeln wir den Fall o, = 3/2. Nach Betrachtung von m, = 2 und N, = 3 gilt
offenbar die Beziehung :

0 _
NO(N+m0+1) m

I\DIOO

ny ’
N, N+mp+1)+m

wenn wir N = 0 annehmen. Fithrt man die Transformation
8.1) Y = Plx, \, W)Z

mit
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P(.ZL‘, A, /“) =k + ZK,-P(.’II, X/"’——1)

r=1
in (7.5) ein, wo man nach (4. 3), d.h. nach
[f)‘l(x, V)lP(x’ ”) + Q(x9 V)‘;&(x’ V)]J‘k =0, (J =+ k 5 j: k=1, 2):

[P, )]s = 0, (j = 1,2)

[l v)P(@, ) = Pa, A ») + Az )]s =0,

‘ Gk jik=1,2),
[P,y =0, (= 1,2)
€(x, v) und 12’(x, v) bestimmt, d. h.
pa@ ) =0, (j.k =1,2)

azlz(xy V) ‘521(-73; V)

Pl(x’ V) - Pz(x: V) ’ fﬂ(xj)_i Pl(x’ ”) - Pz(x: IJ)

gjj(x, V) = 0, (j = 1, 2)

Pz ) = —

ist, so geht (7.5) in

(8' 2) dz)/dx = XF'[ fj(x, X’ /"’)zj + Zb.ik(x: X, /”)zk], (J = 1’ 2)

iiber, wo
Pl(x’ ”) 0
B(z,v) = » B(z,v) =0,
’ 0 Pz, v) !
all(x, V) 0
B(zx,v) =| * , Blz,v) =0
2 0 azz(x: ”) :
2
ist, welche durch die passende Transformation
(8.3 Z =P, \wZ
mit

Plx,\, )~ E + 3 K,P(x, A p™?)
r=3 r

uns zur Differentialgleichung
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dZ/dx = ML F(z, \, ) + Bz, A, W1Z
fithrt, welche weiter durch die passende Transformation

Z= F(x, A, ,u)Z=

Pz, ) w)~E + 3 P\ ),

r=1

wo man nach (4.9) z. B. P?(x, A\, #) = 0 annehmen kann, zu

dZ/dzx =\ pF(z, N, w)Z
wird, wo
Sz, N, wy=py(x, A7) +Kaan(@ ), folz, N, ) =pa(, A w7+ Koz, M )
ist ; daher besitzt (7. 3) eine fur (D, A\, A, U,) regulire eindeutige Losung, die
sich fur N — oo, p—> co folgendermassen asymptotisch entwickeln lasst .
Kz, N, ) = Yoz, N, ) == C, exp [Fi(z, N, p)]
X [1+ Kapu(a A a7 ™) + pule M) .0

F,(x, A, I") = )\q‘"f(Pl(x, ApTh) + Kzézlu(x, A l"_l))dx

ist. Da man, wie eine kurze Berechung zeigt,

F ’x’ =N\ ’x -1 _Ll — Pz(x,)'/"-l)
(z, N, 1) #[xpl(x ) 5 og( —__Pl(x,hﬂ“))

as . 2Pz, ) N - - ) A ]
lo, ! + log(2 py(x, A ™) — A p™ ) ) — 2
P S VT g2 piz, A7) — A p™) Y
erhilt, so besitzt (7.3) eine eindeutige Losung 3(x, N, p), welche fur (D, A,, A,
U,) regulir ist, und sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lasst :

_ Pl ap™) )/»’( P A ™)) \&
Pz, A ™) z Pz, A ™)

+K2(——

5’(‘1‘, x) /“’):CI exp[kpxpl(x, x /‘,-1) —_— __4_1__,](
x

X 2pia w7 = 2u)[1 + K, apla ),

r=2

wo
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3
U,: Kl>~l<lnl<—é,—l>~lT

st
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16) Fiir U, von §2 an Stelle von U, besitzt (7.3) eine asymptotische Loung.
17) Wir denken uns die Whittakersche Differentialgleichung :
2w 1 K , 1
W G+ [T - () |w=o
mit einer irreguldren singuldren Stelle £=c, wo m eine Konstante, und K ein Para-
meter ist. Wendet man die Transformation ¢z=a2x auf (W) an, so geht (W) ins
Folgende iiber :

4w 1 a—2u2 a(a—2)
! 4| —— At 2_
(Wh) o [ A Al

W=0.
4 2z 4 22
Der Einfachheit halber behandeln wir nur den Fall, dass die Ungleichung
1

Up: KAl <lul < 1Al

gilt. Wendet man die Transformation
A%z 2

W= exp[— —2——] (A%z) % y
auf (W’) an, so geht (W') ins Folgende iiber :

2,
wny =z

d?y
dx?

welche die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung ist; daher kann man

nach §4 die asymptotische Losung von (W'') erfinden.,

d
+ (@a—a%x) 73;- —AZu2y=0,





