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In dieser Abhandlung mδchte ich eine von Parametern abhangende asymptoti-
sche Darstellung der Lόsung des Systems von homogenen linearen Differential-

gleichungen, welche von zwei Parametern abhangen, in einer einfacher Weise

erledigen, und diese Theorie auf spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
anwenden.

Schon hat Herr Prof. M. Hukuhara eine asymptotische Darstellung der Lόsung

eines Systems von homogenen linearen Differentialgleichungen erόrtert, welche von

einem Parameter abhangen.υ Aber kann man im allgemeinen die asymptotische
Lόsung eines Systems von Differentialgleichungen, welche von zwei Parametern
abhangen, nicht erledigen, wenn die charakteristische Gleichung2) eine mehrfache

Wurzel besitzt. Um also die asymptotische Lόsung in alien Fallen, wie in [1], zu

erfinden, mussen wir den Begriff der bisherigen asymptotischen Entwickelung
erweitern.

Es ist bezweckt in dieser Abhandlung erstens in § 1 die bisherige asymptotische
Entwickelung zu erweitern zweitens in § 2 den Existenzsatz zu erklaren und

schliesslich in §§ 3, 4 und 5 diese Theorie auf der Besselschen Differentialgleichung
und der konfluenten hypergeometrischen Different ialgleichung zu anwenden.

Unser Theorie lasst sich sicher allgemeinen auf Differentialgleichungen mit
einer regularen singularen Stelle x = 0 und mit einer irregularen singularen Stelle
x = oo anwenden, aber wir kόnnen diese Theorie auf eine Different ialgleichung
mit dem Wendepunkt ("Turning point" auf englisch) nicht anwenden.

Neuerdings hat Herr M. Iwano eine neue Theorie aufgestellt, welche sich
auf eine Differentialgleichung mit dem Wendepunkt anwenden lasst.3) In dieser

Abhandlung erklare ich die Definition der asymptotischen Entwickelung und den

2) Vgl.[4], §2,4°.
3) Vgl.[2].
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Existenzsatz, welche von Herrn M. Iwano verbessert worden sind.

§ 1. Definition der asymptotischen Entwickelung.

1. Definition des Halbstrahls Lr und des Zeichens Kr. Wir setzen fur

n, n n0, nΌ voraus, dass sie samtlich natϋrliche Zahlen sind, dass n und n usw.

zueinander prim sind und dass die folgende Ungleichung gilt :

No = n n'0 — n n0 > 0.

Es seien :

L : n'Q x + n0 y = 0, (x > 0),

Lr : n x -f n y + r = 0, (x <Ξ r n0/No).

Man bestimme χr und yr durch

xτ = Max [Ganze Zahlen x, wofύr x<*r n0/N0 gilt, und

(n x + r)/n eine ganze Zahl wird],

yr = - (n xr + r)/n.

Dann definiert man fur solche xr und yr das Zeichen Kr(n, n; nθ9 n'0; λ, μ)

durch Kr(n, n n0, n0 λ, μ) = \yrμXr.^

2. Definition der asymptotischen Entwickelung. Von jetzt an benutzt

man die f olgenden Zeichen :

D: \x\ <r,

Δλ : a < arg λ < a, R < |λ| < oo,

Δ^: β < arg μ < β' ', R' < \μ\ < oo,

Δ, : γ < arg v < 7', 0 < | v \ < R".

Es gelte die folgende Ungleichung zwischen den Ordnungen von λ und μ :

u0 . κ\\\'< \μ\ < H * r ,
\vo σ und σ 0, (0 < cr < σ0) rationale Zahlen, und K und '̂ hinreichend grosse

positive Zahlen sind. Man bestimmt zueinander prime, natύrliche Zahlen n, n

HO, n'0 derart, dass n /n = σ, n0/n0 = σ0.

£5 sei f(x, λ, /A) /wr (D, Δλ, Δ^, ί/0) regular, und die folgende Ungleichung

gelte fur alle naturlichen Zahlen N grosser als eine natύrliche Zahl Nl :

(2. l) l/(^λ)/t)

4) Der Einfachheit halter schrei^t jnan an Stelle von Kr(nt nf nQί n' λ, α) bloss K?,
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worin fr(x, v) fur (D, Δ,) regular sind? und sie sich fur v -* 0 folgender-
massen asymptotisch entwickeln lassen :

*(*X, (r=0, ...... ,N- 1),
5=0

wo frs(x) in D regular sind. Dann sagen wir dass f(x, λ, μ) sich fur λ
μ -* oo ffl die Gestalt :

r=0

asymptotisch entwickeln Γάsst.

§ 2. Existenzsatz.

3. Existenzsatz. Wir denken uns das System

m ' Γ n 1

L ' ' ' ' *-ι * ' ' fc-J

wo m und m' ganze Zahlen sind. Man stellt die folgenden Voraussetzungen:
(i) Es ist m0 = m n + m n > 0, m n0 + m nQ "> 0,6) wo n, n nQ, n0

zueinander prime, natiirliche Zahlen von der Art sind, dass die Ungleichung

NO = n n0 — n n0 > 0 gilt.
(ii) Die Funktionen fj(x, λ, μ) sind fur (D, Δλ, Δμ, f/0) regular, und

wo fj(x, v) fur (D9 Δ,) regular sind, und sie sich fur v -»0 folgendermassen
r

asymptotisch entwickeln lassen:

wo fj(x) in D regular sind. Die Zahl N ist eine spater zu bestimmende passende
rs

natύrliche Zahl.8)

(iii) Die Funktionen bjk(x, λ, μ) sind fur (D, Δλ, Δμ, UQ) regular, und sie

lassen sich fur λ -> °o, μ -> °° folgendermassen as3rmptotisch entwickeln:

5) Wir mϋssen das Bereich Δv derart annehmen, dass \ntμ-n^Δv ist.
6) Der Beweis des im Falle m0=0 giiltigen Existenzsatzes wurde von Herrn M. Iwano [2]

gegeben.
7) Wenn wir an Stelle von C/0 und Kr bzw. ί/j und Xr>1 annehmen, dann ist der

Existenzsatz ebenfalls richtig. Vgl.[2]. Bald definieren wir die Zeichen U1 und KT)l.
8) Vgl. die Voraussetzung (v) des Artikels 3.
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(iv) Wir nehmen fur eine Kurve Γ wie an :

(a) Die Kurve Γ ist in D enthalten und geschlossen.

(b) Die Kurve Γ besitzt eine Anzahl von Ecken.

(c) Die Kurve Γ lasst sich durch eine Funktion x(t) darstellen, die als

Periode die Lange von Γ besitzt, die eine von der Lange t des Bogens von Γ

abhangende, stetige Funktion ist, und die bis auf an den Ecken stetig differen-

tierbar ist.

Das Bereich D* sei das Innere von Γ. Es gilt die folgende Ungleichung :

ί^-β, U€Ϊl, Δλ, Δμ, Γ7β),
»[^(ίXλ>W//X^ λ, μ) + 0X*))]

(> £, (x € £Λ, Δλ, Δμ, J70),

0" = 1, ...... , n\

wo £ > 0 ist, und <7jCr) in D regular sind.

(v) Die Zahl N + m0 + 1 ist ein Multiplum von N0, und Λ^ ist eine

naturliche Zahl. Die natϋrlichen Zahlen n und n sind zueinander prim, und sie

werden durch

-(N + m0 + 1) + m
No

bestimmt. Das Zeichen KTιl lasst sich durch Kr, l = Kr(n, n n^n\\ λ,

definieren.9)

(vi) Das System (3. 1) bssitzt eine formale Lόsung von der Gestalt :

#/*,λ"/O, 0=1, ...... ,n\
r=0 r

wo pj(x, v) fur (D, Δμ) regular sind, und sie sich fur v -» 0 folgendermassen
r

asymptotisch entwickeln lassen :

worin p$(x) in Z) regular sind. Uberdies gilt fur alle r(^ N*) die Beziehung
rs

\mμm'Kr,^(x, V) = Kr-m^ P*S(X, V),

9) Man kann σί derart annehmen, dass σ0—σ ί<ε, (ε, (>0) sei sehr klein.) ist, wenn man
N hinreichend gross zu sein annimmt.
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wo p*(x, v) dieselben Eigenschaft wie pj(x, v) besitzen, wenn man eine hinreichend
r r

grosse natϋrliche Zahl N* aufnimmt.10)

Unter der Voraussetzungen (i), (ii), (iii), (iv), (v) und (vi) besitzt das System
(3. 1) dann eine eίndeutige Lόsung, welche fur (D, Δλ, Δμ, U^ regular ist, und
sich fur λ -> oo, μ -> oo folgendermassen asymptotisch entwickeln lasst:

00

(3. 2) Z/ΛΓ, λ, μ) ^ΣKr,*Pi(x, λ">'"λ (j = 1» ,»)»
r=o '

•wo

ist.w

K\\\',< \μ\

4. Formale Lbsung. Wir denken uns ein System von hornogenen linearen
Differentialgleichungen : 12)

n

(4. 1) dy,/dx = λV" ΣΛΛ(*, λ. λ*K 0' = 1. ...... , »λ
fc = l

die sich mit Benutzung einer Matrize folgenderweise umschreiben lasst :

dΎ/dx = \mμm'A(x, λ, μ)Y,

wo m und m ganze Zahlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) Es gilt die. Voraussetzung (i) des Artikels 3.

(ii) Es ist A(xy λ, μ) fur (D, Δλ, Δ ,̂ £70) regular, und A(x, \ μ) lasst sich
fίir λ -» oo, μ -* oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

A(x, λ, μ) ̂
r=o r

wo A(Λ:, z^) sich fur v -> 0 folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen :

(iii) Es ist A(x, v) eine diagonale Matrize mit
o

βj/O) - β»(0) + 0, 0 =j= k j, k = l, ....... »).
00 00

10) Vgl.[2].
11) Den Beweis dieses Existenzsatzes hat Herr M. Iwano in [1] gezeigt.
12) Das System (4.1) mit Jen Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) wollen wir die Normalform

nennen.
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Unter den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) reduzieren wir (4. 1) zur

Differentialgleichung von der Gestalt (3.1) des Artikels 3.
Es sei die Zahl N + m0 + 1 ein Multiplum von N0, und wir nehme eine

minimale natϋrliche Zahl N von der Art an, dass fur eine gegebene positive

rationale Zahl σ^^ σ0) die folgende Ungleichung gilt:

~-(N + mQ + 1) - m

(4.2) σ^-
-(N + m0 + 1) + m

Wendet man die Transformation

(4.3) Y = P(

mit

tf+

P(χ,\,μ) =
r=0 r

auf (4. 1) an, wo man nach

'έ Σ KsKmKr^mQ(x9 v)A(x, v) P (x,
~

r-mo-1 -,

(44) - Σ K.Kr-».-,Q(x, v) P' (x, v ) \ =0,
V ' ' S = 0 s r-mo-s JΛ

0"4 *; j>k = 1, ...... ,n; r = 1, ...... ,N + m0\

[Pfe^)L = 0, 0 = 1, ...... , Λ ; r= 1, ...... , N + m0)
r

Pfe v), (r = 1, ...... , JV + m0) nacheinander bestimmt,13) so geht (4. l) ins Folgende
r

ύber :

(4. 5) dzjdx = λ>mT//^, λ, μfr, + Σbjk(x, λ, /4>J, ( j = 1, ...... , n).

Hierbei besitzen /J(Λ:, λ, yLt) und bjk(x, λ, )̂ die folgenden Eigenschaften :
(a) Die Funktionen f^x, λ, /*) sind fur (D, Δλ, Δμ, C/0) regular und

r=0 r

wo //^, z/) fur (D, Δ,) regular sind, und sie sich fur v -* 0 folgendermassen
r

asymptotisch entwickeln lassen :

13) Betreffs des Falls ra0=0 ist die Bestimmung von P(x,v) in [2] ausfΰhrlich erklart.
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wo fj(x) in D regular sind.
rs

(b) Die Funktionen bjk(x, λ, μ) sind fur (D, Δλ, Δμ, C/0) regular, und lassen

sich fur λ -> oo? μ-> oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

**foλ,Aθ- Σ Krbjk(x,\n'μ-n).
r~N-\-mQ+l r

Dahej genύgt das System (4. 5) den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) dtfs

Artikels 3, wfl6? ferner nach der Voraussetzung (iii) dieses A?~tikels gilt das

in (iv) ίfe Artikels 3 vorausgesetzte, wenn man den Bereich D, ΔA, Δμ

ΛV Funktionen g£x) passend auswάhlt.

Wendet man ferner die Transformation

(4.6) Z = P(x9

mit

auf (4. 5) an, wo man nach

m/έ E KsKmKr-s-mQ(x, v)B(x, v) P (x, „)

(4.7) ~ Σ KtKr-,-^Q(x,v')rFjix,v') =0,

ί Λ — !> ...... » » ; r =

[̂ ,»)]» = 0, 0 = 1, ...... ,n; r =
r

P(x, v\ (r = N + mQ + 1, ...... ) nacheinander bestimmt, so geht (4. 5) ins Folgende
r

iiber :

(4. 8) dzjdx = WLffc, λ, μ) + ~b>(x, λ, μfe* 0=1, ...... , Λ),

wobei

(a') die Funktionen bj(x, \, μ) sich folgendermassen formell entwickeln lassen :

(b') die Funktionen £/,r, ϊ^) fur (Z), Δv) regular sind, und sie sich folgender
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massen asymptotisch entwickeln lassen :

wo bj(x) in D regular sind.
rs

Wendet man ferner die Transformation

(4. 9) Z = P(x, \,

mit

auf (4. 8) an, wo man nach

c, λ, μ)l} = \mμm'Kr+lB(x, λ">-") - ' Σ' Q(*. V /*)Ffe λ,

0=1,

= 0, (j^k;j,k = I, ...... ,»; r = ΛΓ + 1, ...... )
r

P(x,\,μ)9 (r = N + 1, ...... ) nacheinander bestimmt, so geht (4.5) ins Folgende
r

ύber :

(4. 11) dzjdx = λV1'//*, λ, /*)*; (j = 1, ...... , n).

Aus (4. 10) folgt :

P(x,\μ) = KrιlP(χ,\n'μ~n\
r r

worin Krιl das in Artikel 3 definierte Zeichen ist, und P(x, v) fur (D, Δμ) regular
r

sind, und sich v -» 0 f olgendermassen asymptotisch entwickeln lassen :

wo P(Λ:) in £> regular sind daher besitzt das System (4. 5) die folgende
rs

formate L'όsung:

(4. 12) z, * C, exp [F,fe λ, /*)] ΓίΛ + £ .̂̂ U λ">-")l, (j = l, ...... , n).

(a") Es ist Fk(x, λ, μ) = λ>m' /sfc λ, μ)dx.
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(b") Die Funktionen p**(x9 v) sind fur (D, Δμ) regular, und lassen sich
r

fur v -> 0 folgendermassen asymptotisch entwickeln :

wo ρ*κ(x) in D regular sind.
rs

(c") Wenn man eine hinreichend grosse natύrliche Zahl N*(l> m0)
aufnimmt, dann fur alle rζ> N*} gilt

wo P**(x, v) dieselben Eigenschaft wie p**(x, v) besitzen.
r r

Durch die Transformation

z. =£. exp [FfcOc, λ, μ)l (j = 1, ...... ,Λ)

wird (4. 5) zu

(4. 13) dZ/dx = λ>m/[(Ffe λ, μ) - f£χ9 λ, A*)J?) '+ £fe λ, /

die eine fur (D, Δλ, ΔM, C/i) regulare eindeutige Lόsung έ/ :̂, λ, μ) besitzt, die sich
folgendermassen asymptotisch entwickeln lasst :

00

*/*, λ, μ) ̂  δjfc + Σ κr,&*(χ> x">'"), 0' = i, ...... , «)

daher erhalt man nach (4. 3) eine asymptotische Losung von (4. l).14)

§ 3. Die Besselsche Differentialgleichung.

5. Reduktion zur Normalform. Wir betrachten die Besselsche Differential-
gleichung :

(5. 1) P - - + ί-^ + (3? - λ'tf = 0
dx

mit einer irregularen singularen Stelle x = oo, wo λ ein Parameter ist. Es ist
bezweckt fur hinreichend grosse absolute Betrage von x und λ eine asymptotische
Darstellung der Losung des Systems (5. 1) nachzusuchen. Der Einfachheit halber
betrachten wir den Fall, dass die Ungleichung

(5.2)

14) Die ausfϋhrliche Berechnung der formalen Losung ist entweder in [2] oder in [5]
gezeigt.



10 K.TAKAHASH1

gilt, wo die Grossen M und M' hinreichend gross sind, und die <r0(> 1) eine
rationale Zahl ist.

Fuhrt man die Transformation x = μx in (5. 1) ein, wobei wir an Stelle
von x als unabhangige Veranderliche die Variable x von der Art aufnehmen,
dass

D: \x-a\ <r, (r< |α | )

ist, wo die Grosse a von Null verschieden ist, so geht (5. 1) ins Folgende uber :

(5. 3) x * - - + x~~ + (x μ* - λ»)y = 0,
dx2 dx

welche weiter durch die Transformation y — y2y dy/dx = μyi zu

(5. 4) dΎ/dx = μA(x, \ μ)Ϋ

wird, wo

1 1

ist. Man kann die Ungleichung

U0: ^|λ|<|/*!<-^|λ|σ<)

A.

ohne Schwierigkeit aus (5. 2) herleiten. Daraus folgt :

n = 1, n = 1,-̂ - = σ0.n0

Wir haben schon gezeigt, dass die Normalform eine asymptotische Losung besitzt.
Um das System (5. 4) zur Normalform reduzieren zu lassen, wenden wir die
Transformation

mit

M*,λyO -f>Uλ^1)\

\ 1 1 /

auf (5. 4) an, so geht (5. 4) ins Folgende uber:

(5.5)
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A(x9 λ, μ) = A(x, λ μ-1} + \~lA(x, λ /O>
o i

(5'6) „, N
4Gr,ιO=

0 -
2

ist daher ist das System (5. 5) sicker eine Normalform

6. Asymptotische Lόsung. Wir betrachten nochmals das System (5. 5)

mit (5. 6). Durch das ahnliche Verfahren wie bei Artt. 3 und 4 kόnnen wir die

asymptotische Lόsung des Systems (5. 3) erledigen.

Durch die Transformation

(6.1)

mit

geht (5. 5) in

Γ 2 Ί
(6. 2) dzjdx = μ\ fj(x, \ μ)Zj + ̂ bjk(x, λ, μ)zk L (j = 1, 2)

L k=l J

ύber, welche genau wie bei § 2 fur k = 1, 2 zwei Paare unabhangiger formaler

Lόsungen besitzt:

_ oo _

(6. 3) ^ ̂  Cfc exp [Fk(x, \, μ)~\ ̂  + £ Kr^k(x, λ, ^-^J, (j = 1, 2),

welche uns durch Y = Pλ(x, λ, μ)P(x, λ, /^)Z die formale Lδsung von (5. 4)
liefert.

Von jetzt an behandeln wir der Einfachheit halber ausschliesslich den Fall

σ 0 = 3, σv = 3/2. In diesem Falle gilt offenbar die Beziehung:

/
-(N + m0 -}• 1) — m

Vo

'(N -}- m0 + 1) + m
N0

wenn wir N = 0 annehmen. Wie eine kurze Berechnung zeigt, erhalt man nach

(4. 3), (4. 6) und (4. 9) insbesondere
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Pι*(x, v) = γf r-, p2i(x, v) = — pu(x, v\ plτ(x< v) = p22(x, v) = 0,3 c ι > . i i i i

—- - r 9
2 p(x, v}

>22fe ^) = 0,

-, (x = ),
\ COSΎ /

1 241 tan 7 \ cos 7

p22(x> λ, /A) = — pn(x9 λ, ytt), pl2(x, λ, μ) — p2ι(x, \ A6) = 0.
1 1 1 1

Ohne Schwierigkeit sehen wir dass die folgenden Beziehungen gelten:

exp \Fι(x, λ, μ)] = , _ =exp [ί λ(tan 7 - 7)],
V\μ tan 7

exp [F2O, λ ,/*)] = 7 _ =exp [— ί λ(tan 7 — 7)].
tan 7

System (5. 4) besitzt also eίne eindeutige Losung y(x, λ, A6), A'tf /wr (P,

, Δ ,̂ L/Ί) regular ist, und sίch folgendermassen asymptotisch entwickeln lάsst :

y(x, \ μ) ̂  V ^x^tapy exp [ί λ(tan γ - γ) - ̂(6. 4)

welches im speziellen Falle mit dem von Herrn Prof. T. Inui gezeigten Resultate

ύbereinstimmt^ wo

Cτ =

1
K'

und insbesondere

,
i 24itan7

ist. Wie klein die Zahl σ und wie gross die Zahl σ' auch sein mag, kόnnen wir

fur die Ungleichung

15) Vgl.[4].
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C72: κ\\\'<\μ\<-L-\\\ -
A

an Stelle von Uι durch ein analoges Verfahren beweisen, dass das System (5. 4)
eine asymptotische Losung besitzt.

§4. Die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung.

7. Reduktion zur Normalform. Wir betrachten die konfluente hyper-
geometrische Differentialgleichung :

(7. i)
dx

mit einer irregularen singularen Stelle x = °o, wo die Zahl a konstant ist. Fur
hinreichend grosse absolute Betrage von x und b ist es bezweckt die asymptotische
Darstellung der Losung des Systems (7. 1) zu erledigen. Der Einfachheit halber
behandeln wir den Fall, dass die Ungleichung

gilt, wo M und M' hinreichend grosse positive Zahlen sind.
Wendet man die Transformation x = \2x, b = μ auf (7. 1) an, wo

D.i \x-a\<r,(r<\a\)

ist, wo die Grosse a von Null verschieden ist, so geht (7. 1) ins Folgende ύber :

(7. 2) X - . + (α - X2*) - - - λXy = 0,3

welche weiter durch die Transformation y = y2, dy/dx — \μyι ins Folgende
iiber :

(7. 3) dΫ/dx = \μλ(x, λ, μ)Ϋ,

worin

0

ist Zwischen den Ordnungen λ und μ muss die folgende Ungleichung gelten:

U9:

woraus folgt:
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n = 1, n = 1, IΪQ = 1, Wo == 4.

Um (7. 3) zur Normalform reduzieren zu lassen, wenden wir die Transformation

(7.4) Y = P,(x,\^Y

mit

ftfc -),

auf (7. 3) an, so geht (7. 3) ins Folgende ϋber :

(7. 5) dΐ/dx = \μA(x, λ, μ)Y,

worin, wie eine einfache Berechnung sofort zeigt,

A(x, λ, μ) = Λ(ar, λ /f1) + 2̂A(α;, λ /ί"1),

0
,A(x9r)=

azι(x,v)
2 2

+ f I) Λ /^ TΛ __ __ "("Pi + Pa)
— — -- - -

Or, v) = — aιz(x, v).
2 2 2 2

its daher ist das System (7. 5) eine Normalform.

8. Die asymptotische Lδsung. Wir betrachten nochmals das System (7. 5)
mit (7. 6). Da das System (7. 5) Normalform ist, so kann man durch ein ahnliches
Verfahren wie bei § 2 die asymptotische Lδsung erledigen. In diesem Artikel
behandeln wir den Fall στ = 3/2. Nach Betrachtung von m0 — 2 und N& = 3 gilt
offenbar die Beziehung:

-(N + m0 + 1) - m•ΛT \** ' ""ϋ ' A/ "v Q

I V Q O

2
m

wenn wir N = 0 annehmen. Fύhrt man die Transformation

(8.1) Y = P(x,\,μ)Z

mit
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2

P(x, \,μ) = E ± ΣKrP(*, λ μ-1)
r— 1 r

in (7.5) ein, wo man nach (4. 3), d. h. nach

lA(x, v~)P(x,!/) + Q(x, v)A(x, lOl, = 0, ( j φ k j, k = I, 2),

[Pfo ιO]« = 0, O = l,2),

[A(x, v)P(x, v} - P(x, v)A(x, v) + A(x, !/)]Λ = 0,
0 2 2 0 2

04=*; ** = 1,2),
[{fo )̂L = o? (j = i, 2)

P(,z, y) und P(α:, v) bestimrαt, d. h.
1 2

^fe )̂ = 0, (j, k = 1, 2),

(.r, z>) ^21(^ P)
/-i2\^> «v ~ > r 3 r~> jK2i\^j *^y 7 r -, r
2 .̂(̂  y) - p2(j;? j,) 2 pfa, V) - p2(^, z,)

pjfa v) = 0, ( j = 1,2)

ist, so geht (7. 5) in

r 2 η
(8. 2) dZj/dx = XA* /jfe λ, AC)^ + 2Z ĵfc(^, λ, AC)^ , (j = 1, 2)

uber, wo

(*,») o \

*) 0 \
F, ι») = 0(σn(a:, v) 0 \

,
0 α22fe »)/

ist, welche durch die passende Transformation

(8.3) Z = P(

mit

P(x, \,μ)^E

uns zur Differentialgleichung
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dZ/dx = λ/«[ίϊGr, λ, μ) + ~B(x, λ,

fϋhrt, welche weiter durch die passende Transformation

Z = P(x, \, μ)Z

mit

P(x, λ,/*)« E
r»ι r

wo man nach (4. 9) z. B. P(x, λ, A6) = 0 annehmen kann, zu

dZ/dx = λ /^F( ?̂ λ, /

wird, wo

= pi(xy λ /t~T) 4- K2all(xy\μ'l\f2(x, \ μ) = p2(x, λ M"1) + K2a22(x} λ /A"1)
2

ist daher besitzt (7. 3) £m£ fur (D, Δλ, Δμ, [7X) regulάre eindeutige L'όsung, die

sίch fur λ -> oo, μ-> oo folgendermassen asymptotίsch entwίckeln lάsst :

y(x, \ μ) = ̂ S(Λ;, λ, μ) ̂  d exp [FjGc, λ, /A)]

1) +

ώί. Z)Λ wα^, te i^ ^m^ ^wr^^ Berechung zeigt,

x, λ /*->) — -log -
λ

erhάlt, so besitzt (7. 3) ewie eindeutige Losung y(x, λ, / )̂, welche fur (D, Δλ, Δμ,

L/Ί) regular ist, und sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lάsst :

θr, λ ̂ -) - J-l - P

, λ/*-1) - λ/*-1) Γ
L-

X (2Λ(Λ, λ/*-1) - λ/*-1) l +
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16) Fur U2 von §2 an Stelle von Ul besitzt (7.3) eine asymptotische Lδung.
17) Wir denken uns die Whittakersche Differentialgleichung :

mit einer irregularen singularen Stelle £ = oo, wo m eine Konstante, und K ein Para-
meter ist. Wendet man die Transformation t=\2x auf (W) an, so geht (W) ins
Folgende iiber :

Der Einfachheit halber behandeln wir nur den Fall, dass die Ungleichung

C70: KM<\μ\<~-\^

gilt. Wendet man die Transformation

auf (W) an, so geht (W) ins Folgende uber :

welche die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung ist daher kann man
nach §4 die asymptotische Lδsung von (W") erfinden.




