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Einleitung.

In meiner fruheren Abhandlung ([7]) habe ich eine Abhandlung ([l]) von
Herrn Prof. M. Hukuhara erweitert. Namlich ich habe die asymptotische Ent-
wickelung der Lδsung eines Systems von linearen homogenen Differential-
gleichungen, welche von zwei Parametern abhangen, betrachtet, und ferner das
Ergebnis unter der Bedingung

K\\\<\μ\<K'-*\\\'"-

auf die Besselsche Differentialgleichung angewandt ([8]).
Neuerdings hat Herr M.Iwano eine neue Theorie aufgestellt, welche sich

auf eine Differentialgleichung mit einem Wendepunkt, (,,Turning point" aufs
English) anwenden lasst ([2]). Er hat die Theorie auf eine lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit einem Wendepunkt aufgestellt.1} Mit Benutzung
der Theorie hat er ferner ein genaueres Resultate als diejenigen von R. E.
Langer und R. McKelyey gefunden ([2], S. 49, [5], [6]).

Es ist bezweckt in dieser Abhandlung erstens in § 1 die Normalformen (I)
und (II) des Systems von linearen homogenen Differentialgleichungen, welche
von einem Parameter abhangen, und die Normalformen (III), (IV) und (V) des
Systems mit zwei Parametern zu erklaren zweitens in §2 mit Benutzung der
Methode von Herrn M. Iwano die Besselsche Differentialgleichung in jedem von
passend ϋbereinanderliegende Teibereiche zur Normalform zu bringen und
schliesslich in § 3 eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung zur
Normalform zu bringen.2)

1. Normalform.

1. Normalform. (I) Wir denken uns das System von linearen Differential-
gleichungen:

1) Neuerdings hat Herr M. Iwano die Theorie einer linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung mit einem Wendepunkt aufgestellt ([4]).

2) Das Ergebnis des Paragraphen 3 stammt aus dem Manuskript meines speziellen Vortrags
in t9Kansύ-h6teisiki Bunkakai", Oktober 1960.
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(1.1) dyjdx = \mΣ,adx>>-K (j = 1, , n),

die sich mit Benutzung einer Matrize folgendermassen umschreiben lasst:

dY/dx = \mA(x, X)Y.

Das System (l. 1) unter den folgenden Voraussetzungen (i), (ii) und (iii)
wollen wir die Normalform (I) nennen.

(i) Es ist A(x,\) in

(1.2) \x-a\ < r, a < arg λ < β% R< | λ | < o°3)

regular, und es lasst sich fur λ -> °o folgendermassen asymptotisch entwickeln:

(1.3) A(x,\)^jΓA(xyκ-ri

 9
r = 0 r

wo A(x) in I .r — a \ < r regular sind, und 5 eine natύrliche Zahl ist.
r

(ii) Das Indizes m ist eine natύrliche Zahl.
(iii) Die charakteristische Gleichung von (1. 1):

\A(a)-PE\ = 0
o

besitzt voneinander verschiedene Wurzeln.
(II) Das System (l. 1) unter den folgenden Voraussetzungen (i) und (ii)

wollen wir die Normalform (II) nennen.
(i) Es ist A(x, λ) in (l. 2) regular, und es lasst sich fur λ -> °o in der

Form der rechten Seite von (1. 3) asymptotisch entwickeln.4)

(ii) Es ist m = 0.
(III) Wir betrachten das System

n

(1. 4) dyjdx = λ V ' Σ ^ f e λ, f K U = h , n),

welches von zwei Parametern λ und μ abhangt ([4]). Das System (l. 4) unter
den folgenden Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) wollen wir die Normalform
(III) nennen.

(i) Es ist A(x, \,μ) in

(1. 5) x€D(a, r), λ € D(a9 β; R, oo), μeD(a, /?'; R\ oo);

3) Man nimmt oft r hinreichend klein zu sein an. An Stelle von \χ—a\<r, α<arg λ<)3,
R<|λ |<oo schreibt man x£D(a,r), \eD(a,β; R,°o).

4) Wir sagen dass A(x,\) fur λ-»oo asymptotisch entwickelbar ist.
5) Der Einfachheit halber schreiben wir an Stelle von Ungleichung K\κ\σ<\μ\<Kt-1\κ\σ'

bloss U(σ,σ').
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regular, und es lasst sich fur λ -» 00, μ —> °o folgendermassen asymptotisch
entwickeln ([4]):

00

(1. 6) A(x, \μ)^ΣK£σ, σ; λ, μ)A(x, \n'μ~n).
r-ϋ r

(ii) Die Indizen m und m' sind ganze Zahlen, und es ist

mQ ΞΞ ww 4- rriri > 0, raj = m«0 + nίn^ ^ 0, (m0, mί) 4= (0,0) ([4]).

(iii) Die charakteristische Gleichung von (1. 4) :

|
00

besitzt voneinander verschiedene Wurzeln.
(IV) Das System (1. 4) unter den folgenden Voraussetzungen (i) und (ii)

wollen wir die Normalform (IV) nennen.
(i) Es ist A(x, λ, μ) in (1.5) regular, und es lasst sich fur X->°°) /LI->OO

in der Form der rechten Seite von (1. 6) asymptotisch entwickeln.
(ii) Die Indizen m und m sind ganze Zahlen, und es ist rao^SO, m ί ^ O .
(V) Das System (l. 4) unter den folgenden Voraussetzungen (i), (ii) und

(iii) wollen wir die Normalform (V) nennen.
(i) Es gilt die Voraussetzung (i) von (III).
(ii) Es gilt momΌ < 0.
(iii) Es gilt die Voraussetzung (iii) von (III).

§ 2. Die Besselsche Differentialgleichung.

2. Umwandelung zu der Normalform. Wir betrachten die Besselsche
Differentialgleichung:

(2.1)
dx2 dx

mit einer irregularen singularen Stelle x — 00 fϋr hinreichend grosse | λ |, wo λ
ein Parameter ist.

Wendet man die Transformation y — xll2u, x = t μ auf (2. 1) an, so geht
(2.1) ins Folgende ύber:

4

welche weiter durch die Transformation u = y2, du/dt = μyi zu

(2.2) dY/dt = μA(t,X,μ)Y

wird, wo
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' U, 1 T ί A* fΛ

.1, 0 J

An Stelle von (2. 1) betrachten wir (2. 2) in den folgenden Bereichen:

(Λ.): teDia, r), xeD{a,β;R, oo), μ € D « £' R\ « ) [/(0,1),

(Λ2): ί € ZXα, r), xeD(a,β;R, oo), ^ € D « # iT, oo) Ϊ7(l),

(Λ.) :*€£<«, r), X€D(a,β;R, oo), M € D « ff R\ oo) TJ{l; oo),

wobei die Grόsse a von Null verschieden ist.

(A) Der Fall (i?,). Wendet man die Transformation Y = P(λ, /*)Z mit

l, 0
P(X,μ) =

0,

auf (2. 2) an, so geht (2. 2) ins Folgende ύber:

(2. 3) dZ/dt :=z \B\t9 X, ftjZ,

wo

Γo, r -λ-y-^-ί-λ"1]

Fur (2. 3) sind die Bedingungen des Artikels 1, (III) erfύllt d. h.

(i) Es ist B(t,X,μ) in (i?0 regular, und fur λ-* oo?μ->oo asymptotisch

entwickelbar.

(ii) Es ist m0 = 1, mi = 1.

(iii) Die charakteristische Gleichung von (2.3) besitzt voneinander

verschiedene Wurzeln ± a"1.

Daher ist (2. 3) die Normalform (III).

(B) Der Fall (R2). Wendet man die Transformation £ = λ/Γ1z; auf

(2. 2) an, so geht (2. 2) ins Folgende ύber :

(2.4) dY/dv = λA(v, λ)Y,

wo

ΓO, - 1 + ^ - 2 - - i - t ; - 2

A(t;,λ)= 4

U 0
Der auf (i?2) entsprechende Bereich ist

(2. 5) K'1 < \v\< K\ X € D(α, /8 R,
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wo die Grδssen K und K! hinreichend gross sind. Da die charakteristische
Gleichung von (2. 4) im Teilbereiche von (2. 5):

(2.6) D(a,r\ λ € D(μ,β; R, oo)

voneinander verschiedene Wurzeln besitzt. wenn a =j= ± 1 ist, so ist (2. 4) sicher
die Normalform (I).

(C) Der Fall CR3). In diesem Falle sind die Bedingungen des Artikels
1, (III) erfύllt d. h.

(i) Es ist A(t, X, μ) in (R3) regular, und fur λ -> °°, μ -» °o asymptotisch
entwickelbar.

(ii) Es ist m0 = 1, mΌ = 1.
(iii) Die charakteristische Gleichung besitzt voneinander verschiedene

Wurzeln db i.
Daher ist (2. 2) die Normalform (ΠI).6)

3. Umwandelung von (2.4) zu der Normalform. In diesem Art.
behandeln wir den Fall a == 1 in (2. 6).7) Wendet man die Transformation v — 1
= :rμ~2 8) auf (2. 4) an, so geht (2. 4) ins Folgende ύber :

(3. 1) dY/dx = Xμ~2A(x9 λ, μ)Y9

wo

An Stelle von (2. 4) betrachten wir (3.1) in den folgenden Bereichen:

6) Da die Differenz von zwei Wurzeln der charakteristischen Gleichung 2i ist, so kann man
den Existenzsatz, (Vgl. [4]) benutzen, wenn man z. B. δ, δ' α', β' der Art annimmt, dass
(i) die Ungleichung δ+δ'<τr/6, (δ,δ'>0) gilt.

(ii) (a) α'=-(τr+δ), β' = —|-+δ, (b) β ' = - ( γ + a ) , β'=-J+*> (c) α f = - ( - T

j8'=π+δ, und wenn man an Stelle von D(a,r) folgende Rhomben annimmt:

(a) (b)

7) Ahnlich kann man den Fall a=— 1 behandeln.
8) Die Schriften x,μ sind verschieden von χ,μ des Artikels 2.
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(R4) : x€ ΊXfi, r), λ € D(a, β R, oo), μ € D « # ; IT, oo) [7(0,1/3),

(« β ) : * € Dfo r), λ € D(a, β R, oo), μ e ΓKμ\ β'; R\ oo) C7(l/3),

): x € D(tf, r), λ € D(tf, β; R,oo\ μ ζ D(a\ β'; R\ oo) [/(1/3,1),

): x € D(α, r), λ € D(α:, β; R,oo\ μ e ΣKμ\ β"; R\ oo) [/(I),

(Λ8) : α: € ZXO, r), λ € ZXα, β R, oo), ^ ζ ΓKμ\ β'; R\ oo) [7(1, oo),

wobei die Grόsse a von Null verschieden ist.

(A) Die Falle (R4) und (i?6). Wendet man die Transformation Y =
mit

_Γi,

~|o,
auf (3. 1) an, so geht (3.1) ins Folgende ύber:

(3. 2) dZ/dx = \μ~sB(x, λ, /*)Z,

wo

B(x,\,μ) =
0,

daher ist (3. 2) fur (i?4) und (RQ) bzw. die Normalformen (III) und (IV).

(B) Der Fall (i?8). Wendet man die Transformation Y = P(\)Z mit

Lθ, λj

auf (3.1) an, so geht (3. l) ins Folgende ύber:

(3.3) dZ/dx = μ~2B(x, λ, μ)Z9

wo

Γo, λΓ-i
B(x,X,μ)=\ L

Li, o
daher ist (3. 3) die Normalform (IV).

(C) Der Fall (Rs). Wendet man die Transformation

- J }

auf (3. 2) an, so geht (3.2) ins Folgende ϋber:
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dZ/dx = P'3A(x, λ, p)Z,

wo

A(x,X,p) =
Ό, pV3 [ - 1 + ( l - —λ" 2 ) ( l + x p-*K-r)

4
0

welche durch die Transformation Z = P(x)W mit

Γi, o
Hχ) = \

Lo, χ-

uns zur Differentialgleichung

dW/dx = x"2p-3B(x, λ, p)W

fύhrt, wo

rθ, x-y\213 [ - l + (i - -i-λ-2)(i +

B(x,\,p) =
-1,

welche weiter durch die Transformation

xp~2 = t, (K-τ< \t\<K')

zu

(3.4)

wird, wo

rθ, Γ'λ"1 [ - 1 + ( l - -ϊ- λ-fVl + t λ"2'3)-2]-

dW/dt = tll2B(t, X)W

daher ist (3. 4) die Normalform (II).

(D) Der Fall (J?7). Wendet man die Transformation

]•

auf (3. 3) an, so geht (3. 3) ins Folgende ύber:

dZ/dx = p-2\-*B(x, λ, />)Z,

wo
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1 + (l - — λ~21(1 +

welche durch die Transformation

zu

(3.5)

wird, wo

.1, 0 J

daher ist (3. 5) sicher die Normalform (II).

§ 3. Differentialgleichungen dritter Ordnung.

4. Hilfssatz. Wir denken uns das Differentialgleichungssystem:

2

(4.1) dyjdx = λV'Σ«*(*, \ μ)y*, U = 1, 2).

Wir stellen die f olgenden Voraussetzungen:
(i) Es ist A(x9 λ, μ) in (1.5) regular, und es lasst sich fϋr λ->c

in der Form der rechten Seite von (1. 6) asymptotisch entwickeln.
(ii) Es ist a^{x, λ, μ) = 0.
(iii) Es ist an(x) = 0, al2(x) = 0, a2l(x) = 1, a22(x) = 0.

00 00 00 00

(iv) Die Indizen m und rri sind ganze Zahlen, und es ist

m0 ^ 0 , mΌ ^ 0, (m0, wί) 4= (0,0).

Wendet man die Transformation Y = P(x, λ, yιc)Z mit

WO

pn = Φ/ai2, P12 == λ*~ μ Φ / α 1 2 , Φ = exp I
2α2

sind, auf (4.1) an, so geht (4.1) ins Folgende ϋber:

(4. 2) dZ/dx = Xmμm'B(x> X, μ)Z,
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WO

B(x,\μ)=\
"0, bl2(x,X,

und folglich auch B(x,\,μ) in (1.5) regular, und fur λ -* °o, /x -» °o .
asymptotisch entwickelbar ist, und insbesondere ist nach der Voraussetzung (iii)

Es sei

B{x) =
00

0

.1

0

0.

TΓ:

das durch die Koeffizienten von bί2(x,\μ) gebildetes Polygon ([7], S. 62), wo
die absoluten Betrage der Neigungen von PQPλ und PιPί+i bzw.o- und σ gleich
sind. Es sei mi der absolute Betrag der Neigung von PiPi+i.

Wendet man ferner die Transformation Z = P(λ, μ)Z mit

1,

Lo,

0

auf (4. 2) an, so geht (4. 2) ins Folgende ύber:

(4. 3) dZ/dx = x, λ, μ)Z,

wo

__ Γo, bl2(x,\μy

Li, o J
ist, und folglich auch £(#, λ, /A) in

(4. 4) x € D(α, r), λ € D(α, β R, oo),

H(Λ:, λ? μ) = , λ,

regular ist, und es sich fur λ
wickeln lasst:

o

B(x, λ, μ) ^

, μ -> °° folgendermassen asymptotisch ent-

I \ μ)B(x,

wo rii und nl zueinander prime positive Zahlen sind so dass n'i/rii = Wf. Da
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φθ ist, so ist das System (4.3) eine Normalform, wenn xt und yt gerade
00

Zahlen sind.9)

5. Umwandelung zu der Normalform. Wir denken uns das Differential-

gleichungssystem:

3

(5.1) dyjdx = λV" Σ «*(*, \ μbt, U = h 2,3),

welches von zwei Parametern λ und /* abhangt. Wir stellen die folgenden

Voraussetzungen:

(i) Die Indizen m und m sind ganze Zahlen.

(ii) Es ist

[
0 a12(x,\,μ) a13(x,

1 0 0

0 1 0

(iii) Es ist A(x, λ, μ) in

(5. 2) x € D(a, r), λ € D(tf, β R, oo), /i € D « /β'; i?', oo)

regular, und es lasst sich folgendermassen asymptotisch entwickeln:

(iv) Es sind A(x) in D(a,r) regular und es gilt entweder ajk(x) 4= 0

oder αjfc(^) = 0.

Es sei

7r:

das durch die Koeffizienten von a12(x, λ, μ) gebildetes Polygon, und nii der

absolute Betrag der Neigung von PiPi+i. Wendet man die Transformation

Y = P(λ, μ)Z mit

^1 0 On

0 \-yil2μ-*ι>2 0

0 0 \~Viμ-χ^

auf (5.1) an, so geht (5. 1) ins Folgende ύber:

(5. 3) dZ/dx =

wo

9) Von jetzt an setzen wir stets voraus, dass es keine negative Potenz existiert.
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1

-o

bi2(x,\,μ) b

0

1

0

0
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B(x,\,μ)

*»(*, λ, μ) = \-yiμ-Xiaιt(x9 λ, μ), ft18(Λ?, λ, μ) = X"8" V ^ β i s f o

und folglich auch B(x,\,μ) in

(5. 4) x € Z)(tf, r), λ € D(μ, β R, oo), μ € D(tf', £'; # ' , oo)

regular ist, und bi2(x, λ, μ) sich fur λ —• oo, /x —>• °o folgendermassen

asymptotisch entwickeln lasst:

δ1 2(^, λ, /i) ̂ Σκr(mt> miU; λ, μ)b12(x, \Ui'μ'nt),
r

wobei Πi und m zueinander prime natύrliche Zahlen sind so dass ni/rii = mj.

Es sei

ein Vereinigung von zwei Polygone, welche durch die Koeffizienten von

bγiix, λ, μ) und &130r, λ, yu.) gebildet werden, wo die absoluten Betrage der Neigungen

von PQPi und PvPv+ι bzw. nii und m i f i gleich sind. Es sei nti der absolute

Betrag der Neigung von PiPi+ι.

(A) Der Fall dass die folgenden Ungleichungen gleichzeitig gelten:

y* + m&k^0,~yk + mi+1xkS_0, (k = 0, , ΐ + l).1 0 )

In diesem Falle ist b13(x9 λ, μ) in (5.2) regular, und lasst es sich

folgendermassen asymptotisch entwickeln:

oo

bu(x, λ, μ) ̂ ΣKr(mί, mi+1; λ, μ)b12(x, \ni'μ"ni);
r=0 r

daher ist das System (5. 3) eine Normalf orm, wenn die charakteristische

Gleichung von (5. 3) voneinander verschiedene Wurzeln besitzt, und das System

(5.3) lasst sich nach den Zerlegungssatz ([2]) zum Falle von Art. 4 bringen,

wenn die charakteristische Gleichung eine zweifache Wurzel ^2(^) derart besitzt,

dass

ist.

(B) Der Fall dass mindestens eine Zahl k existiert, welche mindestens

10) # f c ^0, wenn
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eine von den folgenden Ungleichungen erfullt:

~yk + m^xk >0,~yk + mi+1xk > O.u)

(B)i Der Fall x~k = 0, yk = 0. In diesem Falle ist B(x, λ, μ) in

(5. 5) x € D(a, r), λ € D(a, β R, oo), μ 6 DCα:', /3'; i?'? oo) ; y f e , mk+i)

regular, und lasst es sich fur λ -> co? μ-> oo folgendermassen asymptotisch

entwickeln:

B(x9 λ, ̂ ) ^
r

wo wΛ und ̂ fc zueinander prime natύrliche Zahlen sind so dass n!c/nk = τnk

daher lasst sich das System (5. 3) entweder zur Normalf orm oder zum Falle von

Art. 4 bringen.

(B)2 Der Fallfe, ~yk) 4
s (0, 0). Wendet man die Transformation Z =P(λ, μ)Z

mit

P(\,μ) =

r l

0

0 0

0
L 0 Q λ-27*/3..-2z*,3j

auf (5. 3) an, so geht (5. 3) ins Folgende ύber:

(5. 6) dZ/dx = 7

Hierbei ist

_ rθ

B(x,\,μ)= 1 0 0

LQ 1 0

und folglich ist £(Λ:, λ, μ) in (5.5) ebenfalls regular, und lasst es sich fur

λ —> oo, μ—>oo folgendermassen asymptotisch entwickeln :

JJ\X, A, μ) — 2LJ ^r\Wlk> 1Mtc+l> Λ.,

WO

-0

1

-o

0

0

1

bis{
oo

0

0

11)
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daher ist das System (5. 6) eine Normalform.

13

6. Eine Anwendung des Ergebnisses des Artikels 5 auf eine Differen-
tialgleichung dritter Ordnung. Wir betrachten die Diίferentialgleichung

dritter Ordnung:

(6.
dx

λ)y = 0.

Wir setzen fur P(x, λ) und Q(x, λ) voraus, dass sie in

O, r), λ € D(tf, /S R, 00)x

regular sind, und dass sie fur λ -> 00 asymptotisch entwickelbar sind.

Wendet man die Transformation

(6; 2) x = 3; = 3/3, , " T T - ^

auf (β. 1) an, so geht (6. l) ins Folgende ύber:

(6. 3) dY/dt = λ//Γ!A(ί, λ, μ)Y,

in der

1 0

L 0 1

und folglich auch A(t, X, μ) in

(6. 4) t € ZXO, r ) , λ € JXμ, β R, oo),

regular ist, und es sich fur λ —*• °°, μ —*

entwickeln lasst ([7], S. 18, Hilfssatz 12):

0

0

< | M | < 00, (/J' = r y r )

folgendermassen asymptotisch

λ, μ)A (X, X μ'ι\

Da w = 1, m' = - 1 « = 1, w' = 1 w0 = 0 und wo = 1 ist, so hat man

m0 — 0, mό < 0 daher ist (6. 3) eine Normalform (IV). Fur

(6. 6) t € D(a, r"\{a + 0), λ i?, 00), R' < 00 [/(0,1)

kann man die Theorie des Artikels 5 auf (6, 3) anwenden, denn es entweder

&ik(t) 4= 0 oder ajk{t) = 0 in D(a, r") ist.
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N. B. Neuerdings hat Herr M. Iwano die folgenden Tatsachen bewiesen:
(i) Betrachten wir an Stelle von (2?β), (R7) und (i?8)
(2?') : x € D(0, r), λ € D ( Λ , # ϋ , oo), ^ € D « £'; R', oo); C7(l/3, oo),

so ist der Koeffizient λμ~3 B {x, λ, /A) der rechten Seite von (3. 2) in (2?') regular,
und lasst es sich fur λ-» °°, 6̂ —> °o folgendermassen asymptotisch entwickeln:

λ/i"3 B (x, X,μ)~Σ Kr (1/3, oo; X3 M) 5 U, \μ-3),

daher ist das System (3. 2) die Normalform (IV).
(ii) Betracht man z. B. den Fall dass v -> °o in (2. 5), so kann man mit

Hilf e von R. E. Langer zwei Falle (i?2), (2?s) gleichzeitig behandeln.
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