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Introduction

Dans ce travail, je donne les demonstrations des resultats des deux articles
de H.Cartan du colloque de topologie algebrique de Bruxelles de 1950:

1. Notions d'algebre differentielle.
2. Transgression dans un groupe de Lie.
On considere une operation d'une algebre de Lie L avec une connexion:

par exemple celle construite a partir d'un espace fibre principal ou plus particu-
lierement d'un espace homogene (chapitre 3). Deux problemes sont a resoudre:
trouver H(E) a partir de l'algebre des elements basiques BE, de l'algebre de
Lie L et d'une connexion (chapitre 5) et trouver H(BE) a partir de H{E), de
l'algebre de Lie L et de quelquechose de plus (chapitre 6). Les deux problemes
sont resolus par l'intermediaire de la theorie de Hirsch-Koszul (chapitre 1) dans
les cas oύ deux homomorphismes naturels sont des isomorphismes (homomor-
phismes fondamentaux du premier et du deuxieme problemes). Ces exigences nous
amenent a faire des hypotheses de reductivite pour l'algebre de Lie L (chapitre
4). Dans Γexemple d'un espace homogene, on peut obtenir des resultats tres precis
concernant la solution du deuxieme probleme et demontrer en particulier une
formule generalisee de Hirsch (chapitre 2).

Je remercie Monsieur Chevalley de son aide.

Chapitre 1. La theorie de Hirsch-Koszul.

1. Algebres graduees anticommutatives. Toutes les structures que nous

rencontrerons au cours de ce travail seront definies, sauf mention speciale, sur
un corps U commutatif et de caracteristique nulle.

Une algebre graduee E est un espace vectoriel gradue, c'est-a-dire la somme
directe d'espaces Ep {p entier quelconque), muni d'une multiplication bilineaire
et associative. On postule en outre les conditions suivantes:

1.1. si p est strictement nέgatif, Vespace vectoriel Ep est nul,

1.2. le produit Ep Eq est contenu dans Ep+q.

Dans ce travail, E+ designera toujours Γideal de E egal a ]P EP-
P>0
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Une algebre graduee est dite anticommutative si la condition suivante est

satisfaite:

1.3. si a et b sont des έlέments de Ep et de EQ, alors a b et (—l)pα b a

sont έgaux.

Un morphisme d'une algebre graduee (anticommutative) E dans une algebre

graduee (anticommutative) F est un homomorphisme de E dans F pour les

structures d'algebres, qui applique Ep dans Fp.

On peut definir le produit tensoriel de deux algebres graduees anticommu-

tatives E et F, note G = £ ® F . L'espace vectoriel Gp est le suivant :GP = ]P
Q+r = p

EQξξ)Fr. La multiplication est definie par linearite a partir de la definition

restreinte suivante:

1.4. si e, e, f et f sont des έlέments respectivement de Ep, EQ, Fr et F8,

alors

L'algebre graduee G est anticommutative.

Remarquons le cas trivial, oύ le produit de deux elements est toujours nul.

Ainsi un espace vectoriel gradue est un exemple d'algebre graduee anticom-

mutative.

Soient E et F deux algebres graduees et f un homomorphisme de Γespace

vectoriel de E dans celui de F; Γhomomorphisme f est dit de degrέ p, s'il

applique EQ dans FQ+P pour tout q. Un espace vectoriel gradue E (ou une algebre

graduee) est dit presque finiy si les espaces vectoriels Ep sont tous de dimension

finie.

Une algebre graduee anticommutative E est dite sous-algebre graduee

anticommutative de Γalgebre graduee anticommutative F, si et seulement si

Γensemble des elements de E est un sous-ensemble de Γensemble des elements

de F et Γinjection du premier ensemble dans le second, un morphisme d'algebres

graduees anticommutatives.

Soit E une sous-algebre graduee anticommutative de F. Une dέrivation de

E dans F est un homomorphisme f de l'espace vectoriel de E dans celui de F,

de degre pair, satisfaisant la condition suivante:

1.5. si a et b sont deux έlέments de E, alors f(a b) est έgal a

f(a) b + a.βb).

Si E et F sont egaux, on parle de derivation de E.

Soient / une derivation de E dans F de degre p et f une derivation de E

dans F de degre p. A partir d e / e t de/ ' , on peut definir une derivation de

degre p de E(g)E' dans F(g)F\ notee f*f9 par la formule suivante:
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1.6. (/*/ )(α ® b) = fia) ® 6 + α ®/"(&).

Une antidέrivation de £ dans F est un homomorphisme g de Γespace

vectoriel de E dans celui de F, de degre impair, satisfaisant la condition sui-

vante:

1.7. si a et b sont des elements de Ep et de E, alors g(a b) est έgal a

g(μ)-b + (-ma-gφ)).

Si E et F sont egaux, on parle d'antiderivation de E.

Soient g une antiderivation de E dans F de degre p et g une antiderivation

de E' dans F' de degre >̂. A partir de g et de g', on peut definir une antideri-

vation de degre p de E§§E' dans F&)F', notee #*(/', par la formule:

1.8. sz a et b sont des elements de Er et de E, alors (g*g')(a(g)b) est έgal

ά g

Pour verifier la condition 1.7, il suίfit de le faire pour une paire d'elements,

a ® b et c® d, avec a, b,c etd appartenant a £ r , E'\ Et et £ ' ϋ respectivement.

Enonςons le lemme suivant dont la demonstration est triviale:

LEMME 1.9. Si f et g sont des dέrivations de E, alors J°g~g°f est une

derivation de E. Si f et g sont des antidέrivations de E, alors fog -f gof est

une dέrivation de E. Si f est une derivation et g une antiderivation de E>

alors g°f—f°g est une antidέrivation de E. Enfin si f est une antidέrivation

de E, alors f2 έgal a f of est une dέrivation de E.

On peut demontrer aussi immediatement le resultat suivant:

LEMME 1.10. Si E est une algebre graduέe anticommutative engendrέe

par un sous-ensemble F d'έlέments homogέnes de E, deux dέrivations ou deux

antidέrivations ou deux morphismes de E dans G sont έgaux si et seulement

si ces applications coincident sur F. D'autre part si f est un morphisme de E

dans G, g une dέrivation{antidέrivation)de Eeth une dέrivation {antidέrivation)

de G, alors fog—h of est nul sur E, si et seulement sHl Vest sur F.

Un espace vectoriel gradue E est dit pair (ou impair), si Ep est nul pour

tout p impair (ou pair). D'autre part si E est un espace vectoriel gradue, V(E)

est Γespace vectoriel E gradue de la maniere suivante: Vj+1(E) = Ej.

II est temps d'illustrer ces definitions par quelques exemples. Considerons un

espace vectoriel gradue impair E de dimension finie v avec une base homogene:

Xi, x2, ,xv- Considerons aussi Γalgebre exterieure C(E) de E. Graduons-la elle

a pour base les elements Xjt/\XjMA Λ^jn avec jι <j2 < <jn;C
m(E) est le

sous-espace de C(E) engendre par les elements de la base pour lesquels la

somme des degres des x5 est egale a m. La condition 1.3 se verifie aisement

en remarquant que le degre de xh f\ xj% Λ Λ Xjn a la meme parite que n,

car chaque xs est de degre impair. La graduation ne depend pas de la base
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choisie.
Soit maintenant un espace vectoriel gradue pair F de dimension finie zv

avec une base homogene yuy2, ,yw. Considerons aussi Γalgebre symetrique
X(F) de F. Graduons-la elle a pour base les elements 3VJV '3^ a v e c Λ =
j 2 ^ ^jn;X

m(F) est le sous-espace de X(F) engendre par les elements de la
base pour lesquels la somme des degres des y5 est egale a m, La condition 1.3
se veriίie aisement en remarquant que le degre de y^ y^ >yjn est toujours pair,
puisque chaque y5 est de degre pair. La graduation ne depend pas de la base
choisie.

Remarquons que si E n'est pas impair ou F pas pair les algebres C(E) ou
X(F) peuvent etre graduees de la meme maniere. Ces algebres ne sont plus
anticommutatives. Si E est impair et si F est pair, il est aussi interessant de con-
siderer Γalgebre graduee anticommutative C(E) (g) X(F). Identifions selon Γusage
C(E) avec C(E) (g) 1 et X(F) avec 1 ® X(F). La somme directe E + F s'identifie
done a

LEMME 1.11. Tout hoπiomorphisme de Vespace vectoriel gradue E + F oil
E est impair et F pair dans une suralgέbre graduee anticommutative unitaire
B de C{E) (g) X(F), de degre pair (ou impair) est la restriction d'une et dune seule
derivation (ou antiderivation) de C(E) ® X(F) dans B. Tout homomorphisme de
degrέ 0 de E + F dans une algebre graduέe anticommutative unitaire G est la
restriction dun et dun seul morphisme de C(E) @ X(F) dans G.

L'unicite est due au lemme 1.10. Je me contente d'indiquer la derivation ou
Γantiderivation g dans le premier cas; Γhomomorphisme / donne est de degre
p. Pour j γ <j2 < <jm et kx ίg k2 rg . . . ig kn l'application g envoie Γelement
xh Λ Xjt Λ Λ xjm @ y^y^- -y^ sur Γelement suivant de B:

avec aQ egal a (-l) p ( 9- 1 } .
Une algebre diffέrentielle est une paire (β,d), oύ E est une algebre

graduee anticommutative et d une antiderivation de degre 4- 1 de E avec la
condition suivante

1.12. Vapplication d2 est nulle.
Un morphisme / d'une algebre differentielle (E, d) dans une algebre

differentielle (E, d) est un morphisme d'algebres graduees anticommutatives de
E dans E tel que fod et d'°f soient egaux.

On peut definir le produit tensoriel de deux algebres differentielles (E, d) et
(£', d): e'est la paire (E(&E\ d*d'\ Le cas particulier oύ d'est nul, nous permet
de definir le produit tensoriel d'une algebre differentielle et d'une algebre gra-
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duee anticommutative. Dans le cas d'une multiplication triviale, on a la notion

d'espace vectoriel differentielles.

2. Algebres differentielle filtrees. Une algebre dijfέrentielle filtree est un

triplet (E, dE, 9?̂ ) ou (E, d^) est une algebre differentielle et dis une suite de-

croissante d'ideaux Rp de l'algebre E:

E = RQ ID Rι ZD ID Rp ZD Rp+i'

avec les conditions suivantes:

2.1. le produίt Rp Rq est contenu dans Rp+q

2.2. la differentielle dE applique Rp dans Rp

2.3. V ideal Rp est un sous-es pace homo gene de E

2.4. Vintersection de Rp et de EQ est nulle si q est strίctement infέrieur

a p.

Appelons Tq le quotient de Γespace vectoriel gradue RQ par Γespace vec-

toriel gradue Rq+i. Notons bq Γhomomorphisme naturel d'espaces vectoriels

gradues de degre 0 de RQ sur TQ. Soit T la somme directe des espaces vectoriels

gradues TQ. L'espace T est bigradue, d'une part par la graduation des espaces

Tq (on parle de graduation totale, notee en indice superieur), d'autre part par

les sous-espaces vectoriels TQ (on parle de graduation filtrante, notee en indice

inferieur).

Considerons Γapplication bilineaire suivante de Tp X TQ dans Tp+q: a

chaque element de Tp ou de TQ faisons correspondre un representant dans

Rp ou RQ, puis multiplions-les dans E; Γimage par bp+q de Γelement de Rp+q

trouve est le resultat de Γapplications. Ces applications se prolongent d'une seule

maniere en une application bilineaire de T x T dans T. Grace a cette application,

T est muni d'une structure d'algebre graduee pour les deux graduations, anti-

commutative pour la graduation totale.

Un raisonnement analogue, a partir de la condition 2.2,nous permet d'intro-

duire une differentielle dτ dans T, pour la graduation totale. Pour la gra-

duation filtrante, on a le resultat suivant: dτ est de degre 0 et bp est un mor-

phisme de l'espace vectoriel differentiel (Rpy d^) sur l'espace vectoriel differentiel

(Tp, dτ). Non seulement l'algebre de cohomologie de T, notee K, est une algebre

graduee anticommutative pour la graduation totale, mais encore la structure

d'espace vectoriel bigradue de T donne a K une structure d'espace vectoriel

bigradue. On designe par Kp et KQ les sous-espaces de K des elements de

degre filtrant p et de degre total q respectivement. L'intersection de Kp et de

KQ est notee K%.

On reconnait en T et en K les algebres numerotees 0 et 1 de la theorie

spectrale. Le but des pages qui suivent est de construire dans certains cas une

differentielle da: sur l'algebre K(ou encore sur l'espace vectoriel gradue de K)
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telle que Γalgebre de cohomologie H(K, dκ)soit isomorphe a Γalgebre de cohomo-
logie H(E, dE) (ou respectivement que Γespace vectoriel gradue de cohomologie
H(K, diς) soit isomorphe a Γespace vectoriel gradue de Γalgebre de cohomologie
H(E, dE)). Le role essentiel va etre joue par la sous-algebre de E dont la defi-
nition suit.

Appelons Zp Γespace vectoriel des elements de Rp que ds applique dans
Rp+1 et Dp Γespace vectoriel engendre par dβ(Rp) et RP+i. Ce sont deux sous-
espaces homogenes de E : appelons Z% et D% les intersections de Zp et de Dp

avec EQ. L'homorphisme bp applique Zp sur le sous-espace des cocycles de Tp.
II en decoule un homorphisme ap de degre 0 pour la graduation totale de Zp

sur Kp : le noyau en est Dp.
La condition 2.4 indique en particulier que Γintersection de Ep~x et de Rp

est nulle. Par consequent D£ est toujours nul; Γhomomorphisme ap induit un
isomorphisme de ZJ sur K$. Notons Bp le sous-espace ZJ de Ev. La somme
directe des Bv est un sous-espace homogene de JE, appelons-le B. Les isomor-
phismes de Bv sur K% permettent de construire un monomorphisme naturel j
d'espaces vectoriels gradues de B dans K. Puisque le produit Zp Zq est contenu
dans Zp+Q, le sous-espace B de E est une sous-algebre graduee anticommutative
de E. Le monomorphisme j est un morphisme d'algebres graduees anticommu-
tatives (pour K, il s'agit de la graduation totale). II permet de donner a K une
structure de β-module a droite interessante. D'autre part la differentielle dE

applique Zp dans Zp+i, on a done le resultat suivant:

2.5. la diffέrentielle dE applique Bp dans BP[\

3. Les N-inversions. Soit N un sous-espace vectoriel de K, homogene
pour les deux graduations, sous-JB-module de K pour la structure de 5-module
a droite de K, definie dans le paragraphe precedent.

Une N-inversion de E est une application k de N dans E satisfaisant aux
conditions suivantes :

3.1. Vapplication k est un B-homomorphisme

3.2. Γapplication k est un homomorphisme de degre 0 de N dans E (il s'agit
de la graduation totale de N)

3.3. Vapplication dEok applique N dans k(N)

3.4. Γintersection Np de N et de Kp est appliquέe dans Zp par k et sur
celle-ci, apok est egal a Γinjection de cette intersection dans Kp.

Si N est egal a K, on parle ^inversion de E. L'inversion est dite mul-
tiplicative si k est un morphisme d'algebres graduees de K dans E.

Voici un lemme qui va nous permettre d'exploiter cette notion.

LEMME 3.5. Si k est une N-inversion de E, k~Λ (Dp) est έgal a ^ NQ.
q>p
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En effet k applique NQ dans Zq qui est contenu dans Dp si p est strictement

inferieur a q. D'autre part soit x un element non nul de N que k applique

dans Dp. Ecrivons x sous la forme ][] xt9 avec xi appartenant a Nt et xm non

nul: ainsi k(x) appartient a Zm et am°k applique x sur xm. Puisque xm n'est

pas nul, amok n'applique pas x dans Dm. Par consequent Dp n'est pas contenu

dans Dm, autrement dit m est strictement superieur a p, ce qu'il fallait de-

montrer.

LEMME 3.6. Une N-inversion est toujours un monomorphisme.

En effet le noyau d'une JV-inversion k est contenu dans Γintersection des
sous-espaces k~\Dv) de N, done dans 0 d'apres le lemme 3.5.

LEMME 3.7. Si k est une N-inversion de E, il existe une et une seule

differentielle dN de Vespace vectoriel graduέ N avec la propriέtέ suivante: k

est un morphisme de (N, di*) dans (E, d^).

C'est trivial puisque k est un monomorphisme.

LEMME 3.8. Si k est une N-inversion de E, la diffέrentielle dN ίnduίte

applique pour tout p Vespace vectoriel ]P Nt dans Vespace vectoriel 23 Nt.
i^P i>p

En effet si i est superieur ou egal a p, l'espace vectoriel (k°dNχNί) qui est

contenu dans d^Ri) est un sous-espace de Dp. Le lemme 3.5 permet de conclure.

Ainsi ds applique N dans le sous-espace ^ Nt. La projection pN de N sur
ί>0

No est done un morphisme de (N, dN) sur (Nθ9 0). II en decoule un morphisme

p* d'espaces vectoriels gradues de H(N, dN) dans No.

Dorenavant nous utiliserons du lemme 3.5 que le corollaire suivant:

LEMME 3.9. Si k est une N-inversion de E, pour tout p, Vintersection de

k(N) et de dJ^Rp) est contenue dans Rv+\.

En effet cette intersection est Γimage par k de k~\d^Rp)) qui est contenue

dans k~\Dp). Elle est done contenue dans Γimage par k de la somme 23 Nq.
Q>P

Cette image est contenue dans RP+ι.
Remarquons que si k est une inversion multiplicative, la differentielle dκ

qui s'en deduit est une differentielle pour la structure d'algebre graduee de K.

4. Les inversions. II s'agit essentiellement de demontrer le theoreme

suivant:

THEOREME 4.1. Soit k une inversion {respectivement une inversion mul-

tiplicative) dune algebre dijfέrentielle filtrέe (£, dE, 9tΛ). Appelons dκ la diffέ-
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rentiέlle de K dέduite de cette inversion. ΊJinversion k determine un iso-
morphisme k* despaces vectoriels graduέs (respectivement dalgέbres graduέes
anticommutatives) de H(K, dκ) sur H(E, dE).

Je vais demontrer ce theoreme a Γaide du lemme 3.9 et du lemme evident
suivant.

LEMME 4.2. Soίt (F, d) un espace vectoriel diffέrentiel et soίt G un sous-
espace stable de F. Uinjection de G dans F determine un isomorphisme des
espaces de cohomologie H(G, d) et H(F, d) si et seulement si la condition sui-
vante est satisfaite: tout έlέment de F dont le cob ord appartient a G est la
somme dun έlέment de G et dun cobord de F.

Soit x un element de Rp dont le cobord appartient a k(K). Le lemme 3.9
demontre que d^x) appartient a Rp+i. Par consequent x est un element de
Zp et (koap)(x) — x un element de Dp. Autrement dit x est la somme d'un
element de k(K), d'un cobord et d'un element de Rp+1. Le cobord de ce dernier
element appartient a k(K). En repetant Γoperation a partir de p nul, on de-
montre que tout element de E dont le cobord appartient a k(K) est la somme
d'un element de k(K), d'un cobord et d'un element de RQ.

Si Γelement x est homogene de degre p, la decomposition peut se faire en
degre p et si q est strictement superieur a p, Γelement de Rq de la decompo-
sition est nul. Si Γelement x n'est pas homogene, on decompose chacune de ses
composantes comme ci-dessus. Ainsi tout element de E dont le cobord appar-
tient a k(K) est la somme d'un cobord et d'un element de k(K); le lemme 4.2
permet de conclure.

Nous savons que la differentielle dE applique B dans B. Le monomorphisme
j de B dans K est done un morphisme d'espaces vectoriels differentiels de
(B,dE) dans (K,dk). Puisque Γapplication k°j est egale a Γinjection de B dans
E, le theoreme suivant est evident.

THEOREME 4.3. Soit k une inversion dune algebre dijfέrentielle filtree
(E, du, 3ϊ̂ ?) (respectivement une inversion multiplicative). Le monomorphisme
naturel j de B dans K dέtermine un morphisme j * despaces vectoriels graduέes
{respectivement dalgebres graduέes anticommutatives) de H(B, dE) dans H(K,dκ).
Le morphisme compose k*°j* est έgal a celui de H(B, dE) dans H(E, dE) dύ
a Vinjection de B dans E.

Les cocycles de Γalgebre differentielle (E,dE) sont des elements de Zo et
les cobords sont des elements de Do. II existe done un morphisme naturel q
d'algebres graduees anticommutatives de H(E, dE) dans Ko. Rappelons que nous
avons defini un morphisme pi de H(K, dκ) dans Ko dans le paragraphe pre-
cedent. Le theoreme suivant decoule de la condition 3.4.

THEOREME 4.4. Soit k une inversion dune algebre diffέrentielle filtrέe
(JS, dE, ΪRE). II existe un homomorphisme naturel q de H(Ey dE) dans Ko.
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L homomorphisme compose q°k* de H(K, dκ) dans Ko est egal a Γhomomor-
phίsme dύ a la projection de K sur Ko.

5. Algebres de Chevalley. Abordons le probleme de Γexistence d'une
inversion pour une algebre differentielle filtree dans ce but, faisons la sup-
position suivante: (condition F)

5.1. il existe un sous-es pace vectoriel F de Ko, homo gene et de dimension
finie les injections canoniques de F et de B dans K determinent un isomor-
phisme de F®B sur K (Γelement f® b a pour image le produit des images
de f et de b).

Le sous-espace F$ξ)Bp est applique par cet isomorphisme sur Kp. Completons
la condition F de la maniere suivante: (condition de Chevalley)

5.2. le sous-espace F de Ko est une sous-algebre de K; il contient un sous-
espace vectoriel graduέ impair P dont Vinjection dans F se prolonge en un
isomorphisme de Valgebre extέrieure graduέe C(P) sur Valgebre F tout έlement
de P est Vintage par a0 dun element de Zo que dE applique dans B; Γalgebre
E possede une unite.

II existe done un homomorphisme Sp de degre 0 de Γespace vectoriel gradue
P dans Γespace vectoriel gradue Zo avec les proprietes suivantes: Γapplication
ao°sP est egale a Γinjection de P dans Ko et Γimage de Ppar Γapplication dE°sP

est contenue dans B appelons wP cette application. Les elements de P sont
dits transgressifs et Γapplication wP est une transgression.

THEOREME 5.3. Toute algebre de Chevalley possede au moins une inversion
multiplicative. Pour une transgression τvP donnee, Vinversion peut etre choisίe
telle que la differentielle correspondant de K jouisse de la propriέtέ suivante:
la restriction de dm au sous-espace P de K est egale a Vhomomorphisme com-
pose de la transgression choisie wP de P dans B et de Γhomomorphisme natu-
rel j de B dans K.

Soit done sP un homomorphisme de la condition de Chevalley, dont derive
la transgression wP choisie. Appelons k Γunique morphisme d'algebres graduees
anticommutatives de K dans E jouissant des proprietes suivantes: la restriction
de^ a Pest egale a Γhomomorphisme sP et Γapplication k°j est egale a Γinjection
de B dans E. Les conditions 3.1 et 3.2 sont verifiees immediatement il sufEt
de contrόler les conditions 3.3 et 3.4 sur P et sur j(B).

La restriction de k°dκ a P est egale a celle de dE°k, e'est-a-dire a dE°sP ou
encore a xvP. Une transgression wP est toujours egale a Γhomomorphisme k°j°
Wp. Par consequent la restriction de ά a ? est egale a Γapplication compose
j°Wp. Le theoreme est ainsi demontre.

6. Algebres de Hirsch-Koszul. Cette fois la condition F est a completer
de la maniere suivante (condition de Hirsch-Koszul):
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6.1. tout έlέment du sous-espace F de Ko est Vimage par a0 d'un έlέment
de Zo que la diffέrentίelle dE applique dans R2.

Designons par MQ le sous-B-module de K engendre par les elements homo-
genes de F de degre total strictement inferieur a q. Une ^-inversion est une
Mg-inversion : on la notera kq. Les elements de F de degre total q forment
un sous-espace JP3 de F.

LEMME 6.2. Si kq est une q-inversίon d'une algebre de Hirsch-Koszul,
alors pour tout p, chaque έlέment de FQ est Vintage par a0 d'un element de Zo

que la dijfέrentielle dE applique dans le sous-espace vectoriel de E engendre
par kQ(Mq) et par R%+1.

On demontre ce lemme par induction sur p. La condition 6.1 demontre le
lemme pour p inferieur ou egal a 2. Supposons p superieur ou egal a 2 et fai-
sons le passage de p a p + 1.

Soient x un element de FQ et y un element de Zo que a0 applique sur x
et da, dans le sous-espace vectoriel de E engendre par kQ(MQ) et par R% j :dί(y) = u
+ v. Les elements dβ(v) et — djji) sont egaux. En vertu de la condition 3.3,
l'element d^v) appartient a Γintersection de kQ(MQ) et de d^Rp). D'apres le
lemme 3.9, l'element d^υ) est done un element de Rp+1. Autrement dit v est
un element de Zq}\

D'autre part en vertu de la condition F, Γespace vectoriel KqpΎ est isomorphe
a Γespace vectoriel FQ+1~P ® Bv. L'espace vectoriel KqpJ est done contenu dans
Mq, puisque p est superieur ou έgal a 2. Or ap(v) appartient a Kqpl e'est done
un element de Mq.

L'element ap(kq(ap(r)) — v) est nul. Ainsi kq(ap(v)) — v appartient a ΣF£ι.
II est done possible d'ecrire v sous la forme suivante: v = h -\- dsίjn) +- n avec
h appartenant a kQ(Mq), m a Rpet n a Rlt\. Par consequent y — m est un ele-
ment de Zo que dE applique dans le sous-espace de E engendre par kQ{Mq) et
par RlXi et que a0 applique sur x. En effet ao(m) est nul, puisque m est un
element de Rlm Le lemme est ainsi demontre.

LEMME 6.3. Si kq est une q-inversion dϊune algebre de Hirsch-Koszul,
alors chaque έlέment de Fq est Vintage par a0 d'un έlέment de Z% que la dif-

fέrentielle dE applique dans kq(Mq).

Pour le demontrer, il suffit d'appliquer le lemme 6.2 en choisissant p egal
a q + 2. On obtient sans autre le resultat ci-dessus, puisque R%X\ est nul et que
Γelement de Zo peut etre choisi de degre q.

LEMME 6.4. Toute qήnversion άune algebre de Hirsch-Koszul est la res-
triction a Mq d'une q -f 1-ίnversion.

Soient fι,f2, ,fm les elements d'une base de F 9 et gι,g2, 9gm des elements
de Zo que dE applique dans kq{Mq) et aQ sur fl9f29 ,fm respectivement (kQ etant
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ne g-inversion).

Ceci etant, soit kQn Γunique β-homomorphisme de Mq+ι dans E, qui ap-

plique les elements ft sur les elements gt et dont la restriction a Mq est egale

a kg. II est aise de verifier les proprietes de q + 1-inversion.

THEOREME 6.5. Toute algebre de Hirsch-Koszul possede au moins une

inversion.

Puisque Mo est nul, il existe toujours une O-inversion. D'apres le lemme 6.4,

il existe done une g-inversion pour tout q. Enfin si q est strictement superieur

aux degres des composantes homogenes FQ non nulles de F, Mq est egal a K

et une g-inversion est une inversion. Le theoreme est ainsi demontre.

7. Un cas particulier. Soit (E,dE) une algebre differentielle avec une unite.

Supposons que Γespace vectoriel gradue de E est la somme directe de sous-

espaces homogenes Ep avec p positif ou nul. Par consequent Γespace de E est

bigradue. La graduation d'algebre differentielle est dite totale et celle donnee

par les Ep est dite filtrante. Supposons en outre les conditions suivantes sa-

tisfaites:

7.1. le produit EP EQ est contenu dans Ep+q,

7.2. Vintersection E% de Ep et de Eq est nulle si p est strictement infέrieur

άq,

7.3. la diffέrentielle dE applique Ep dans Vespace Σ EQ>

7.4. la diffέrentίelle dE applique El dans Vespace Σ Eq.
Q>P

THEORέME 7.5. Soit (E, dE) une algebre differentielle satisfaisant aux

conditions 7.1-7.4. Appelons ίRB la suite des ideaux Rp έgaux a ^ Eq. Alors le

triplet {E, dE, 3ϊί;) est une algebre diffέrentίelle filtrέe. Ualgebre bigraduee T est

ίsomorphe a Valgebre bigraduέe E. La diffέrentielle dτ correspond a la diffέ-

rentielle corrigέe de E dέfinie de la maniere suivante: si x est un έlέment de

Ep, dt(x) est la composante homogene de degrέ filtrant p de ds{x). Ualgebre

K est isomorphe a Valgebre H(E, dE) et Valgebre KQ est isomorphe a Γ algebre

H(E0, dE). Enfin Valgebre B est έgale a la sous-algebre Σ Ep de E.

Pour le demontrer, il surfit de considerer toutes les definitions dans ce cas

particulier. On demontre de meme le theoreme suivant:

THEOREME 7.6. Soit (E,dE) une algebre diffέrentielle satisfaisant aux

conditions 7.1-7.4. Filtrons-la par la suite diE. Si Γhomomorphisme naturel de
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H(Eθ9 dE) 0 Σ Ep dans H(E, dE) est un isomorphisme, la condition F est satis-

faite. Si Vespace vectoriel Ex est nul et si la dimension de H(Eθ9 dE) est finie,
la condition de Hirsch-Koszul est satisfaite. Si Γalgebre H(E0, dE) contient un
sous-space homogene impair P de dimension finie dont Vinjection se prolonge
en un isomorphisme de Γalgebre exterieure C(P) sur Γalgebre H(E09 &) et dont
chaque element homogene de degrέ p {pour tout p) a un reprέsentant dans Eo

que la diffέrentielle applique dans Γespace vectoriel engendrέ par EIX\ et par

i \ alors la condition de Chevalley est satisfaite.

Chapίtre 2. Cohomologie des X-modules [7-gradues.

8. Definitions. Soit V un espace vectoriel gradue de dimension finie v pour
lequel Vo est nul. Considerons Γalgebre symetrique graduee X(V). Un X(V)
module U-graduέ est un X(V)-inodule M qui est gradue pour la structure in-
duite d'espace vectoriel avec la condition :

8.1. le sous-espace Vι Mj est contenu dans Mί+j.

Une X(V)~algebre U-graduee est une X(y)-algebre qui est une [7-algebre gra-
duee anticommutative pour la structure induite de [/-algebre avec la condition
8.1. II est possible de munir X(V) d'une structure de X(V)-algebre ?7-graduee
naturelle, en utilisant comme operation externe de X(V)-algebre Γoperation
interne de X(V).

Soit E un espace vectoriel gradue de dimension finie v. Considerons Γespace
vectoriel gradue V(E) pour lequel Vί+1(E) et Eι sont egaux pour tout i. Au
cours de ce travail, au lieu dέcrire X(V(E))9 nous έcrirons X(E). Soit M un
X(jE)-module ?7-gradue. Considerons Γapplication suivante dw de Γespace vectoriel
gradue C(E) @ M dans lui-meme (Γespace vectoriel C(E) est celui de Γalgebre
exterieure de E, gradue a partir de la graduation de E):

8.2. si el9e2,' ,en sont des elements de E, si m appartient a M, alors

du(βι Λ e2 Λ Λ en® m) est έgal a Σ ( - l ) i + 1 eί Λ e2 Λ -et A Λ en®

II est aise de verifier que (C(£) ® M, dM) est un espace vectoriel differentiel.
Remarquons que si E est un espace vectoriel impair et M une X(E) sl

gebre i7-graduee, alors dM est une differentielle de Γalgebre graduee anticom-
mutative C(E) ® M.

Dans tous les cas, on peut munir Γespace vectoriel gradue C(E) ® M d'une
autre graduation interessante, indiquee par un indice inferieur, en introduisant
sur E la graduation oύ E et Ex sont egaux et sur M celle oύ M et Mo sont
egaux. Pour cette graduation, Γapplication dM est de degre — 1. Puisque
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C(E) ® M est bigradue, nous obtenons un espace vectoriel de cohomologie
bigradue H(M). Remarquons en outre:

8.3. si r est strictement supέrieur a la dimension de E, alors Vespace vec-
toriel Hr(M) est nul.

D'autre part (C(E) ® M)o est egal a 1 ® M et (C(£) ® M)l9 a £ ® M , que Ar
applique sur 1 ® £ M, qui est egal a 1 ® X+(Έ) M. Par consequent,

8.4. Vespace vectoriel H0(M) est isomorphe au quotient M/X+(E).M.

Soient E' et E" deux espaces vectoriels gradues de dimensions finies et M et
M",un X(£')-modules et un X(E")-module C/ gradues. Appelons £ la somme directe
gradues de E' et de E". II existe un isomorphisme naturel des espaces vectoriels
bigradues C(E) et C(£)® C(E") et un isomorphisme naturel des algebres graduees
X(E) et X(E)^X(E') (dans cette derniere la multiplication est definie classiquement
et non pas comme le premier chapitre pourrait le faire croire : (α ® b) (c ® J)
est egal a a c ® 6 (i). Grace a cet isomorphisme il est possible de donner a
Γespace vectoriel gradue M egal a NT ® M" une structure interessante de X(E)~
module ϊ7-gradue: par definition on aura (x'ξ$x") (m'®m") egal a x m(g) x' m".
Grace aux isomorphismes mentionnes, il est aise de verifier que les espaces
vectoriels differentiels suivants sont isomorphes : (C (E) ® M, dM) et (C(E))
®M\dM(C(E")g>M\dM',l Designons par M ' ( § M " , le X(£)-module U-
gradue M. Pour la cohomologie, on demontre immediatement le lemme suivant:

LEMME 8.5. Si M est un X(E)-nιodule U-gradue et M", un X(E')-nιodule

U-gradue, alors pour tout couple (p, q), les espaces vectoriels H?}(M' ® M") et

Σ Hp

q,(M')®Hp

q;(M') sont isomorphes.
P' +P" ap
Q' + q"=q

Tout espace vectoriel gradue M peut etre considere comme un X(£)-module
Lr-gradue avec E nul. La differentielle dM est alors nulle. Done si M est un
espace vectoriel gradue et N, un X(E)-module U-gradue, alors Mζ&N est aussi
un X(£)-module [7-gradue et pour tout couple (/>, q), les espaces vectoriels

Hp

q(M(g)N) et Σ Mv> ® HP'\N) sont isomorphes.
P'+P" = P

Considerons maintenant X(£), X(E) et X(E") comme des X(£), X{E) et
X(£")"m°dules ί7-gradues respectivement. Pour ces structures, X(Έ) et X{E') ®
X{E") sont isomorphes. D'autre part, si ί1 est un espace vectoriel de dimension
1, les Hp

q(X(F)) sont tous nuls, excepte H§(X(F)) qui est de dimension 1. Une
demonstration simple utilisant ces remarques et le lemme 8.5 demontre par
induction sur la dimension de E, le lemme suivant:

LEMME 8.6. Les espaces vectoriels Hq (X(E)) sont tous nuls, excepte
HQ (X(E)) qui est de dimension 1.

9. Premiers resultats. Voici un theoreme qui va nous permettre de de-
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duire quelques premiers resultats de ce chapitre.

THEOREME 9.1. Soit une suite exacte de X{E)-modules U-graduέs 0 - — *

P *Q >R ^0 on peut dέfinir pour tout entier s une suite de la forme

suivante: 0

En effet on a la suite suivante exacte d'espaces vectoriels differentiels et
bigradues:

0 KOE) ® P, dP) KC(£) ® Ω, dq)—
La suite exacte de cohomologie donne le resultat enonce, puisque les different-

ielles sont de degre + 1 pour la graduation superieure et — 1 pour la graduation

inferieure.

Soit M un sous-espace vectoriel homogene supplemental de XA(JE) M

dans M. L'espace vectoriel M est done isomorphe a Γespace vectoriel H0(M).

Considerons Γhomomorphisme naturel du X(£)-module [/-gradue X(E) ® M'

dans M et appelons M" le X(£)-module [Λgradue noyau de cet homomorphisme.

Nous obtenons une suite exacte de X(£)-modules [7-gradues: 0 *• M' ^

X(E) ® M >M ^0. Les lemmes 8.5 et 8.6 et le theoreme 9.1 nous donnent

alors les resultats suivants pour la cohomologie de M".

LEMME 9.2. Pour tout q strictement positif et pour tout p les espaces
vectoriels Hp

q(M) et Hp

qt\(M") sont isomorphes.

Ce lemme et le fait que les espaces Hr(M) sont tous nuls pour strictement

superieur a la dimension de E permettent des demonstrations par induction,

comme nous le verrons (theoremes 9.4 et 9.6). D'autre part le choix de M' ne

se fait pas d'une maniere biunivoque. A ce propos voici un lemme:

LEMME 9.3. Soit f un morphisme de X(E)-modules U-graduέs de M dans
N, determinant un monomorphisme f* de H{M) dans H(N). On peut choisir
M' et N' de telle maniere que f applique M dans N'.

Choisissons M'. Ceci etant, puisque f* est un monomorphisme, Γintersection

def(M) et de X+(E) N est nulle. II est done toujours possible de choisir N'

contenant f(M). En fait, il suίfit de supposer que/* induit un monomorphisme

de H0(M) dans H0(N).

THEOREME 9.4. Soit f un morphisme de X(E)-modules U-graduέs de M
dans N, determinant un isomorphismef* de H(M) sur H(N). Uhomomorphisme

f est alors un isomorphisme.

On le demontre par induction sur p, pour les X(iζ)-modules [7-gradues M

dont les espaces Hr(M) sont nuls si r est strictement superieur a p. Le theoreme

est demontre par le cas ou p est egal a la dimension de E. Si ^>est egal a —1,

les espaces M et N sont nuls et Γisomorphisme est trivial.
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Le passage de p— 1 a p se fait par Γintermέdiaire des X(£)-modules
[7-gradues M" et N". En utilisant des espaces M et N donnes par le lemme
9.3, on peut construire un homomorphisme g de M" dans N". La suite exacte
de cohomologie du theoreme 9.1 demontre que Γhomomorphisme g* est lui aussi
un isomorphisme. L'hypothese inductive demontre done que g est un isomor-
phisme. Par suite Γhomomorphisme f est aussi un isomorphisme.

Supposons maintenant Γespace vectoriel de M presque fini, autrement dit
les Mp sont tous de dimension finie. Si P est un espace vectoriel gradue fini,
on designe par P(x) la serie formelle, dite de Poincare, dont le coefficient de
xv est egal a la dimension de Pp. Considerons la serie formelle suivante (v est
la dimension de Γespace E):

9.5. U{x,y) = Σ, fHz{M){x).

THEOREME 9.6. Si M est un X(E)-module U-graduέ presque fini, les series
H(M){x) et U(x,\) sont έgales et les series M{x) et X(E)(x) U(x, - x) sont έgales.

La premiere egalite est immediate. On demontre la deuxieme par induction
pour les X(i£)~modules ϊ7-gradues presque finis dont les espaces HZ(M) sont nuls
si z est strictement superieur a p. Le theoreme est demontre par le cas oύ p est egal
a la dimension de E. Si p est egal a — 1, Γespace M est nul et Γegalite est triviale.

Le passage de p — 1 a p se fait par Γintermediaire du X(2ζ)-module U-
graduέ presque fini M". D'apres l'hypothese inductive, les series M\x) et
X(E)(x) U"(x, — x) sont egales. D'apres le lemme 9.2, les series U(x,y) — Ho

(M)(x) et y/x U"(x9y) sont egales. Enfin les series M'\x) + M(x) et X(E)(x)
H0(M)(x) sont egales. La conclusion est alors immediate.

10. Les X-algebres t/-graduees. La fin de ce chapitre va etre consacree
a Γetude des X(Z£)-algebres t/-graduees unitaires, E etant un espace vectoriel
gradue impair. Soit M une telle algebre nous supposerons en outre que la
dimension de M° est egale a 1. Nous savons que (C(E) ® M, dM) est une
algebre differentielle.

Appelons XM Γhomomorphisme de X(E) dans M qui a x fait correspondre
x l. Puisque la differentielle dM est nulle sur 1 ® M, Γinjection de M dans
C{E) ® M determine un homomorphisme yM de M dans H(M) qui est έgal a
H(C(E) ® M, da). Enfin puisque dM applique C(E) ® M dans C(E) <g) M+ et
que M° est de dimension 1, la projection pM de C(E) 0 M sur C(E) determine
un homomorphisme zM de H(M) dans C(E). L'application zM est de degre 0
pour les deux graduations. Les applications xM> yM, zM sont des homomorphismes
pour les structures d'algebres.

Nous appliquerons les resultats de ce chapitre aux algebres de Chevalley
grace au theoreme suivant, dont la demonstration n'est que la transcription des
resultats des paragraphes 4 et 5. Utilisons les notations de ces paragraphes.
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THEOREME 10.1. Soit (25, dE, $lE) une algebre de Chevalley. Supposons que
la sous-algebre F de K est ίsomorphe a Ko. Soit w une transgression de P
dans B. La dimension de B° est alors έgale a 1 et Γhomomorphisme zv se
prolonge en un homomorphisme de X(P) dans B, qui donne a B une structure
de X(P)-algebre U-graduέe unitaire. Si la diffέrentielle dE est nulle sur Val-
gebre B, alors il existe un isomorphisme b de Γalgebre de cohomologie de la
X(P)-algebre U-graduέe (avec la graduation supέrieure) sur Valgebre graduέe
H(E,dE), tel que Γhomomorphisme de B dans H(E,dE) dύ a Vinjection de B
dans E soit έgal au compose b°y$ et tel que Vhomomorphisme compose de
Γhomomorphisme naturel q de H(E, dE) dans Ko et de Γisomorphisme de Ko

sur C(P) soit έgal au composέ zB°b~ι.

Revenons maintenant a la theorie generate. Voici un corollaire du theoreme
9.4.

THEOREME 10.2. Si M est une X{E)-algebre U-graduέe unitaire ayant
une cohomologie triviale (H%(M) est nul exeptέ Hl(M) qui est de dimension 1),
alors Γhomomorphisme XM est un isomorphisme de X{E) sur M.

En effet Γhomomorphisme xM est un morphisme de X(E) - algebres £/-gra-
duees. II determine un homomorphisme x\ de H(X(E)) dans H{M). La classe de
Γunite etant appliquee sur la classe de Γunite, cet homomorphisme est un iso-
morphisme. Le theoreme 9.4 en deduit Γisomorphisme.

Nous allons etudier la suite suivante:

XM yM ZM

X(E) -M—»H(M) —-C(£).
THEOREME 10.3. Le noyau JM de yM est έgal a X+{E). M et Γimage de

yM est έgale a H0(M).

En effet les cocycles de (C(E) ® M)o sont les elements de 1 ® M par
consequent yM est un epimorphisme de M sur H0(M). La demonstration de la
formule 8.4 en donne le noyau.

THEOREME 10.4. Limage CM de H{M) dans C(E) par Γhomomorphisme
ZM a une structure d> algebre extέrieure. Vinjection dans CM de Γ inter section de
CM et de E se prolonge en isomorphisme de Γalgebre extέrieure de cette in-
tersection sur CM.

Munissons le corps de base U d'une structure de X(lζ)-algebre [/-graduee
triviale et considerons la suite exacte suivante de X(iϊ)-algebres ίT-graduees:
0 *M+ *M >U >0. II en decoule une suite exacte de cohomologie:

zM

. . >H(M) »C(E) *H(M+) -. . .. L'image CM est done le noyau de
Γhomomorphisme suivant de C(E) dans H{M): a un element x de C(E) cor-
respond la classe dans H(M+) du cocycle dM{x 0 1). Appelons h cette appli-
cation.

L'algebre exterieure en question est contenue dans CM. Demontrons que CM
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y est contenue. Pour les degres 0 et 1, la proposition est evidente. Le passage

de p — 1 a p se fera grace au lemme evident suivant:

LEMME 10.5. Soίent x un element de E, y et z deux έlέments de la sous-

algebre de C(E) engendrέe par un supplementaire de Vespace vectoriel engendrέ

par x dans E. Si Vέlέment x /\ y + z appartient au noyau de h, Velement y

appartient au noyau de h.

Soit une base de E: el9 e2, ,eυ telle que Γintersection de E et de CM soit

engendree par les elements em+u >ev. Soit p superieur ou egal a 2 et faisons

le passage de p — 1 a p. Ecrivons un element c de CP(E) appartenant au noyau

de h sous la forme suivante:

c = Σ c(Ji,J2, - ',jP)ejx Λ eh Λ Λ ejp.

On peut ecrire cet element sous la forme suivante pour tout k:

c = ek Λ ( Σ ± <fjw '>ώ> hjn 1 ?. ,Λ-i) eh Λ Λ eh_x)
l<ii< <A;<...<jί)_1^i;

+ ( Σ c(#i> 9*>- ' >9p)-eoι Λ Λ egχ

Le lemme 10.5 et Γhypothese inductive demontrent a partir de cette forme, que

dans la premiere faςon d'ecrire c on peut supposer j2 strictement superieur a

m. Cette conclusion, le lemme 10.5 et l'hypothese inductive a nouveau de-

montrent que jι lui-meme peut etre suppose strictement superieur a m, ce

que nous voulions demontrer.

11. Un theoreme de reduction. Soit a nouveau une X(£)-algebre ?7-graduee

unitaire M. Remarquons que Γinjection de M dans C(E) ® M donne a C(E) ®

M et a H(M) des structures naturelles de M-modules.

D'autre part soit x un element de E de degre s. Cet element engendre

un espace vectoriel E" dans E. Soit K un espace vectoriel homogene de dimension

v — 1 supplementaire de E dans E. L'injection naturelle de X(E) dans X(E)

permet de donner a M une structure de X(£)-algebre ί7-graduee. Quant a

Γinjection de C(E) dans C(E), elle induit un M-homomorphisme du M-module

differentiel (C(E) ® M, d'M) dans le M-module differentiel (C(E) ® M, dM). Le

quotient est egal au produit tensoriel de (E", 0) et de (C(E) ® M,d'M). On

obtient done une suite exacte de cohomologie:

P
H\M) — H(M)

H(M)

Pour la graduation inferieure, ces horήomorphismes p,qetr sont de degre 0,-1
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et 0 et pour la graduation superieure 0 , - 5 et 5 + 1. Ce sont tous des
M-homomorphismes et p et r sont des homomorphismes pour les structures
multiplicatives. L'homomorphisme r est done nul, si Γimage de Γunite est nulle,
autrement dit si la differentielle dM applique x ® 1 dans X+(E') M. Nous avons
done demontre le lemme suivant:

LEMME 11.1. Si x est un element de E que XM applique dans X(E') M,
alors il existe des suites exactes de M-modules du type suivant:

0 — - Hl(M) — - H»(M) — - HTΛ (M) — - 0.

La condition du lemme est en particulier satisfaite pour un element appar-
tenant a Γintersection de E et de CM. En eίfet xM applique x dans X+(E) M+

qui est egal a X+(£') M + en degre s. En appliquant le lemme 11.1 un nombre
suffisant de fois, on demontre le theoreme suivant:

THEOREME 11.2. Soit M une X(E)-algebre U-graduέe unitaire. Appelons

E Γintersection de E et de CM et E un suppίementaire homogene de E dans E.

Consίdέrons έgalement la structure de X(E)-algebre U-graduέe de M. Uhomo-

morphisme naturel de H(M) dans H(M) est alors un monomorphisme qui

peut etre prolongέ en un isomorphisme despaces vectorίels bigraduέes de H(M)

® CM sur H(M).

Puisque les espaces vectoriels H0(M) et H0(M) sont isomorphes, il est in-
teressant de savoir quand les espaces vectoriels H{M) et H0(M) sont isomorphes,
pour pouvoir utiliser les rέsultats du theoreme 9.6. Designons par CM(X, y) la
serie formelle όu le coefficient de xmyn est egal a la dimension de (CM)™.

THEOREME 11.3. Soit M une X(E)-algebre U-graduέe unitaire. Si Γidέal
de H(M) engendrέ par yJ^M^) est έgal au noyau de ZM, les espaces vectoriels
bigraduέs HQ(M) ® CM et H{M) sont isomorphes. Si M est une algebre presque
finie, cette condition est έgalement nέcessaire et, si elle a lieu, les sέries sui-
vantes sont έgales:

H(M)(x) = [M(x)/X(E)(x)] [CJίx,\)/C4x, - x)l

On demontre la suffisance de la condition de la maniere suivante. D'apres

le theoreme precedent, il suffit de demontrer que les espaces vectoriels H(M)

et H0(M) sont isomorphes. Le noyau de zM contient toujours Γimage de H+(M)

par suite les espaces vectoriels bigradues H^(M) H{M) et H+{M) sont egaux.

Mais si p est strictement positif, les espaces Hp(M) et HP(M) sont egaux par

consequent HV(M) est nul.
Les formules du theoreme 9.6 demontrent directement la formule du the-

oreme 11.3. Quant a la necessite de la condition, on la constate de la faςon
qui suit. Le lemme 11.1 demontre que Γespace vectoriel M+ H'%M)-\-M+ Hf1Z

s

s(M)
est isomorphe a un sous-espace de M+ Hp

q(M). Par consequent Γideal de
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H(M) engendre par Γimage de M+ a une serie qui ma jo re la serie M+ H(M)(x,y)
CM{x, y), c'est-a-dire la serie HQ (M)(X) H0(M)(X) CIU(X, y) ou encore la serie

H£(M)(X) HΪ(M)(X) CM(X, y). D'autre part cet ideal est contenu dans le noyau,
dont la serie est egale a H0(M)(X) CM (X9 y) — CJX T, 3;), c'est-a-dire kH0 (M)
(X) CM(X, y). Par consequent Γideal en question est egal au noyau.

REMARQUE. En fait on peut demontrer que Γisomorphisme du theoreme
11.2 peut etre un homomorphisme d'algebres et qu'alors la condition du the-
oreme 11.3 est toujours necessaire.

12. Un cas particulier. Supposons maintenant que M a une structure
d'algebre de polynόmes X(F), la dimension de F etant ίinie. Cette algebre est
done presque finie et les resultats du paragraphe precedent lui sont applicables.
Rappelons en premier lieu, un lemme ne faisant pas intervenir cette structure
d'algebre de polynόmes et demontre dans le livre Cartan-Eilenberg, Homological
Algebra a la page 151.

LEMME 12.1. Soient un X(E)-module U-graduέ M et une base de Γespace
vectoriel E:eue2, . ,ev, tels que la condition suivante soit satisfaite: appelons
M{ίc) le sous-espace vectoriel de M somme des sous-espaces eό M pour j infέrieur
ou egal a k alors pour tout k, si ek m appartient ά M{1c\ Velement m y
appartient aussi. Sous cette hypothese, Γespace vectoriel H(M) est alors έgal
a son sous-espace H0(M).

Voici maintenant trois lemmes de geometrie algebrique.

LEMME 12.2. Soit G un ideal d'une algebre de polynόmes M. Si pour
les structures induites d'espaces vectoriels de M et de G, Γespace quotient M/G
est de dimension finie, alors la dimension algebrique de G dans M est nulle.

II sufϊit de considerer le cas ou G est un ideal premier. Puisque M/G est
de dimension finie, tout element de cet anneau est algebrique sur le corps de
base U, par consequent le corps des quotients de Γanneau M/G est algebrique
sur U, autrement dit la dimension algebrique de G dans M est nulle.

LEMME 12.3. Soit G un ideal dune algebre de polynόmes Man variables,
engendre par p έlέments gu g2, >,gp. Supposons la dimension algebrique de G
dans M nulle. Alors p est supέrieur ou έgal a n, et si p est έgal a n> il
existe p gέnέrateurs de G,hl9h2, ,hp, combinaisons linέaires des gh tels que
pour tout r Γidέal de M engendre par huh29 -,hr soit purement de dimension
algebrique p — r.

On connait le resultat suivant (van der Waerden, Moderne Algebra, volume
II, premiere edition, page 80, deuxieme, page 71): si / est un ideal de M
different de M engendre par r elements zu z2y- ,zr de dimension algebrique
d^n — r, alors / est purement de dimension algebrique n — r et il existe r
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elements combinaisons lineaires des zj9 qui engendrent 7, tl9£2, A tels que pour

tout j Γideal engendre par tut29 ,ίj dans M soit de dimension algebrique

inferieure ou egale a n — j. La premiere partie de ce resultat apparait sous

forme de theoreme, la seconde apparait dans la demonstration de ce theoreme.

Appliquons la premiere partie du resultat a Γideal engendre par tlyt2,- -,tj.

Cet ideal est done purement de dimension algebrique n — j. Le resultat complete

de cette maniere nous donne la demonstration de la deuxieme partie du lemme.

D'autre part si p est inferieur ou egal a m, la dimension algebrique de G dans

M doit etre egale a n — p, n et p sont alors egaux, ce qui demontre la premiere

partie du lemme.

LEMME 12.4. Soient G un ideal d'une algebre de polynόmes M, purement

de dimension algebrique k et h un element de G. Si Vidέal engendrέ par G

et h est de dimension algebrique strictement infέrieure a k, alors pour tout

έlέment m de M, si h m appartient a G, m appartίent a G.

En effet G est Γintersection d'ideaux primaires Iz associes a des ideaux

premiers I[ de dimension algebrique k. Aucun 1\ ne peut contenir Γideal engendre

par G et h, autrement dit h n'appartient pas a 1\. Puisque Γideal // est primaire

et que h m appartient a It.9 Γelement m apparteint a IL. Par consequent m est

un element de G.

THEOREME 12.5. Soient deux espaces vectoriels graduέs impairs E et F

de dimensions finies e etf et une structure de X(E)-algebre U-graduee pour X(F)

= M. Appelons e la dimension de Γintersection de E et de CM. Supposons la

dimension de H0(M) finie. Alors e —f est supέrieur ou egal a e et Γέgalitέ a

lieu si et seulement si le noyau de ZM est έgal a Vidέal de H{M) engendrέ

par yM(M+).

Utilisons un espace E comme dans le paragraphe 11 et appliquons les

lemmes precedents avec G egal a X+(E) M. Les lemmes 12.2 et 12.3 demon-

trent que e — e est superieur ou egal k f. Les lemmes 12.2, 12.3, 12.4 et 12.1

demontrent que dans le cas de Γegalite, H{M) est egal a H0(M), cette condition

etant equivalente a la condition du theoreme. (theoreme 11.3)

Supposons inversement cette condition satisfaite. Nous pouvons utiliser la

formule du theoreme 11.3. Toutes les series convergent pour x entre 0 et 1.

Pour x tendant vers 1, le produit de la serie de droite par (1 — .r}nβ~etend vers

une limite non nulle. Puisque H(M)(x) est un polynόme a coefficients positifs

ou nuls, (1 — x) / H e edoit tendre vers une limite non nulle. Par consequent/-!- e

— e est nul, ce qu'il fallait demontrer.

Chapitre 3. Operations et connexions.

13. Operations. Une opέration d'une algebre de Lie L est une paire (E/t\
oύ E est une algebre graduee anticommutative et t un homomorphisme de
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Γalgebre de Lie L dans Γalgebre de Lie des derivations de E de degre 0 (voir le
lemme 1.9).

Un morphisme de la representation (E/t) de L dans la representation (E' /
t) de L est un morphisme f de Γalgebre graduee E dans Γalgebre graduee E'
tel que

13.1. pour tout έlέment x de L, f°t(x) et t'(x)°f soient έgaux.

On peut definir le produit tensoriel de deux representations d'une algebre
de Lie, (E/t) et (E'/t') : c'est la paire (E ® E'/t*t) oύ (t*t)(x) et t(x)*t'(x) sont
egaux. Le cas particulier oύ t' est nul, nous permet de definir le produit tensoriel
d'une representation et d'une algebre graduee anticommutative.

Une representation diffέrentielle d'une algebre de Lie est un triplet (E, d/t),
oύ (E,d) est une algebre differentielle et (E/t) une representation de L avec en
outre la condition suivante:

13.2. pour tout έlέment x de L, dot(x) et t(x)od sont έgaux.

Un morphisme d'une representation differentielle (E, d/t) dans une re-
presentation (E',d'/t') de la meme algebre de Lie est un morphisme f de E dans
Έ, qui est un morphisme d'algebres differentielles de (E,d) dans (E\ d') et un
morphisme de representations de (E/t) dans (E'/t).

On peut definir le produit tensoriel de deux representations differentielles
d'une algebre de Lie, (E,d/t) et (E\d'/t'). C'est le triplet ( £ ® E\ d*d'/t*t'). Le
cas particulier oύ d' et i sont nuls permet de definir le produit tensoriel d'une
representation differentielle et d'une algebre graduee anticommutative.

Une operation d'une algebre de Lie L est un quadruplet (E, d/t, i), oύ (E, d)
est une algebre differentielle, t une loi qui a chaque x de L fait correspondre
une derivation t(x) de E de degre 0 et i une loi qui a chaque x de L fait cor-
respondre une antiderivation i(x) de E de degre — 1, avec les conditions sui-
vantes:

13.3. les lots t et i sont des homomorphismes de Γespace vectoriel de L
dans Vespace vectoriel des homomorphismes de Vespace vectoriel de E dans
lui-meme,

13.4. les dέrivations t(x) et i(x)od + doi(χ) sont έgales,

13.5. la dέrivation i(x)oi(x) est nulle,

13.6. les antidέrίvations i([x, y]) et i(x)°t(y) — t(y)°i(x) sont έgales.

Remarquons que cette structure pourrait etre definie en n'utilisant que la
loi i. Le triplet (E, d/t) est une representation differentielle. Un morphisme d'une
operation de L (E, d/t,i) dans une operation de L (E\d'/t\ΐ) est un morphisme
/ de Γalgebre differentielle (E, d) dans Γalgebre differentielle (E\ d') tel que

13.7. les applications f°i(x) et i'(x)of soient έgales.
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On peut definir le produit tensoriel de deux operations de L, (E, d/t, i) et

(E\d'/t\ΐ): c'est le quadruplet (E&E' d*d'/t*t\i*i'), oύ (i*i')(x) et i(x)*i'(x)

sont egaux. Le cas particulier oύ les applications d\t et /' sont nulles permet

de definir le produit tensoriel d'une operation et d'une algebre graduee an-

ticommutative.

Remarquons que, puisque le carre de i(x + y) est nul

13.8. Vapplication i(x)oi(y) + i(y)oi(χ) est nulle.

Soit (E, d/t, i) une operation de L. Les elements de E annules par toutes

les derivations t{x\ appeles invariants forment une sous-algebre de E, stable

par d: IE. Les elements de E annules par toutes les antiderivations i(x) forment,

eux aussi, une sous-algebre XE de E. Les elements de Γintersection de XE et

de IE, dits basiques, forment egalement une sous-algebre de E, stable par d: BE.

Les injections de BE dans IE et de IE dans E defmissent deux homomorphismes

d'algebres graduees anticommutatives : H{BE) *- H(IE) *• H(E).

Remarquons encore que tout espace vectoriel gradue E, oύ Ep est nul si p

est strictement negatif, a une structure d'algebre graduee anticommutative, si on

definit la multiplication par Γegalite a b = 0. Cette remarque permet de definir

sans autre les representations, les representations differentielles et les operations

dans le cas vectoriel: chaque fois Γespace vectoriel doit etre muni de la mul-

tiplication triviale.

14. L'opέration fondamentale. Dorenavant Γalgebre de Lie L sera toujours

de dimension ίinie. Considerons maintenant Γespace vectoriel de Γalgebre de Lie

L gradue par Γegalite L — Lx. L'algebre exterieure C(L) est Γalgebre des

chaines de L. Soit x un element de L, definissons les endomorphismes suivants

de Γespace vectoriel de C(L) pour xl9x2,' ',xn appartenant a L:

j-ι Λ [x, Xj\ Λ Λ χn

Λ Xj Λ Λ χn

L'homomorphisme tc,L,(x) est une derivation de degrέ 0. Donnons a Γespace

vectoriel de C(L) une nouvelle graduation: soit p la dimension de Γespace

vectoriel de L et posons C2ι_m (L) = Cm(L). Introduisons la multiplication triviale

sur ce nouvel espace vectoriel gradue, oύ le produit de deux elements est tou-

jours nul, dans ce cas (C(L), dr(L)/tC(L),ic(L)) est une operation de L. Pour la

demonstration, je renvoie a la these de Koszul (pages 10-13). Sauf exception, il

s'agira dorenavant pour C(L) de la premiere structure d'algebre graduee anti-

commutative.

Soit L* Γespace vectoriel dual de L, gradue par Γegalite VH = I A L'algebre
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graduee anticommutative C{L*) est Γalgebre des cochaines de L appelee A(L).

Notons par < / * , / > la fonction bilineaire de dualite de L et de L* La fonction

definie par < / * Λ ? Λ ••• Λ ΰ , h Λ h Λ Λ ln > = determinant ( < /?,

lk>) est une fonction bilineaire de dualite de A(L) et de C(L). On fait operer

Z, sur A(L): (A(L), dA^L)/tA(L), iA(L)) oύ d ^ ) , ί^z), utz> sont les homomorphismes

duaux de — dGkL) •— tC{L), iσ{L). Je renvoie egalement a la these de Koszul. (pages

10-13). Le lemme suivant y est aussi demontre.

LEMME 14.1. Si yίyy2,. >,yt sont les elements dune base de Γalgebre de

Lie L et y[,y2r ,3>ί, les έlέments de la base duale de Vespace dual de L, alors

dΛ(L) est έgal a — X) e(y'3)otA{L)(y3).

L'application e(y) d'une algebre E est la multiplication a gauche dans E

par un element y de E.

Voici pour terminer une notion tres importante si (E, dE/tE, IE) est une

operation de L, une connexion est un homomorphisme / de Γalgebre graduee

anticommutative A(L) dans Γalgebre graduee anticommutative E, tel que

14.2. les applications f°tA{L){x) et i^x)of soient egales,

14.3. les applications J°tA{L)(x) et ti(x)°f soient egales.

15. L'algebre de Weil. On peut se poser la question suivante: pour une

algebre de Lie L donnee, existe-t-il une operation avec une unite (W(L), dW{D

/tw{L), iw{L)) et une connexion f0, telles que si (E, dE/tE, IE) est une operation

avec une unite et avec une connexion/, il existe un et un seul morphisme g

de (W(L), dW(L)/tW(L), iw(L)) dans (E, dE/tE, iE) pour lequel les applications gof0 et

f soient egales? La reponse est affirmative (theoreme 15.11). Nous allons cons-

truire cette operation et Γetudier en detail.

Choisissons une fois pour toutes une base de L:yuy2, ,yL et appelons

yΊ9y'29 ,yΊ les elements, de degre 1, de la base duale de Γespace dual L* de

L. D'autre part soit M* Γespace vectoriel gradue suivant: les espaces vectoriels

M* et L* sont egaux et M* est egal a M*2. Puisque L* est un espace vectoriel

gradue impair et M* un espace vectoriel gradue pair, on peut considerer les

algebres graduees anticommutatives C(L*\ X(M*) et C(L*) ® X(M*). La pre-

miere nous est connue, il s'agit de l'algebre A(L). Nous poserons X(M*) = S(L)

et C(L*) ® X(M*) = W(L). L'algebre graduee anticommutative W(L) porte le

nom dalgebre de Weil. Remarquons que W(L) est engendree par W%L) iso-

morphe au corps de base, par W\L) egal a A(L) ® 1 et par 1 ® S2(L) contenu

dans W\L).

Notons par abus de langage (W(L),dA(L)/tA{Lh iA{L)) Γoperation produit de

Γoperation (A(L), dA{L) / tAW, iA{L)) et de l'algebre graduee anticommutative S(L).

Le lemme 14.1 donne la formule suivante:
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15.1. 2dAiL)= Σ e(

Faisons usage du lemme 1.10 et appelons tsu)(x) pour x appartenant a L,

la seule derivation de W(L) nulle sur Aλ(L) ® 1 et definie de la maniere suivante

s u r l ® S 2 ( L ) :

15.2. si x est un element de L*, alors tS(L)(x)(l ® x) = 1

Voici d'autre part deux endomorphismes de W(L) pour la structure d'espace

vectoriel:

15.3. daw = Σ eC

15.4. hW{L)

Remarquons que Λτr(Z) est nul sur 1 ® »S(L). On verifie aisement que si x est

un element de L*, hWκv){x ® 1) et 1 ® α:' sont egaux. On peut done ecrire la

formule 15.2 sous une forme plus pratique:

15.5. sur A\L\ les applications tS(L)(x)ohw{L) et hW{L)°t^L)(x) sont egales.

Les endomorphismes ds&) et hW{L) sont des antiderivations de W(L). En effet si

a est un element de WP(L) et b de WQ(L), nous avons d'une part les egalites

suivantes:

(e(yk

puisque α (yit® 1) et (— l)PCyΛ® l) α sont egaux et d'autre part les egalites

suivantes:

car 1 ® yί est homogene de degre + 2 et ί^Cy*) est nul sur 1 ® 5(L).

Posons dΛ(L) + ΛTF(Z) + cίs(z) = dW(L), tAw + ^(i> = tww et

THEOREME 15.6. Le quadruplet (W(L), dW{i)/tW(L), iww) est une operation

de L.

En effet la formule 13.6 est vέrifiee puisque les applications iwiL)(x)°ts(zy(y)

et ts(L)(y)°ivnL)(x) sont egales. D'autre part la formule 13.4 sera verifiee si nous

demontrons les egalites suivantes:

15.7. iW{L)(x)°hW(L) 4- hW(L)°iw(L)(x) = 0,

15.8. i

Appliquons le lemme 1.10. Ce sont des egalites de derivations qu'il suίϊit de
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contrόler sur W°(L), sur Wι(L) et sur 1 ® S\L).

Sur W°(L\ iW(L)(x\ hw(D, dS(Z)(x) et tS{L)(x) sont nuls. Puisque hw(L) et iW(L)(x)

sont nuls sur 1 ® S2(L), Γegalite 15.7 est satisfaite sur 1 ® S\L). L'antiderivation

hW{L) applique Aι(L) ® 1 dans 1 @ S2(L) et ZVCZJOZ) applique A\L) ® 1 dans

PF^L), Γegalite est par suite satisfaite sur A\L) @ 1. Sur A\L) @ 1, les applica-

tions ds(D et ts:L)(x) sont nulles, Γegalite 15.8 est done satisfaite sur A\L) ® 1.

II reste a demontrer que sur 1 ® S'2(L), les applications iw{L){x)°dS(<L) et ts^x)

sont egales. II sufiit de remarquer que ts{L)(x) est egale a la somme

puisque la somme ^Z ^A{L){x){y'k) yt est egale a x.

II faut encore demontrer que d2

W(L) est nul; sur A(L)® 1, d2

WκL) est egal

a dW(L)°hw(L) + hw&)°dA{Ly Plus particulierement, <iV(Z) est egal a dS(L)°hw(L)

+ hw(L)°dAiL) sur AJ(L) ® 1. Ainsi d2

W(L) applique A\L) ® 1 dans A\L) @ 52(L).

Par consequent d2

wiL) est nul sur A\L) ® 1 si pour tout y de L,iWiL)(y)°d2

WiL) est

nul sur A\L) ® 1. Mais iw{L){y)o{ds{L)ohwiL) + hW(L)°dA{L)) est egal a tS(L)(y)ohW(L)

— dS(L)°iww(y)°hw(L) — hw(L)°iw(L)(y)°dAiL) en vertu des formules 15.7 et 15.8 ou

encore a ts^L){y)°hWiL) + ds{L)ohWiL}oiw(L)(y) — hW(D °tA{L)(y) + hW{L) °dAiL)oiwiL)(y)

e'est-a- dire a

Le premier terme est nul sur A\L) ® 1 d'apres la formule 15.5 et le second
est nul sur A\L) ® 1, car iwmiy) applique A\L) ® 1 dans W°(L). Ainsi dz

wiL)

est nul sur A\L) ® 1, done sur A(L) ® 1. Notons la formule suivante:

15.9. sur A{L) ® 1, Γapplication dW(L)ohW{L) + hW{L)°dA(L) est nulle.

Pour terminer la demonstration du theoreme, il faut encore demontrer que d2

W{L)

est nul sur 1 ® S2(L), autrement dit que d2

WiL)ofιWw est nul sur A\L) ® 1.

Utilisons la formule 15.9. Sur A\L) ® 1, cette applicaton est egale a — dw(kL)o

hw(D°dA(L) ou encore a hW(L)°d2

A{L) qui est nul.

Voici un lemme qui sera tres utile par la suite.

LEMME 15.10. Sur Iw(Z), la differentϊlle dw{L) est egale a — dAiL) + hW(L).

Pour le demontrer, il suffit de verifier Γegalite suivante qui resulte des

egalites 15.1 et 15.3:

2dA(L) + dS{L) = Σ e(

Enfin voici le theoreme donnant la solution du probleme universel pose au

debut de ce paragraphe. Notons que nous utiliserons la structure precise de

Γalgebre W(L) et qu'il est important qu'elle soit presque finie.

THEOREME 15.11. Soit une operation avec unite de L, (E, dE/tE, is). Toute



288 M. ANDRE

connexion f de cette operation peut etre prolongέe en un morphίsme g(f) de
Vopέration (W(L), dWw/tw(L), iw(n) dans Voperation (E, dE/ts, ΪE).

Utilisons le lemme 1.11 et definissons g(f) comme etant Γunique homo-
morphisme de W(L) dans E satisfaisant aux conditions suivantes: si a est un
element de A(L\ les elements g(f) (<z@ 1) etf(a) sont egaux et si b est un elέment
de A\L), les elements g(f)(hWCL)(b(g)ϊ)) et (—f°dACL) + dE°f)(b) sont egaux, ce
qui definit g(f) sur 1 @ S2(L). On peut done ecrire la formule suivante:

15.12. sur A\L) ® 1, les applications g(f)°hw(D et — g(f)°dA(L) + dipgif)
sont egales.

Demontrons Γegalite de g(f)°iw,L)(x) et de ziOz)°<K/) pour tout x de L. En
vertu du lemme 1.10, le contrόle sur A\L) ® 1 et sur 1 ® S\L) est suffisant.
Sur A\L) ® 1, il s'agit de la propriete 14.3 de la connexion /. Sur 1 ® S\L\
e'est-a-dire sur hwiLiA\L) ® 1), iw^L){x) est nul et sur A\L) ® 1 ij£x)°g(f)°hw(L)
est egal a — ii£x)°g(f)odA{L) + iJ,x)odE°g(β, e'est-a-dire a - g(f)°iw{L)(x)odA{L)
+ tβ{x)og(f) — dE°iilx)og(f) en vertu des formules 14.3 et 13.4, puisque dML)

applique A\L) ® 1 dans A(L) ® 1. Toujours sur A(L) ® 1, ceci est egal a
- gif)°tAw{x) + g(f)°dA(L) oiwa)(χ) + tMUx)og(f) - dEog(f)oiW(L) (x) ou encore a
( - dEog(f)+ g(f)°dA(L))oiW(L)(χ) qui est nul sur A\L) ® 1 car g(f)°dΛ(L) - dE°g{f)
est nul sur W°(L). En effet dAiL) est nul sur W\L) et dE(l) etant nul, dEog(f)
est nul sur W\L).

II faut encore demontrer que gif)°dW{L) et dE°g(f) sont egaux. Sur Λ(L)®1,
la differentielle dw,D est egale a dAL) + Λττ(z). Par consequent sur A(L) ® 1,
Γapplication g(f)°dWiL) - dupgf^f) est egale a g(f)°dML) + gif)QhW{L) ~ dipg(f).
En vertu de la formule 15.12, ceci est nul sur A\L) ® 1. Par consequent, grace
au lemme 1.10, les applications gif)°dW(D et dspg(f) sont egales sur A ( L ) ® 1
et la formule 15.12 est generalisee a A(L) ® 1. D'autre part calculons sur
A\L)^}1 Γapplication g(f)°dW(L)ohww — dEog{f)ohW{Ly Elle y est egale a— g(f)
°hw(L)°dAiL) + dE°g(f)odA(L) d'apres les egalites 15.9 et 15.12 ou encore a 0 en
vertu de la formule 15.12 generalisee. Par consequent gif)°dW(L) et dEog(f) sont
egaux sur A\L) @ 1 et sur 1 ® S\L\ ils le sont encore sur W(L) d'apres le
lemme 1.10. La, demonstration est done achevee.

16. Premier exetnple d'operation. Un espace fibre principal F est une
variete indenniment differentiable, ou opere un groupe de Lie avec les proprietes
suivantes:

16.1. le groupe G est connexe,

16.2. Γapplication (P, s) >- Ps du produit de F et de G dans F est in-

dέfiniment diffέrentiable,

16.3. les points {Ps)t et P(st) sont identiques,

16.4. le groupe G est simplement transitif dans chaque classe d'equivalence,
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16.5. Vespace de base est indέfiniment dijfέrentiable,

16.6. chaque point de la base possέde un voisinage ouvert V tel que Vintage
rέciproque de V dans F soit pour la structure induite de variέtέ indέfiniment
differentiable isomorphe au produit des variέtέs V et G, la transformation
dέfinie par un έlέment s de G etant la suivante: (y,g)s = (v, gs).

Appelons E Γalgebre exterieure graduee anticommutative des formes dif-
ferentielles a coefficients indefiniment differentiables de Γespace fibre F. Comme
pour toute variete indefiniment differentiable, on sait faire operer sur E Γalgebre
de Lie des champs de vecteurs tangents a coefficients indefiniment differentiables
de F. La differentielle est alors la differentiation exterieure.

On peut plonger Γalgebre de Lie L de G (champs de vecteurs tangents de
G invariants a gauche) dans Γalgebre de Lie des champs de vecteurs tangents
de F. Cette injection permet de faire operer L sur E. L'injection mentionnee
ci-dessus se fait de la maniere suivante: on le fait en premier lieu sur les ima-
ges reciproques des ouverts V rencontres sous le chiffre 16.6 en utilisant Γiso-
morphisme de celles-ci avec les produits V x G. Puis il faut verifier que si U
et V sont deux ouverts dont Γintersection n'est pas vide, les resultats concordent
sur Γimage reciproque de Γintersection de U et de V. Cette image reciproque
est isomorphe a (U Π V) X G de deux manieres une fois par Γintermediaire de
U, une autre fois par Γintermediaire de V. L'isomorphisme de ([/ Π V) x G sur
lui-meme etant compatible avec Γoperation du groupe G est alors de la forme
suivante: (v, g) *- (v, ag), a etant un element de G ne dependant que de v.
Puisque les champs de vecteurs tangents de L sont invariants a gauche, un
isomorphisme de cette espece laisse invariante Γinjection de L dans Γalgebre
de Lie des champs de vecteurs tangents de (U Π V) x G.

Les elements de In sont les elements de E invariants par G et les elements
de BE correspondent aux formes differentielles de la base. On le verifie grace
a la condition 16.6 sur des morceaux isomorphes a V x G, qui ramenent le
probleme au cas oύ F est egal a G. La supposition G connexe est indispensable.
Notons le theoreme suivant:

16.7. Uopέration (E, dE/tE, IE) dun espace fibrέ principal pos-
sέde au moins une connexion.

Voir la conference dΈhresmann au colloque de topologie algebrique de
Bruxelles en 1950.

Cet exemple sera designe dorenavant par: Γexemple des fibres principaux.

17. Deuxieme exemple d'operation. Soit L une sous-algebre de Lie d'une
algebre de Lie L. Pour distinguer L de L, on utilisera le signe' pour designer
ce qui se rapporte a L': representations, representations differentielles, ope-
rations. Remarquons que si (E, dE ItΈ, iΈ) est une operation de L', alors
(E, dE/tE, IE), oύ tE et IE sont les restrictions a L de tE et de ϊE> est une
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operation de L. On a un resultat analogue pour les representations dif-
ferentielles ou non. L'operation constituant ce deuxieme exemple est (A(L'\
dA(L')/tAu'h lAv')) de Γalgebre de Lie L.

THEOREME 17.1. Lopέration (A(L'), dA(LΊ/tA(L<h ΪA(LΊ) possέde au moins
une connexion si et settlement si Γespace vectoriel de L a un supplέmentaire N
dans L tel que [L, N] soit contenu dans N.

En effet donner une connexion de cette operation est equivalent a donner
un homomorphisme k de Γespace vectoriel de L' dans Γespace vectoriel de L
tel que, si x est un element de L et y, un element de L', k(x) soit egal a x
et [x, k(y)] a k([x,y]), autrement dit un supplemental N de L dans L' tel
que [L, N] soit contenu dans N.

Cet exemple sera designe dorenavant par: Γexemple des sous-algebres de
Lie.

Chapίtre 4. Algebres de Lie reductives.

18. Les deux problemes fondamentaux. Soit une operation (E, dE/tτ;, IE) de
Γalgebre de Lie L avec une unite et une connexion f le premier probleme consiste
en la determination de Γalgebre de cohomologie H(E) a partir de Γalgebre BE,
de Γalgebre de Lie L et de la connexion /. Le deuxieme probleme consiste en
la determination de Γespace vectoriel de cohomologie H(BE) a partir de Γalgebre
H(E\ de Γalgebre de Lie L et de quelquechose de plus qui ne sera pas exp-
licite en general, sauf dans le deuxieme exemple decrit ci-dessus.

En fait ce n'est pas Γalgebre H(E) qui est utilisee, mais Γalgebre H(IE).

Dans les exemples qui seront traites, ces deux algebres seront isomorphes. De
toute fa on, il nous faudra imposer a Γalgebre de Lie L des hypotheses de
reductivite. La fin de ce chapitre sera consacree a cette notion. Remarquons
encore que la solution des deux problemes exige Γemploi de la theorie de
Hirsch-Koszul. La theorie des X-algebres [/-graduees n'est utilisee que pour
obtenir des resultats plus precis dans la solution du deuxieme probleme pour
le deuxieme exemple.

19. Representations semi-simples. Rappelons quelques definitions classiques.
Une representation non nulle d'une algebre de Lie est dite simple, si les seuls
sous-espaces stables de Γespace vectoriel de la representation sont 0 ou Γespace
tout entier. Une representation est dite semi-simple, si Γespace de representation
est somme directe de sous-espaces stables simples, par consequent si chaque
sous-espace stable de Γespace de la representation a un supplementaire stable.
Si (E/t) est une representation de L, posons t(LXE) egal a K& Voici un
premier lemme que nous utiliserons souvent sans nous y reporter.

LEMME 19.1. Soit (E/t) une representation semi-simple dune algebre de
Lie L. Uespace vectoriel E est somme directe des sous-espaces stables IE et KE.
Uespace KE est έgal a t(L,χKE). Si F est un sous-espace stable de E, IF est egal
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a Vintersection de F et de IE et KF a celle de F et de KE et la representation
(F/t) est semi-simple. Enfin s'il s'agit d'une representation diffέrentielle (E, d/t),
IE et KE sont stables par d et H(E) est somme directe de H(IE) et de H(KE).

Puisque la representation est semi-simple, Γespace vectoriel E est somme
directe de sous-espaces stables simples Et. Grace a cette decomposition, on
demontre tous les resultats, en particulier parce que Γintersection de F et de
Ei etant stable est egale a 0 ou a E%. Voici un autre lemme elementaire.

LEMME 19.2. Soient deux representations (E/tE) et {F/tF). La representation
produit (E ® F/tE*tF) jouit de la propriέtέ suivante : Γinjection de IE ® IF dans
E§§ F est un isomorphisme de IE ® IF sur IE$IF. Dans Ie cas dune representation
diffέrentielle (E, d/tE), il en dέcoule pour la representation diffέrentielle produit
(E (g) F, d(g) 1/tMF) un isomorphisme de H(IE) (g) IF sur H(IE&IF).

Voici un autre lemme fundamental.

LEMME 19.3 Soit (E, d/t,i) une operation. Si la reprέsentation (E/t) est
semi-simple, on dέduit de Γinjection de IE dans E un isomorphisme de H(IE)
sur H{E).

Nous savons d'apres Ie lemme 19.1 que H(E) est somme directe de H(IE)
et de H(KE); demontrons que H(KE) est nul. Appelons Z Ie sous-espace des
cocycles de E. II est stable en vertu de la formule 13.2. L'intersection de Z et
de KE est done egale a Kz, qui est contenu dans (doi(L)XZ) en vertu de la
formule 13.4. Tout cocycle de KE est done un cobord de E. L'homomorphisme
de H(KE) dans H(E),qui est un monomorphisme est done nul. L'espace H(KE)
est done nul, ce qu'il fallait demontrer.

Voici Ie theoreme fondamental de ce paragraphe.

THEOREME 19.4. Soient une reprέsentation diffέrentielle (E, d/tE) et une
reprέsentation semi-simple presque finie (F/tF). On considere la reprέsentation
diffέrentelle produit ( £ ® F , d(&ltr.HF). Si Vhomomorphisme canonique de H(IE)
dans H(E) est un έpimorphίsme et si celui de H(IE®F) dans H(E(g)F) est un
monomorphisme, alors Vinjection de I # ® IF dans IE®F dέfinit un isomorphisme
de HOI*)® Ir sur H(IE®F).

Puisque Γhomomorphisme de H(IE) ® IF dans H(IE®ΓF) est un isomorphisme
d'apres Ie lemme 19.2 et que H(IE®F) est somme directe de H(IE£TF) et de
H(IE®KF) d'apres Ie lemme 19.1, demontrons simplement que H(IE®κF) est
nul. L'homomorphisme de H(IE®κF) dans H(E§ξ)KF) est un monomorphisme.
Demontrons que cet homomorphisme est aussi nul, ce qui acheverait la demo-
nstration.

Rempla^ons maintenant KF par F en supposant IF nul. D'autre part Ie
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calcul de HXIE®F) n'utilise qu'un nombre fini de sous-espaces Fp. Nous pou-
vons done supposer sans autre que F a une dimension finie.

Soient fu f2, ,/*m les elements d'une base homogene de F et xl9 x2,* ,Xι
les elements d'une base de Γalgebre de Lie L. Utilisons ces bases pour ecrire
la loi tF. Pour j compris entre 1 et Z et λ entre 1 et m :

19.5. tf(xJXfh)= £ a\Jk.

Considerons la matrice (ah

kj), le premier indice etant h, le deuxieme le couple
(k,j). Puisque IF est nul, cette matrice est de rang maximum m. II existe done
une matrice (cl}) dont le produit avec la matrice (ah

kj) est la matrice unite.

Autrement dit ]Γ) ck}

g ah

k} = 0 si g et h sont differents

= 1 si g et h sont egaux.

Soit y un element de /#®F. On peut Pecrire sous la forme suivante 2Z

Puisque les (tn^tFXXjXy) sont nuls et que les fk forment une base de F, on a
les egalites suivantes pour tout j compris entre 1 et I et tout k compris entre
1 et m

19.6. Ux,Xek)+ Σ, *SA = 0

d'oύ il decoule

19.7. eh+ Σ, cίY^XβO = 0.

Si 3; est un cocycle de E$$F, les eh sont des cocycles de E. Grace a Γepi-
morphisme de H(IE), sur H(E), on peut ecrire eh sous la forme suivante ph +
d(qh), ph etant un element de IE et ^Λ de E; les egalites 19.7 prennent done la
forme suivante:

19.8. eh +

Ainsi les eh sont des cobords de E, par consequent y est un cobord de E& F.
Puisque tout cocycle de IE®F est un cobord de E(ξ)F, Phomomorphisme de
H(IE®F) dans H(E®F) est nul, ce qu'il fallait demontrer.

20. Algebres de Lie rέductives. Une algebre de Lie est dite semi-simple,
si toute representation de cette algebre dans un espace vectoriel de dimension
finie est semi-simple, autrement dit si toute representation de cette algebre dans
un espace vectoriel gradue presque fini est semi-simple. Une algebre de Lie est
dite reductive, si elle est somme directe d'une algebre de Lie semi-simple et
d'une algebre de Lie abelienne — qui est le centre de Γalgebre de Lie reductive —.
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Rappelons un resultat connu: tme algebre de Lie est reductive si et seulement
si la representation (C(L)/tσ(Σ)) est semi-simple.

Une representation (E/ t) d'une algebre de Lie est dite dέcentrέe, si pour
tout element x du centre de L, les derivations t(x) sont nulles. Les represen-
tations (C(L)/ tCiL)), (A(L)/ tA{L)) et (W(L)/ tW{L>) sont decentrees. Voici un lemme
trivial.

LEMME 20.1. Toute representation presque finie dέcentrέe d'une algebre
de Lie reductive est semi-simple.

Dans toutes les applications sauf une, nous utiliserons le theoreme 19.4
sous la forme suivante:

THEORέME 20.2. Soient L une algebre de Lie reductive, (E,d/ tE, i) une
opέration presque finie de L et (F/ tF) une reprέsentation presque finie de L.
Supposons en outre qu'une des deux reprέsentations (E/ tE) et (F/ tF) est dέ-
centrέe. Dans ce cas Γhomomorphisme canonique de //(/#) ® / F dans H(IE®F)

est un isomorphisme.

Soit M le centre de L. Si (F/ tF) est decentree, appelons E* le sous-espace
homogene de E des elements annules par tous les t^x), x appartenant a M.
L'espace E* est stable pour d, tE et i. Par restriction, on obtient une nouvelle
operation (£*, d/ tE, i) qui est decentree. D'une part IE et IE* sont egaux, d'autre
part IE®F et IE*®F sont egaux. On le demontre a Γaide d'une base de F, la
representation (F/ tF) etant decentree. II suffit done de demontrer le theoreme
pour E* et F. On peut faire une reduction analogue si (F/ tF) n'est pas dec-
entree. II nous reste done a demontrer le theoreme dans le cas oύ les deux
representations sont decentrees, autrement dit dans le cas oύ L est semi-simple.

Supposons done L semi-simple. L'espace vectoriel gradue E ® F est presque
fini. Les representations (E/ tE) et (E ® F/ tβ*tF) sont semi-simples par con-
sequent. Le lemme 19.3 demontre que Γhomomorphisme canonique de H(IE)
dans H(E) est un epimorphisme et le lemme 19.1 que Γhomomorphisme ca-
nonique de H(IE ® F) dans H(E ® F) est un monomorphisme. On conclut en ap-
pliquant le theoreme 19.4. Remarquons que la demonstration se fait tout aussi
facilement sans utiliser ce theoreme.

Soit L une algebre de Lie reductive. Considerons le quadruplet (C(L),
dew/ tcuh ian) e t Γoperation (A{L), dA{L)/ tΛW, iAiL)). Rappelons qu'on peut
donner a l'espace vectoriel de C(L) une autre graduation et une structure d'al-
gebre triviale de faςon a obtenir une operation. Ces deux operations sont de-
centrees, on peut done appliquer le lemme 19.3. D'autre part la differentielle dA{L)

est toujours nulle sur IA{L) (lemme 14.1). Par consequent dA{L) applique A(L)
dans KA{L) qui est orthogonal a IσiL). Autrement dit dσ{L) est nul sur IσiL).
Nous avons done demontre le theoreme suivant.

THEOREME 20.3. Si L est une algebre de Lie rέductive, dAa) est nul sur
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IA{L) et dG{L) est nul sur lew- LΊτomomorphisme canonique de IA{L) dans H(A(L))
est un isomorphisme d algebres graduέes et Γhomomorphisme canonique de IGW

dans H(C(L)), un isomorphisme despaces vectorίels graduέs.

Un element primitif est un element de IA(L) orthogonal a lew Λ lew e t

a Iσ(D- La structure de Iσ(L) est connue (these de Koszul, page 29). Designons
par P(L) le sous-espace des elements primitifs de IA^L).

THEOREME 20.4. Si L est une algebre de Lie reductive, Γinjection de Γes-
pace vectoriel graduέ impair des elements primitifs de IΛ{L) note P(L) dans IA L)

pent etre prolongέe en un isomorphisme de Valgebre extέrieure graduέe
C(I\L)) sur IML).

21. La reductivite dans les deux exemples. En ce qui concerne le premier
exemple, celui des fibres principaux, il faut indiquer les deux theoremes suivants.

THEORέME 21.1. Ualgebre de Lie dun groupe compact est rέductive.

THEOREME 21.2. Si G est un groupe de Lie compact, pour tout espace
fibrέ principal oύ G opέre, les algebres graduέes H(IE) et H(E) sont isomorphes.

Voir le theoreme 2.3 de Cohomology theory of Lie groups and Lie alge-
bras de Chevalley-Eilenberg dans les Transactions of the American Mathema-
tical Society 1948.

En ce qui concerne le deuxieme exemple, celui des sous-algebres de Lie, il
faut introduire une nouvelle definition. Une sous-algebre de Lie L d'une algebre de
Lie L' est dite rέductive dans L', si la representation (A(L')/ tΛ{L^) est semi-simple
ou autrement dit si la representation (C(L')/ tea,')) e s ^ semi-simple. Remarquons
que Γalgebre de Lie L est alors reductive. On peut appliquer le theoreme 17.1.

THEOREME 21.3. Si L est une sous-algebre de Valgebre de Lie L qui y
est rέductive, Vopέration de L(A(L'), dA{L^/ tΛ(L^9 iA(L'y) possede au moins une
connexion.

D'autre part puisque la representation (A(Z/)/ tA{L>y) de L est semi-simple,
on peut appliquer le lemme 19.3:

THEOREME 21.4. Si L est une sous-algebre de Lie de Valgebre de Lie L\
qui y est rέductive, les algebres graduέes H(IA{L y) et H(A(L')) sont isomorphes.

II faut encore mentionner deux theoremes qui donnent au deuxieme exemple
des applications topologiques.

THEOREME 21.5. Toute sous-algebre de Lie de Valgebre de Lie dun
groupe de Lie compact, y est rέductive.

Voir le theoreme 9.1 de la these de Koszul.

THEOREME 21.6. Soit G un sous-groupe fermέ et connexe dun groupe
de Lie G' compact et connexe. Appelons L Valgebre de Lie de G et L celle
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de G'. Alors Valgebre de cohomologie reelle de Γespace homogene G'/ G est
isomorphe a celle de Valgebre des elements basiques BA{L) de Voperation
(A(L), dAiLΊ/ tA(LΊ, iA(L')) de L.

Voir le theoreme 22.1 de Γarticle de Chevalley-Eilenberg mentionne ci-des-
sus.

Chapίtre 5. Le premier probleme.

II s'agit de calculer H(IE) pour une operation de L, (E, d/t, i) avec unite,
a partir de Γalgebre BE, de Γalgebre de Lie L et d'une connexion /.

22. Un lemme fondamental. D'apres la formule 13.8, il est possible de
definir des applications i non seulement pour tout element x de L, mais encore
pour tout element de C(L): si c est l'element xx Λ ^2 Λ Λ &n-> o n pose i(c)
egal a i(x1)oi(χ2)o. . .oi(χn). L'application i(l) est egale a Γidentite. II nous faut
generaliser la formule 13.4.

LEMME 22.1. Soient (E, d/t, ί) une operation de L et un element c —
Xι Λ &2 Λ Λ xn de Γalgebre C(L). Alors les applications suivantes de E dans
E sont έgales :

( - lfi(c)o d- doi(c) - i(dσiL)(c))

( - lytix^x, Λ χ2 Λ Λ χ5 Λ Λ *n)

Σ ( - lYKxi Λ ^ 2 Λ Λ Xj Λ Λ χn)°Kxj)

Demontrons, par exemple, Γegalite des deux premieres applications, par
induction sur le degre n de c. Pour n egal a 1, il s'agit simplement de Γegalite
de i{x)od + doi(χ) et de t(x). Faisons le passage de n a w + 1, autrement dit

passons de c a c Λ xn+i, Γapplication Σ (~ iYKxj)°Kxi Λ ^2 Λ Λ x5 A ••

.. Λ ^n+1) est έgale a Γapplication

Σ ( - iγtix^X, Λ X2 Λ Λ OCj Λ Λ Xn)°KXn + l)

+ ( - l)n+1t(xn+ίχxί Λ ^ Λ Λ xn\
D'apres Γhypothese inductive, cette application est egale a

( - lfi{c)odoi{χn+ι) - doi(cΛ xn+ι)- i(doiL)(c) A xn+1) + ( - l)n+1 t(xn+ι)°i(c\
c'est-a-dire en vertu de la formule 13.4 a

( - l)n+1i(c Λ xn+i)°d - doi{c Λ Λ:flfi) - i(dσ(L)(c) Λ xn + ι)
+ ( - lf+%xn+ι)oi(c) + ( - iyi(c)ot(xn+ι)

II reste done a demontrer que l'application
- KdcUc) Λ xn+ι) + (~ l)n+ίKxn+1)oi(c) + ( -
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est egale a Γapplication — i(dσ(L)(c Λ xn+i)) Autrement dit il faut demontrer que
les applications suivantes sont egales :

]Γ feΛ^2 Λ ΛI>7i+i,^] Λ */\xn) et - i(c)<>t(xn+1)+t(xn+1)oi(c).

II nous faut done demontrer le lemme suivant pour achever la demonstration:

LEMME 22.2. Soient une opέration (E, d/t, i) de L, un element c de C(L)
et un έlέment x de L. Alors les applications suivantes de E dans E sont
egales. t(x)oi(c) - i(c)ot(x) et i(tσiL)(xXc)).

La demonstration se fait a nouveau pour des elements c έgaux a xx f\ x2

Λ Λ ocn par induction sur n. Pour n = 0, le resultat est trivial. Faisons le
passage de n a n + 1, autrement dit passons de c a c Λ xn+i- L'application
i(tσw(xXc Λ xn+i)) est egale a l'application i(tσm(xXc))°i(xn+λ) + i(c)°i(tC{L)(x)
(xn+1)). D'apres Γhypothese inductive, cette application est egale a t(x)°i(c Λ xn+i)
— i(c)ot(x)oi(χn+1) + i(c)oi([x, xn+1\), e'est-a-dire en vertu de la formule 13.6 a
t(x)°i(c Λ #Λ+i) — i{c Λ xn+\)°t(x) ce qu'il fallait demontrer.

LEMME 22.3. Soient (E, dE/ tr, is) une opέration de Γalgebre de Lie L, f
une connexion de cette opέration et c un έlέment de Cn(L). Alors les applications
suivantes sont egales : (— l)nidc)o{dEof — f°dA{L)) et (dE°f — f°dA{L>)°iΛ{L)(c).

C'est une consequence immediate du lemme 22.1 applique aux deux ope-
rations (£, ds/tE, is) et (A(L), dAiL)/tA{L), ίML))

23. Filtration de Γalgebre graduee 1̂ . Soit une operation (E, d/t, i) de
Γalgebre de Lie L. Appelons Rp le sous-espace homogene de IE defini de la
maniere suivante: si q est strictement inferieur a p, Γintersection R% de Rp et
de 1% est nulle et si q est superieur ou egal a p, cette intersection est egale au
sous-espace de IE des elements de degre q appartenant aux noyaux de tous les
homomorphismes i(c), oύ c est un element de Cq~p+\L). Appelons 9ί la suite
decroissante de sous-espaces de IE: Ro 3 i?x Z) . . . ZD Rn Z) . . ..

THEOREME 23.1. Le triplet (IE, d, 81) est une algebre diffέrentielle filtrέe,
dont Valgebre B est έgale a- BE.

Reportons-nous au paragraphe 2. Puisque IE

ι est mil, Γespace Ro est egal a
E. D'autre part, il est immediat que le produit Rp Rq est contenu dans Rp+q.
Enfin la differentielle d applique Rp dans Rp. En effet soient e un element de
Rq

p et c un element de CQ-p+2(L). II faut demontrer que i{c\d{e)) est nul. Le
lemme 22.1 en donne la preuve, puisque dσ{L)(c) est un element de CQ~P + 1(L).

Par ailleurs, pour tout p, Γespace R% est egal a BE, que la differentielle
applique dans BP

E

1 done dans Rp+ί. Par consequent les espaces Bp et BE sont
egaux, ce qui acheve la demonstration du theoreme.

Supposons qu'il existe une connexion / de Γoperation et que Γalgebre de
Lie L est reductive. Une connexion est toujours un monomorphisme la con-
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nexion / induit done un monomorphisme de IAiL) dans IE. L'application d°f
applique IA(Σ) dans Rlm En effet si x est un element de Iq

A(L) et cy un element
de CQ+\L\ il faut demontrer que i(cXdof(x)) est nul. Cela decoule du lemme
22.3 : en effet iA^L)(cXx) est nul et dA{L)(x) est nul (lemme 14.1). Autrement dit, la
connexion / applique IΛiΣ) dans Zo. On peut prolonger cet homomorphisme par
Γapplication aQ. On obtient un homomorphisme de IA{L) dans Ko. D'autre part
on connait un homomorphisme naturel de B egal a BE dans K. II en decoule un
homomorphime de Γalgebre graduee anticommutative I A : L ) ® BE dans Γalgebre
graduee anticommutative K e'est Γhomomorphisme fondamental du premier
probleme.

THEOREME 23.2. Π homomorphisme fondamental du premier probleme
est indέpendant de la connexion choisie.

II suffit de demontrer que, si f et f sont deux connexions, Γhomomorphisme
f — f applique IA(L) dans Rlm Soit c un element de Cn(L), il faut done de-
montrer que i(c%f — f) applique IA{L) sur 0, autrement dit que (f — f) tAwic)
applique IA{L) sur 0 ou encore que (f — f) applique IA{L) sur 0, ce qui est bien
le cas.

THEOREME 23.3. Lhomomorphisme fondamental du premier probleme
est un monomorphisme.

Appelons / Γhomomorphisme de A(L) ® BE dans £ du a Γhomomorphisme
/ de A(L) dans £ et a Γinjection de BE dans E. Les applications f°(iA(L)(c) ® 1)
et i(c)of sont egales pour tout element c de C(L). L'homomorphisme fondamental
est un monomorphisme si et seulement si pour tout p et tout n Γintersection
de Γimage inverse par / de Dp£n et de I\L) ® BE est nulle. Soit x un element
de cette intersection. Cet element est nul si et seulement si (iA(L)(c) ® lXx) est
nul pour tout c de Cn(L) ou encore puisque Γhomomorphisme de BE dans E
est un monomorphisme, si et seulement si f°{iAiL)(c) ® 1) (x) est nul, e'est-a-dire
si et seulement si i(c)°f(x) est nul. Puisque Γalgebre de Lie L est reductive,
les espaces IA™L) et IcχL) sont en dualite. On peut done supposer que c appartient
a Ic(L)' D'autre part f(x) appartient a Όv%n. Pour achever la demonstration, il
suffit done de demontrer le resultat suivant: si y est un element de degre
p + n de dRp ou de Rp+1 et si c est un element de degre n de Iσ(z), alors i{c%y)
est nul. Si y appartient a Rp+1 e'est immediat et si y appartient a dRpy il faut
faire usage du lemme 22.1: y = d(z). En vertu du theoreme 20.3, dσ(L)(c) est
nul d'autre part z est un element de IE par consequent i{c\d{z)) est egal a
( - l)p+n d(i(cXz)). Mais Γelement i(cXz) est nul, d'ou le resultat.

Utilisons la structure de IAκL) donnee par le theoreme 20.4. Nous voulons
demontrer que les elements de f(P(L)) de IE sont transgressifs. II faut faire
usage des proprietes d'operation universelle de Γoperation (W(L), dw^z)/ tw(D,

decrites au debut du paragraphe 15 ou dans le theoreme 15.11. L'homo-



298 M. ANDRE

morphisme g(f) respecte les nitrations $ϊw(L) et 9ΐ# et applique BW(L) isomorphe

a Isίz) dans BE. Par consequent, il suίnt de demontrer que les elements de

/0(P(L)) egal a P(L) ® 1 de IW{L) sont transgressifs. Par ce procedέ on obtient

une transgression de P(L) dans BE qui est egal au compose d'une transgression

de P(L) dans BW(D et de Γhomomorphisme de BW{D dans BE dύ a # ( / ) . La

demonstration de transgression de Γalgebre differentielle filtree (Jww, dw&h

SRτr(Z)) sera donnee dans le paragraphe 25.

THEOREME 23.4. Si Γhomomorphisme fondamental du premier probleme

pour Voperation unitaire (E, d/t, i) d'une algebre de Lie rέductive, avec une

connexion f est un έpimorphisme, alors Valgebre differentielle filtree (/#, d, 3Ϊ)

est une algebre de Chevalley. Ualgebre graduέe de cohomologie H(IE) est iso-

morphe a Valgebre graduέe de cohomologie H(IA(L) ® BE, dκ\ la diffέrentielle

dκ est έgale α 1 ® J sur 1 ® BE et est έgale sur P(L) ® 1 a Γhomomorphisme

compose de la projection de P(L) ® 1 sur P(L], d'une transgression de P(L)

dans IS(L) de Γalgebre de Weil, de Γhomomorphisme de IS{L) dans BE dύ a la

connexion f et de Γinjection de BE dans IA(L) ® BE.

24. Application aux deux exemples. Nous allons demontrer la propriete
d'epimorphisme de l'homomorphisme fondamental du premier probleme pour les
deux exemples decrits ci-dessus (paragraphes 16 et 17).

THέOREME 24.1. Dans Γexemple des fibres principaux a groupe compact,
Γhomomorphisme fondamental du premier probleme est toujours un έpimor-
phisme.

Apres un rapide coup d'oeil aux theoremes 16.7 et 21.1, voici la de-

monstration. Soit done F un espace fibre principal. Si U est un ouvert de la base

de F, l'ouvert de F au-dessus de U a une structure induite de fibre principal:

F(U). Par restriction, une connexion de F donne une connexion de F(U). D'autre

part si U est un ouvert contenu dans un ouvert U' de la base, on obtient un

homomorphisme naturel de K(U) dans K(U). En utilisant la connexion / de

F et ses restrictions /(£/), on voit immediatement que les homomorphismes

fondamentaux definissent un homomorphisme du prefaisceau IAWQQB JJJ) dans

le prefaisceau K(U). D'apres le theoreme 23.3, il s'agit d'un monomorphisme de

prefaisceaux. D'autre part le prefaisceau IΛ(n <8) B&(U) e s t u n faisceau. Enfin

cet homomorphisme de prefaisceaux determine un homomorphisme du faisceau

IA(L ® BE(U) dans le faisceau du prefaisceau K(U). Puisque Γhomomorphisme

fondamental est independant de la connexion choisie et que Γespace fibre est

localement trivial, cet homomorphisme de faisceaux est un isomorphisme. Un

monomorphisme de prefaisceaux d'un faisceau dans un prefaisceau, qui induit

un isomorphisme de faisceaux est toujours un isomorphisme de prefaisceaux.

Par consequent les homomorphismes fondamentaux de IΛiL) ® BJJJ) dans

K(U) sont des isomorphismes en particulier, Γhomomorphisme fondamental de

IΛ{D ® BE dans K est un isomorphisme.
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Avant de passer au deuxieme exempleje vais demontrer quelques lemmes et
theoremes generaux. Soit (E, d/t, i) une operation de Γalgebre de Lie L avec une
connexion et soient xux2, . >,xL les elements d'une base de L et x\, xz, . ,x\ les
elements de la base duale de Γespace vectoriel dual de L. Voici un lemme,
dont la demonstration est immediate:

LEMME 24.2. LΊτomomorphίsme d — ^Z e(f(x's))°Kxj) applique XE dans

XE.

La connexion f et Γinjection de XE dans E determinent un homomorphisme
s(f) de A(L) ® XE dans E. On demontre immediatement le lemme suivant:

LEMME 24.3. Π homomorphisme s{f) est un homomorphisme de la reprέ-
sentation (A(L) ® XE/ tΛW#t) dans la representation (E/1). Les applications
i(c)os(f)et s(f)o(iA(L)(c)$$l) sont toujours egales. Par consequent, s{f) est un
monomorphisme qui applique, pour tout p, IΛ(Q ® XE dans Rp.

Enfin voici un dernier lemme:

LEMME 24.4. Pour tout p, Vhomomorphisme s(f)o(dA{L) ® 1) + d°s(f) ap-
plique IML) ® XE dans Rp+1.

En vertu du lemme 24.2 on peut remplacer d par ] ζ e(f(x')))ot(xi) La con-

elusion est alors immediate (voir le lemme 15.10).

Nous pouvons demontrer le theoreme suivant:

THEOREME 24.5. Soit une operation (E, d/t, i) d'une algebre de Lie
reductive L avec une connexion. Si Valgebre graduέe E est presque finie et si
la sέrie de Poincarέ de E est έgale au produit des series de Poincare de A(L)
et de XE, alors Vhomomorphisme fondamental du premier probleme est un
έpimorphisme.

Puisque Γhomomorphisme s(f) est un monomorphisme et que la serie de
Poincare de E est egale au produit de celles de A(L) et de XE, Phomorphisme

s(f) est un isomorphisms L'image reciproque de Rp est alors l'ideal Σ IAW ® X%

L'algebre T (avec la graduation superieure) est isomorphe a Γalgebre graduee
IAW®XE. D'apres le lemme 24.4, la differentielle dT de T correspond a la
differentielle — dA(L) ® 1 de IA{D^XE- L'algebre graduee K (avec la graduation
superieure) est isomorphe a Γalgebre graduee H(IA{L)®XE, dML) ® 1). Appliquons
le theoreme 20.2, en remarquant d'une part que la differentielle dML) est nulle
sur IML), d'autre part que les elements invariants de XE sont les elements ba-
siques de E. Puisque l'algebre de Lie L est reductive, l'algebre H(IA{L)®χE9
dΛ(L) @ 1) est isomorphe a l'algebre IML) ® BE.

Les series de Poincare de K et de IAiL) @i?z7 sont egales et Γhomomorphisme
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fondamental est un monomorphisme. Par consequent, cet homomorphisme est
aussi un epimorphisme, ce que nous voulions demontrer.

Apres un rapide coup d'oeil au theoreme 21.3, nous allons pouvoir de-
montrer le theoreme suivant.

THEOREME 24.6. Dans Γexemple des sous-algebres de Lie, si la sous-
algebre L est rέductive dans Γalgebre de Lie L\ Γhomomorphisme fondamental
du premier probleme est toujours un έpimorphisme.

D'apres le theoreme 24.5, il suffit de demontrer que la dimension de A(L')
est la somme de celles de A(L) et de XA{v)- En prenant un supplementaire N
du sous-espace vectoriel L de L', on constate immediatement que Γalgebre XA{L')

est isomorphe a Γalgebre exterieure C(N). Soient V et I les dimensions de L et
de L. Les dimensions de A(L'), de A(L) et de XA{L') sont alors respectivement
2ι\ 2ι et 2ι'~\ ce qui demontre le theoreme.

Pour pouvoir appliquer la theorie des X-algebres C/-graduees il faut que la
differentielle dΛ{Lη soit nulle sur BΛ{LΊ. Voici une reponse a cette question.

THEOREME 24.7. Dans Γexemple des sous-algebres de Lie, la differentielle
dΛ(L') est nulle sur BA{L'), si Vespace vectoriel de L possede dans Vespace vectoriel
de L supplέmentaire N tel que [N,N] soit contenu dans L.

En effet, Γespace BA(L') est orthogonal a l'espace somme de Γideal engendre
par L dans C(L') et de l'espace tσ{L>)(LχC(L')). II suffit done de demontrer que la
differentielle dσ(L0 applique C{L) dans ce sous-espace de C(L'). Mais l'espace
vectoriel C(L') est la somme de Γideal de C(L') engendre par L et de la sous-
algebre de C(L') engendree par N. Dans tous les cas, la differentielle dσ(L)

envoie cet ideal dans l'espace somme de cet ideal et de tc{L<) {L%C(U)). II suffit done
de demontrer que la differentielle dσ(LΊ applique la sous-algebre de C{L) en-
gendree par N dans Γideal de C(L') engendre par L. Ceci a lieu si et seulement
si l'espace vectoriel [N,N] est contenu dans L. Le theoreme est done demontre.

A ce propos, il est peut-etre bon de rappeler un theoreme concernant les
applications topologiques du theoreme 24.7.

THEOREME 24.8. Soient G un groupe de Lie et G un sous-groupe ferme
de G'. Appelons L' et L les algebres de Lie des groupes G' et G. Si Vespace
homo gene G / G est symetrique, alors Γespace vectoriel de L possede dans
Γespace vectoriel de L un supplementaire N tel que [N, N\ soit contenu dans L.

Pour la definition d'espace homogene symetrique et pour la demonstration,
voir Γarticle de E. Cartan dans les Annales de la Societe Polonaise de Ma-
thematique, volume 8,1929: sur les invariants integraux de certains espaces
homogenes clos.

Indiquons pour terminer une autre application du theoreme 24.5.

LEMME 24.9. Uhomomorphisme fondamental du premier probleme pour
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Vopέration de Weil (W(L), dWw/ tww, ίw{&) d'une algebre de Lie reductive L
est un έpimorphisme.

En effet l'algebre W(L) est egale a l'algebre A(L) ® S(L) et l'algebre XW(L)

est egale a la sous-algebre 1 ® S(L). Par consequent la condition du theoreme
24.5 est bien satisfaite, ce qui demontre le lemme.

25. Algebre de Weil et transgression. II s'agit de demontrer le resultat
utilise dans la demonstration du theoreme 23.4. Soit L une algebre de Lie re-
ductive. Considerons Pope ration (W(L), dW{L)/ tww, iw{L)) avec la connexion egale
a Γinjection de A(L) dans A(L) ® S(L). On deduit de cette operation une al-
gebre differentielle filtree (/τr(z), dW(i)/ ^W(D) et il faut montrer que les elements
de P(L) ® 1 sont transgressifs pour cette structure. Dorenavant, on dira transgres-
sif sans preciser que cela se rapporte a la structure d'algebre differentielle filtree
indiquee ci-dessus.

En premier lieu, voici deux lemmes concernant la theorie de Hirsch-Koszul.

LEMME 25.1. Soit (E, d/ 9ϊ) une algebre diffέrentielle filtrέe. Si Γhomomor-
phisme naturel de B dans K est un isomorphisme, alors pour tout cocycle x
de Rj de degre p et pour tout q infέrieur ou έgal a p, il existe un έlέment y
de Rj de degre p — 1, tel que Velement x — a\y) appartienne a Rq.

II sufnt de demontrer le lemme dans les cas oύ q — j est egal a 1. L'element
x est un element de Z5 de degre p. Par suite, en vertu de Pisomorphisme sup-
pose, il appartient a l'espace engendre par D* et B% Puisque j est strictement
inferieur a p, l'espace Bp

} est nul. II existe done un element y de R5 de degre
p — 1 tel que x — d{y) soit un element de Rj+ι, ce qu'il fallait demontrer.

LEMME 25.2. Soit (E,d,dt) une algebre diffέrentielle filtrέe. Si Γhomomor-
phisme naturel de B dans K est un isomorphisme, alors pour tout cocycle x de
Rj, il existe un έlέment y de Rj, tel que Vέlement x — d(y) appartienne a B.

Utilisons le lemme 25.1 dans le cas oύ q et p sont egaux. L'element x — d(y)
est un element de Rp de degre p que la differentielle envoie sur 0. Par suite,
e'est un element de Zp de degre p, autrement dit de B, ce qu'il fallait de-
montrer.

Soit (E, d/ t, i) une operation avec une connexion /. Appelons YE la sous-
algebre de E des elements de E invariants et appartenant a tous les noyaux des
homomorphismes i{c), oύ c est un element de 7^(Z). Si l'algebre de Lie L est
reductive, la differentielle dσ(L) est nulle sur Iσ{L). Par suite d'apres le lemme
22.1, la differentielle d envoie YE dans YE. Enfin la filtration 3ΐ de IE induit
une filtration 3ϊ' de YE.

LEMME 25.3. Soit (E, d/ t, i) une opέration dune algebre de Lie rέductive.
Le triplet iYE, d, 9ί') est une algebre diffέrentielle filtrέe.

Par une demonstration tout-a-fait analogue a celle du theoreme 24.5, on
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demontre le lemme suivant.

LEMME 25.4. Soit (E, d/t, i) une operation d'une algebre de Lie rέdnctive

L avec une connexion. Si Valgebre graduέe E est presque finie et si la sέrie

de Poincarέ de E est έgale au produit des series de Poincarέ de A(L) et XEy

alors Vhomomorphisme de B dans Γalgebre K de Valgebre dijfέrentίelle filtrέe

(YE, d, 9t') est un isomorphisme.

Remarquons que l'algebre B est egale a l'algebre BE. Nous allons demontrer

le theoreme suivant.

THEOREME 25.5. Soit (E,d/t,i) une operation d'une algebre de Lie re-

ductive L avec une connexion. Supposons Valgebre graduέe E presque finie et

la sέrie de Poincarέ de E έgale au produit des sέries de Poincarέ de A(L) et

de Xβ. Considέrons Valgebre diffέrentielle filtrέe (IE, d, 9ϊ). Tout έlέment p dont

le cob ord appartient a Rx et aux noyaux des homomorphismes i(c) de E, oύ

c est un έlέment quelconque de Ic(L), est transgressif.

Appelons x l'element d(p). Le lemme 25,4 et le lemme 25.2 applique a

l'algebre differentielle filtree (YE, d, 3ΐ') demontrent immediatement qu'il existe

un element y de Rl9 tel que d(p — y) appartienne a B. Autrement dit p est

transgressif.

THEOREME 25.6. Dans Γopέration (W(L), dwm/tww, iww) d'une algebre
de Lie rέductive L, les έlέπients primitifs sont trans gressifs.

D'apres le theoreme 25.5, il suffit done de demontrer que si c est un

element de IG\L), alors Γapplication iw{L){c)odW{L) envoie P(L) ® 1 sur 0. D'apres

le lemme 22.1, il suffit done de demontrer que Γapplication dW(L) °iw(L)(c) envoie

P(L) ® 1 sur 0 ou que l'application iw{i)(c) envoie P(L) ® 1 dans W\L) ou en-

core que l'application tA(L)(c) envoie P(L) dans A°(L). Puisque les espaces IAW et

lew sont en dualite, il suffit de demontrer que si p est un element primitif,

tA{L)(cXp) est nul sur IC\D, autrement dit que p est nul sur iσwiCDilσw), autrement

dit que p est nul sur IC\L) Λ IC\D, ce qui est la definition meme de p primitif.

Chapίtre 6. Le deuxieme probleme.

II s'agit de calculer H(BE) pour une operation (E, d/t, i) de L avec une

unite et une connexion, a partir de l'algebre H(IE), de l'algebre de Lie L et de

quelquechose de plus qui ne sera pas explicite en general, sauf dans Γexemple

des sous-algebres de Lie.

Avant de pouvoir appliquer la theorie de Hirsch-Koszul, il nous faut de-

montrer deux isomorphismes naturels.

26. Le premier isomorphisme. II s'agit de demontrer le theoreme suivant:

THEOREME 26.1. Soit (E,d/t,i) une opέration de Valgebre de Lie L.
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SHI existe une connexion, Vinjection de BE dans BE®W{L) dέtermine un isomor-
phίsme de H(BE, d) sur H(BE®w(D, dχdW(L)).

Definissons quelques endomorphismes de Γespace vectoriel E ® W(L) en
utilisant le lemme 1.11. Soit / une connexion de Γoperation (E, d/t9 i). Soit r
la derivation valant (p + l/2q) fois Γidentite sur E ® AP(L) ® S%L). Puis soit
c Γunique antiderivation nulle sur £ ® A ( L ) ® 1 , qui applique l ® l ® : r ' sur
1 ® ^ ® 1 — / 0 O ® 1 ® *> x> έtant un element de ZΛ Enfin soit 5 Γunique
derivation definie de la maniere suivante: on definit en premier lieu une de-
rivation 5 de £ @ A(L) ® 1 nulle sur E® 1 ® 1, qui applique 1 ® x' ® 1 sur
f(x) ® 1 ® l Puis o n prolonge 5 a E(g)A(L) ® 5(L) par la definition suivante :
5 applique 1 ® 1 ® x sur la somme suivante — s (1 ® dA{L)(x) ® 1) + 1 ®
dA(L)(x') ® 1 + (d°fXx) ® 1 ® 1. Nous allons demontrer trois lemmes concernant
ces applications. Posons <i =

LEMME 26.2. Les applications do(s — r) — (s — r)°d et cod + do c + (s — r)
nulles.

Nous utiliserons les lemmes 1.9 et 1.10 sans nous y referer. L'antiderivation
<̂ o(s — r) — (s — r)od est nulle sur E& A(L) ® 1, puisqu' elle est nulle sur £ @
1 ® 1 et sur 1 ® AX(L) ® 1. En effet d°(s - r) applique 1 ® x' ® 1 sur
(dof)(χ')(g) 1 ® 1 - l ® Λ r o G r O ® l - l ® l ® * ' et (5 - r>5applique 1 ® * ' ® 1
sur 5(1 ® ^ ( z ) Or') ® 1 - 1) ® 2dA{L)(x) ® 1 - 5(1 <g) J 4 ( z ) (j/) <g) 1) + 1 (g) ^ ( Z )

(x') ® 1 + (dofXx') ® 1 ® 1 — 1 @ 1 ® f,comme on le voit a partir des defini-
tions. Demontrons que Γantiderivation est aussi nulle sur 1 ® 1 ® S\L), ce
qui permettrait de conclure. En effet sur

1 <g> A\L) ® 1, (do(s- r)-ζs- r) od)o(l ® Λ^(z))

est egal a - ( Jo (5 - r) - (5 - r ) o 5)o(l&o^ ( z ) ) - ~do(do(s - r) - {s - r)o~d\
puisque d2 est nul et que d et 1 ® Aπ'(£) + 1 ® ^(Z) sont egaux sur 1 (§) A(L) 0 1;
et cette somme est nulle en vertu du resultat deja demontre sur 2£(g) A(L)Q£ 1.

A partir des definitions on voit immediatement que cod + doc + (s — r) est
une derivation nulle sur £ ® 1 ® 1 et sur 1 $ A*(L) ® 1, done sur E ® A(L)®1.
Elle est egalement nulle sur 1 (g) 1 ® 52(L). En effet sur 1 (g) A !(L) (g) 1,
(foj + J o c + 5 - r) (1 <g) AΪΓ(2;)) est egal a - (coj 4- ^0^+ 5 - r ) ( i ® ^ ( z ) ) +
do{cod+ doc Λ- s — r) —(do(s — r) — (s — r)°d)9 qui est nul d'apres la premiere
partie du lemme et le resultat partiel sur £ ® A(L)(g) 1. On peut done conclure.
Remarquons que la premiere egalite du lemme est une consequence de la se-
conde.

Appelons Np>q Γespace vectoriel E® A\L) ® S\L).

LEMME 26.3. La derivation c°d + d°c — r applique NP)Q dans la somme
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Σ N}'k. La derivation cod + doc applique NPlQ dans la somrne

La deuxieme partie du lemme decoule de la premiere, puisque r applique
NPyQ dans NPiQ. Demontrons la premiere partie. Puisque cod + doc — r est une
derivation et que le produit Np>Q*Na'b est contenu dans Np+a>9+b, il suffit de
demontrer le lemme pour les elements de 2£(g)l@l, de 1 (g) A\L) (g) 1 et de
1 ® 1 ® 5 2 (L). Puisque la derivation est egale a —s, ces espaces sont appliques
respectivement dans les espaces 0, E ® 1 ® 1 et E ig> 1 0 1 + E $ A\L) ® 1
+ E ® A2(L) ^) 1, ce qui acheve la demonstration.

LEMME 26.4. Les applications suivantes sont nulles:

+ doc)

+ doc)

Une demonstration analogue a celle des lemmes 26.2 et 26.3 le demontre
pour les deux premieres applications. II en decoule le resultat pour les deux
dernieres applications.

Nous allons demontrer le theoreme 26.1. Soit x un element non nul de

E§§W(L). On peut l'ecrire sous la forme Y^x^^x5* etant un element de Nj>k.

Appelons b(x) le maximum des k pour lesquels il existe un j avec xj>k nori nul
et appelons a{x) le maximum des j pour lesquels xj>b(x) n'est pas nul. Si a(x)
et b(x) sont nuls, x est un element de E ® 1 g) 1 et reciproquement. Si x
n'appartient pas a £ ® 1 ® 1 , on peut definir Γelement y(x) egal a x — (a(x)

+ ~b{x))-\cod+ docXx). Ecrivons x sous la forme xaw>b™ + (x - x

aWM*)y

Ainsi y(x) est egal a (a(x) + \ b(x)-\r -cod- doc) (χa^^) + (x - ^w.wj

-(a(x)+ ~ b(x)~ι) (cod + doc) (x - ŵ•><*>). Par consequent d'apres le lemme

26.3, si y(x) n'est pas nul ou bien b(y(x)) est egal a b(x) et a(y(x)) est
strictement inferieur a a(x) ou bien b(y(x)) est strictement inferieur a b(x).

Si x est homogene de degre n, y(x) est aussi homogene de degre n et si x
appartient a BE®W(D, il en est de meme pour 3̂ :̂) et c(x) en vertu du lemme
26.4. En particulier si x est un element de BE®W(D dont le cobord appartient a
BE® 1, les elements x et 3̂ .2;) sont cohomologues dans BE&W{L), puisque c est
nul sur E ® 1. En vertu de Γalinea ci-dessus en repetant Γoperation un nombre
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fini de fois, on doit aboutir a un element de E&)1. En resume tout element

de BL®w(D dont le cobord appartient a BE&) 1 est cohomologue dans BE&WW a

un element de BE ® 1. Le lemme 4.2 permet de conclure.

27. Le deuxieme isomorphisme. II s'agit de demontrer le theoreme suivant.

THEOREME 27.1. Soit (E,d/t,i) une opέration de Γalgebre de Lie L. La

projection de W(L) sur S(L) induit un isomorphisme de BE&WW sur IE&SW-

Appelons M la sous-algebre XE®A(D de Γalgebre E&A(L) de l'operation

produit de (E,d/t,i) et de (A(L), dA{L)/tA{L), iML)).

Puisque la projection de W(L) sur S(L) determine un morphisme de re-

presentations de (E ® W(L)/t*twm) sur (JE® S(L)/t*t8{L)), il suffit de de-

montrer que cette projection induit un isomorphisme de XEAW(Q sur E(g) S(L\

autrement dit que la projection de E&A(L) sur E induit un isomorphisme de

XE®A(D sur E, c'est-a-dire de M sur E.

LEMME 27.2. La projection de E&A(L) sur E induit un isomorphisme

de M sur E.

Appelons p l'homomorphisme de M dans E dύ a la projection de E ® A(L)

sur E et q Γhomomorphisme de E dans M defini de la maniere suivante. Soient

XuX2, ,Xι les elements d'une base de L et x[, x'2, -,x'ι les elements duaux de

la base duale. Posons, pour un element x de i£m>

φc) = Σ cli(xh)oί(xu)o. . .oi(χ3χχ) ^ χ\ Λ x\ Λ Λ xi%,
0%n%l;i^Jl<Jt<.~<J»&

avec cl egal a ( - i)™ + w - υ . On prolonge par linearite q a E. II faut encore

demontrer que q applique E dans M. II suffit de verifier que Γapplication

i*iA(L)(xι)°q est nulle, puisque les elements de la base jouent un role symetrique.

Puisque iA{L)(x\)(X)) est nul si j est different de 1, tA{L){x\\x'kd e s t n u l s^ ^1 e s t

different de 1. Aussi avons-nous Γegalite suivante:

)) = Σ ( ~ l ) m " n A t (*ώ oί {xit)o ...oi (χjn) (x)

OC^'Λ) x'h Λ Λ r̂'iM +

^i, Λ ̂ ' i, Λ Λ Λ/J,.
Puisque zXα:^©/ !̂) est nul, dans la deuxieme somme les termes avec

jt egal a 1 sont nuls dans la premiere, ceux avec jx different de 1 sont nuls.

On peut done ecrire: i*iA<n(xιXς/(x)) = Σ (A + ( - l f " " " 1 ^ 1 ) *(*Λ)

Ίi Λ Λ Λr'i., qui est nul car & + ( - l)" 1 - 1 *" 1 ^ 1 est nul.
Puisque Cm est egal a 1, Γapplication poq est egale a Γapplication identique

de E. Demontrons, pour pouvoir conclure, que q°p est egal a Γapplication iden-
tique de M. Soit z un element de M de degre m, que nous pouvons ecrire
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sous la forme suivante : z = ] P bjιh..)n §§ x ix Λ x'j, Λ Λ x 5n-
l^jl<jt<. .<jn^l

Soient n nombres ku k2, , kn croissants et compris entre 1 et I. D'une part

kiXz) est nul, d'autre part c'est un element de la forme Σ

x'h A x'jt Λ Λ x jn- L e calcul de cktk3...kn qui est nul donne l'equation sui-

vante: i(xicXbkik3...kn) + (— l)m~nbklkt...kn = 0. Par induction sur n, on demontre

que bkιkι...kn est egal a cZt(xkl) i(xks) i(xkχb). Puisque b est egal a p(z) le

resultat est demontre.

THEOREME 27.3. Soit (E, d/1, i) une operation de Valgebre de Lie L.

Uisomorphisme de BE^W(D sur IE®S(D et la diffέrentielle d*dW{L) munissent dune

maniere naturelle Valgebre IE&SW dune diffέrentielle DE. 11 sagit de Γhomomor-

phisme d®l- £ (fc)®lMl®4).

Nous devons demontrer que DE est egal a (p(g)l){d*dw(L)) (^®1) Demon-
trons Γegalite pour un element x(g)z de Em(&S(L). En effet (d*dw(vXq <S) 1)

applique x <g) z sur ^ cl[doi{x^o i(χH) o o i(χjn) (x

Λ Λ x')n<&z 4- ( - l)m-"/(;cA)°/CrΛ)o ° ^ J ( ^ ) ® dww&'h Λ Ĉ'Λ Λ Λ
^ Λ . ® * ) ] Puisque dA{L) et dS{L) appliquent A{JL) (g) S(L) dans Λ j + 1 ( ^ ) ® 5 ( L )
et que Λτr(z) applique Aj(L) ® 5(L) dans Λ ^ W ® S( A Γapplication (/>® 1>

) envoie : r ® z sur J

qui est egal a DE{x(g)z).

28. Deux corollaires. Avant de donner la solution du deuxieme probleme

je vais indiquer deux corollaires des theoremes 26.1, 27.1 et 27.3.

Rappelons que Γalgebre BW(D de Γoperation (W(L), dww/lww, iww) est

egale a K&Isw et que la differentielle dw&) y est nulle.

28.1. Soit (E,d/t,i) une operation dune algebre de Lie pos-

sέdant une connexion. LΊιomomorphis?ne de Ism dans H(BE) dύ a une con-

nexion est ίndependant de la connexion choisie.

D'apres le theoreme 26.1, c'est une consequence immediate du theoreme
suivant.

THEOREME 28.2. Soit (E, d/t9 i) une operation dune algebre de Lie L

avec une connexion/. Uhomomorphisme g(f) induit un homomorphisme de

Is{L)dans BE> doύ un homomorphise de Is(L) dans EE®W{L). LHnjection de W(L)

dans E(&W(L) induit un homomorphisme de I8{fi) dans BE®W(D . Ces deux

homomorphismes de 75(Z) dans BE®W(Q dέterminent le meme homomorphisme



COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DIFFERENTIELLES 307

de Ism dans

L'application de E(g)W(L) dans E, qui envoie x(£)y sur x gifXy) est un

morphisme de Γope ration CE® W(L\ d*dW(D / t^tW(L), i*iw{L)) dans Pope ration

(E,d/t,i). Ce morphisme induit un homomorphisme ax de BE®W(D dans BE.

Appelons α2 Γinjection de BE dans BE®w(L) et bγ et &2 les deux homomorphismes

de Ism dans BE®W(D> Notons par άf,a*,bf et bξ les homomorphismes cor-

respondants en cohomologie.
Les homomorphismes aγ°bλ et aλ°b2 sont egaux et 1'homomorphisme ax°a2

est egal a Γidentite. Par consequent les homomorphismes α*o&* et a*ob* sont
egaux et Γhomomorphisme af°a$ est egal a Γidentite. D'apres le theoreme
26.1, Γhomomorphisme α* est un isomorphisme, par consequent a* est aussi un
isomorphisme et les homomorphismes bf et b* sont egaux, ce qu'il fallait de-
montrer.

Voici le second corollaire des trois theoremes.

THEOREME 28.3. Tous les espaces vectoriels Hp(JW(n) sont nuls, sauf

H\IW(Σ)) dont la dimension est έgale a 1.

Appliquons le theoreme 27.3 a Γoperation (A(L\ dA(D I tA\D, ^(z>) En vertu

du lemme 15.10, les differentielles dW(L) et DΛ{D de IA{D&S(L) sont egales. D'apres

le theoreme 27.1, les algebres graduees H(IW(D) et H(BA(L)) sont isomorphes,

par consequent. Tous les espaces vectoriels BA(L) sont mils, sauf BA{L) dont la

dimension est egale a 1, ce qui demontre le theoreme.

Voici une consequence de ce theoreme.

THEOREME 28.4. Soient L une algebre de Lie reductive et w une trans-

gression de Valgebre de Weil de L. Cet homomorphisme de degrέ + 1 de

P(L) dans I$(L) se prolonge en un isomorphisme de Valgebre graduέe X(P(L))

sur Valgebre graduέe IS{L).

Rappelons que selon nos conventions, les elements de P(L) dans X(P(L))

ont leurs degres majores de 1. Utilisons le lemme 24.9 et le theoreme 23.4 et

remarquons que la differentielle est nulle sur 75(z) egal a BW{L)> Ainsi Γalgebre

graduee H(IW(D) est isomorphe a Γalgebre graduee H(IA(L) ® IS{L), dκ): la diffe-

rentielle dκ est nulle sur 1 ® IS(Q et est egale sur P(L) ® 1 au compose de la

projection de P(L) ® 1 sur P(L\ de la transgression zv de P(L) dans IS(Q et de

Γinjection de IS(D dans /^(z)®Zs(c). Autrement dit, si on prolonge w en un

homomorphisme de X(P(L)) dans Isw, la cohomologie de cette X(JP(L))-algebre

ί7-graduee Is(L) est isomorphe a Γalgebre de cohomologie de Iwm, qui est tri-

viale. Le theoreme 10.2 demontre que Γhomomorphisme de X(P(L)) dans IS(L)

est un isomorphisme.

29. Solution du deuxieme probleme. Soit (E,d/t,i) une operation d'une algebre

deLie L avec une connexion. D'apres les theoremes 26.1 et 27.1, on peut remplacer

Γalgebre BE par Γalgebre IE®S{D avec la differentielle DE, pour resoudre le deu-
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xieme, probleme par la theorie de Hirsch-Koszul.

Reportons-nous au paragraphe 7 et posons (IE®S(D)P egal a IE®sP(L). D'apres

le theoreme 27.3, la differentielle corrigee de IE®S(D est egal a J ® 1. Par con-

sequent Γalgebre K est isomorphe a H(IE®S{L),d(g)l) et Γalgebre Ko, a H(L).

Si la dimension du sous-espace des cocycles de degre 0 de IE est egale a

1, Γalgebre B est egale a l ® 7 ^ ( £ ) . D'autre part, Γespace IE®SHD est nul. Tout

notre interet doit done se porter sur Γhomomorphisme fundamental du deuxieme

probleme, celui de H(IE) ®Z?(£)dans H(IE®S(D, d ® 1), dύ a l'injection de

IE($ζ)Is(L) dans IE®s{L). NOUS avons demontre le theoreme suivant.

THEOREME 29.1. Soit (E, d/t, i) une operation dune algebre de Lie avec

une connexion. Supposons la dimension de H(IE) finie et celle de H\IE) egale

a 1. Si Γhomomorphisme fondamental du deuxieme probleme est un isomor-

phisme, alors il existe une differentielle dκ de Vespace vectoriel graduέ

H(IEyg)Is(L) telle que les espaces vectoriels graduέs H(BE) et H(H(IE)(g) IS(L),dκ)

soient isomorphes. La diffέrentieΐle dκ est nulle sur l ® / ^ ) .

Nous pouvons completer ce theoreme par le suivant:

THEORέME 29.2. Soit (E,d/t,i) une operation d'une algebre de Lie L
avec une connexion. Supposons la dimension de H(IE) finie et celle de H°(IE)
egale a 1. L?homomorphisme fondamental du deuxieme probleme est suppose etre
un isomorphisme. Puisque la differentielle dκ est nulle sur 1 ® IS(D,Γinjection
de IS(L) dans H(IE) ® ίs(z> determine un homomorphisme de IS(D dans
H(H(IEy$ζ) Is(i)ydκ) qui est egal au compose de Γhomomorphisme de 7S(Z) dans
H(BE)dύ a une connexion et de Γisomorphisme de H(BE) sur H(H(IE)(g) Isw)
Puisque la differentielle dκ envoie H(IE)($ξ) Isw dans H(IE)(& I+S(L), la projection
de H(IE)($ξ)Is(L) sur H(IE) determine un homomorphisme de H(H(IE)<S) Ism)
dans H(JB) qui est egal au compose de Γinverse de Γisomorphisme de H(BE) sur
H(H(IE)(&Is(L),dκ) et de Γhomomorphisme de H(BE) dans H{IE) dύ a Γin-
jection de BE dans IE.

Les theoremes 3.1 et 4.4 de la theorie de Hirsch-Koszul permettent de

remplacer les deux homomorphismes concernant H(H(IE)(g) IS(Z),dκ) par deux

homomorphismes concernant H(IE®s(L)9 DE). Le premier est celui de ISiL) dans

H(IE®S(L), DE) dύ a Γinjection de IS(L) dans IE®S(Q. Le second est celui de

H(IE®S(L),DE) dans H(IE) dύ a la projection de IE®S(L) sur IE. Le compose de

l'injection de BE dans IE®S(Q et de la projection de IE®S(D sur IE est egal a

l'injection de BE dans IE. Cette remarque et le theoreme 28.2 terminent la de-

monstration.

Le theoreme 20.2 applique a Γoperation (E, d/t, i) et a la representation

(S(L)/tS(L)) demontre immediatement le resultat suivant.

THEOREME 29.3. Soit (E,d/t,i) une operation d6une algebre de Lie. Si

Γalgebre de Lie est reductive et si Γalgebre graduέe E est presque finie,
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Uhomomorphisme on damental du deuxieme probleme est un isomorphisme.

30. Application aux deux exemples. Dans l'exemple des espaces fibres
principaux connexes, la dimension de H{IE) est finie et celle de H%IE) egale a 1.
D'autre part nous pouvons demontrer le theoreme suivant.

THEOREME 30.1. Dans Γexemple des espaces fibres principaux, Γhomomor-
phisme fundamental du deuxieme probleme est un isomorphisme\ si le groupe est
compact.

II nous faut appliquer le theoreme 19.4. Nous savons que Phomomorphisme
canonique de H(IE) dans H(E) est un isomorphisme (theoreme 21.2). II sufifit
done de demontrer que Γhomomorphisme canonique de H(IE®S(L)> d($ξ)l) dans
H(E(£$S(L\ d(£)l) est un monomorphisme.

En voici la demonstration, sans entrer dans les details. On fait operer le
groupe G sur son algebre de Lie L, puis on fait operer G sur S(L). Alors£® Sn(L)
est isomorphe a Γespace vectoriel des formes differentielles de Γespace fibre a va-
leurs dans l'espace vectoriel Sn(L)et IE®S*(Q est isomorphe au sous-espace des for-
mes equivariantes (voir le paragraphe 2 de Γarticle de Chevalley-Eilenberg deja
mentionne). Le theoreme 2.1 de cet article nous permet d'amrmer que Γhomomor-
phisme de H(JE®S{L), d$ζ)l) dans H(E® S(L), d$ξ)ϊ) est un monomorphisme.

Dans l'exemple des sous-algebres de Lie, d'apres le theoreme 29.3, on peut
appliquer la theorie si l'algebre de Lie L est reductive dans Γalgebre L.
D'autre part, voici un lemme qui va nous permettre d'utiliser d'une maniere
beaucoup plus complete la theorie de Hirsch-Koszul.

Si les algebres Let L sont egales, l'algebre IE%S{L) est egale a TA{L')®S{L>),

la differentielle DE est egale a — dw(Lf) et la filtration de l'algebre IΆ(Z')&S(L>) est
la meme que celle de Txv(hf) utilisee dans la solution du premier probleme. Par
consequent, si l'algebre de Lie U est reductive, les elements de 1\L') ® 1 de
IΆ(L>)®s(L') sont transgressifs pour la filtration du deuxieme probleme et si w
est une transgression de l'algebre de Weil, — w est une transgression pour le
deuxieme probleme dans le cas qui nous occupe.

Si les algebres L et U sont differentes, on a un homomorphisme canonique
de l'algebre differentielle (IΆ{L>)®S(L'), DA(Lf)) filtree pour le deuxieme probleme,
dans l'algebre differentielle (IA(L')®S(L)> DΛ(Lt)) ίάtree pour le deuxieme probleme.
Le lemme suivant est alors evident.

LEMME 30.2. Soit L une sous-algέbre de Lie dune algebre de Lie L re-
ductive. Les elements de P ( L ' ) ® 1 de Valgebre dijfέrentielle (IA(L>)®S(L), DA{L>))

filtree pour le deuxieme probleme sont transgressifs. L!homomorphisme canonique
de ΪW{L>) dans IΛ(L>)%>S{D compose avec une transgression de Valgebre de Weil
W(L') est egal au signe pres a une transgression de Γalgebre dijfέrentielle
filtree en question.

D'apres les theoremes 20.4 et 21.4, Γinjection de P(L) dans jF/(/.4(z'))se pro-
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longe en un isomorphisme de C(P(L')) sur H{IA{L>)\ si Γalgebre de Lie L est
reductive et si Γalgebre de Lie L est reductive dans U. L'algebre differentielle
(IA(L>)±S(L), Ai(Z')) filtree pour le deuxieme probleme a alors une structure d'al-
gebre de Chevalley. La differentielle DA(Lf) est nulle sur K$ξ)IS(L). II nous est done
possible d'appliquer le theoreme 10.1, de la theorie des X-algebres (7-graduees.

THEOREME 30.3. Soient L une sous-algebre de Lie reductive dans Γal-
gebre de Lie rέductive L et w, une transgression de Γalgebre de Weil W(L'),
qui envoie P(L') dans Γsw- Appelons q Γhomomorphisme canonique de ΓS(L>)

dans Is(L)' LΊτomomorphisme qoχv se prolonge en un homomorphisme de
X(P{L')) dans IS{L), qui donne a ISiL) une structure de X(P(L'))-algebre U-graduέe,
dont Γalgebre de cohomologie est isomorphe a Γalgebre H(BA(L>)).

D'apres le theoreme 28.4, nous connaissons la struture de IS(D. NOUS pouvons
done utiliser les resultats du paragraphe 12. Transcrivons les resultats des the-
oremes 10.4,11.3 et 12.5 au cas particulier qui nous interesse.

THEOREME 30.4. Soient L une algebre de Lie rέductive et L une sous-
algebre de Lie de L reductive dans U Considέrons Γopέration (A(L'\
dA(D I' tΛ(L>), iA{L)) et appelons M Γimage de H(BA(L>) dans H{A{L')) par
Γhomomorphisme dύ a Γinjection de BA(Lf) dans A(L'), N le sous-espace de M
des classes de cohomologie primitives de H(A(L')) appartenant a M, r{L) et
r(L') les dimensions des espaces vectoriels des έlements primitifs de A(L)
et de A(L'). Alors Γinjection de N dans M peut etre prolongέe en un
isomorphisme de Γalgebre extέrieure C(N) sur M. La dimension n de N est
infέrieure ou egale a r(Lf) — r(L). Le cas de Γέgalitέ a lieu si et seulement
si le noyau de Γhomomorphisme de H(BA(Lf)) dans H(A(L')) est egal a
Γideal de H(BA{Lf)) engendrέ par Γimage de 7J(ί) par Γhomomorphisme de
IS(L) dans H(BA{L)) dύ a une connexion de Γopέration. En outre dans le cas de
Γέgalitέ le polynόme de Poincarέ de H{BA{L>y) est donnέ par la formule
suivante: soient bub2, ,br' les degrέs des έlέments dune base homo gene de
Γespace des έlέments primitifs de A(L'), aua2, , ar les degrέs des έlέments
dune base homo gene de Γespace des έlέments primitifs de A(L) et cuc2 ,cn

les degrέs des έlέments dune base homogene de N, alors le polynόme de
Poincarέ de H(BA(L,)) est έgal a :

Π 1/(1 - xw> Π (1 - xbj+iy Π (1 + xc*)/(l - xCk+ι)
l^J^z l^jsz' l^k^n

Voici un exemple pour lequel Γegalite a lieu.

THEOREME 30.5. Soient Lr une algebre de Lie et L une sous-algebre rέ-
ductive dans L'. Considέrons Γopέration (A(L'), dA{Lf) / tA{L,)9 IΛ{L')\ Si la diffέre-
ntielle dA{Lf) est nulle sur BA^f), alors le noyau de Γhomomorphisme canonique
de H(BA{L,})dans H(A(L')) est έgal a Γidέal de H(JBA{LΊ) engendrέ par Γimage
de Is(L) par Γhomomorphisme canonique de IS{L) dans H(BAiL>)).
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D'apres le theoreme 24.6, nous pouvons appliquer le theoreme 23.4. Le
noyau de Γhomomorphisme de H(BA(Lη) egal a BA(Lη est egal a dχ(P(L)(& BA{Lf)\
c'est-a-dire a IswBA{L,), ce qu'il fallait demontrer.
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