
Tόhoku Math. Journ.
20(1968), 431-442.

TAUBER-KONSTANTEN BEI DEN HAUSDORFF-VERFAHREN

WOLFGANG BIEGERT

(Received February 9, 1968)

1st fi(t) eine nichtfallende Funkion im Bereich 0 ̂  t ^ 1 mit β(0) = 0,

β(l) = 1 und β(+0) = 0, sind weiter μn die zugehδrigen Momentkonstanten,

so definiert man die regulare Hausdorff-Transformation [6] als

(1.1)

wobei sm die Teilsummen einer gegebenen Reihe Σaυ (mit reellen oder

komplexen Gliedern) sind.

Gilt fur die Glieder an der Reihe Σav die Tauber-Bedingung vom

Littlewoodschen Typ [8]

(1.2) Iϊm|/iαn| < oo ,

so bezeichnet man nach Hadwiger [4] die kleinste Konstante A, fur die (bei

einer bestimmten Koppelung von m und n)

(1.3) Έ£\H(n)-sm\ ^A-Πmlwonl

gilt, als Konstante Tauberscher Art oder kurz als Tauber-Konstante. Mit

Agnew [2] bezeichnet man als Tauber-Konstante A die kleinste Konstante,

fur die

(1.4) ϊhn\H(n)-sm\ ^A'-L

gilt, wenn die Teilsummen sm der Tauber-Bedingung vom Schmidtschen Typ

(1. 5) lim Maximum | sw — su \ ̂  λ L
M-»oo \V)-U\^λu

mit festem L aus 0 ίg L < oo und beliebigem λ > 0 genϋgen. Genugen die

Glieder einer Reihe Σav der Bedingung (1.2), so genϋgen ihre Teilsummen
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aυch der Bedingung (1.5). (1. 5) ist also umfassender, fiir dieselbe Koppelung

von m und n muss also

(1.6) A^A'

gelten.

Bei den Hausdorff-Verfahren hat Jakimovski [7] fur die Bedingung (1.2)

und die Koppelung

(1.7)

Tauber-Konstanten A = A(Q) erhalten. In der vorliegenden Abhandlung soil

gezeigt werden, dass — mit einer Einschrankung fiir β(t) — zur Tauber-

Bedingung (1.5) dieselben Tauber-Konstanten A' gehδren, dass also in (1.6)

das Gleichheitszeichen gilt.

Man beweist den folgenden

SATZ. ES set β{t) eine nichtfallende Funktion im Bereich 0 fg t ^ 1

mit β(0) = 0 und β{l) = 1. Fur festes 1 > a > 0 und P^O soil

(2.1) ^ - -+ P streben fur t -> 0 .

Die zu β{t) gehδrigen (regularen) Momentkonstanten seien

(2.2) μn= (tndβ{t).

Jo

Eine gegebene Reihe Σ,av {mit reellen oder komplexen Gliederή) besitze die

Teilsummen sm, die der Tauber-Bedingung vom Schmidtschen Typ

(2. 3) lim Maximum\s w — su\ rg λ L

mit festem L aus 0 rg L < oo und beliebigem λ > 0 genϋgen.

(2.4) H{n) =

ist dann eine reguldre Hausdorff-Transformierte dίeser Reihe. Strebt mit

n—>oo auch m —> °°? so dass
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(2.5) imΓ—= Q > 0
n-κχ> 71

ist, so gilt

(2.6) faK\H(ή)-sm\ ^A' -L

mit

(2.7)
f1 β(t)I \ogQ

Darύber hinaus ist A die beste Konstante im dem Sinn, dass es mindestens eine

Reihe Σa*> ( m ί ί reellen Gliedern) gibt, dass in (2.5) das Gleichheitszeichen

gilt.

Die Bedingung (2.1) ist scharfer als die notwendige Bedingung /3(+0) = 0

fur die regulare Momentkonstante, sie garantiert aber auch die Existenz des

Integrals I ——— dt an der unteren Grenze 0. Die Existenz dieses Integrals

an seiner unteren Grenze 0 ist auch bei Jakimovski [7] zusatzlich gefordert.

Die Bedingung (2.1) ist z.B. fur die Cesaro-, fur die Holder- und fur die

Euler-Knopp-Verfahren erfiillt. Im letzten Fall ist die Konstante zur Bedingung

(2.3) schon als Spezialfall in einem frϋheren Ergebnis des Verfassers [3]

enthalten.

Schmidt [9] nennt eine Folge {sm}, die der Bedingung (2.3) genϋgt,

Ίangsam oszillierend'. Fur Ίangsam oszillierende' Folgen gelten die

Abschatzungen:

I. Es gibt eine Konstante K so, dass

(3.1) \sv-sm\ rgX l o g ^ -

ist fur alle v=l, 2, 3, . und alle m ^ (1/Q)v mit 0 < Q < 1 ([9], Satz 13).

Π. Es gibt eine Konstante K so, dass

(3.2) \sm\^K

ist fur m = 1, 2, . ([9], Satz 14),
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ΠI. 1st Q > 1 und σ > 0 nahe an 0, so gilt fur genϋgend grosses v

(3.3) |5 y -s m | ^ L

falls v aus m-γγ(l — σ) ίg v < πiγγ(lΛ-σ) ist. Dabei ist L die Konstante aus

der Bedingung (2. 3). ([3], Hilfssatz 2).

IV. Fur genϋgend grosses φ und η> <p gilt

(3.4) |5,-5, |^Z, log-£-.

Zum Nachweis der Abschatzung (3.4) wahlt man zu einem ε > 0 ein £>0 so,
dass fur alle <p> <p0

Maximum\sw — su\ ^ λ (L+£)

gilt, wenn u^φ ist. Zu einem festen φ > ^?0 und zugehδrigem η wahlt man
ein k so, dass φ(k) = (l + X)kφ ^ η < (l+X)k+ίφ = <p(k + ϊ) ist. Dann gilt

Man zerlegt nun

\sφ{1) — Sφ\

(Falls dabei eine nichtganze Zahl als Index auftritt, soil stets die grosste in
ihr enthaltene ganze Zahl verstanden werden). Jeder Summand ist von der
Form \sφ(μ+1) —sφiμ)\. Also gilt jedesmal

<p(μ-\rl) — φ(μ) =

oder

w — u = λ u

Man kann damit abschatzen

und damit auch

I c c \ / L i -I \ -v

(L+e).
log(n/φ)= A log(l+λ)
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Fur festes φ und η folgt: Wenn λ —> 0 strebt, muss k —• 00 streben. Fur
λ —> 0 gilt also

lθg(η/φ) —

fur jedes £ > 0. Also gilt fίir jedes φ > <p0 und η > φ die Abschatzung (3. 4).
Es gilt weiter : Ist θ beliebig aus 0 < θ < 1, ist p = [ίw] und 0 ̂  ί ^ 1,

so strebt

(3.5) .

fϋr n-+ 00 mit Ausnahme des einen Werts t — θ.
Mit der Stirlingschen Formel erhalt man

~_L_i Q /H

Die Funktion

-θ)t\'Ύ
— t) ) J '

^ - 1-x \ x

hat im Bereich 0 ̂  α: rg 1 ihr einziges Minimum bei jt: = ί. Also ist fίir t ^ θ

1 /.1-0V 1 / l - ί
1-θ \ θ ) 1-t

und also ist die eckige Klammer < 1 fur t ^ θ.
Vδlling analog zeigt man: Es strebt

(3. 6) n ( ? - l ) tV~ιQ-t)n-p log £lL ^ 0 fur * -* 00

und

(3.7) n(*p^tp-\l-t)n-*-*0 fur n -> 00

wenn t ^ θ ist, und es strebt

(3.8) n(l-t)n-ι\ogQn-+Q fur n->oo.
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Sofort erkennt man 1st 0 < a < b < n, so gilt

(3.9) ^

Hardy ([5], Satz 138) gibt Abschatzungen fur die Glieder der Reihe

die Von Jakimovski ([7], (26), (27)) auf die hier verwendete Form angewandt
wurden. Diese Abschatzungen werden im folgenden mit [Hardy] zitiert.

Man kann nun den Satz beweisen. Es ist zu untersuchen

da die Summe in der geschweiften Klammer gleich μ0 = 1 ist. Also gilt

( 4 )

2

Es sei zunachst 0 < Q < 1. Dann gilt fur grosse n auch m <n. Man
bezeichnet q = [c ή\, mί = [m(l—λ)], m2 = [m(l + λ)], wobei λ die Grosse aus
der Bedingung (2.3) und c eine feste Zahl aus 0 < c < 1 ist. Man zerlegt
nun die Summe in (4) in fiinf Teile. Es umfasst Sx das Glied mit v=0, S
die Glieder mit 1 ^ v < q, S3 die Glieder mit q ^ v < w b i54 die Glider mit
ni\1=^vt=k™>2 und 5 5 die rest lichen Glieder mit m2 <vτ=^n.

Man schatzt zunachst ASΊ ab. Es ist S1 ^ Δw μ0 \ s0 \ + Δn //015m |. Ist die
Hausdorff-Transformation regular, so strebt Δnμ0->0 fur n-+oo. Mit (3.2)
gilt dann

Si ^ o(l) + K log(m 4-1) An μ0

Nach Voraussetzung (2.1) gibt es ein t0, dass fur alle 0 < ί < ί0 < 1

ist. Fur regulare Momentkonstanten gilt doch
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An~vμv = \ x\l-x)n-vdβ(x).
Jo

Es sei p <t0. Fur n> p'1 gilt dann

S, ̂  o(l) + K\og{m + l) j J\l-t)ndβ(t) + ̂  ( l -

Γn(l-t)n-1 β(t) dt
Jo

pl/n

I n{l-t)n~l tκdt
Jo

κp(i+£) iog(m+i) Γ (^) t(i-ty-1 tκ~x dt

pl/n

m + l) n ίκ ώ
•'o

denn es gilt

mit C=const. und y > 0, falls £ > I/71 ist ([Hardy]). Damit wird

und also

(5.1) Sι = o{l) fur rc-*oo.

Es gilt weiter

s,<κf Σ, (n) m-tr- log ̂ -

nach (3.1). Nach (3.9) erhalt man zusammen mit (3.5) und (3.6)

d £
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falls x ^ c. Integriert man (fur das Integral im Lebesgueschen Sinne ist ein
einzelner Funktionswert nicht entscheidend), so ergibt sich

Fur alle v > 1 ist

also kann man weiter abschatzen

kJ2 === Oil) -Γ /v I I / j \ )X \L — X)

oder, wenn man die Reihenfolge der Integrationen vertauscht,

S> ̂  o(l) + I

Nach der Abschatzung [Hardy] strebt der Wert der Klammer—>0 mit
wenn c < x ist. Fiir 0 ̂  J : ̂  c strebt er —> 1. Also strebt

(5.2)

und fiir genϋgend kleines c ist S2 < S zu machen.
Die Abschatzung fύr *S3 verlauft auf weite Strecken analog. Es gilt

nach (3.4). Mit (3. 9), (3. 5) und (3.6) erhalt man

1 ^ - log f- = o(i) - m £ ( )

falls x ^F Q(l —λ) und c =̂ α: ist, und damit gilt auch

Σ Γ) ί (i-ί)"-' log^ = o(i) + I Σ O^- 1(i-
V=5 V 7 ^ Jχ=t v=q+l X 7
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Dann ergibt sich nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge

Λx m.i-1

S3 =g o(l) + L ί [ W j ) ar\l-x)~' dxdβ{t)
Jχ = θJt=O v=q+l '

S3 ^ o(

Der Wert der Klammer strebt ->0 ίύv Q<x und -^1 fur 0<x^Q, wenn
n —> oo strebt ([Hardy]). Damit strebt auch

/r- o\ O C -=-̂  T I

Bei iS4 liegen alle v im Bereich m(l — λ) rg î  ̂  m( l+λ) oder \m — v\^Xm.
Nach der Tauber-Bedingung (2. 3) ist also

(5.4) S, ^ λ(L+6) χ; g ) Δ*"VV ^ λ(L+Q ,

und fur genugend kleines λ ist AS4 beliebig klein zu machen.
Schliesslich ist noch S5 abzuschatzen. Mit (3.4) erhalt man

Hier ist

rf ^ In

± O
ι/=mt+l

Σ ©Λf-'Cl-a:)-- + n(n-l)xmil-xy-'n'-1 log(l+λ)

Analog zur Abschatzung (3. 5) strebt

^iX-x)71-™*-1 log(l+λ) -^0 fur n -> oo ,

falls x*Q(l+X) ist. Damit erhalt man
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n . v (*t n

und, wieder nach Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen,

( f Σ (")xv-\l~x)n-v

x=Q Jt=x v=mi+l ^ '

Jχ=0

1st x ^ Q, so strebt der Wert der Klammer —• 0 fur n -> oo, ist Q < x < 1
so strebt dieser Wert —> 1. Also gilt

(5.5) S5-*S5^Lf λ^^x) dx.
J X

Fasst man zusammen, erhalt man fur 0 < Q < 1

(5.6)

Ist aber 1 < Q, so gilt fur genuged grosse n auch n <m. Man bezeichnet
wieder q = [cn] mit 0 < c < 1 und n1 = [n(l — σ)] mit <r > 0 nahe an 0. (Genauer
ist die Einschrankung fur σ angegeben in [3], Hilfssatz 2). Man zerlegt die
Summe in (4) in vier Teile. Es umfasst *SΊ das Glied mit z>=0, S2 die Glieder
mit 1 ίg v < q, S3 die Glieder mit q ^ v < nί und ^ die restlichen Glieder
mit riγ^v^n. Die Abschatzungen fur *SΊ und S2 sind vollig analog zu
(5.1) und (5. 2). Die Abschatzung fur S3 entspricht der von (5. 3), wenn man
nx statt πiγ setzt. Fur (1 — σ) < x strebt hier der Wert der Klammer ->0,
fur 0 < x < 1 — σ aber gegen 1. Also ist

(6.1)

Es ist noch *S4 abzuschatzen. Fur alle diese v gilt die Abschatzung (3. 3)

St ̂  L log Q(JZ (*) Πl-tT-* dβ(t).
Jo v=nx ^ '

Es gilt doch
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d 1
dx

und damit auch

I __ γ\n-nx

Nach der Abschatzung (3.7) strebt der Integrand —»0 fur alle x±?l — <τ, wenn
n-+ oo geht. Also gilt

(6.2) S 4 - + 5 4 ^ L logQ Γ dβ(t) = L-logQ.

Jo

Zusammengefasst ergibt sich damit fϋr 1 < Q

(6.3) E5|ffl>i)-5j ^L.{ (^ψ-dx + logβ

Fur den Fall Q = 1 ist entweder m < n oder m^n. In beiden Fallen
nimmt dann die Konstante A' den Wert

f1

Λ
an.

Bei der Untersuchung von Jakimovski [7] garantiert der Hilfssatz von
Agnew [1], dass die dort erhaltene Tauber-Konstante A zur Bedingung (1.2)
tatsachlich die kleinste Konstante ist. Wegen (1. 6) darf aber A nicht kleiner
als A sein. Also ist auch A fur die Tauber-Bedingung vom Schmidtschen
Typ (1. 5) tatsachlich die kleinste mδgliche Konstante, fur die (2. 6) gilt.

Jakimovski [7] gibt zusatzliche Untersuchungen iiber A — A(Q). Die
Ergebnisse dieser Untersuchung sind selbstverstandlich auch fur die Tauber-
Konstante A zur Tauber-Bedingung vom Schmidtschen Typ (1. 5) gϋltig.
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