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SUR QUELQUES FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES

A L' EGARD DE LA CONJECTURE DE PALEY*>
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1. Soit f(z) une function entiere d'ordre fini />>l/2, alors Paley [3] a
conjecture que

,. . , logM(r,/)^
h™lnf V/) - P

Concernant cette conjecture, Tsuzuki et Misu [5] a trouve le theoreme suivant :

THEOREME A. Soit f(z) une fonction entiere transcendante d'ordre fini.
Si elle satisfait a la condition

alors on a

_ , . . , log M(r, /) . r log M(r,/) .
2 < hm inf —%*— S; ^ lim sup —^7-4^ ^ π -

— r-,0. T(r,/) — r->co F /(r,/) —

£w particulier, sil existe une valeur a finie telle que δ(α,/) = l, alors
on a

logM(r,/) _
^ T(r,f) -**

Dans ce memoire, on ameliore, d'abord, ce theoreme qui est une amelioration
du Theoreme 7.3 dans [4] et puis dans les paragraphes 2 et 3 on donne quelques
choses concernant des resultats recents de Petrenko [4]. On utilise les symboles
usuels de la theorie de Nevanlinna librement :

*) Ce travail a etέ fait en partie aveς l'a}4e ί}e la Fondat ior* c}e Sakkokaϊ (The 3akkokai
foundation).
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log+, M(r,f), m(r,a\ N(r,a\ T(r,f), 8(α,/) etc.

THέOREME 1. Soit f ( z ) une function entiere transcendante d'ordre
inferieur fini. Si elle satisfait a la condition

alors on a

Γ logM(r,/)
hm — ^ T f \ =*•
r^oo T(Γ,/)

N. B. Une fonction entiere comme dans ce theoreme est a croissaήce
reguliere et son ordre est entier et non zero ([2], Theoreme 2).

Pour demontrer ce theoreme, on utilise les lemmes suivants :

LEMME 1. Soit f ( z ) une fonction entiere transcendante d^ordre fini,
alors on a

(voir[6],p.l9).

LEMME 2. Soit f(z) une fonction rneromorphe transcendante dans \z\
telle que

Σ Λ/ /»\ -< , ^/ r*\ -t

δ(^,/) = 1 et 8(oo,/) = 1,

a/O7^5 on α

l et δ(oo,/') = l

(voir[7],p.24).

En vertu de ce lemme et du theoreme A, on a

LEMME 3. Soit f(z) une fonction entiere comme dans le theoreme 1,
alors on a
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(voir aussi [5], Formule (6)).

LEMME 4. Solent f(z) une function meromorphe transcendante dans

\z\<oo et Δf = Σ δ(α,/), alors on a les inegalites suivantes :
α±?oo

Δ r ̂  lim inf ~^ϋ ^ lim sup 5vHv ̂  2-8(oo,/)
r->oo i ( r , f ) r-oo i (,r,/;

(voir [2], p. 327).

DEMONSTRATION DU THLOREME 1. On recrit log M(r,f)/T(r,f)
comme suivant :

logM(r,/)_T(r,/') logJVf(r,/0 logM(r,/)
U ; T(r,/) ~ T(>,7) ' T(r,7) ' logM(r,/) '

On calcule la limite de chaque fraction du cote droit dans Γegalite ( 1 )
quand r tend vers Γinfini.

1) Dans le lemme 4, si on prend Δ/ = 1 et δ(oo,/) = 1, on a

lim rπf ' r\ — 1

Maintenant, on suppose que Δ/ = 1 et f ( z ) est entiere, par consequent
,/)^!, de sorte que Γon a

lim = 1 .
r-,oo T(Γ,/)

2) lim - P = ̂  d'apres le lemme 3.

3) lim rg = 1 d'apres le lemme 1 .
r-*oo logM(r,/) F

En consequence, d'apres 1), 2) et 3), on a

logM(r,/)
lim — ̂ ,7 — -/-x^ — ̂r-.cc 7(r,/)

?. Soit /(«) μne fonction meromorphe dans \z\ <<*>,
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M(r, α,/) = sup
\*\=r

1

/(*) -«
pour a Φ

M(r, oo,/) = sup |/(2)|
|β|=r

et

a/ f\ i r log+M(r, α,/)
£(α,/) - liminf ~ T(r /) *

Petrenko [4] a introduit ces notions et donne le resultat suivant qui contient
une solution definitive pour la conjecture de Paley.

Tπ'ORHME B. Solent f ( z ) une function meromorphe dans \z\ < oo
cΓordre inferieur λ fini et a une valeur quelconque finie ou non9 alors on a

[7rλ/sinτrλ pour 0 < λ < 1/2
(α,/)^

En outre, il a evalue β(a,f) dans quelques cas. Ici, on evalue 8(a,f) dans
quelques cas particuliers et ameliore des resultats de Petrenko [4] .

LEMME 5. Soient f ( z ) une function meromorphe transcendante dans
I z I < oo d'ordre inferieur fini telle que

δ(0,/) = l et δ(oo,/) = l,

{^*}?=i les zeros et [bk}^=1 les poles de f ( z ) en considerant la multiplicite et
different s de 0 respectivement. Alors, Γordre de f ( z ) est entier pl^\> f(%)
est a croissance reguliere et on α, pour un nombre reel € positif quelconque
suffisamment petit,

T(r,f) = (1 + «Kr)

et
|C(σr)-C(r)|<θ|C(r)|

o^i

h(r)!<θ (r>r0(£)),
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cί(f) etant un constant dependant de f(z) et

1< σ ̂  36

(voir [1], Theoreme 1).

((r>r0(£)) signifie "pour tout r plus grand que r0(£) qui est un nombre
positif dependant de £, et ainsi de suite.)

En effet, ce que Γordre est entier p^,\ et f(z) est a croissarice reguliere
est d'apres le Corollaire 6. 1 dans [2] . Dans not re cas

r , r,/) ̂  0 S/Λ ,Λ δ/ ~ Λ= hm sup Λ/X ^v ^ ^ 2-δ(0,/)-δ(oo,/) = 0 ,
r-co J (r9j)

par consequent, on peut appliquer le Theoreme 1 dans [1] pour un nombre reel
£ positif quelconque suffisamment petit.

LEMME 6. Soit f(z) une function meromorphe dans \ z \ < oo comme
dans le lemme 5. Alors, il existe deux suites de nombres reels positif s [ct^JLi
et {rJ^Li telles que

et aj+1/a^e9

2) pour un nombre reel £ positif quelconque suffisamment petit, sur \z\ =Γj

|log|/(*)ϊ-ReC,**| <4£|C j |rf (j>j\(€))

ou Cj = C(ctj) et p est Γordre de f(z) (voir [1], Lemme 5 et p. 281).

THEOREME 2. Soit f(z) une fonction meromorphe transcendante dans
I z I < oo d'ordre inferieur fini telle que

Σ *«./) = ! et δ(oo,/) = l,
α^oo

alors on a

/9(oo,/) ̂  n .

DEMONSTRATION. D'apres le lemme 2,

,/') = 1 et 8(oo,/') = l,
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par consequent, on a

K(f} = M m sup , , , ^ 2 - S(0,/') - δ(oo ,/') = 0 .
r-*oo L \Ί yj )

En consequence, on peut appliquer le Theoreme 2 dans [1] a notre f (z).
D'apres ce theoreme il y a un chemin J2 continu s'etendant a Γinfini et tel que,
tout le long de J2

(2) |/ '( 2 ) |<e X pί-T(r,/ ') ( |* |=ri=r.) .

D'autre part, Γinegalite

*/ /"\ T Γ^(Λ/')^I r log+M(r, oo /')
1 = 8(oo,/ ) = hm mf ^) ?^ ^ hm mf -^^^7^^

r^oo 1 (ΐ ,J ) r^oo 1 V r>J J

veut dire que, pour un nombre reel 8 positif quelconque plus petit que un, il
existe un nombre reel positif /_> tel que, pour tout r>/ 0 ,

exp((l -£)T(r,/)) ̂  M(r, oo,/') .

En vertu de (2) et (3), si 1L est suffisamment grand, pour tout

0^N '̂"). on a

(4)

Soient «fr = J7Π(r0^ 1 2] ^r), ζr le premier point d'intersection de J2 et
1 2; I =r quand ξ tend vers Γinnni sur J2 et Γ* = J2r U (la par tie sur \z\ —r de
?r jusqu'a z). Alors, quand f(z) n'a pas de poles sur \z\ =r, d'apres la relation

si \z\ —r>lί9 on a, en vertu de ( 4 )

D'apres le Theoreme 2 dans [1], on a

f
* Γ
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Par consequent, on a

( 5 ) M(r, oo,/) ̂  K,r(l + log r)M(r, oo,/') + |/(frβ)|

quand r est suffisamment grand oύ K! est une constante.
Soient {tfj}jlι et {r^JLi deux suites de nombres reels obtenues en appliquant

le lemme 6 a f\z) telles que n > /! . Alors, d'apres le lemme 5, on a, pour un
nombre reel £t positif quelconque suffisamment petit,

(6) τ(Γi)/') = (1 + ̂ )

(7) \C)-C(r))\<el\C)\

et

(8) hCr^Ke,

D'autre part, en vertu du lemme 6, on a, sur \z\ =rjy

I log LΛ*) I |< I C, I rj + 4fit I Q | r?

de sorte que Γon a

( 9 ) log+MCr,, oo,/') < (l + 4θO | C, | /I

oύ ^> est Γordre de /(^).

Par consequent, en utilisant ( 6 ), ( 7 ), ( 8 ) et ( 9 ), on a

of f\ r r log + M(r,oo,/ ')- . . j log+
/^C00,/ ) = lim mf ^/ UΛ ^ lim mf %r^oo J . ( r 9 j ) >*oo ^

!̂ etant positif quelconque,

(10) β(^,

D'apres le lemme 4, dans ce cas,

lim πv
r^. T(T,f)
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par consequent, en vertu de ( 5 ) et (10 ) on a

lθ2+M(> oo Π \oe+M(r oo f )
β(oo9f) = lim inf TV f\ = Um 'ιn^ rp, V v x ? ^ TT

parce que

r log^ πlim ^x& χ.v = 0.

On a le resultant.

THEOREME 3. jSΌzί /(^) une function meromorphe transcendante dans
\ z I < CXD dΌrdre inferieur finί telle que

,/) = 1 et δ(oo,/) = l,

alors, on a

DEMONSTRATION. D'apres Γhypothese, on a

XO) = lim sup N(r,0) + N(rtf) ^ 2_δ(0;/) _ g(oo>/) = 0 ,
r->oo 1 VjJ }

en consequence on peut appliquer les lemmes 5 et 6 a notre .f(z). Solent θ un
nombre reel positif quelconque suffisamment petit et {^jjli, [r^JLi deux suites
comme dans le lemme 6. De 2) du lemme 6, on a, sur \z\ = r5 ,

I log |/(*)| I < |C,|r? + 4e|C,|r?

de sorte que,

(11) log+M(r,,0,/)^(l+4«)lC,lr?

et

( 12 ) log+M(rj( oo, f) ^ (1 + 4fi) 1 C/| r?

Comme on a obtenu ( 10 ), on obtien

( 13 ) 8(0, f) g π
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utilisant ( 11), et

(14) £(oo,/)^7

utilisant (12).
Puis on demontre

Pour deux nombres reels 8 , δ positifs quelconque suffisamment petits, d'apres
le Lemme 5 dans [1], on a

( 15 ) log+M(r, oo,/) > I C, \ r"cos -

oύ Λ^ |z | -r^aj+l O'^yo(δ,8)) et ^> est Γordre de/(z).

D'autre part, d'apres le lemme 5 dans ce memoire, on a

( 16 ) T(r,f) < (1 + εγ i^i r"
7Γ

oύ cί3^r^aj+l 0*^yo(^)).
De (15) et (16), on a, pour Λ^r^Λ ί+1 (j^ji, ou j\ = max( j <>(£,$), j <>(&>),

i + Λ > f /log+M(r, oo,

Cette inegalite ne depend pas de , par consequent elle est vraie pour tout r
plus grand que a,}ί. En prenant la limite infer ieure, on a

f et δ etant quelconque, cela conduit a

(18) β(°°,f)^τr.

De la meme maniere, on obtien

(19) /W)SΞ*.

De ( 13 ) et ( 19 ), ou ( 14 ) et ( 18 ), on a
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= π ou

respectivement.

COROLLAIRE 1. Soit f(z) une function meromorphe transcendante dans
\ z \ < oo d'ordre infer ieur fini telle que

S(α,/) = l et

alors on a

β(a,f) = « et β(b,f} = n

oύ a et b sont deux valeurs differentes finies ou non.

DEMONSTRATION. D'abord, on fait le cas oύ α^O, oo et έ^O, oo. On
considere la transformation lineaire :

Alors, on a

1) T(r,/)~T(r,<7),

2) δ(α,/) = 8(0,^ = 1 et 8(b,f) = 8(00,^) = 1 ,

3) log+M(r, α,/)-0(l) ̂  log+M(r, 0, g) ̂  log+M(r, α,/) + 0(1)

et

log+M(r, 6,/) - 0(1) g log+M(r, oo, ̂ )^ log+M(r, δ,/) + 0(1).

Par consequent, d'apres 1) et 3) on a

β(a,f) = β(0, g) et β(b,f) = β(<~, g) .

En consequence, appliquant le theoreme 3 a (̂̂ ), on a

β(a,f) = π et β(b,f) = π.

On pent demontrer les autres cas de la meme maniere.
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COROLLAIRE 2. Soit f(z) une function meromorphe transcendante dans
\ z I < oo d'ordre inferieur fini telle que

£ δ(α,/) = 1 et δ(oo,f) = 1,
α^oo

alors on a

/3(0,/<">) = ?t et β(oo,/(p)) = 7Γ

oύ /(p) sίgniβe la p-ieme derivative de /, />= 1, 2, 3, .

DEMONSTRATION. D'apres le lemme 2, on a pour />= 1, 2, 3, ,

δ(0,/(p)) - 1 et 8(oo,/cp>) - 1.

Par consequent, on a ce resultat tout de suite d'apres le theoreme 3.

3. Dans ce paragraphe, on considere quelques d'autres cas.

LEMME 7. Soit f(z) une fonction meromorphe transcendante dans \z\ <oo.
Alors, on a

(20) δ(oo,/
2-θ(oo,/)'

)V >-/ / α^

(22 ) Hi

(voir [7], pp. 21-23).

THέOREME 4. Soient f(z) une fonction entiere transcendante d'ordre
inferieur fini telle que

Σ δ(α,/) = 1

et F(z) une fonction entiere telle que
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oil p— 1, 2, 3, , alors on a

Γhm supF \ — -T(r, F) —

DEMONSTRATION. On demontre le cas oύ />=!. On peut demontrer

les autres cas par la met node inductive. On peut ecrire

}£g .¥('-. Q _ Σί^f) lθ£Mfc/) log M(r, F)
7Xr,F) ~ T(r,F)' Γ(r,/) ' log Af(r,/j '

'T^^ " f\
1) lim sup rr{ π\ = 1 d'apres le lemme 4.

r-oo 1 (ry Γ )

ox ,. log M(r,f) -,, , , , ,
I) hm —77γr-;—>; — = 7t d apres le theoreme 1.

Q, r logM(r,F) ,
o) hm-T-^-^-fT-->v — 1 d apres le lemme 1.r^oo log M(r,/) F

Par consequent, on a

,. log Λ/(r, F} ̂
hm sup —Sγ---^v-— ̂  7f .

-/(r, F)

EXEMPLE. II existe une fonction F(Y) entiere transcendante d'ordre fini
telle que

Σ 8(α, F) - 0
α^oo

mais

jogM(r,^)^^

En effet, si on prend f ( z ) dans le theoreme 4 comme

Σδ(α,/) = l et 8(0,/) = 0,

alors, d'apres ( 20 )
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Σ δ(α, F) = 0 .
α^oo

TπiOREME 5. *So/ί f(z) une function meromorphe transcendante dans
z I < oo dΌrdre inferieur fini telle que

( 23 ) y^ δ(<2 f'} — 2 ,
α

alors on a

DEMONSTRATION. Par la calcule simple, la relation (23) entraine

(24) £ S(«,/')=l et $(oo,f) = 1 .
0.^=00

En consequence, on peut appliquer le Theoreme 3 dans [1] et le theoreme 2
dans ce memoire. D'apres le Theoreme 3 dans [1] , il existe une valeur ήnie,
asymptotique de f'(z) le long de JC' qui est un chemin s'etendant a 1'infini et
a quelques d'autres proprietes. Par consequent, comme on a obtenu ( 5 ) dans le
paragraphe 2, on a pour une constante K2

( 25 ) M(r, ^ ,/) =g K,r(l + logr) M(r, co ,/') (r ̂  r) .

En vertu de (20), δ(oo,/') = 1 entraine

Θ(oo,/) = l,

par consequent, d'apres ( 22 ), on a

(26) li

De ( 25 ), ( 26 ) et le theoreme 2, on a

««»,/) = lim sup ί 5 8 Q ̂  ̂ (oo,/') lim sup

parce que
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lllϊl ~^p^ -^r =• 0 .
r^oo T(Γ,/)

N. B. On peut donner aussi υn exemple d'une function f(z) meromorphe
dans I z \ < oo telle que

Σ δ(α) - 0
α^oo

mais
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