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1. Soit f(z) une fonction entiére d’ordre fini p>1/2, alors Paley [3] a
conjecturé que

lin}_inf lggTZ(WT(},)jD =mp.

Concernant cette conjecture, Tsuzuki et Misu [5] a trouvé le théoréme suivant :

THEOREME A. Soit f(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini.
St elle satisfait a la condition

2 8a,f)=1,

00

alors on a

by g MU f) _ . log M(r, f)
Zéllrfl_i,nf T, f) élnrrlosoup T =m.

En particulier, s’il existe une valeur a finie telle que da,f)=1, alors
on a

. log M(r,f) _
hm = p

Dans ce mémoire, on améliore, d’abord, ce théoréme qui est une amélioration
du Théoreme 7.3 dans [4] et puis dans les paragraphes 2 et 3 on donne quelques
choses concernant des résultats récents de Petrenko [4]. On utilise les symboles
usuels de la théorie de Nevanlinna librement :

*) Ce travail a ét¢ fajt en partie avec l'aide de la Fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation),
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log*, M(r,f), m(r,a), N@r,a), T(r,f), &a,f) etc.

THEOREME 1. Soit f(z) une fonction entiére transcendante dordre
inférieur fini. St elle satisfait & la condition

Z S(a’f)=1,

o0

alors on a

. log M(r,f) _
fm e T

N.B. Une fonction entiére comme dans ce théoréme est a croissance
réguliére et son ordre est entier et non zéro ([2], Théoréme 2).

Pour démontrer ce théoréme, on utilise les lemmes suivants :

LEMME 1. Soit f(2) une fonction entiére transcendante d’ordre fini,
alors on a

. log M(r,f") _
M o M ) L

(voir[6], p. 19).

LEMME 2. Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans |z| <o
telle que

S ¥a =1 e ¥eof) =1,

alors on a
30,f)=1 e &oo,f)=1
(voir [7], p. 24).

En vertu de ce lemme et du théoréme A, on a

LEMME 3. Soit .f(z) une fonction entiére comme dans le théoréme 1,
alors on a

. log M(r,f") _
L Yo S
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(voir aussi [5], Formule (6)).

LEMME 4. Soient f(2) une fonction méromorphe transcendante dans

|2|<oo et Ay=3_ ¥a,f), alors on a les inégalités suivantes :

axoo

Ay = tim inf ) = tim sup TS = 2800, 1)

(voir [2], p.327).

DEMONSTRATION DU TH{OREME 1. On récrit log M@, f)/T@,f)
comme suivant :

(1) log M(r,f) _ T(r, ')  log M(r,f") log M(r,f)
T T TS Trf)  logM@r.f)

On calcule la limite de chaque fraction du céte droit dans 1'égalité (1)
quand » tend vers l'infini.

1) Dans le lemme 4, si on prend A, =1 et §(oo,f)=1, on a

. Tr,f) _
lim Zror gy =1

Maintenant, on suppose que A,=1 ct f(z) est entiére, par conséquent
8(co,f) =1, de sorte que l'on a

. T@, f) _
lim 7y =1

1 l_gg M(T,f') - ’
2) 11:2 TG f) = m d’aprés le lemme 3.
3) li log M(r f) =1 d’aprés le lemme 1.

rom log M(r,f")

En conséquence, d’aprés 1), 2) et 3), on a

. logM(@r,f) _
R N S

2. Soit f(z) une fonction méromorphe dans |z| <oo,
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M(r,a,f)=

] pour a # oo,

M(r, o0, f) = sup | )|
et

log* M(r, a, f)
T(rf) -

Petrenko [4] a introduit ces notions et donné le résultat suivant qui contient
une solution définitive pour la conjecture de Paley.

B(a,f) = limjnf

TH.ORFME B. Soient f(2) une fonction méromorphe dans |z| < co
d’ordre inférieur N fini et a une valeur quelconque finie ou non, alors on a

aA/sinen pour O0<A<1/2

B(af)<{ A pour 1/2=N\.

En outre, il a évalué B(a,f) dans quelques cas. Ici, on évalue B(a,f) dans
quelques cas particuliers et améliore des résultats de Petrenko [4].

LEMME 5. Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante dans
| 2| <oo d’ordre inférieur fini telle que

80,f)=1 et &co,f)=1,

{alie, les zéros et (b}, les poles de f(2) en considérant la multiplicité et
differents de O respectivement. Alors, U'ordre de f(z) est entier p=1, f(z)
est a croissance réguliére et on a, pour un nombre réel € positif quelconque
suffisamment petit,

T0f) = @ +20) ' COL e o)
et
1Cler) — C)| <&[CAl (> ro®)

In(n)| <&  (r>r(€),

Cr=alf)+-21 ¥ ar— zbk-pl

P lax| =7 el =7
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alf) étant un constant dépendant de f(z) et

1 <o=36

(voir [1], Théoreme 1).

((r>7y(8)) signifie “pour tout r plus grand que 7€) qui est un nombre
positif dépendant de &, et ainsi de suite.)

En effet, ce que l'ordre est entier p==1 et f(z) est a croissarice réguliére
est d’aprés le Corollaire 6.1 dans [2]. Dans notre cas

K(f) = tim sup NODHELS) 2 5500, )80, 1) = 0,

par conséquent, on peut appliquer le Théoréme 1 dans [1] pour un nombre réel
€ positif quelconque suffisamment petit.

LEMME 6. Soit f(z) une fonction méromorphe dans |z| <<oco comme
dans le lemme 5. Alors, il existe deux suites de nombres réels positifs {a;}5.
et {r;}, telles que
1) dj/'oof rj/oo’ 1<rj/aj <61/2 et aj+1/a,-§e,

2) pour un nombre réel & positif quelconque suffisamment petit, sur |z|=r;
|log| f(2)| — Re C;2?| <4&|Cyr} (5> 7«(8))
on C;=Ca;) et pest U'ordre de f(z) (voir [1], Lemme 5 et p.281).

THEOREME 2. Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans
|2| < oo dordre inférieur fini telle que

S ¥a,f)=1 et 8oo,f)=1,

axoo

alors on a

B(eo, f) =m.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2,

80,f/) =1 et &eo,f) =1,
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par conséquent, on a

K(r) = tim sop NOBLIENELD < 5500, £) (00,1 = 0.

En conséquence, on peut appliquer le Théoréme 2 dans [1] a notre f'(2).
D’aprés ce théoréme il y a un chemin _/ continu s’étendant a linfini et tel que,
tout le long de [

(2) [f (@)} <exp (——l%T(r,f’)> (Iz| =rz=r).
D’autre part, I'inégalité
| = 8(co, ) = lim inf "L < jipy g 108" M(r, o0, )

rom T, f )= v T(r.f)

veut dire que, pour un nombre réel & positif quelconque plus petit que un, il
existe un nombre réel positif {, tel que, pour tout r >/,

(3) exp(A—&T(r,f ) =M(r, o, f").

En vertu de (2) et (3), si [, est suffisamment grand, pour tout
e LN(r=[z| =7), on a

(4) Ol =M(r, o, f) (#>1).

Soient [, = _LN(ry=]|z| =7r), {, le premier point d’intersection de _[ et
|2] =7 quand ¢ tend vers linfini sur [ et T%= _, U (la partie sur |z| =r de
¢, jusqu’a 2). Alors, quand f(z) n’a pas de poles sur |z| =7, d’aprés la relation

&)~ f&a= [ e,
si |zl =7r>1[, on a, en vertu de (4)
FRI=MG, oo, f) [ 1dt] + 7@

D’aprés le Théoréme 2 dans [1], on a

j;z |dE] =K1 + logr).
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Par conséquent, on a
(5) M(r, oo, /)= Kir(1 + log ) M(r, oo, f7) + | f(£:)]

quand r est suffisamment grand ou K, est une constante.

Soient {a,}5; et {r;};, deux suites de nombres réels obtenues en appliquant
le lemme 6 a f(2) telles que r,>/,. Alors, d’aprés le lemme 5, on a, pour un
nombre reel &, positif quelconque suffisamment petit,

(6) TG f) = @+ 2 ) 1 1 (> ie))
(7) |C; — Cry)| <& 1G] (U >74(&)
et

(8) l’?(rj)| <& VESTCHR

D’autre part, en vertu du lemme 6, on a, sur |2| =7,
Hog|f (|| <ICjlrj+ 481Gl (G>4o&) s
de sorte que l’on a
(9) log*M(rj, 00, f) <1 +4&)|Cslry  (G>74(€)
ou p est 'ordre de f(z).

Par conséquent, en utilisant (6), (7), (8) et (9), on a

N i s logtM(r, 00, f7) . . log*M(r;, 00,1 )
B(oo, f) = llmrlnf T f) = llmj.}ff T f)
< lim f(1+4<91)|C |5 _ (A-+4&)
=S a-eyic T T a—ey

&, étant positif quelconque,
(10) B, f)=m.
D’aprés le lemme 4, dans ce cas,

T f)
W ) = L
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par conséquent, en vertu de (5) et (10) on a

=

oy = e 10g M@, 00, f) 1 L logt M(r, oo, f7)
Beo, £) = lim inf =5 27 = lim inf =527 7%y

parce que

On a le résultant.

THEOREME 3. Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans
|2] < oo dordre inférieur fini telle que

S(O:f) =1 e S(OOaf) =1,

alors, on a

BO,f)=m et B(oo,f)=m.

DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése, on a

Ky = lim sup 0 5O 2-80.0) = oem ) = 0,

en conséquence on peut appliquer les lemmes 5 et 6 & notre .f(z). Soient € un
nombre réel positif quelconque suffisamment petit et {a;}52:, {r;}5: deux suites
comme dans le lemme 6. De 2) du lemme 6, on a, sur |z| =1,

log|f(2)| | <|Cslr}+4€1Cslrh (G>7ul)),

de sorte que,

(11) log*M(7;,0,/)=(1+48)|Cs|75 (7> 7«(8)
et
(12) log*M(r;, 0, /) =1 +48)[C,1r5  (7>7i(8)).

Comme on a obtenu (10 ), on obtien

(13) BO,f) ==
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utilisant (11), et

(14) B(eo, f) =

utilisant (12),
Puis on démontre

ﬁ(oo’f)gﬂ

Pour deux nombres reels & & positifs quelconque suffisamment petits, d’apres
le Lemme 5 dans [1], on a

(15) log* M(r, 00, f)> | C, | "cos % — 4e|C, |

ol a; = |z| =r=ay.; (J=J1/(E9)) et p est 'ordre de f(z).

D’autre part, d’aprés le lemme 5 dans ce mémoire, on a
2 1G]
(16) T, fH)<(1+8) e

ol a;=r=d;, (J=7uE).
De (15) et (16), on a, pour a; =r=d;., (j=Jj5, o j, = max(j(§, 3), j«(€)),

I.Qg"M(r, o0, f) _ 7 |C;|r? <cos% —4(9) B ”(COS % —48)

(17) Tef) =  A+er|Glr  ~  (+er

Cette inégalité ne dépend pas de j, par conséquent elle est vraie pour tout 7
plus grand que «;,. En prenant la limite inférieure, on a

)
o log"M(r 0, f) (cos » ~de)
B(oo,f) = lln;_l_'glf T(r,f) = (1 + &)y ’

€ et & étant quelconque, cela conduit a

(18) B(eo, f)=m.
De la méme maniére, on obtien

(19) BO,fl=m=.

De (13) et (19), ou (14) et (18), on a
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BO,f)=m ou Beo,f)=n
respectivement.

COROLLAIRE 1. Soit f(2) une fonction méromorphe transcendante dans
|2]| < oo d’ordre inférieur fini telle que

da,f)=1 et &b, f)=1,

alors on a
B(a7f) = et B(b,f) =7

ou a et b sont deux valeurs différentes finies ou non.

DEMONSTRATION. D’abord, on fait le cas ot a#0, oo et b#0, . On
considére la transformation linéaire :
_f (2)—a
g(z) _f(Z) 5"

Alors, on a

D Te. )~T, 9,

2) ¥a.f)=80,9)=1 et 3b,f)=23,9)=1,

3) log*M(r,a,f)—0(1) =log*M(r,0, g)=log*M(r,a,f)+ 0(1)
et

log*M(r, b, ) — X1)=log*M(r, oo, g)=1log*M(r,b,f)+0(1).
Par conséquent, d’aprés 1) et 3) on a
Bla,f) =B0,9) et B0,f)=P8(x,g).
En conséquence, appliquant le théoréme 3 a g(z), on a
Bla,f)==n et BOb,f)=m.

On peut démontrer les autres cas de la méme maniére.
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COROLLAIRE 2. Soit f(2) une fonction méromor phe transcendante dans
|2| <<oo dlordre inférieur fini telle que

2. ¥a,f)=1 et ¥, f)=1,

a0

alors on a
BO,fP) =7 et Bloo,fP)=m

o £ signifie la p-iéme dérivative de f, p=1,2,3,++-.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2, on a pour p=1,2,3,---,
80,/ ) =1 et &oo,fM)=1.
Par conséquent, on a ce résultat tout de suite d’aprés le théoréme 3.

3. Dans ce paragraphe, on considére quelques d’autres cas.

LEMME 7. Soit f(2) une fonction méromor phe transcendante dans |z|<oo.
Alors, on a

(20) NP St

(21) QTH)(loch‘) Y 8@ f)H=30.f)
et

(22) linrl_'swup ?1:((7;_”}0)) =2—-0(oo, f)

(voir [7], pp. 21-23).

THEOREME 4. Soient f(z) une fonction entiére transcendante d’ordre
inférieur fini telle que

Z S(a’f) =1

L

et F(2) une fonction entiére telle que
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F"(2) = f(2)
on p=1,2,3,--+, alors on a

imsup 50 =

DIMONSTRATION. On démontre le cas ou p=1. On peut démontrer
les autres cas par la méthode inductive. On peut écrire

log M(r, F) _ T(r,f)  log M(r,f) log M(r,F)
T, F) ~ T@F) T4, f) logMG@,f)

1) limsup ,;1((:4;)) =1 daprés le lemme 4.

T—00

2 i log M(r,f) _

m =5 4 =m daprés le théoreme 1.
roe 11, f)

3) ITIEE. }gg %%:*f‘)) =1 d’aprés le lemme 1.

Par conséquent, on a

lim sup ,1_9%‘,(1,:{ (;,) F)

= .

EXEMPLE. Il existe une fonction F(z) entiére transcendante d’ordre fini
telle que

S 3a,F) =0

a>xoco

mais

En effet, si on prend f(z) dans le théoréme 4 comme

S ¥a,f)=1 et &0,f)=0,

w300

alors, d’aprés (20)
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3 §a,F) =0.

axoo

THZOREME 5. Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans
|z| < oo dordre inférieur fini telle que

(23) 2 8a,f) =

alors on a

Bleo, f)=m.
DEMONSTRATION. Par la calcule simple, la relation (23) entraine

(24) S ¥a,f)=1 et oo, f)=1.

300

En consequénce, on peut appliquer le Théoréme 3 dans [1] et le théoréme 2
dans ce mémoire. D’aprés le Théoréme 3 dans [1], il existe une valeur finie,
asymptotique de f(z) le long de £ qui est un chemin s’étendant a Iinfini et
a quelques d’autres propriétés. Par conséquent, comme on a obtenu (5) dans le
paragraphe 2, on a pour une constante K,

(25) M(r, co, ) =< Kyr(1 + logr) M(r, oo, ) (r=17).

En vertu de (20), 8(oo,f) =1 entraine

(0, f) =1,
par conséquent, d’aprés (22), on a
(26) lirﬂ sup Tg i‘)) =1.

De (25), (26) et le théoréme 2, on a

log* M(r, o, f) _
Tor.f)

= Ao, f Y i sup 2

B(eo, f) = hm | sup T f)

I
el

parce que
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lim log r

fim Gy =0

N. B. On peut donner aussi un exemple d’une fonction f(z) méromorphe
dans |z| < oo telle que

> ¥a)=0

300
mais

Bloo, f=m.
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