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1. Introduction. Soient f{z) une fonction algébroide transcendante a =
branches dans le plan fini définie par une équation irréductible

(1) Fz, )= Ao fT+ A=) " + o+ +An(2) =0

ou les Ay, -, A, sont entiéres sans zéros communs & toutes, au moins un rapport
entre elles est transcendant et A, le nombre de relations linéaires, homogénes a
coefficients constants et linéairement indépendantes entre les Ay, +++, A,. Alors,
le nombre de valeurs lacunaires est au plus égal a n+[n/(n—n.)] ((2]) et le
nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard est au plus égal a4 n+a.+1
([9)); de plus, on ne peut pas les abaisser en général ([7]).

Dans ce mémoire, on donne quelques théorémes qui montrent que le nombre
de valeurs exceptionnelles au sens de Picard est limité par le nombre de valeurs
lacunaires et que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou de
Nevanlinna est limité par le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard
quand la fonction considérée est d’ordre un au plus. D’abord, on considére sur
les systémes et puis, applique aux fonctions algébroides.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg ([3], [5]).

2. Préliminaires. Soit f=(f,,**+, fs) un systéme transcendant dans le plan,
C’est-a-dire, les fonctions fy, -+, f, sont entiéres sans zéros communs a toutes
et

i L0 _.
r~~ logr

o T(r, f) est la fonction caractéristique du systéme f ([1]).
On dit qu'une combinaison des fonctions fy,«« -, fy:

*) Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
foundation).
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F(Z) = aofo<z) +oeee+ anfn(z)’

ol les coefficients a,, * -+, a, sont constants ou méromorphes dans le plan, est

1) lacunaire si F(z) n’admet pas de zéros;

2) exceptionnelle au sens de Picard si F(z) n’admet qu'un nombre fini de
Z€r0s ;

3) exceptionnelle au sens de Borel si 'ordre de N(7,0, F) est plus petit que
celui de 7°(r, f);

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

8(F) = 1 — lim sup LV%;O};E)_ > 0.

On utilise les lemmes suivants souvant par la suite.

LEMME 1. Soient v+1 fonctions méromorphes dans le plan fini g,,+++, 9.
vérifiant une relation linéaire & coefficients rationnels

icigi =0
i=0

et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes :

1) Aucun des rapports g,/9; (i+j) nest rationnel ;
2) Pour tout i=0,+--,v,

N(,0,9,) = O(logr) et N(r,g;)= O(logr).

Dans ces hypotheses, on a

= =+22=¢,=0

(7).

LEMME 2. Soient g,,+++,9, (w=1) v+1 fonctions méromorphes d’ordre
Jini dans le plan fini, U(r) une fonction réelle, positive, croissante pour r>0

et imU(r)=o0, ¢y, *++,c, v+1 fonctions méromorphes dans le plan fini telles
T—00

que
1) powr tout i + j,

0< limsupT—(r(’j?;)M < 00

2) pouwr tout i=0,---,v,
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N(r,0,9,)=0U(r)) et N(r,g,)=0oU(r)) (r— o0);
et 3) pour tout i=0,++-,v,

T(r,c,)=oU(r)  (r— o).

alors, on a

(g)2
LEMME 3. Soit f(z) une fonction algébroide définie par (1). Alors, on a
\T(r, f) = T(r,A)/n| < O(1)
ot A=(Ay -+, A,) ([8]).

3. Cas de systéeme. Le nombre de combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard est limité par le nombre de combinaisons lacunaires. En effet, on a le

THEOREME 1. Soit f=(fo,+++,fa) un systeme transcendant dans le
plan. Supposons qu’il existe p (=n+1) combinaisons F, (i =1,-++,u) des
fonctions fy, -, fn, linéaires, homogenes a coefficients constants, linéairement
indépendantes n+1 & n+1 et exceptionnelles au sens de Picard. S'il y a
n+1 combinaisons dans {F;}!-, qui sont lacunaires, les autres combinaisons
dans {F,}%, sont aussi lacunaires.

DEMONSTRATION. On peut supposer que Fy,---,F,,, sont lacunaires. Il
suffit de démontrer le cas o p>n+1. Représentons F,,, par Fy,+-, Fo,;:

n+1

Fn+2 = Zaij.
i=1

D’aprés ’hypothése que {F;}%, sont linéairement indépendantes n+1 & n+1, les
a; (j=1,---,n+1) sont différents de zéro.

En vertu du lemme 1, puisque F,,, ne présente qu'un nombre fini de zéros
au plus, les fonctions Fy,+-+, F,,, F,., se repartissent en un certain nombre de
classes jouissant des propriétés suivantes.
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1) chaque classe comprend deux fonctions au moins;
2) les rapports mutuels d'une méme classe sont rationnels ;
3) lidentité

n=1
Fn+2 - Zaij = 0
Jj+1
est décomposée en un certain nombre d’identités partielles, chacune de celles-ci
faisant intervenir les fonctions figurant dans I'une des classes.

Considérons I'identité partielle contenant F,,,:
(2) Fﬂ+2:ZaJkF/k'
k=1

D’aprés 2), les rapports mutuels entre Fj ,«+-, F; sont rationnels, et elles n’ont
pas de zéros; par conséquent, les rapports mutuels sont constants. En conséquence,
I'identité (2) devient

Fn+2:aFjl (CZ¢0)

Cela veut dire que F,,, nadmet pas de zéros. De la méme maniére, on peut
démontrer que F,.3,+++, F, n'ont pas de zéros. On a le résultat.

COROLLAIRE 1. Sous les mémes situations du théoreme 1, sil n’y a
entre les fonctions fy,« - -, fn que N\, relations linéaires, homogenes a coefficients
constants et linéairement indépendantes,

p=n+[n/(n—2.)].

En effet, le théoréme 1 montre que toutes les combinaisons {F,}%, sont
lacunaires, par conséquent, d’aprés le théoréme 15 dans [2], on a le résultat.

Alors, combien de combinaisons exceptionnelles au sens de Picard y a-t-il s’il
y a au plus 7 combinaisons lacunaires dans {F;}4.;? Pour cette question, on a le

THEOREME 2. Soit f=(fy,++,f.) un systeme transcendant dans le plan
JSini. Supposons qu'il y a n+u+1 combinaisons {F,}15 des fonctions fy, -,
fu» linéaires, homogenes a coefficients constants, linéairement indépendantes
n+l a n+1l et exceptionnelles au sens de Picard. Si l+1 (I=n) com-
binaisons F,,--+,F, sont lacunaires, s’il nexiste entre les fonctions fy,+--,
fn que N, relations linéaires, homogenes a coefficients constants et linéairement
indepéndantes et si 1+ 1. =/, alors, on a
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p=L/A-n)] - 1.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 1, il ne faut démontrer que le cas
ot I=n—-1. Représentons les Fy,y,+++.F,, par Fy,-«+,F, F,1,-++,F,,
alors, on a

(3) Fay= 2 auFy  (=1,0+0,p)

D’aprés I’hypothése que {F;}i% sons linéairement indépendantes n+1 a n+1,
tous les déterminants, d’ordre quelconque, que l'on peut extraire du tableau
(at;;)izd ok sont différents de zéro. En conséquence, en appliquant le lemme 1 a
chaque combinaison de (3), les fonctions F,,- -+, F, se repartissent en un certain
nombre de classes (soit ¢, qui est au moins 2 parce que le systéme considéré est
transcendant) jouissant des propriétés suivantes :

1) chaque classe, sauf une peut-étre, comprend deux fonctions au moins;

2) les rapports mutuels d'une méme classe sont rationnels;

3) la combinaison considérée est somme de combinaisons partielles; chacune
de celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans 'une des classes; a
Pexception de I'une d’elles, les combinaisons partielles sont identiquement nulles.

Soient

¢,: le nombre de classes qui ne contiennent que des combinaisons lacunaires;

¢.: le nombre de classes qui contiennent des combinaisons non-lacunaires,

¢;: le nombre de combinaisons lacunaires contenues dans 'une des classes
qui contiennent des combinaisons non-lacunaires, alors,

i+ c=c et ¢c,=1.
Le nombre total des combinaisons partielles identiquement nulles est égal a
(c=p

et on voit facilement que ces combinaisons sont linéairement indépendantes n+1

\

a n+1. Par conséquent, il faut que

parce que le nombre de relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients
constants entre les fonctions fy,+-+,f, est égal a celui entre les fonctions Fj,
««+,F,. Dautre part, Pexistence d’'une classe de p combinaisons lacunaires
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implique l'existence de p—1 relations a coefficients constants (les rapports mutuels
d’une méme classe ne contenant que des combinaisons lacunaires étant constants).
L’existence de ¢, classes entraine

Sh-D=1+1—c —cs.

De plus, l'existence de ¢, classes qui contiennent des combinaisons non-
lacunaires implique qu’il existe au moins

(ca=1)p+ (cs—cy)*

relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants, parce qu’il
existe une combinaison n’étant pas identiquement nulle dans ¢, classes et que les
rapports mutuels des fonctions lacunaires d’'une méme classe sont constants. Ici,
a*=max(a,0). Toutes les relations considérées sont linéairement indépendantes,
par conséquent, il faut

I+1—ci—ci+{(ca—D)p+ (cs—c)) =,
En utilisant ¢;+c,=c et ¢s=1, on a de cette inégalité
(5) l—Ae=c—1.
De (4) et (5), on obtient
p=ENS(e—D=N/U=N)=1/A—Ne) — 1,
ce qui établit le théoréme.
NB 1. n+p+1=n+[l/0-N\.)].
N.B. 2. n+[l/(l—N\)]=n+n.+1 parce que N/(I—N\.) = ..
EXEMPLE 1. Dans le théoréme 1, on ne peut pas changer “lacunaires” et

“Picard” en “exceptionnelles au sens de Picard” et “Borel” respectivement en
général. En effet, soient

flz) =€, filz)=¢€" filz)=2"—z2, filz)==z2 et fi(z)==z".

On considére le systéme f=(f;, fi,*+*,f1), alors, I'ordre de ce systéme est 2 et
M.=1. Les fonctions

thfz (i:O,l’...,4)
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sont 5 combinaisons des f;,-* -+, fi, linéaires, homogénes a coefficients constants,
linéairement indépendantes 5 a 5 et exceptionnelles au sens de Picard et F;, Fs, F
ne sont pas lacunaires. Mais, la combinaison suivante :

F=fi+tfi+tfitfi—fi

= """ + e = (e +1)

est linéairement indépendante 5 a 5 de F; (:=0,1,---,4) et admet les zéros
d’ordre 1. Par conséquent, cette combinaison est exceptionnelle au sens de Borel,
sans étre exceptionnelle au sens de Picard.

EXEMPLE 2. Dans le théoréme 1, on ne peut pas changer “Picard” en
“Borel”. En effet, soient

fO(z) = ez2+z’ fl(z) = egz’ fg(z) =& et ﬁ(z) = —é°,

Considérons le systéme f=(fy, f1, fo, f3), alors, ce systéme est d’ordre 2 et A.=1.
Les combinaisons

F,=f ((=0123)
sont linéairement indépendantes 4 4 4 et lacunaires. Mais, la combinaison suivante :
F=fi+ fi+ fi+ fi=€(e+1)

est linéairement indépendante 4 4 4 de F,, F), F, et F; et admet les zéros d’ordre
1. Par conséquent, cette combinaison est exceptionnelle au sens de Borel sans
étre exceptionnelle au sens de Picard.

Alors, sous quelles conditions, est-ce que l'on peut généraliser le théoréme
1? Pour cette question, on a le

THEOREME 3. Soit f=(fy,+ -, fa) un systeme transcendant dans le plan
Jfini dordre positif au plus égal & 1. Supposons qu’il existe p (=n+1)
combinaisons {F}%, des fonctions f, -+, fn, linéaires, homog nes a coefficients
rationnels w'ayant pas de zéros communs & tous, linéairement indépendantes
n+1 a n+1l et exceptionnelles au sens de Borel. S’il existe n+1 combinaisons
dans {F}{-, qui sont exceptionnelles au sens de Picard, toutes les combinaisons
{F,}i., sont exceptionnelles au sens de Picard.

DEMONSTRATION. D’aprés I'hypothése, l'ordre de ce systéme est égal a 1.
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On peut supposer que Fi,-+-, F,,; sont exceptionnelles au sens de Picard. On
démontre que F,.s *-+, F, sont aussi exceptionnelles au sens de Picard.
Représentons F,,, par Fy,««+, F,.;:

n+1

(6) F,Hg:Zd,-Fj

ol les «, sont rationnels non identiquement nuls parce que {F;}i, sont
linéairement indépendantes n+1 a n+1. D’aprés ’hypothése que Fi,««-, Fuys
sont exceptionnelles au sens de Borel, en appliquant I’identité de Borel (voir {4],
p-12) a (6), on a

(7) Fris = Zd;‘(mFJm
k=1

ou tous les rapports mutuels entre F,.,s Fjay,*¢+, Fy,) sont dordre plus petit
que 1. Or, les fonctions Fj¢,+ -+, Fj,) n'admettent qu'un nombre fini de zéros,
de sorte que tous les rapports mutuels entre elles sont rationnels. Par conséquent
I'identité (7) devient

Fn+2 = aFj(l)

ou le coefficient a est rationnel. Cela veut dire que F,., n'admet qu’un nombre
fini de zéros. De la méme maniére, on peut démontrer que F, .3, * +, F,, n’admettent
qu’un nombre fini de zéros. On a le résultat.

COROLLAIRE 2. Sous les mémes situations comme dans le théoreme 3,
sil W'y a entre les fo,+++,fn que A\, relations linéaires, homogenes indépen-
dantes a coefficients rationnels,

p=n+[n/(n—2n,)].

En effet, en vertu du théoréme 3, toutes les combinaisons {F;}i,; sont
exceptionnelles au sens de Picard. En conséquence, on a ce corollaire d’aprés le
théoréme 1 dans [7].

EXEMPLE 3. Dans le corollaire 2, on ne peut pas négliger “l’ordre de ce
systéme est au plus égal 4 1”. En effet, voici un exemple:
Soient

filz)=€"", filz)=¢""", filz)=¢€", fi(z)=2"—z2, filz)=z2 et fi(z)=2%

Considérons le systéme f= (fp,+++,f;) qui est dordre 2 et A,=2. Les 6
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combinaisons

F, = f (i=0,1,+-+,5)

sont linéairement indépendantes 6 4 6 et exceptionnelles au sens de Picard. De
plus

5+[5/(6—-2)]=6,

par conséquent, il n'y a pas d’autres combinaisons des fy,+--,f; linéaires,
homogénes a coefficients rationnels n’ayant pas de zéros communs a tous,
exceptionnelles au sens de Picard et linéairement indépendantes 6 a 6 de {F;}i..
Mais, la combinaison suivante :

F=fo+f1+f2 +f3 +f4_f5
=e'(e”+e +1)

admet les zéros d'ordre 1, par conséquent, elle est exceptionnelle au sens de Borel
sans étre exceptionnelle au sens de Picard.

Comme une généralisation du théoréme 2, on a le

THEOREME 4. Soit f=(fy,++, fa) un syst.me transcendant dans le plan
Jini d’ordre positif au plus égal a 1. Supposons qu'il y ait p combinaisons
{F}&, des fonctions f,, -+, fn, linéaires, homogenes a coefficients rationnels
wayant pas de zéros communs & tous (resp. constants), linéairement indépen-
dantes n+1 a n+1 et exceptionnelles au sens de Borel. Sil y a [+1
combinaisons dans {F;,}{, qui sont exceptionnelles au sens de Picard (resp.
lacunaires), s’il n'y a entre les fy,+«+, fn que N, (resp. \.) relations linéaires,
homogenes indépendantes a coefficients rationnels (resp. constants) et si
AN+ 1=L (resp. A.+1=1), on a

p=n+ /=) (resp. n+ [L/(L=N0))).

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver le cas oi w>n+1. Dans ce cas,
on peut prouver facilement que lordre de f est égal 4 1. Par conséquent, en
utilisant I'identité de Borel (voir [4], p. 12) au lieu du lemme 1 et qu’une fonction
méromorphe dans le plan fini d’ordre plus petit que 1 et n’admettant qu’un
nombre fini de zéros et de poles est rationnelle ou constante, on peut démontrer
ce théoréme comme dans la démonstration du théoréme 2.

N.B. n+[/I—-nN))=n+rn,+1 et n+ [[/I-N)]=n+nr+1.
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THEOREME 5. Soit f=(fo,***,fa) un systeme transcendant dans le plan
Jini dordre au plus égal & 1. Supposons qu'il y ait p (=n+1) combinaisons
{F,} =, des fonctions fy,+ -+, fn, linéaires, homogenes a coefficients de polynomes
wayant pas de zéros communs a tous, linéairement indépendantes n+1.a¢ n+1
et telles que

SF)=1 (i=1,+++,p).

S'il y a n+1 combinaisons dans {F}!. qui sont exceptionnelles au sens
de Picard, toutes les autres combinaisons sont aussi exceptionnelles au sens

de Picard.

DEMONSTRATION. D’apres I’hypothése, 'ordre de ce systéme est égal a 1
([6]). Par conséquent, on peut démontrer ce théoréme comme dans la démonstra-
tion du théoréme 1 en utilisant le lemme 2 au lieu du lemme 1 et que si

T(r, Fi/Fy) = o(T(r, f))  (r—oc0),

F,/F, est rationnelle.

On peut démontrer ce dernier fait comme suivant. D’aprés le lemme 1 dans
[6], on a

mT(r,e)=T(r f)=MT(r,e¢) (m,M>0 et r>r).
Si F,/F; n’est pas rationnelle, elle a une forme suivante :

Plz)
Qz)

e (a#0: constante, P(z) et Q(z): rationnelles).

Par conséquent,
TG, F,/F;) ~T(re®) (r— ).
D’autre part,
m(@) T(r, &) = T(r,e*) = M(a) T(r, ') (m(a), M(at) >0, r = 1y),

de sorte que

m T F/F) - M

"< M@ =T = mia

(r>ry),

qui est absurde.
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COROLLAIRE 3. Sous les mémes situations comme dans le théoreme 5,
s'il W'y a entre les fonctions fy,««+, fn que N, relations linéaires, homogenes
indépendantes a coefficients rationnels, on a

p=n+[n/(n—2x,)].

N.B. On ne peut pas négliger la condition que l'ordre de ce systéme est
au plus egal 4 1 comme I'exemple 3 le montre.

Comme une extension du théoréme 2, on a le

THEOREME 6. Soit f=(f,,++,fs) un systeme transcendant dordre au
plus égal a 1. Supposons qu’il y ait p combinaisons {F;}%i., des fonctions
Jore o, [ linéaires, homogenes a coefficients de polynomes nw'ayant pas de zéros
communs a tous (resp. constants), linéairement indépendantes n+1 a n+1
telles que

F)=1 (i=1,c++,m).

S’il y a I+1 combinaisons dans {F;}!-1 qui sont exceptionnelles au sens de
Picard (resp. lacunaires), s'il n'y a entre les fo, -, fn que AN, (resp. N\.)
relations linéaires, homogenes indépendantes & coefficients rationnels (resp.
constants) et si N,+1 =1 (resp. A.+1=1), on a

p=n+ [L/U=N)) (resp. n+ [L/T=no)].

DEMONSTRATION. Il suffit de démontres le cas ot w>n+1. Dans ce
cas, lordre de ce systéme est égal a4 1 ([6]). Par conséquent, comme dans la
démonstration du théoréme 2, on peut prouver ce théoréme en utilisant le lemme
2 au lieu du lemme 1 et ce qui est prouvé dans la démonstration du théoréme 5.

NB. n+[l/(I-Ap)]I=n+ar, + 1.

4. Cas de fonctions algébroides. Les résultats dans le paragraphe 3
s’appliquent en particulier aux fonctions algébroides dans le plan fini.

THEOREME 7. Soit f(z) une fonction algébroide définie par une équation
irréductible (1). Si elle admet n+1 wvaleure lacunaires, les autres valeurs
exceptionnelles au sens de Picard (s’il y en a) doivent étre lacunaires.

En effet, les vecteurs

{(1’0,""0)7 (an’an—l,_..,a’l); a, ﬁl’li}
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sont linéairement indépendants n+1 & n+1, par conséquent, ce théoréme est une
conséquence directe du théoréme 1.

Comme une conséquence directe du théoréme 2, on a le

THEOREME 8. Soit f(z) une fonction algébroide définie par (1). Si elle
admet 1+1 valeurs lacunaires, s'il W'y a entre A,,---,A, que \. relations

\

linéaires, homog nes indépendantes & coefficients constants et si n.+1=1,
flz) admet au plus

n+ [1/(—No)]

valeurs exceptionnelles au sens de Picard.

N.B. On ne peut pas changer “lacunaires” et “Picard” en ‘“exceptionnelles
au sens de Picard” et “Borel” respectivement ou “Picard” en “Borel” dans le
théoréme 7 comme dans le cas du systéme.

Les théorémes 3, 4,5 et 6 aussi s’appliquent aux fonctions algébroides et on
obtient les théorémes analogues en vertu du lemme 3.
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