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1. Introductin. Soient / = (/<>, ,/n) (n^ϊ) un systeme d'ordre ρ9 0<p
<[oσ, dans le plan ίini \z\ < °o et £F une famille de combinaisons lineaires de

/o> >/n> homogenes a coefficients constants et lineairement independantes. Alors,
le nombre de combinaisons dans £F exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de
Nevanlinna de defaut 1 est au plus egal a 2n et s'il est plus grand que n, Γordre
de f est entier ou infini ([ 9 ]). D'autre part, on a introduit une notion nouvelle,
c'est-a-dire un defaut modifie, aux fonctions meromorphes transcendants dans le plan
([ 8 ]) ou aux fonctions meromorphes d'ordre non zero dans le cercle-unite ([10]) et
demontre que si j\z), meromorphe dans \z\ < oo, admet les valeurs deficientes {αJiLo

N

telles que δ(<z0,/) = 1 e t Σ ^iai>f)= 1» al°Γ S e ^ e ^ t ^ croissance reguliere quand

meme Γordre de βμ) est infini ([ 8 ]) et que si g[z) est meromorphe et d'ordre non
zero dans \z\ < 1 , elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de Borel
ou au sens de Nevanlinna de defaut 1 ([10]). Dans ce memoire, on applique Γidee
au cas de systέmes et donne quelques ameliorations du resultat cite au debut de cette
introduction. De plus, on etend quelques resultats obtenus dans [ 8 ] et [10] au cas
de systemes.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna des fonctions
meromorphes (voir [ 3 ]).

2. Prέliminaires. Dans ce paragraphe, on donne quelques definitions et lemmes
qui seront utilises apres.

Soient f=(fo> • *n/n) un systeme transcendant dans le plan fiπi | ^ | < o o ,
c'est-έ-dire, les fonctions f0, * 9fn sont entieres sans zeros communs a toutes et

* ) Ce travail a έte fait en partie avec Γaide de la fondatien de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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oύ T(r,f) est la fonction caracteristique de f definie par Cartan [ 1 ] qui est convexe

en log r, et

F=aQf0 + - + anfn (=ϋθ)

line combinaison lineeaire, homogene a coefficients meromorphes sans zeros communs

a tous dans \z\ < °°.

On dit que F est

1) lacunaire si F n'admet pas de zero dans \z\ < oo,

2) exceptionnelle au sens de Picard si F n'admet qu'un nombre fini de zeros

dans \z\ < °° au plus;

3) exceptionnelle au sens de Borel si Γordre de N[r,0,F) est plus petit que celui

de/;

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

= 1 - lim
(r,

DEFINITION 1. Pour r o > O ίixe quelconque et 0 < Λ < o o

Ta(r, roj = TJrJ) = f ^P-dt9

Na(r, r0,0,F) = Na(r, 0,F) = f N{t^:F) dt.
Jr0

 l

D E F I N I T I O N 2 (Le defaut modifie de F).

Soit U(r) une fonction positive, continue, non-decroissante pour r > 0 et tendant

vers Γinfini quand r—>oo. On dit que la quantite

v log U(r)
lim s u p - η , p — - ^ = PJJ

r-.cc v log r

est Γordre de U. Pour un nombre r o > O fixe quelconque et 0<!<2<oo, on met
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D E F I N I T I O N 3. Pour 0 ^

Ca(f) = {a{z); meromorphe dans \z\ <©o et Ta{r,r0>a)

= o(Ta(r9r0,f)) quand r->oo}

Ca(U) = {a(z); mέromorphe dans \z\ <oo et Ta{r,r09a)

= o(Ua{r9 r0)) quand r—>oo} .

DEFINITION 4. On dit qu'un nombre a est admissible a/(ou a U) si

Λ = 0 quand /> = 0 (ou pΌ = 0)

(1) Q^a<ρ quand 0 < p < co (ou 0 < ρ ^ < oo);

0 < CL < oo quand /> = oo (ou pΌ= ©o),

oύ /> est l'ordre d e / :

Puis, on donne quelques lemmes.

LEMME 1.

N(r, 0, F) - iSΓ(r, 00^) ^ Γ(r,/1 + £ m(r, fl|) + O( 1 ) .
ί=0

En effect, on peut prouver ce lemme facilement d'apres un theoreme de Jensen
et la definition de T(r9f).

LEMME 2. Pour i ^ / , fj^O, on a

ΊVJJfiί - O{ 1 )< T(rJ) < E Ί\r9fjf$) + O( 1)

(voir[4]).

LEMME 3. Soit φ(z) une fonction mέromorphe dans le plan \z\<oo9

alors on a
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pour r0 > 0 et a > 0 ([ 3 ]).

3. Consequences directes. Dans ce paragraphe, on donne quelques consequences

directes des definitions donnees dans le paragraphe 2.

PROPOSITION 1. Soient f '= (f09 ,fn) un systeme transcendant dϊσrdre

p> O ^ p ^ o o , dans le plan \z\ < oo et a un nσmbre admissble a f quelconque,

alors on a
1) Ta(r, rQ,f) tend vers Γinfini monotonement quand r—>oo

2)

logTa(r,r0,f) =\P-<* quand P<oo

log r (oo quand p = oo

et

= o o >

(log rf

DέMONSTRATlON. D'abord, on demontre 2). Comme

2f ^Ί^dt = (log r)2""(log Γo)2'

on a

de Γhypothese tout de suite. Puis, de la definition 1,

c\Δr> r09 j) ^ i 1 + α ui ^=\JL — Δ jr l \r,j ) 3

de sorte que Γon a

r-oo log Γ
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D'autre part, supposons que p<oo, Alors, pour un nombre £ positif donne
quelconque, on a

Ta(r,r0,f)<rp+*-° (r^r^))-

Cela veut dire que

s u p hgT^nJi
r-*oo ̂  l o g Γ ~ Γ

On obtient 2). On peut demontrer 1) facilement de 2) en utilisant que T[r,f)
est croissante et positive.

N.B. 1. Ces deux proprietes sont independantes du choix de r 0 visiblement.

PROPOSITION 2. Soient f= (/0, , / J w/ί systeme d'ordre p, 0 < p ̂  oo,
Jα/25 |«| <oo βί 0<a<β<p. Alors, on a

1) C«(jO ^5ί indέpendant du choix de r0

2) C(/)cC(/)cQ(/),
oώ C(f)= {a[z)\ mέromorphe dans \z\ < oo ^ T{r, a) = o{T{r,f)) quand r—>oo}.

DEMONSTRATION, l) Soient n<n, alors

Tα(r, r;, *) = T.(r, rj', Λ) + T^ri', r^ α)

et

TJjr, r'Off) = Ta{r, r'Q',f) + T^ri', rj,/).

Ta(r'0',r'0,a) et Ta(r'0',r'0,j) etant finis, on a

lim sup ffi'^'g?- = 0 si et seulement si lim sup ^f' *?>' H = 0
r-,co ^ T«(r, r0,/) r-oo ̂  T«(r, r 0 ,/)

de la proposition 1.

2) La relation C(/)cC«(/) est obtenue par Γinegalite

lim sup ̂ 77—-rh- < lim sup-^ΓT—7Γ
r-co κ Tα(r,/) — r-00 ^ T β (r,/)
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pour une fonction meromorphe a[z) dans \z\ <oo.
Puis, on demontre la relation Ca(f)<zCβ(j ). Soit v = β—ct, qui est positif.

Des deux egalites suivantes:

et

on obtient Γinέgalite

,. Tβ(r,a) ^ , . Ta{r,a)
lim sup *; Λ ^ lim sup ^ A .

r-oo ^ Tβ(r,f) r-,00 ^ Γα(r,/)

De cette inegalite, si α appartient a C«(/), elle appartient a Cβ(f).

PROPOSITION 3. Soient / = (/0, ,/n) ww systeme transcendant cΐordre p
dans le plan \z\ <oo et

une combinaison linέaire de f0, ,fn homogene a coefficients appartenant a
C«(f) et riayant pas de zέros cσmmuns a tous oύ a est admissible ά f ou έgal
ά zero. Alors, on obtient

1) δ«(F) et Δa(F) sont indέpendantes du choix de r0 et

2) quand p =̂  0, pour oL<β < p,

0 :g δ α ( F ) ^ Bβ(F) ^ Aβ(F) ^ Δβ(F) ̂  1

3) si at (ί = 0, , Λ) € C(/),

0 ^ δ(F) ^ δ.(F) ^ Δ«(F) ̂  Δ (F) ̂  1.

DEMONSTRATION. 1) L'independance de δ«(F) et Δ«(F) du choix de r 0 est
visible de la definition 2 et la proposition 1. Puis, du lemme 1, on a
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N(r, 0, F) rg T(r,f) + £ T(r, a,) + O( 1),
i=0

done

De Γhypothέse ai € Cα(/) et de la proposition 1, on obtient

0 ^ hm inf * ' ' ' ^ lim sup —£. rx ^ 1

Cela veut dire que

2) Comme dans la demonstration de la proposition 2, on a

,. Nβ[r,0,F) ^Λ. Na(r,0,F)
hm sup-^v,V ^ ; ^ hm S!φ—r\ /

et

lim inf i ^ f ^ lim inf ^ί^f,

de sorte que Γon obtient le resultat de la proposition 1 et la proposition 2.

3) De la mέme maniέre que dans 2), on peut prouver ce rέsultat.

PROPOSITION 4. Soient / = (/<,, ,/n) un systkme transcendant cΓordre p
dans le plan \z\ <oo et

£=0

une cσmbinaison linέaire de f09 ,/n, hσmogene a coefficients mέrσmσrphes et
riayant pas de zέrόs communs a totes dans le plan \z\ < oo. Alors, on a

1) quand /> ?̂0, si F est exceptίonnelle au sens de Barely il existe un nσmbre
a admissible ά f tel que
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δ«(F) = l ;

2) si δ(F) = 1, alors δα(F) = 1 pour a admissible a f ou έgal a zero.

DEMONSTRATION. 1) Prendrons υn nombre a tel que

l'ordre de N(r, 0, F) < a < p,

alors il est admissible a / e t ona

Na(r, r., 0, F) = f N { t ^ F) dt = O{1)

pour r—>oo et r o > O De plus, de la proposition 1, Ta(r,r0,f) tend vers Γinfini
quand r—>oo. Done, on a

K(F) = 1.

2) Comme on a Γinegalite

,. Na{r,0,F) . , . 2V(r,0,F)

lim sup ^ v / ' ; ^ Inn sup * ' ' ; ,

en utilisant la definition 2 on obtient

Cela entraine que δα(F) = 1 .

N.B. 2. On peut dormer un exemple de systeme qui admet une combinaiscKi

lineaire, homogene a coefficients constants et exceptionnelle au sens de Borel telle

que le defaut n'est pas egal a 1. Inversement, il existe un exemple de systeme

admettant une combinaison lineaire, homogene a coefficients constants telle que le

defaut est egal a 1, qui n'est pas exceptionnelle au sens de Borel.

EXEMPLE 1. Comme dans le cas de fonctions meromorphes, on peut dormer

un exemple de systeme qui admet une combinaison F lineaire, homogene έ coefficients

constants telle que pour un nombre a admissible a ce systeme
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En effet, Soient fl9 ,fn n fonctions entieres d'ordre p et d'ordre inferieur
n

λ, 0 ^ λ < P < ° ° , telles queJ^Tfr,/,) est d'ordre /> et d'ordre inferieur λ et / 0
ί = l

une fonction entiere a croissance reguliere d'ordre μ, X<μ<ρ. II existe une valeur

ω0 n'etant pas exceptionnelle au sens de Valiron et telle que ./o=/o—ωo> fi> >fn

n'admettent pas de zeros communs a toutes. Alors, on peut prouver facilement en
utilisant le lemme 2

δ(/0) = 1 - l i m s j φ ^ ^ - = 0,

oύ / = (/o, ,/n). D'autre part, pour, μ<ct<ρ,

Na(r, r., O,/o) = j ' N()S'/o) dt = O( 1)

et Ta(r, ro,f) tend vers Γinfini parce que Γordre de / est p. Cela veut dire que

«.(/•) = 1.

4. Le nombre de combinaisons exceptionnelles. Dans ce paragraphe, on
cherche le nombre de combinaisons F telles que δα(F) = 1 et donne quelques
ameliorations du theoreme 1 dans [ 9 ]. D'abord, on donne un lemme qui joue un
role fondamental.

LEMME 4. Soient φu , φv [v^2) v fonctions mέromorphes et linέairement
ίndέpendantes dans \ z \ < <χ> telles que

Alors, pour tout ί (= 1, , v), on a

T(r, φt) < Σ,N(r, 0, φt) + N{r, D) + S[r)
ί=l

oύ

et
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( 2 )

pour ro>O et a>0.

DEMONSTRATION. Grace a un theoreme dans [3, p.116], on ne prouve que
Γestimation (2) du terme d'erreur S(r). Comme S(r) est plus petit que

([3, p.115]), on estime d'abord

m

En utilisant le lemme 3, on a

( 3 )

D'autre part, d'apres les inegalites suivantes pour une fonction meromorphe f{z)
dans |2?| < o o

et

on a

En appliqxiant cette inέgalite k φψ'9 = / , on obtint

Iog+T(r, φ?-") ^ Iog+Γ(r, #*-») + m{r, φ^/Φί"^) + O(

Combinant cette inέgalitέ avec (3) et par induction, on obtient

») d t = o
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En sommant cette estimation pour i=l9 9v et k=1, , v— 1, on a

LEMME 5. Soient go, , Qv,c0, ,cv(i>§: 1) dcs fonctions merσmorphes
dans \z\ < ° o , Ϊ7(r) une fonction positive, continue, non-dέcroissante pour r > 0
d'ordre p, 0<p^°° et lim U(r)/log r — ooy et a un nombre admissible a U tels

r
que

1) pour i^j quelconque

F Ua(r) ^ ~

2) pour tout ί9

Nar,O,gt) = o(Ua(r)) et Na{r,g^) =

et

3) toutes les fonctions c{ (i = 0, , v) appartiennet a Ca(U).

on a

c 0 = cγ = ΞΞΞ cv = 0 .

DEMONSTRATION. On demontre ce lemme par induction.
1) Le cas oύ le nombre de fonctions est egal #a deux: v = 1. Supposons que

c0 ^ 0 , Cx Ξ 0. Alors, de Γhypothese on a

= - Co/Cl9

de sorte que

T«(r, g1/gQ) = Tα(r, Co/c^ ^ Ta(r, c0) + Tα(r, cx) + o(Ua(r)),

En divisant par Ua[r) et en prenant la limite superieure des deux cotes, on obtient
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0 < lim s u p - ^ f ^ o L < lim supT;r

(7^o) + lim sup^f^- = 0
r _oo F Ua(r) — r-+~ Ua{r) r-~ Ua(r)

de 1) et 3), qui est absurde. Cela veut dire qu'un des c09 cι est egal a zero

identiquement. Done,

C0ΞΞC0 = 0.

2) Le cas oύ le nombre de fonctions est plus grand que 2: v^2. Supposons que

ce lemme soit vrai quand le nombre de fonctions est au plus egal a v.

Si

c0 =£ 0, , cv =ί= 0,

soit

alors

Σ
i=0

De plus, φo, ,φu-i sont meromorphes et lineairement independantes dans \z\ <oo.

En effet, si pour des constantes ai (i — 0, , v— 1)

ΐ=0

alors

v - l

Σ
i=0

Σ ^i^ί^ = o .

Comme les fonctions aft f% (i = 0, , v—1) satisfont a Γhypothese de ce lemme, il

faut que

aici = 0 (i = 0, , v — 1)

de la supposition d'induction. Cela veut dire que

at = 0 (i = 0, , v - 1).
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En appliquant le lemme 4 aux φo, , φv-l9 on a pour i = 0, , v— 1

(4) T(r, φt) < °Σ,N(r, 0, φk) + N(r, D) + S(r),
fc=0

oύ

et S(r) satisfait a (2) dans le lemme 4.
Ici,

( 5) T(r, gjg.) - T(r, ct) - T(r, c. - O(l) < T(r, φt),

( 6 ) N(r, 0, φk) < N(r, 0, gk) + N(r, g.) + T(r, ck) + T(r, c.) + O( 1)

et

(7 ) N(r, D)<(v + 1)Σ, {N(r, gt)+T(r, c,)}
£=0

+ v[v + 1) [N(r, 0, g.) + T(r, c.)} + O( 1 ) .

D i v i s a n t les inega l i tes ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) e t ( 7 ) p a r r 1 + α , i n t e g r a n t d e r 0 j u s q u ' a
r ( ^ o > O ) , combinant les inega l i tes obtenues e t u t i l i sant 1), 2) e t 3) , o n a

0 < lim sup T

U

parce que

du lemme 4, qui est absurde. Cela veut dire qu'au moins une des c0, , cv. est
egale a zero identiquement. Utilisant la supposition d'induction, on a le resultat

Utilisant ce lemme, on a le

THEOREME 1. Soit f= (fo, •• ,fn) un systeme transcendant dans le plan
finί I z I < oo avec au plus λc relations linέaires homogenes indέpendantes a
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coefficients constants, λp a coefficients rationnels et \a a coefficients appartenant
ά Ca{f) entre les functions f0, •••,/» respectivement ( 0 ^ λ c ^ λ p ^ λ α ^ w — 1 )
oύ a est un nσmbre admissible a f quelconque. Alors,

[ I ] le nσmbre de cσmbinaisons F de jfo> >/n> linέaires, homogenes a
coefficient constants, lίnέairement ίndέpendantes n+1 ά n+1 telles qwe δβ(F) = 1

est au plus έgal a w+l + ——-

[ II ] le nombre de cσmbinaisons H de fo, -,fn linέaires, homogenes a
coefficients rationnels rίayant pas de zέros cσmmuns a tous, linέairement
indέpendantes n + 1 a n + 1 telles que 8a(H) = l est au plus έgal a nΛ-1

[III] le~nambre de 'combinaisons*' G de / 0 , ,/Λ, linέaires, homogenes a
coefficient a Ca(f) et rCayant pas de zέros cσmmus a tous, linέairement
indέpendantes n+1 a nΛ-1 telles que δα(G) = 1 est au plus έgal a

DEMONSTRATION. [ I ] Supposons qu'il y ait n+l+μ combinaisons
de fo, ,fn> lineaires, homogέnes a coefficiaits constants, linέairement indέpendantes
n + 1 έ n+1 telles que δXF,,) = 1 {p- 0, •• ,.n+μ);

q=0

ou les am sont des constantes et aucun des determinants d'ordre n + 1 que Γon peut
extraire du tableau des coefficients ne soit nul. II suffit de considerer le cas oύ
μ > 0. Soit

A = (αM)S:ϊ;::::;, alors |A | * 0,

et

\T(r9f)-T(r9F)\<O(l)

oύ F = (Fo, , Fn). De plus, le nombre maximum de relations lineaires, homogenes
indέpendantes a coefficients constants entre les fonctions f0, ,fn est egal a celui
entre les fonctions Eo, , Fn.

Representons Fn+1, , Fn+μ par Fo, , Fn, alors on a
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oύ les <XjQ sont des constantes que Γon peut calculer a partir des aPQ. La condition
d'independance lineaire n + 1 a n+1 se traduit maintenant de la faςon suivante:
Tous les determinants, d'ordre quelconqe, que Γon peut extraire du tableau

sont differents de zero.
Comme les combinaisons

Q=0

satisfont a 8α(Fp) = 1 {p = 0, , n + μ), grace au lemme 5, utilisant T{r,f) au lieu
de U(r) les functions F09 , Fn se repartissent en un certain nombre de classes
jouissant des proprietes suivantes :

A) chaque classe, sauf une peut-etre, comprend deux functions au moins
B) les rapports mutuels d'une meme classe appartiennent a Cα(f)
C) chaque combinaison Fn+j (j = 1, , μ) est somme de combinaisons partielles,

chacune de celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans Γune des classes; a
Γexception de Γune d'elles, les combinaisons partielles sont identiquement nulles.

S'il y a c«(^ 2) classes, le nombre total des combinaisons partielles identiquement
nulles est egal a

et on voit facilement que ces combinaisons sont lineairement independantes nΛ l a
n+1. Cela veut dire qu'il faut

( 9 ) (cα-l)μ^Xc.

D'autre part, Γexistence d'une classe de p fonctions implique Γexistence de p— 1
relations a coefficients appartenant a Cα(f) (les rapports mutuels d'une meme classe
appartenant έ C«(/)).

L'existence de cα classes entraine

relations; d'oύ
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(10) n + 1 - ca ^ λ« .

Des inegalites ( 9 ) et (10), on a

Ca JL Tl Λ/α,

ce qui etablit [ I ].

[ II ] On peut demontrer ce cas comme dans [ I ] en utilisant que les fonctions

rationnelles appartiennent a Ca(f).

[Ill] Supposons qu'il y ait n + 1 -f μ combinaisons [Gp] pto de f09 ,/ w , lineaires,

homogenes a coefficients appartenant a Ca(f) et n'ayant pas de zeros communs a tous,

lineairement independantes n + 1 a n + 1 telles que Sa(Gp) = 1 (p = 0, •••,n + μ) :

(7=0

oύ les bPQ appartiennent a Ca(f) et aucun des determinants d'ordre n + 1 que Γon

peut extraire du tableau [bPQ)ζ~o;:::;S+μ ne soit identiquement nul. II suffit de considerer

le cas oύ μ>0.

Representons Gn+1, , Gn+μ par Go, , G n , alors

(11) Gn+j = Σ,βjaGQ U = !>••-> f*)
Q=0

oύ les βjq appartiennent a Ca(f) que Γon peut calculer a partir des bpq. L'independance

lineaire n+1 kn + lse traduit maintenant de la faςon suivante: Aucun des determinants,

d'ordre quelconque, que Γon peut extraire du tableau (&β)£ϊo;.'.".';5 ne soit identiquement

nul.

Des h5φotheses, on obtient pour tout p

T.{r,f) ~ v C U I ^ T.(r,f) " w

De plus, en utilisant le lemme 2, on peut demontrer facilement

lim sup—~~ (

 PL Q < oo

pour
Done, on peut appliquer le lemme 5 a (11) comme U(r) = T(r,f). Alors, les
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fonctions Go> , Gn se repartissent en υn certain nombre de classes jouissant des
proprietes A), B) et C) donnees dans [ I ].

S'il y a c (^2) classes, le nombre total de combinaisons partielles identiquement
nulles est egal a

(c-ϊ)μ

et ces combinaisons sont lineairement independantes n-hl a n + 1.
D'autre part, Γexistence de p fonctions d'une meme classe entraine^—1 relations

lineaires independantes a coefficients appartenant a C«(/).
L'existence de c classes imlique Γexistence de

relations, qui n'excede pas Xa parce que le nombre maximum de relations lineaires,
homogenes a coefficients appartnant a Ca(f) entre / 0 , ,fn est egal a celui entre
Go, , Gn. Done, on a

De ces inegalites, on obtient

^ n + l — c

ce qui etablit [III].

N.B. 3.
n —

et nΛ——\<2n.

Comme une consequence importante de ce theoreme, on a le

THEOREM 2. Soient / = (/0, ,/n) un systeme d'ordre p, 0 < p ^ oo, dans
le plan fini \z\ <oo,a un nombre admissible a f quelconque et λc, λp, λβ les
nombres dέfinis dans le theoreme 1. Alors,

[ I ] le nombre de combinaisons F de fo, ,fn linέaires, homogenes ά
coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna
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de dέfaut 1 et linέcάrement indέpendantes n+1 a n+1 est au plus έgal ά

n+l+\

[ II ] le nσmbre de cσmbinaisons G de /<>>••• >fn Unέaires; hσmogenes a
coefficients rationnels riayant pas de zέros cσmmuns a tσus, exceptionnelles au sens
de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1 est au plies έgal a n-hl

In-*}= \, oύ λ = sup λα (^n-1).

DEMONSTRATION. [ I ] D'apres la proposition 4, il y a un nombre aF

admissible a / tel que

SaF(F) = 1 .

Comme il existe au plus 2n combinaisons lineaires satisfaisant a Γhypothese de

ce theoreme [ I ] ([9]), il y a un nombre a admissible a f et independant de F tel

que

de sorte que le nombre de combinaisons satisfaisant a Γhypothese de ce theoreme

[ I ] est au plus egal a rc + l + λ c du theoreme 1 [ I ], ce qui έtablit [ I ]

parce que λ«̂ =
[II] On peut demontrer ce cas comme dans [ I ] en utilisant le theoreme 1

[II] et le theoreme 4 [II] dans [7] .

N.B. 4. n+l+\-^r\^n+Λc + l<2n et

Done, ce theoreme est une amelioration du theoreme 1 dans [ 9 ] et du theoreme

4 [ II ] dans [7] .

5. Ka{f) et ses applications. Dans ce paragraphe, on recherche quelques

relations entre la croissance du systeme et le nombre de combinaisons lineaires,

exceptionnelles.

Soient f= (f09 •• ,/Λ) un systeme transcendant dans le plan fini \z\ <oo et cL

un nombre admissible a f ou egal a zero. Comme dans le cas des fonctions

meromoφhes ([ 8 ]), on definit Ka(f) d'abord :
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DEFINITION 5.

Tm{r,f)

oiiN(r,0,ft) = 0 si/, = 0.

Le cote droit est independant du choix de r0.

PROPOSITION 5. Pour deux nσmbers a<β admissibles a f oua — 0, on a

Kβ(f) 5Ξ KJtf) ^ K[f)

oύ

gm ^5ί dέfinie dans [ 4 ] ,

On peut demontrer cette proposition comme dans la demonstration de la

proposition 3.

THEOREME 3. Soient f= (f0, •• ,/ n ) wrc systeme d'ordre non-entier p,

0 < /> < oo, Jtf/zs /^ >̂/αw J?w I z I < oo et aun nσmbre admissible a f qtcelconque.

AlorSy on a

KJJ) ^ K(p)

oύ

[1 — p quand 0 < p < 1

et c( 0) = 1, c(q) =

DEMONSTRATION. Soit [p] = q, alors on a Γinέgalite

o r J

+ O(log r) + O(r«)
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comme dans la demonstration du theoreme 1 dans [ 4 ]. Utilisant cette inegalite, on
calcule comme dans le cas des fonctions meromorphes (voir [ 8 ]) et obtient le resultat
similairement.

COROLLAIRE 1. Soit / = (/<,> ,fn) un systeme transcendant dans le plan
I z I < oo. S'il existe un nombre a admissible a f tel que Ka(f) = 0, alors Γordre de
f est entier ou infini.

LEMME 6. Soit / = (/o, •••,/«) un systeme dans le plan | z | < o o . Si
σ>0 et r>0, on obtient

(12) T(r,f) f§ - Λ p T{σrJ) + max N(σr, 0,/,) + O( 1)

oύ N(r, OJ}) = 0 quand f5 = 0 ([ 5 ]).

THEOREME 4. Soit f '= (/0, ,fn) un systeme transcendant d'ordre p et
dΌrdre infέriur μ dans le plan fini | z |<oo. S'il y an + 1 combinaisons {F4}JL0

de /o, ,/n> linέaires, homogenes a coefficients constants et lίnέairement
indέpendantes τi + 1 a n+1 telles que pour un nombre cί admissible άf

Ka[F) < 1

oύ F=(F0, ,Fn), alors

P ̂  1, μ ^ max (1 - a, 0) quand Ka(F) = 0

et

, 1
l o g

g w ί K (F) > 0.4 \
-Ka(F) )

+ Ka(F)(l

DEMONSTRATION. En appliquant le lemme 6 a F, on obtient de (12) divisant
par r1+β et integrant de r0 (>0) jusqu'a r

Ta(r, F) ^ -^Γ-T.ίσr, F) + σWβ(αr) + ^..(

oύ
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wwiw.ftFi « . * * ) 1 ! . „ !
j=o lθ( ( log r ) 2 ) (a = 0 ) .

O n calcule le reste comme dans le cas des fonctions meromorphes ([ 8 ]) et
obtient le resultat en utilisant la relation

\T(r,f)-T(r,F)\<O(l)

([1]).

COROLLAIRE 2. Si Ka(F) = 0, Γordre de f est positίf entier ou infini.

COROLLAIRE 3. Soit f — (/0, ,fn) un systeme d'ordre fini et non-entier

p, dors le nambre Nf de cσnbinaisons F de / 0 , ,/ Λ , linέaires, hσmogenes a

coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna

de dέfaut 1 et linέairement indέpendantes n + l ά n + 1 est au plus έgal a n.

DEMONSTRATION. DU theoreme 2 [ I ],

en general, de sorte qu'il existe un nombre a admissible a f et independant de F

tel que

δ.(F) = 1

de la proposition 4. Si

Nf ^ n + 1,

il faut que Γordre d e / soit entier, qui est absurde a Γhypothese. Cela veut dire

que

Nf gtn.

N.B. 5. C'est une autre demonstration du theoreme 2 dans [ 9 ].

THEOREME 5. Soient f— (/0, * ,/Λ) un systeme dans | ^ | < o o d'ordre

p(^°°) et d'ordre infέrieur μ, 0<μ<p et r, a deux nombres tels que

1) r nest pas entier et μ<τ;

2) 0<a<μ et

3) [τ]
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Alors, on obtient

κ / rK > n + 1 [sin π{τ+a)\
a[J} = n K{a, T) + I sin τr(τ+a) |

oύ K(a, T) est un nombre positif ne dέpendant que de a et r, c'est-ά-dire,

K{a, τ) = 2. 2(2(1 + l/τ)Y+a+7a/(2a - 1).

En effet, on peut demontrer ce theoreme en combinant la demonstration du

theoreme 4 dans [ 5 ] avec celle du theoreme 5 dans [ 8 ].

Comme dans le cas des fonctions meromorphes, on obtient le

COROLLAIRE 4. Soit f'= (f0, ,/Λ) un systeme d'ordre p, 0 < p ^ o o et

d'ordre infέrieur μ dans le plan fini | z | < o o . Si pour un nombre a admissible

άfet 0<a<l/2

1) quand ρ>oo9 alors

2) quand /> = oo, alors f est a croίssance rέguliere.

COROLLAIRE 5. Soit f un systeme comme dans le corollaire 4. Si pour

tout a>0

Ka(f) = 0,

alors f est ά croissance rέguliere et p est entier quand il est fini.

6. Cas special. Dans ce paragraphe, on recherche sur des systemes dont les
ordres sont restreints.

THEOREME 6. Soient f= (/0, , / J un systeme d'ordre p, 0 < p < 2, dans

le plan fini \z\ <°° et a un nombre admissible a f quelconque. S'il y a n + 1

cominaisons {Fί}?=0 de jΓ0> >/n> linέaires, homogenes a coefficients constants,

lineairement indέpendantes nΛ l a n + let lacunaires, alors une autre combinaison

F de fOf ••*,/„, lineaire, homogene a coefficients constants et δ«(F) = 1 telle que

ilf^o sont lineairement indέpendantes n + 1 a n + 1 est aussi lacunaire.
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D E M O N S T R A T I O N . Representons F par F o , , Fn:

F = Σ,aiFi,
i=0

alors aucun des at n'est nul. En appliquant le lemme 5, F est representee comme

line somme partielle:

oύ les rapports mutuels de Fa^ (j = 1, > k) appartiennent a Ca(f). (Quand k = l,

il n'y a rien a prouver). On demontre que ces rapports sont tous constants. Or,

d'apres Γhypothese, on peut prouver facilement que

(13) mr ^ T{r,f) ^ Mr, (r ̂  r0, M > m > 0)

parce que Ft peut etre representee comme

Ft = a&**> [a% Φ 0, constante)

oύ au moins un des βt est different de zero.

Comme F t c Λ (j = 1, , k) n'admet pas de zero, FiUι)/Fah) (jx Φj2) est constante

ou transcendante. Si elle n'est pas constante, on peut ecrire

9 = FiuJFiU*) = "eβ*> ("> β ^ 0, constantes),

de sorte que

7t

et

Cela veut dire que g n'appartient pas a Ca(f) parce que

l-ct **" - T " ( r ? / ) - l-a ^ " " ^ - r°
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C'est une contradiction. Par consequent, FίUι)/Fi{h) doit etre constante. De cela,
on obtient

k

F = Ftω ΣaiU)Fίa,/FiCΏ = a F< C 1 ), (a Φ 0, constant).

Cela signifie que F n'admet pas de zero.

COROLLAIRE 6. Sous les situations du thέoreme 6, si F est exceptionnelle
au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1, elle est lacunaίre. Done,
le nσmbre de cσmbίnaisons de fo, ,fn, linέaires, homogenes a coefficients
constants, lίnέairement indέpendantes n+1 a n + 1 et exceptionnelles au sens de
Nevanlinna de dέfaut 1 au moins n + 1 desquelles sont lacunaires est au plus

έgal a n+\ —- \quand il riy a entre / 0 , * ,/ n que λc relations linέaίres,

homogenes ίndέpendantes a coefficients contsants.

En effet, d'apres la proposition 4, il y a un a admissible a f tel que 8a(F) = 1;
par consequent F est lacunaire. La derniere partie est obtenue du theoreme 16
dans [2] .

THEOREME 7. Soient f={fo,- ,fn) un systeme d'ordre p, 0</><2,
dans le plan finί \ % \ < oo et a un nσmbre admissible a f quelconque. S'il y a
n + 1 cσmbinaisons {FJJLQ de JΌ, ,fn> linέaires, homogenes a coefficients
rationnels nayant pas de zέros cσmmuns a tous> lίnέairement ίndέpendantes
n + 1 ά n + 1 et exceptionnelles au sens de Picard, alors une autre cσmbinaison
F de /o, ,fn, linέaire, hσmogene a coefficients rationnels n'ayant pas de zέros
communs a tous et δ β ( F ) = l telle que {FyF^^ sont lίnέairement indέpendantes
72+1 ά n+1 est aussi exceptionnelle au sens de Pίcard.

DEMONSTRATION. Representons F par F09 , Fn :

F=±PjF
ji=o

alors les P} sont rationnels et aucun des P5 n'est identiquement nul. En appliquant
le lemme 5, F est representee comme une somme partielle:

oύ les rapports mutuels entre les FHO [i — 1, , k) appartiennent a Ca[f). On
demontre que ces rapports sont tous rationnels. Or, de Γhypothese, on peut ecrire
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oύ les Rj sont rationnels et les as sont constantes au moins un des {oLj}]=0 est
different de zero. De cela, en utilisant le lemme 2, on a

T(rJ) <Mr + O(log r), (M > 0).

D'autre part, on peut demontrer

mr - O(log r) < T{rJ\ (m > 0).

En effet, il y a des fonctions retionnelles [Qj}%0 telles que les Q Λ sont
polynomes et n'admettent pas de zeros communs a tous. Mettons

(14) iPufι = Fj (j = 0,.~,n)
ί=0

oύ les PiS sont rationnels tels que le determinant de (Pϋ)JloΓ ."S n > e s t P ^ identiquement
nul et

Alors de (14)

De cette έgalite, on a

loglΩ^I ^max logl/il +Σl°g+\Pu\ + l°g

par consequent

n n

^ max log \fi I -

Soit F = (Qo^o, )Qn^n) = (^α°*, , ^ Λ > l ' ) ) alors de la definition de la
fonction caracteristique du systeme,

(15) T{r,F)<Ί\r,

et utilisant le lemme 2

(16) T(r,e<« -"'») - O(log r) < T(r, F).
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On demontre qu'il y a / > j tels que at =̂ cίj. Si tous les at sont identiques,
de (14) tous les rapports fjfj (fj^.0) sont rationnels, done

T(r,/) = O(logr)

grace au lemme 2, qui est absurde. Soit

(17)

En combinant (15), (16) et (17), on a Γinegalite cherchee. On peut demontrer
le reste comme dans la demonstration du theoreme 6.

COROLLAIRE 7. Sous les situations du thέoreme 7, si F est exceptionnelle
au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1, elle est exceptionnelle au
sens de Picard. Done, le nombre de combinaisons de fo, ,fn, lineaires,
homogenes a coefficient rationnels et n'ayant pas de zero communs a tous,
linέairement independantes n-\-l a n + l et exceptionnelles au sens de Borel ou
au sens de Nevanlinna de dέfaut 1 au moins n + l desquelles sont exceptionnelles

au sens de Picard est au plus έgal a n+\ — \quand il n'y a entrefQ, •••,/„
L n~~λΌ J

que \c relations lineaire, homogenes independantes a coefficients rationnels.

On peut demontrer ce corollaire comme dans le cas du corollaire 6 en utilisant
le theoreme 1 dans [6] .

N.B. 6. Ce corollaire est une generalisation des theoremes 3 et 5 dans [ 7 ].

THEOREME 8. Soient f= (/0, ,fn) un systeme d'ordre p, 0<ρ<2, et de
type πtoyen au plus dans le plan fini \ z \ < oo et a un nombre admissible a f
quelconque. Alors, s'il n'y a entre fo, ,fn que λc relations lineaires, homogenes
indέpenantes a coefficient constants, Xp a coefficient rationnels, le nombre μ de
combinaisons F de / 0 > " " >/n> lineaires, homogenes a coefficients constants,
linέairement indέpendantes n + l a n + l et Sa(F) = 1 au moins l + l desquelles
sont lacunaires (resp. exceptionnelles au sens de Picard) est au plus έgal a

quand λc + l ^ / {resp.
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DEMONSTRATION. II suίϊit de considerer le cas oύ μ^n + 1. Grace au

corollaire 2, p = l . De Γhypothese λc + l ^ / (resp. \p + l^l), on a

mr ^ T{rJ\ (m > 0, r ^ r 0 > 0)

en utilisant le lemme 2. D'autre part, f etant de type moyen au plus, il faut que

T(r,f) ^Mr (M> 0, r ^ rx > 0).

Utilisant ces inegalites, on peut demontrer qu'une fonction meromorphe g dans

le plan | z | < °o n'ayaiit ni zero id pole (resp. n'ayant qu'un nombre fini de zeros et

poles) telle que

est constante (resp. rationnelle). Par consequent, on peut demontrer ce theoreme

comme dans la demonstration du theoreme 2 dans [ 7 ] (resp. en melangeant la

demonstration du theoreme 2 dans [ 7 ] avec la methode de la demonstration du

theoreme 1 [ I ]).

N. B. 7. Dans le theoreme 6 dans [ 7 ], la condition "de type moyen au plus"

doit etre ajoutee. On veut Γenlever, mais maintenant il est impossible. Sous cette

condition, il n'est pas necessaire de changer la demonstration du theoreme.

COROLLAIRE 8. Dans le theoreme 8, on peut changer $a(F) = 1 pour

"exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1".

7. Dans le cercle-unite. Dans ce paragraphe, on introduit une notion nouvelle

aux systemes d'ordre non zero dans le cercle-unite comme dans le cas des fonctions

meromorphes (voir §3 [10]) et donne quelques extensions du theoreme de Picard-Borel.

Soit / = (/o># * >/n) u11 systeme dans \z\ < 1 d'ordre p, 0<p^oo; c'est-a-dire,
les fonctions f0, >fn sont holomorphes sans zeros communs a toutes dans \z\ < 1 et

log-
1 - r

oύ T(r,f) est la fonction caracteristique du systeme f definie par Cartan [ 1 ].

Differemment un peu du cas de plan fini (voir (1)), on dit qu'un nombre r est

admissible a f siadmissible a f si

0<τ<p.
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Soit

υne combinaison lineaire, homogene a coefficients meromorphes n'ayant pas de zeros
communs a tous dans \z\ < 1. On dit que F est

Γ) lacunaire si F n'admet pas de zero dans \z\ < 1 ;

2') exceptionnelle an sens de Picard si F n'admet qu'un nombre fini de zreos au

plus;

3') exceptionnelle au sens de Borel si

Γordre de N{r, 0, F) < p

4') exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

δ(F) = 1-lim sup ^ ^ " Γ > °

DEFINITION 6. Pour 0 < r 0 < l fixe quelconque et r u n nombre admissible a
ί quelconque,

7>, r0,/) = Tτ(r,f) = f T(t,m - t)^dt9

N,(r, r., 0, F) = Nτ(r, 0,F)= [ N(t, 0,

PROPOSITION 6.

1) Tτ(r,f) tend vers Γinfίrά monotonement quand r—>1.

r^ log —
1 - r oo quand p = oo .

En effet, on peut demontrer cette proposition comme dans le cas des fonctions
meromoφhes ([10]).

N.B. 8. Visiblement, 1) et 2) sont independantes du choix de r0.
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DEFINITION 7. Pour un nombre T admissible a / ,

Uv(f)= [a{z); meromorphe dans \z\ < 1 telle que Tτ(r,a)

= o{Tτ(r,f)) quand r->l},

Uo = \a{z); meromorphe dans \z\ < 1 telle que T(r,a)

PROPOSITION 7.

1) Uτ(f) est indέpendant du chσix der0 quand T est admissible a f.

2) UodUτi (/)cC/Γ2(/), oύ τx<τ2 sont admissibles a f.

En eίfet, en utilisant que pour r > 0

on peut demontrer 1) et 2) comme dans le cas du plan fini.

P R O P O S I T I O N 8.

1) Si les coefficients at de F appartiennent a Uτ{f), Sτ(F) et Aτ(F) sont

indέpendantes du choix de r0 et 0^δ Γ (F) ^ Δ T ( F ) ^ 1 .

2) Soit Ti < τ2 admissibles a f, alors si les coefficients ax de F appartiennent

a Uτi{f),

0 ^ K(F) ^ K(F) ^ Aτ,(F) ^ ΔΓ1(F) rg 1.

En effet, on peut demontrer cette proposition comme dans le cas des fonctions

meromorphes ([10]) grace a la proposition 7.

PROPOSITION 9. Si une cσmbinaisσn F a coefficients appartenant a Uτ(f) et

nayant pas de zέros communs a tous est exceptionnelle au sens de Borel, il y

a un nσmbre τ 0 admissible a f tel que

En effet, soit τ 0 un nombre tel que

Γordre de N(r, 0, F) < τ 0 < p,
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alors il est admissible a / et

2NΓΓ.(r,0,F)=O(l).

Done, d'apres la proposition 6 — 1), on a le resultat.

LEMME 2'. Pour tout i±?j,fjφθ, on a

ΊVJt/fj)-O(l)< T(r,f) < £T(r,fk/fj) + O( 1) .

C'est le lemme restreint au cercle-unite du lemme 2 et on peut demontrer de la
meme faςon.

LEMME 7. Soit φ[z) une fonction mέromorphe dans \z\ < 1. alors pour

r0 > 0 et T > 0

-ty-Wt^ oίf \og+T{t,φ){l-t)τ-ιdt)

([3]).

LEMME 4'. Sσient φu ,φv [v^2) v fonctions mέromorphes et linέairement
indέpendantes dans \ z \ < 1 telles que

Alors pour tout i {= 1, , v\ on a

T(r, φt) < E N(r, 0, φt) + N(r, D) + S(r)
4 = 1

oύ

D= WΦ^ tΦΛ-

et

ί S{ή{l - ty-'dt = O ( Σ ί Iog+T{t, φ&l - ή'-'dt)

pour r0 > 0 et r > 0 .
On peut demontrer comme dans le cas du lemme 4.
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LEMME 5'. Soient g^ - , gv, co, * ,cv (v^l) des functions mέromorphes
dans \z\ < 1, U(r) une fonction positive, continue, non-dέcroissante pour 0 < r < 1
telle que

v log U(r)
hm sup - — T - 2 — = p

l o g

>^oo et T un nombre tel qne 0<τ<p satisfaisant aux conditions
1) pour i^j quelconque

2)

iVr(r ,0, ̂  = φjr)) et Nτ(r, 9ι) = o(Uτ(r))

et

3) toutes les functions ct (i = 0, , v) satisfont a

Si
r

c0 = d = = cv = 0 .

On peut demontrer ce lemme comme dans le cas du lemme 5 en utilisant le
lemme 4'.

THEOREME 9. Soient / = ( / 0 , •••,/») w* systeme d'ordre p
dans \z\ <1 ££ T wra nombre admissible a / quelconque. S'il ny a entre les

Junctions f0, ,/n que λc relations linέaires, homogenes indέpendantes a coefficients
constants, λ0 ^ coefficients appartenant a Uo, λτ ^ coefficients appartemant a
Uτ(f), alors on a

[ I ] le nombre de combinaisons F de f0, ,/w, linέaires, homogenes a
coefficients constants, linέairement indέpendantes n + 1 a n + 1 tel les que δT(F) = 1

est au plus έgal a



522 N. TODA

[II] le nσmbre de cσmbinaisons G de fo, ,fn, linέaires, hσmogenes

a coefficients appartenant a Uo et n'ayant pas de zέros cσmmuns a tous,

linέairement indέpendantes n + 1 a n+1 telles que δ τ (G)=l est au plus έgal

άn+l+\-^-

[III] le nσmbre de cσmbinaisons H de f0, ,fn, linέaires, hσmogenes a

coefficients appartenant a Uτ(f) et n'ayant pas de zέros cσmmuns a tous,

linέairement indέpendantes n+1 a n+1 telles que Sτ(H) = l est au plus

έgal a n+l + Ϊ-M
DEMONSTRATION. On peut demontrer ce theoreme comme dans le cas

du theoreme 1 en utilisant le lemme 5̂  au lieu du lemme 5.

COROLLA IRE 9. Dans le thέoreme [ I ] , [ I I ] prέcέdent, si on change

$v(F) =1 et δτ(G) = 1 pour "exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de

Nevanlinna de dέfaut 1", les nσmbres n+l+[χc/n—λr] et n+l + [χo/n—λr] doivent

etre changέs en n+l + [Xc/n—λ] et n+l + [\0/n—λ] respectivement, ou \—sup \ t

N.B. 8. Λ4-l + [ λ c / Λ - λ ] ^ Λ + l + [ λ o / Λ - λ ] ^ Λ + λ e + l . Done, e'est une

extension du theoreme de Picard-Borel dans le cercle-unite. On ne peut pas

demontrer ce resultat par la methode utilisee dans [ 9 ].

EXEMPLE 2. Dans le cercle-unite, un resultat analogue au theoreme 2 dans

[ 9 ] ou corollaire 3 n'est pas necessairement valable. En effet, voici un exemple.

Soient ply , pn{n ^ 1) des nombres positifs tels que ρλ ^ p2 ^ ^ pn et

fo(z) = 1, /,(*) = exp ((z - l)-^'-1) (i = 1, , n),

alors le systeme/= (/0> *" >fn) est d'ordre ρn dans \z\ < 1 grace au lemme 2' et

Ft —fi [i = 0, , n) sont n-\-1 combinaisons, lineaires, homogenes a coefficient

constants, lineairement independantes « + l a n + 1 et exceptionnelles au sens de

Picard. Mais, Γordre άef (= ρn) est positif quelconque.

8. Le cas ou λc = 0. Dans ce paragraphe, on etend les theoremes 1 et 3 dans

[10] aux systemes. Du theoreme fondamental de Cartan [1], on a la

PROPOSITION 10. Soient f— (/0, ,fn) un systeme dans \ z \ <R (= 1 ou oo),

qui est transendant quand R = oo ou d'ordre non-zέro quand R = l et cί un

nσmbre admissible a f quelconque\ Alors, s'il n'y a pas de relations liέaires
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homogenes entre les fonctiσns f0, ,/„, έest-ά-dire, λc = 0, pour q cσmbίncάsons
{FilUi defo, ",fn, lineaires, homogenes a coefficients constants, lineairement
independantes n+1 a n+l (q^n+2), on a

(q-n- l)Ta(rJU Σ ^ > 0,Ft) + Sa(r)

oύ

r. t I UR=

O((logr)2) (ct = O)\

θfj \og+T{t,nχ-

En effet, on ne demontre que Γestimation de Sa{r). On obtient cette estimation
tout de suite du lemme 5 ou 5' en utilisant le lemme 2 ou 2'.

THEOREME 10. Soient f= (/0, ,fn) un systeme d'ordre p, 0 < p ̂  oo,
dans \z\ <R {R=l ou oo), a un nσmbre admissible a f quelconqite, alors

(1) Vensemble Na( f) — {F; cσmbinaison de / 0 , ,/w, Uneaire, hσmogene
a coefficients constants, Ba{F) > 0 et toutes les combinaisons sont lineairement
independantes n+1 a n+1] est plus denσmbrable\

( 2 ) Λ7 y a N(Bf) combinaisons Ft (i = 1, , N(Bf)) de / 0 , ,/„, lineaires,
homogenes a coefficients constants, exceptionnelles au sens de Borel telles que
{Ft (i = 1, , N(Bf)), F <= Na(f)- {FJ?™} sont lineairement independantes n+l
ά n+l,

quand il n'y a pas de relations lineaires, homogenes entre f0, ,fn.

En effet on peut demontrer comma dans le cas des functions meromorphes
(les theoremes 1 et 3 dans [10]) en utilisant les propositions 3, 4,10 (R == oo) ou les
propositions 8,9,10 (R = 1).

COROLLAIRE 10. Soit N(f) = {F € Na(f); S(F) > 0}, alors

F€N(f)-{Fι)

COROLLAIRE 11. Le nσmbre de combinaisons de fo, ,fn, lineaires,
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homogenes ά coefficients constants linέairement independantes n+1 a n-\-l et
exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de defaut 1 est au
plus egal a n-\-l qicand il n'y a pas de relations linέaires, homogenes entre
les /o, ,fn.

N.B. 9. Quand n = 1, on a des resultats du cas des fonctions meromorphes.

N.B. 10. Tous les resultats dans les paragraphes 2^8 s'appliquent en particulier
aux fonctions algebroϊdes en utilisant un theoreme de Valiron ([11]), qui caracterise
la fonction caracteristique d'une fonction algebroϊde utilisant les coefficients qui la
deffinissent. En outre, on a

oύ Bf est Pensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour/", algebroϊde
dans \z\ <R(R = 1, ouoo) a ^-branches et d'ordre non-zero.
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