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SUR LA DUALITE DE MORITA

BERNARD ROUX

(Rec. Dec. 26, 1970)

On montre (section 3) que Γexistence de certains ideaux injectifs Ae et fA (e et
/ idempotents) dans un anneau A equivaut a l'existence d'une dualite de Morita
definie par le bimodule fA/fAeeAe (resultat connu lorsque A est artinien, K.R.
Fuller [6, theoreme 3. 1]). Et on definit (section 4) une correspondance biunivoque
entre les classes d'equivalence de dualites de Morita et les classes d'isomorphisme de
certains anneaux semi-parfaits et QF3 a gauche et a droite.

Dans tout ce papier tout anneau A possede un element unite et tout module est
unitaire. Nous notons A$R (resp. 9JίJ la categorie des A-modules a gauche (resp. a
droite).

1. Introduction. II est bien connu (T.Nakayama[14], G.Azumaya[l], J.Dieudonne
[4], K.Morita[ll], K.R.Fuller[ 6 ]) que:

(1.1) Pour un anneau A artinien a gauche, les assertions suivantes sont
έquivalentes:
(1) A est injectif a gauche ou ά droite,
(2) Tout A-module a gauche {resp. a droite) de type fini est canoniquement

isσmorphe a son bidual',
(3 ) Pour tout idempotent primitif e de A, il existe un idempotent primitif f

tel que S(Ae)^T(Af) et S(fA)^T(eA) (pour chaque module M, on note
S(M) son socle et T(M) = M/Rad(M) sa tete).

Un anneau verifiant ces conditions est appele Quasi-Frobeniusien (QF en abreviation).
II est injectif et cogenerateur dans A3R et dans 3RA.

Une premiere generalisation de ce resultat est donnee par la dualite de Morita:
une "dualite de Morita" est une equivalence contravariante de categories entre deux
categories de A-modules a gauche et JB-modules a droite qui sont fermees par prise de
sous-modules et modules quotients et contiennent tous les modules de type fini. Morita
[11] et Azumaya [ 1 ] montrent que de telles dualites sont donnees par des couples
de foncteurs (Hom (̂ —, AU), Hom5( —, UB)) oύ JJB est un A-β-bimodule injectif et
cogenerateur dans ASSΆ et 9Dt5. Nous dirons alors que le bimodule JJB definit une
dualite de Morita. Le resultat (1.1) se generalise d'ailleurs ainsi, sans hypothese
artinienne (pour une preuve directe, voir T. Kato [ 9 ]):
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(1. 2) Les assertions suivantes sont έquivalentes pour un anneau A:

(1) A est injectif et cogέnέrateur dans $51 et dans 30^;

(2) Le bimodule AAA dέfinit une dualite de Morita;

(3 ) A est sσmme directe d'enveloppes injectives de modules a gauche simples

et de modules a droite simples,

Un anneau verifiant ces conditions est appele Presque-Frobeniusien (PF en abreviation).

Une autre generalisation des anneaux QF est donnee par les anneaux QF3 :

nous dirons qu'un anneau est QF3 a gauche s'il existe une famille finie de A-modules

a gauche simples ( S ^ ^ n o n isomorphes) telle que le module 0 E(St) soit projectif

fidele. Alors ce module contient une copie de tout ideal a gauche minimal, et est

isomorphe a un facteur direct de tout A-module a gauche fidele: on l'appelle le

module fidele minimal de ASΰl. (Ce n'est pas la definition usuelle des anneaux QF3,

mais une caracterisation, due a E.A.Rutter [18]). K.R.Fuller [5, theoreme 3. 6] donne

la generalisation du resultat (1.1) correspondant au cas des anneaux artiniens QF3,

et plus generalement encore etablit le resultat suivant [6, theoreme 3.1]:

(1. 3) Soit e un idempotent d'un anneau artinien a gauche A. Les assertions

suivantes sont έquivalentes:

(1) Ae est injectif',

( 2) // existe un idempotent f tel que\

(a) Le bimodule fAf fAe eAe definit une dualite de Morita;

(b) sfA(Ae)=0=rAe(fA) (si M est un A-module a gauche, J une partie de A,

on note Sj[M) = {azj, aM= 0} et r^J) = [xzM, Jx — 0\, Et symetrique-
ment pour un module a droite)

(3 ) Pour tout idempotent primitif ei tel que Aet soit facteur direct de Ae, ϊl
existe un idempotent ft tel que S{Aei)^ίΓ{Afi) et S{fiA)^T{eiA\ (l'ideal
fA, les ideaux/jA sont alors injectifs)

Alors le resultat (1.1) peut apparaitre comme un simple cas particulier du resultat

(1.3).

Ceci est-il toujours vrai sans hypothese artinίenne ? Ou encore, le resultat

(1. 2) peut-il etre considere comme cas particulier d'un resultat qui generaliserait (1. 3)

sans hypothese artinienne? Le premier but de ce travail est de repondre a cette

question, ce que fait notre theoreme (3.6), qui generalise simultanement les resultats

(1.2) et (1.3).

Par ailleurs on dit qu'un idempotent e d'un anneau A est primitif si l'ideal

Ae(ou eA) est local (un module M est dit local s'il "possede un sous-module propre

contenant tout sous-module propre de M). Des conditions equivalents (pour qu'un

idempotent soit primitif) sont donnees en [17, definition (2. 0)]. Si A est un anneau

artinien, ou seulement semi-parfait, cela equivaut a la definition usuelle: Ae est

indecomposable. Si un idempotent e est primitif, on dit que l'ideal Ae (rest. eA) est

primitif. Generalisant une definition de K.R.Fuller [ 5 ], on dit que:
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(1. 4) Un ideal a gauche I d'un anneau A est antistrophίque si:

(a) / est une somme directe finie d'idέaux primitifs, 1= © Aet;

(b) Pour tout ί, l^i^n, il existe un idempotent primitif fi tel que S{Ae^

^T(Aft) et SifiAj^TiβiA). (definition symetrique pour un ideal a droite). (L/anneau

d'endomorphismes de tout ideal primitif etant local [17, (2. 0)], le theoreme de Krull-

Schmidt-Azumaya est applicable a Pideal I, de sorte que toutfacteur direct de / est

une somme directe d'ideaux isomorphes a des Aei9 done est antistrophique). Avec

cette definition, le resultat (1. 3) dit qu'un ideal a gauche d'un anneau artinien

a gauche est injectif si et seulement s'il est antistrophique. Shematiquement,

dans la premiere partie de cet article on montre (en utilisant une methode de T. Kato

[10]) que si un anneau (non necessairement artinien) contient des ideaux enveloppes

injectives de simples, a gauche et a droite, alors ces ideaux sont antistrophiques,

mais reciproquement des ideaux antistrophiques ne sont pas necessairement injectifs

(resultats (2. 6) et (2. 7)). (La notion d'antistrophisme est techniquement interessante

car il est en general tres facile de verifier si un ideal d'un anneau artinien est

antistrophique, doncde savoir s'il est injectif. Et avec cette propriete il est egalement

facile de construire des anneaux artiniens contenant des ideaux injectifs, en particulier

des anneaux QF ou QF3).

La derniere partie est consacree a quelques remarques sur les modules

projectifs (resp. injectifs) dans le cas d'une dualite de Morita.

Rappelons quelques resultats qu'on utilise dans la suite:

(1.5) LEMME (B.Osofsky [16, lemme 1]). Un A-module a gauche M est

cogenerateur de ASSSl si et setdelment si M contient une copie de Venveloppe

infective de chaque A-module a gauche simple.

Soit AUB un bimodule. Un A-module a gauche M est dit t/-reflexif si le morphisme

canonique de M dans Hom5(Hom4(M, AU), UB) est un isomorphisme. Definition

symetrique pour un J5-module a droite.

(1.6) THEOREME (KMorita [11, theoreme 2.4]). Soient A et B deux

anneaux, et AUB un bimodule. Les assertions suivantes sont έquivalentes:

( 1 ) La classe des A-modules a gauche U-rέflexifs contient la classe obtenue

a partir de AA et AU par prise de sous-modules, quotients, et sommes

directes finies. Et symέtriquement avec les B-modules a droite;

(2) Tout quotient de AA et de AU est U-reflexif, tout quotient de BB et de

UB est U-reflexif;

( 3 ) (a) Les morphismes canoniques d9anneaux de B dans ΈnάA(U) et de A dans

End5(£7) sont des isσmorphismes

(b) AP est cogέnέrateur et injectif dans JSR9 UB dans SSSlB.
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(1. 7) THEOREME {B. Osofsky [16, thέoreme 2]). Si un Umodule AUB dέfinit
une dualitέ de Morita, les anneaux A et B sont semi-parfaits.

(1.8) COROLLAIRE. Soit JJB un bimodule dέfinissant une dualitέ de

Morita. Soit AA= φ ( φ Aeki) une dέcomposition de AA en somme directe

d'idέaux a gauche primitifs, oύ Aeki = Aehj si et seulement si h = k. Alors
UB = φ ( φ Eu), oύ Eki = E(HomA(T(Aekl), JJ)). Et symetriquement avec BB et

JJ (et le nombre de types d'ideaux primitifs de B est encore ή).

PREUVE. Voir [12, Lemme 1]

(1.9) REMARQUE. Dans ^assertion (3) (b) du theoreme (1.6) il n'est pas
necessaire de supposer que AU et UB sont injectifs. En effet la preuve que (3 )
implique (1) se fait alors comme celle de Morita, en utilisant le lemme suivant:

(1.10) LEMME. Soit U un A-module cogέnέrateur dans Jΰl. Alors pour
tout A-module a gauche X et pour tout sous-module Y de X on a: Y00 = Y,
oύ on note Y° = [y € Hom^Y, AU), yY = 0} et Yoo= {x € Y, xY° = 0}.

La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle du lemme (2.1) de Morita
[11] en utilisant le lemme (1. 5).

2. Δntistrophisme dans un anneau contenant des enveloppes injectives
de modules simples. Nous utiliserons dans la suite ces resultats connus:

(2.1) LEMME. Soit A un anneau, S un A-module a gauche simple. Les
assertions suivantes sont equivalentes:
(1) E(S) est isomorphe a un idέal de A
( 2 ) E{S) est projectif;
(3 ) E(S) est sans torsion, i. e. s'envoie dans un produit de copies de AA.

PREUVE. Voir par exemple T.Kato [10, proposition 1].

(2. 2) LEMME. Si e est un idempotent d'un anneau A, tel que Vidέal Ae
soit enveloppe injective d'un module simple, il est primitif.

PREUVE. B.Osofsky [16, lemme 3].

(2. 3) LEMME. Soit A un anneau, et az A, tel que Aa soit un idέal a
gauche minimal contenu dans un idέal injectif. Alors Vidέal a droite rA(sA{a)),
isomorphe a HomA(Aa, A), est extension essentielle de Vidέal aA, et celui-ci est
minimal.

PREUVE. T.Kato [10, lemme 1], ou K.Sugano [19, lemme 3].
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Pour tout A-module M, on note M*=Homu(Λ7, A), et M la classe d'isomorphisme

de M. Si M est un A-module a gauche simple dont Penveloppe injective est

projective, il resulte des lemmes (2.1) et (2.3) qu'il existe azA tel que M=Aa,

et M* ̂  rA{sA(a)) qui est extension essentielle de Pideal simple a A. Alors si (Si)i€l

est une famille de modules simples dont les enveloppes injectives sont projectives, ceci
permet de definir une application Φ de la famille (/SJ^j dans Γensemble des classes

d'isomorphisme d'ideaux a droite simples de A, en posant Φ(Si)=classe d'isomorphisme

du sous-module simple de Sf (definition de T.Kato [10, p. 117]).

(2. 4) LEMME. Avec les notations et hypotheses ci-dessus, Vapplication Φ
est une injection. Et si e% est un idempotent tel que Aei ^ jE(*St), i £ 7, alors

PREUVE. Soient S et T deux A-modules a gauche simples dont les enveloppes

injectives sont projectives, i.e. isomorphes a des ideaux primitifs (d'apres (2.1) et (2. 2)),

soient Ae et Af respectivement. Alors il existe a € Ae, b e Af, tels que Aa = S(Ae)
~S, Ab = S{Af) = T. Puisque a = ae, aAe^Q, d'oύ T[eA) s a A s Φ(5), d'apres

(2.3) et [17,(3.4)]. Et de meme Φ(T)^Γ(/A). Alors siΦ(5)=Φ(T), 7 > A ) = T ( / A ) ,

d'oύ Ae=Af, d'apres Jacobson [ 8 ], done A S = T . Done Φ est une injection.

Si, en plus de Phypothese que E(St) est projectif pour tout i € / , on suppose
aussi que £(Φ(5t)) est projectif pour tout i € / , et si on note Ψ ^application de ImΦ
dans Γensemble des classes d'isomorphisme d'ideaux a gauche simples de A definie

par Ψ(Φ(5i))=classe d'isomorphisme du sous-module simple de (Φ(5i))'5f, on a le resultat
suivant (qui generalise le theoreme 3 de T.Kato [10], avec une preuve analogue):

(2.5) THEOREME. Soit A un anneau, et (5 t ) i β / une famille de classes

d'isσmorphisme de A-modules a gauche simples tels que les modules E{S^) et

JE(Φ(St)) soient projectif s pour tout i <= 7, oύ on dέfinit comme ci-dessus les

applications Φ et Ψ par Φ(5t) = Sfo*) et Ψ(Φ(5J) = 5p>(5J)^. Alors:
(a) Les applications Φ et Ψ sont des bijections rέciproques',

(b) Pour tout i^Iil existe des idempotents et etfi de A tels que Aet=E{S^9fiA

PREUVE. (a) D'apres le lemme (2. 4), Φ est une bijection de (5 t) t € j dans ImΦ.
Soit S un A-module a gauche simple tel que S=SV pour un certain i € 7. D'apres
les lemmes (2.1), (2. 2), (2. 3), il existe un element a € A et un idempotent primitif
ezA tels que Aa^S, Ae^E[Aa\ Aa = S{Ae), et Φ[Aa)^aA. Et pour des raisons
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symetriques, il existe έ € A et un idempotent primitif fz A tels que bA = aA, fA
^E{bA), bA=S{fA), et Ψ(bA)^Ab. Pui3que aA^bA, {aA)*ς^{bA)*> done sA{rA(a))
=SA(rA(b}): or sA(rA(a)) contient Pideal simple Aa, et, d'apres le lemme (2. 3), sA(rA(b)) est
extension essentielle de Γideal simple Ab, done Aa=Ab. Mais Ab^Ψ(bA)^Ψ(Φ(Aa)),

done Ψ(Φ{Aa))=Aa, ou encore Ψ(Φ(5)) = S. Done Ψ est la bijection reciproque de Φ.
(b) D'apres le lemme (2.4), puisque Ae^E{S), Φ[S)^T{eA), done T{eA)^aA

Et symetriquement, puisque fA^E{Φ{S)), Ψ(Φ{S)) = T{Af), done

Des rέsultats (2. 4) et (2.5) decoule immediatement un resultat annonce dans
^introduction:

(2. 6) Soit A un anneau contenant un idέal Ae = 0 Aeiy oil Ae* est enveloppe

injective d'un A-module a gauche simple, l^i^n. Si le module E[T[eiA)) est
isσmorphe a un ideal de A, pour tout i, l^i^n (condition toujours verifiee si
A est artinien a gauche, d'apres (1.3)), alors Ae est antistrophique.

(2. 7) On donne plus loin un exemple d'anneau A (semi-primaire, mais non artinien)
possedant des ideaux Ae et fA antistrophiques (S(Ae)) ̂  T(Af) et S(fA)^T(eA))9 oύ
Ae est inject if, fA ne Test pas, et E(T(eA)) n'est pas isomorphe a un ideal. Cela
montre que:
(1) La condition du resultat (2. 6), suffisante pour impliquer Pantistrophisme, n'est

pas necessaire
(2) Un ideal antistrophique peut n'etre pas injectif, si Γanneau n'est pas artinien.

Les corollaires suivants du theoreme (2. 5) sont en particulier valables pour un
anneau QF3 a gauche et a droite (definition dans Γintroduction), et ils sont connus
dans le cas d'un anneau artinien (Fuller [ 5 ]):

(2.8) COROLLAIRE. Soit A un anneau tel que Venveloppe injective de
tout idέal, a gauche, et a droite, minimal de A soit projective. Alors un ideal
a gauche (resp. a droite) est antistrophique si et seulement si il est enveloppe
injective d'un idέal minimal.

P R E U V E . Si Ae est enveloppe injective d'un ideal minimal, e'est un ideal
antistrophique, on vient de le voir. Inversement soit Ae un ideal antistrophique, i.e.
tel qu'il existe un idempotent/ pour lequel S(Ae)^T(Af) et S(fA) = T{eA). II resulte
de Γhypothese et des lemmes (2.1) et (2. 3) qu'il existe un element a et un idempotent
S de A tels que S(Ae) ̂  Aa = S{AS), et E{Aa)^AS. Et d'apres (2.5), il existe un
idempotent η tel que ηA soit injectif et S(Aβ)^T(Aη) et S(ηA)^T(€A). Mais
puisque S(Ae)sS(AB), T{Af)^T(Aη), d'oύ fA^ηA. Done S(fA)^S{ηA), d'oύ
T(eA)^T(S A), d'oύ Ae^A€. Done Ae (resp. fA) est enveloppe injective de son socle.
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(2. 9) COROLLAIRE. Sous les memes hypotheses qu'en (2. 8) il y a bίjection
entre les classes d'isomorphisme des: (1) idέaux a gauche simples', (2) idέaux
a droite simples', (3 ) idέaux a gauche primitifs antistrophiques; ( 4) idέaux a
droite primitifs antistrophiques', ( 5 ) enveloppes ίnjectίves projectives de modules
a gauche simples', (6) enveloppes injectives projectives de modules a droite
simples.

Exemple (M.Harada [7, p.23]). Un ideal antistrophique non injectif. Soient Δi,
Δ2, Δ3 des corps, oύ Δi = Δ4, et soit M3 2 un Δ3-Δ2-module tel que [M 3 2 : Δ3] = oo.
Soit M3i = Δi et M21=HomΔ(M32, M31). Considerons l'anneau des matrices ("triangulaire
genέralise"):

A =

Δj 0 0

Mn Δ 2 0

M 3 1 M 3 2 Δ 3

, et notons e =

1

0

0

0

0

0

0

0

0

et / =

0

0

0

0

0

0

0

0

1

M.Harada montre que A est QF3 a gauche et non QF3 a droite, i. e. Ae est
injectif et fA ne l'est pas. Or Ae et fA sont antistrophiques: S{Ae) ̂  T(Af) = Af
et S{fA)=T(eA) = eA. De plus si E(T(eA)) etait isomorphe a un ideal, celui-ci serait
antistrophique a Ae, d'apres (2. 5), et isomorphe a fA, d'apres (2. 8). Or fA n'est pas
injectif, done E{T[eA)){~E{fA)) n'est pas isomorphe a un ideal, ce qui montre (2. 7).

3. Dualitέ de Morita dans un anneau contenant des enveloppes injectives
de modules simples. Si e est un idempotent primitif d'un anneau semi-primaire,
K.R.Fuller [ 6 ] dit que Ae et E(T(eA)) forment une paire, et montre Finteret de
cette notion. En fait cette notion est interessante pour tout anneau contenant des
ideaux primitifs. Nous reprenons done pour un anneau quelconque la definition de
K.R.Fuller [6, p.117]:

(3.1) DEFINITION. Soit A un anneau, E une somme directe finie d'enveloppes
injectives de modules a gauche simples, F un ideal a droite de A somme directe finie
d'ideaux primitifs. On dit que E et F forment une paire si les conditions equivalentes
suivantes sont veriίiees :
(1) II existe des decompositions F = Θ ( θ ekiA) et E = φ ( 0 Ekj), oύ les

eki sont des idempotents primitifs, oύ ekiA^ehgA si et seulement si h — k, et
oύ EkjE{T{Aekl)), pour tous k,i,j,h,g, l^k^m

(2 Pour tout facteur direct indecomposable E de JS[resp. ηA de FJ il existe un
facteur direct ηA de F[resp. E de E] tel que S(E)~T(Aη). (^equivalence
de ces conditions resulte simplement du theoreme de Krull-Schmidt-Azumaya)
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Les resultats suivants, enonces par Fuller [6, lemmes (1.1), (2.1), (2, 2)] pour un

anneau semi-primaire, sont vrais en fait sans cette hypothese et sans modification

sensible de preuve (utiliser [17, (3. 4)]:

(3. 2) LEMME. Soit f un idempotent primitif cϊun anneau A, et E un

A-module a gauche injectif, tels que E et fA forment une poire {definition

(3.1)). Alors:
(a) r^J) = rE{fJ) et sfA[K) = sfA(KE), pour tout ideal a gauche J et tout ideal

a droite K de A;

(b) rE(fA) = 0et sfA(E) = O;
(c) rA(fA) = sA(E).

(3. 3) LEMME. Soit A un anneau, et soient E et fA cσmme en (3. 2). Alors :

(a) Pour tout A-module a gauche M, la restriction des morphismes a fMdonne

un isomorphisme de groupes additifs: HomA{M,E) = HomfAf(fM,fE). Si

M est de plus un A-A-bimodule, Visomorphisme ci-dessus est un isomorphisme

de A-modules a gauche*);

(b) Vapplication Ψ dέfinie par : [Ψ(s)](fx) = s(fx),se End^(£), fxzfE, est un

isomorphisme d9 anneau de ΈndA(E) dans ΈndfAf{ fE);

(c) Si J et J' sont des ideaux bilateres de Ay alors on a Visomorphisme de

A-modules a gauche suivant: rE[J/)/rE(J)~U.omfAf(fJ/fJ\fE).

(3.4) LEMME. Soit A un anneau, et soient F = 0 ( 0 fkiA) et

£ = 0 ( 0 Ekj)formant une poire, et notonsf=Y\fu- Alors fE= 0 ( 0 Ekj),

oύ Ekj (=fEkj) est isomorphe a Venveloppe injective du fAf-module a gauche

simple T(fAfkί). En particulier les fAf-modules fE et fAf forment une poire,

done fE est cogέnέrateur de fAf3R.

Soient Ae et fA des ideaux sommes directes finies d'ideaux a gauche (resp. a

droite) primitifs: on dit que Ae et fA sont antistrophiques Vun a Voutre si tout

facteur direct indecomposable de Ae est antistrophique a un facteur Mirect de JA et

inversement.

Si Ae et fA sont des ideaux antistrophiques Pun a Γautre et injectifs, il resulte

des definitions que Ae et fA forment une paire, et fA et Ae forment une paire.

Grace aux resultats du chapitre 2, on peut montrer que reciproquement si Ae et

fA (ou fA et Ae) forment une paire et sont injectifs, alors Ae et fA sont antistrophiques

Pun a Pautre:

Soient Λ et B deux anneaux, M un A-5-bimodule, N un A-module a gauche. Alors
l'operation de B dans Hom,i(M,ΛΓ) definie par (bf)(m)=fQmb~) confere a Hoπu(M,ΛΓ)
une structure de B-module a gauche. C'est de cette faςon qu'en (3. 3) (a) on definit la
structure de A-module a gauche sur Hom^(M, 2£) et Hom/i/ (/Aζ/£), lorsque M est un
A-A-module. Et pareillement en (3. 6)( 2 )(b), ou on utilise aussi une version a droite de cela.
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(3. 5) LEMME. Soient Ae et JA des idέaux sσmmes directes fifties d'idέaux a
gauche (resp. a droite) qui sont enveloppes ίnjectives de modules simples, Les
conditions suivantes sont έquivalentes :
(1) Ae et JA sont antistrophiques Vun a Vautre
( 2 ) Ae et fA forment une paire
( 3 ) fA et Ae forment une paire.

P R E U V E . II sufϊit de montrer que ( 2 ) implique (1) ((3 ) implique (1) par raison
de symetrie). Soient Ae et fA sommes directes d'enveloppes injeetives de modules
simples et formant une paire. Soit AS un facteur direct indecomposable (i.e. ideal primitif)
de Ae: alors il existe un facteur direct ηA de fA tel que S(Aβ)=T(Aη). Puisque ηA
est enveloppe injective d'un module simple, et E(T(Aη)) isomorphe a Γideal AS de
A, AS et ηA sont antistrophiques d'apres (2. 6). On montre symetriquement que si ηA
est un facteur direct indecomposable de fA, il existe un facteur direct AS de Ae tel
que AS et ηA soient antistrcphiques.

Alors nous pouvons etablir le resultat qui generalise le resultat (1. 3) de K.R.
Fuller [6]:

(3.6) THEOREME. Soient e et f deux idempotents d9un anneau A. Les
assertions suivantes sont έquivalentes:
(1) (a) Ae et fA sont des sommes directes d'enveloppes injeetives de modules

simples
(b) Ae et fA(ou: fA et Ae) forment une paire

(2 ) (a) Le bimodule fAffAeeAe dέfinit une dualitέ de Morita
(b) Ae s HomfAf(fA, fAe), et fA ^ Hom^^Ae, jAe), ίsomσrphismes de
A-modules, a gauche et a droite respectivement.

PREUVE. (1) implique ( 2 ). Supposons la condition (1) remplie. Puisque Ae et
fA forment une paire, le /A/-module fAe est cogenerateur et injectif dans fAfSSR,
d'apres (3. 4). D'apres (3. 5), fA et Ae forment aussi une paire, done symetriquement
le eAe-modu\e fAe est cogenerateur et injectif dans S$ίleAe. Done la condition (3 )(b)
du theoreme (1.6) est remplie pour le bimodule fAffAeeAe. Et d'apres (3.3)(b),
EndfAf(fAe)^EndA{Ae)^eAe. Et symetriquement EndeAe{ fAe)^EndA(fA)^fAf
Done la condition (3 )(a) du theoreme (1. 6) est aussi remplie, et ainsi le bimodule
fArfAeeAe definit bien une dualite de Morita. Quant a la condition (b), elle est obtenue
en prenant M—A et E = Ae dans le lemme (3.3)(a): alors Ae^HomA{A9 Ae)
^ίϊomfAf(fA,fAe), et e'est bien un isomorphisme de A-modules a gauche. Avec la
version a droite de ce lemme, on a symetriquement fA = HomeAe{Ae,fAe).

( 2 ) implique (1). Remarque preliminaire : si f est un idempotent d'un anneau
A, il resulte immediatement de [17, (2. 0)] qu'un idempotent contenu dans Panneau
fAf y est primitif si et seulement s'il est primitif dans A. On parlera done
d'idempoterits primitif s sans preciser dans quel anneau. Et si SzfAf et ηζ fAf sont
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des idempotents primitifs, les A-modules AS et Aη sont isomorphes si et seulement

si les /^/-modules fAS et fA η sont isomorphes, toujours d'apres [17, (2.0)].

Supposons la condition ( 2 ) remplie. (La preuve de cette implication est la meme

que celle de Fuller [6, ρ.125]). Alors Panneau fAf est semi-parfait, d'apres (1. 7).

S o i t / = Σ ^ 3 fki une decomposition de f en somme d'idempotents primitifs

orthogonaux, oύ Afk~Afhj si et seulement si h—k. Alors d'apres (1.8), fAe

= @ ( Θ Ekj), oύ Ekj^E(T(fAfkl) pour tout j , l^j^q{k). Maintenant

dέfinissons £ = 0 ( 0 Ek5\ oύ on prend Ekj^E(T(Afkl)) pour tout i , l^j^q(k).

En particulier il resulte de cette definition de E que £ et fA forment une paire.

Et d'apres (3.4), fE=fAe. Alors, en appliquant cela et le lemme (3. 3)(c) avec

J' = 0 et J=A, on en deduit E ^ HomfAf{fA,fAe), d'oύ E^Ae, d'apres notre

hypothese (b). Done Ae est une somme directe d'enveloppes injectives de modules

simples, et symetriquement pour fA; et on a vu que Ae(^ E) et fA forment une

paire, ce qui acheve la preuve.

Alors ^equivalence des conditions ( 2 ) et ( 3 ) du rέsultat (1.2) peut etre

consideree comme un cas particulier et un corollaire immediat du theoreme ci-dessus.

En effet si le bimodule AAA definit une dualite de Morita, il sufHt d'appliquer ce

theoreme avec e=f=l (la condition ( 2 )(b) de (3. 6) est alors έvidente) pour en deduire

que ^A(resp. AA) est une somme directe d'enveloppes injectives de modules a gauche

(resp. a droite) simples. Reciproquement si on suppose remplie cette derniere condition,

AA et AA sont antistrophiques Γun a Pautre d'apres (2. 6), done le bimodule AAA

definit une dualite de Morita, en appliquant encore le theoreme (3. 6) avec e=f= 1.

On peut appeler anneau QF3~ a gauche un anneau ayant un nombre fini de types

d'ideaux a gauche minimaux, et tel que Penveloppe injective de chacun d'eux soit

projective. (Un anneau QF3 est done QF3~) Alors, comme corollaire de notre theoreme

(3. 6), le resultat suivant generalise le theoreme (3. 6) de K.R.Fuller [ 5 ] :

(3.7) COROLLAIRE. Les assertions suivantes sont έquίvalentes pour un

anneau A:

( 1 ) A est un anneau QF3~ a gauche et a droite

( 2 ) II existe des idempotents e et f de A tels que :

(a) Le bimodule fAffAeeAe definit une dualite de Morita

(b) AAe ^ Horrid f{fA,fAe)9 et fAA ^ HomeAe(Ae,fAe)

(c) Ae(resp.fA) contient une copie de chaque ideal a gauche (resp. a droite)

minimal de A.

PREUVE (2 ) implique ( 1 ) . II suffit d'appliquer le theoreme (3. 6).

( 1 ) implique (2) . Soit A un anneau QF3~ a gauche, et {S^^^n une famille

complete d'ideaux a gauche minimaux non isomorphes, et soit et un idempotent tel

que Aei = E(S^)y l ^ i ^ n (on montre facilement que les e% sont deux a deux
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orthogonaux). Supposons maintenant que A est QF 3" a droite: il resulte du

theoreme (2. 5) que {ΦiS^^^n est une famille complete d'ideaux a droite minimaux

non isomorphes. Soit ft un idempotent tel que .ftA^E(Φ[St))9 l ^ i ^ n (les

fi sont deux a deux orthogonaux): Aei est antistrophique a ftA(2.5). Alors si

on note e = ^ ei9 f=Σfi> Ae etfA sont antistrophiques Pun a Γautre. La

condition ( 1 ) de (3. 6) etant done remplie, il suffit d'appliquer ce theoreme.

REMARQUE: Dans le resultat (3. 7), on peut remplacer QF3~ par QF3, pourvu

qu'on remplace aussi la condition ( 2 ) (c) par celle-ci: Ae (resp. fA) est fidele.

La section 4 est une application des resultats (3. 6) et (3. 7). On vient de voir

que la presence d'enveloppes injectives de modules simples dans un anneau equivaut

a ^existence d'une dualite de Morita entre deux sous-anneaux. On va montrer

reciproquement que si un bimodule AUB definit une dualite de Morita, il existe un

sur-anneau D de A et B contenant des enveloppes injectives de modules simples

telles que la dualite de Morita qu'elles impliquent soit justement la dualite de AUB.

4. Une bijection entre dualites de Morita et certains anneaux QF3. Un

morphisme d'un bimodule JJB dans un bimodule A>U'B> est un triple (v, u,w) ou v

(resp.w) est un morphisme unitaire d'anneaux A—>A'(resp. B—>2? ), et u un moφhisme

de groupes additifs tel que u(axb) = v(a)u{x)w{b). Cela definit sur la classe S3 des

bimodules une structure de categorie (la composition des morphismes est evidente).

Soit 2ί la classe des triples (/, D, e) ou D est un anneau, f et e des idempotents

de D. Un morphisme (jΓ, D,e)—>(f',D,e) est un morphisme d'anneaux Φ: D—>D' tel

que Φ{f) =f, Φ[e) = e . Cela definit sur la classe 21 une structure de categorie. (Soit

Φ un morphisme D-+D, et soit X<zD; on note Φ | X la restriction de Φ a X).

On verifie facilement qu'on definit un foncteur H de 21 dans 93 en posant:

H((f, D, e)) = fDffDeeDe, et, si Φ est un morphisme (/, D9 e)-*C/\ D\ e):

H(Φ) = (Φ\fDf, Φ\fDe, Φ\eDe).

Si JJB est un bimodule, on note {A, U, B) Panneau defini sur le groupe additif

produit A X U X B en posant (a, xy b){d, x',b') = (aa, ax'+xb', bb'\ On verifie

facilement qu'on definit un foncteur K de S3 dans 21 en posant:

KUUB) = ((U 0,0), (A, U, B), (0,0, I*)),

et, si (v, u9 w) est un morphisme JJE-^AWB''*

K((v, Uy w)){a, x, b) = (v[a), u{x), w{b% pour [a, x9 b) <= (A9U,B).

Alors HK(AUB) = u,o,o)(0,U, 0)(0to.s)> et le morphisme [vA9uΌ9wB) defini par
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vA(a) = (a9090)9 uu(x) = (09x90)9 wB{b) = (0, 0, b) est un isomorphisme de AUB sur
HK(AUB). Done HK=Id($i), oύ on designe ainsi le foncteur identite sur 33. Par
contre KH n'est pas isomorphe a Id{%): en effet tout objet {f,D, e) appartenant a
KH(W) verifie la condition suivante:

( 1 ) e+f=lD9 et eQf=0.

Par ailleurs, pour tout objet [f9 D, e) de 31 considerons les morphismes de groupes
additifs suivants:

inι\D->{fDf,fDe,eDe\ defini par mx{d) = {fdf,fde,ede\ ou de D;

w2: (fDf,fDe, eDe)^>D, defini par m2(a,x,b) = a+x+b, oύ a zfDf, x zfDe, b € eDe.

(4.1) LEMME. Les conditions suίvantes sont έquίvalentes pour un objet
(f,D,e)de 31:
(1) e+f=lD9 et eDj = 0;
( 2 ) (/, Dy e) est isomorphe a un objet de K(?8)
(3 ) Le morphisme ml9 defini ci-dessus, est un isσmorphisme d'anneaux:
(4) Le morphisme m29 defini ci-dessus9 est un isomorphisme d'anneaux.

PREUVE. Elle est elementaire.

(4. 2) II en resulte que si on note 31' la sous-categorie pleine de 31 dont la classe
des objets est la classe des objets isomorphes aux objets de K($8), et IT la restriction
du foncteur H a 31', alors KH'^Id{%)(et HK^Id{%)), done les foncteurs H et
K definissent une equivalence naturelle entre les catέgories 31' et 33.

(4. 3) Soit JJB un bimodule. Un element S de A est idempotent si et seulement
si Γelέment (£, 0, 0) de [A, U, B) est idempotent. Et comme (£, 0, 0)(A, U, B){S, 0, 0)
= (SAS, 0, 0), 8 est primitif dans A si et seulement si (£, 0, 0) est primitif dans
(A, U, B)[17, (2. 3)]. Et deux idempotents β et η de A sont orthogonaux si et seulement
si (£, 0, 0) et [η, 0, 0) sont orthogonaux dans (A, U, B).

(4. 4) LEMME. Soit JJB un bimodule. L'anneau (A, U, B) est semi-parfait

si et seulement si A et B sont semi-parfaits.

PREUVE. Supposons (A, U9 B) semi-parfait. Alors les idempotents (1^, 0, 0) et
(0,0,1B) sont sommes d'idempotents primitifs orthogonaux, done d'apres (4.2),
I4(resp. 1B) est somme d'idempotents primitifs orthogonaux, done A(resp. B) est
semi-parfait (BJ.Muller [13, theoreme 1]). Dans Γautre sens, si A et B sont semi-
parfaits, 1A et Is sont sommes d'idempotents primitifs orthogonaux, done aussi
UA,U.B>[= (U0,0)+(0, 0, lB)l puisque {lA, 0,0)(0,0,1B) = 0. Done (A, U, B) est semi-
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parfait.

(4.5) THEOREME. Soit AUB un bimodule dέfinissant une dualitέ de
Morita. L'anneau (A, U, B) est semi-parfait et QF3 ά gauche et ά drσite.

Plus precisement, si on note/=(l^, 0, 0), e=(0, 0,1B), et D Fanneau (A, U, B), alors
l'ideal i>(resp. fD) est fidele et somme directe d'enveloppes injectives d'ideaux a
gauche (resp. a droite) minimaux (le module a gauche[resp. a droite] fidele minimal
est "l'idέal de base" de Z>[resp. de /A]).

PREUVE. D est semi-parfait d'apres le lemme (4. 4). On a vu que le bimodule
fDffDeeDe = HK(AUB) est isomorphe au bimodule AUB, done definit une dualite de
Morita: ainsi la condition (2 )(a) du resultat (3.7) est remplie. Puisque e+f = 1D,
on a un isomorphisme de/DΛmodules a gauche fD=fDe@fEtfy ά'oxx Pisomorphisme
de eLte-modules a droite Ylom fDf{fD,fDe) ^ HomfDf(fDe,fDe) 0 Hom/7)/ (fDf,fDe)
=eDe(BfDe^De. Et finalement, en considerant de plus les structures de D-modules a
gauche, on a DDeeDe=YiomfDf{fD,fDe)\ et symetriquement fDffDD^ϊlomeAe(De,fDe):
ainsi la condition (2 )(b) de (3. 7) est remplie.

S o i t / = Σ Σ fu une decomposition de f en somme d'iempotents primitifs,

o\ifki~~j-h} si et seulement sih=k. Alors De= 0 ( 0 Ekj) oύ Ekj = E(T(Dfkl)),

l^j^q(k). (voir theoreme (3. 6), preuve que ( 2 ) implique (1)).
Enfin montrons que De est fidele. De = (0, U, B): si (0, 0, 0) = [a, x, b){0, y, c)

= (0, ay+xc, be) pour tous yzU^czB, on en deduit, en prenant c = 0, que aU = 0,
done # = 0 puisque U est fidele dans $31A puis en prenant c = l on obtient x=0=b,
done {a, x, b)=(0, 0, 0). Et symetriquement fD est fidele, ce qui acheve la preuve.

De plus on peut remarquer que De(resp.fA) est la somme de tous les ideaux
enveloppes injectives d'ideaux simples de A : en effet soit / un ideal a gauche qui est
enveloppe injective d'un ideal simple. Alors I—DS, oύ 8 est un idempotent primitif,
d'apres (2. 2), et est isomorphe a un facteur direct de De, d'apres ce qu'on vient
de voir. Comme D = DeφDf,Dβ = D8e@DSf, oύ on note Se et Sf les projections
respectives de 8 sur De et sur Df. Done D8=D8e ou D8=D8f. Mais D8f n'est pas
isomorphe a un facteur, direct de De, done D8 = D8e c De,

(4. 6). Maintenant soit D un anneau semi-parfait QF3 a gauche et a droite, et
soit D— © Dei une decomposition de D en somme directe d'ideaux primitifs. Soit

e = ΣeJ> o u ^c(1> 2, , r), et oύ les ideaux De5 sont ceux des Det qui sont

enveloppes injectives de modules simples. U resulte du theoreme de Krull-Schmidt-
Azumaya que e est bien defini de fagon unique, i. e. independant de la decomposition
choisie de D en somme direct d'ideaux primitifs. On definit symetriquement un
idempotent f avec les ideaux a droite primitifs de D. Nous dirons que Pobjet (f, D, e)
ainsi obtenu est Vobjet (semi-parfait) QF3 associe a D. Alors le theoreme
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(4.5) montre que, si un bimodule AUB definit une dualite de Morita, Γanneau

{A, U, B) est semi-parfait QF3 a gauche et a droite, et que Vobjet K(AUB)

= ((1A, 0, 0), (A, U, B), (0, 0,1B)) est justement Vobjet QF3 associe a Vanneau
(A, U, B) par le procede ci-dessus.

D'autre part si D est un anneau semi-parfait QF3 a gauche et a droite, et

(/, A e) Pobjet QF3 associe a A alors le bimodule fDffDeeΌe = H(f, A e) definit

une dualite de Morita, d'apres (3.6), et si e+f=lD et eDf=0, alors K{fDrfDeeDe)

= ( / , A 4 d'apres (4.2).

(4.7) EN RESUME: les foncteurs K et H' dέfinissent des bijections

rέciproques entre les classes d'isomorphisme de dualitέs de Morita et les

classes d'isomorphήme d'objets semi-parfaits QF3 appartenant a 91', i. e. les

classes d'isomorphisme d'anneaux D semi-parfaits QF3 a gauche et a droite

tels que les idempotents e et f associes a D (definis en (4. 6) vέrifient la condition :

e+f=lD et eDf=0).

Ce resultat met en evidence une relation precise entre ces deux generalisations

des anneaux QF que constituent les dualites de Morita et les anneaux QF3,

generalisations dans des directions a premiere vue tres differentes.

5. Remarques sur les modules projectifs (resp. injectifs) dans le cas
d'une dualitέ de Morita. Soit AUB un bimodule, M un A-module a gauche. On

note M * = Hom^(M, U), et on Pappelle le U-dueΛ. de M.

Si le bimodule AUB definit une dualite de Morita, Morita [11, theoreme 2. 5]

montre que le £/-dual de tout A-module a gauche projectif et [/-reflexif est injectif.

Plus precisέment on a le resultat suivant:

(5.1) PROPOSITION. Soit AUB un bimodule dέfinissant une dualite de

Morita. Alors:

( 1 ) Le U-dual de tout A-module a gauche projectif est injectif',

(2) Les assertions suivantes sont έquivalentes pour un A-module a gauche

projectif P:

(a) P est U-reβexif;

(b) P est de type fini.

PREUVE. Soit P un A-module a gauche projectif. Comme A est semi-parfait,

P= @Pty oύ P* est projectif indecomposable, i.e. isomorphe a un ideal primitif

(BJ.Mϋller [13, theoreme 3]). Alors P*^UPf est injectif (puisque isomorphe

a un facteur direct de A* = UB), done P* est injectif dans S0l5. Comme aucune
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somme directe inftnie n'est ^/-reflexive (B. Osofsky [16, lemme 13]), si P est U-
reflexif, I est fini. Et reciproquement, si I est fini, P est [7-reflexif, puisque Pt

Test, pour tout i € I.

Pour les modules injectifs, on a seulement le resultat suivant:

(5.2) PROPOSITION. Soit AUB un bimodule dέfinissant une dualitέ de
Merita. Les assertions suivantes sont έquivalentes pour un A-module a gauche E :

(a) E* est projectif et U-reβexif;
(b) E* est projectif et E est U-reβexif;
(c) E est somme directe finie d'enveloppes injectives de A-modules a gauche
simples.

PREUVE. (a) implique (c). Soit E* projectif et f/-reflexif. Alors d'apres

(5.1), E^— 0 Pv oύ Pt est isomorphe a un ideal a droite primitif de B. Puisque

le bimodule AUB definit une dualite de Morita, E ^ E * * = φ P ? S θ E((Ί\Pt))*),

et (T{Pι))* est bien un module simple.
(c) implique (b). Soit E= @ Ei9 oύ Et est enveloppe injective d'un A-module

a gauche simple, done Et est isomorphe a un facteur direct indecomposable de

AU. Alors Et est [/-reflexif, l fg ί^Λ, done E est [7-reflexif. Et E* est isomorphe
a un facteur direct indecomposable de (AU)* = BB, done a un ideal a droite primitif
de B. Alors E* est projectif dans 9JlB.

(b) implique (a). Si un module E est tΛreflexif, E* aussi.
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