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0. Introduction. Dans la genetique des populations, on traite sou-
vent Γequation de Kolmogorov

(0.1) <?± + j^u = 0
at

pour etudier le processus stochastique qui intervient, oύ t designe la
generation (la variable du temps) et £f est un operateur elliptique du
second ordre des variables de Γespace d'etats Ω ([2] et [5]).

Si Γon regarde un seul locus genetique dans une population des n + 1
alleles A3-(0 ̂  j ^ n, n ^ 1) des frequentes xjf les x, sont non-negatives et
liees par une seule relation ΣjU χj = l Done, le couple des variables
spatiales est x = (xL, •••,$») qui parcourt le w-simplexe Ω de Rn:

(0.2) Ω = {x = (xlf , xn) eRn; x5 > 0, 0 ^ j ^ n], oύ x0 = 1 - Σ *j .

Sous certaines hypotheses sur selection, mutation et migration, J?f
prend la forme

(0.3) Sfzn = - Σ ih#i ~ *y*») - r ^ | - + Σ (1 + β>k) Σ l ^Σ

oύ ώ = (o)0, α)w , ωn) est le couple des n + 1 parametres reels ([2], [4],
[5] et [6]).

Dans cette note, nous etudions les deux realisations Lz et Λz de £f%
comme operateurs auto-adjoints dans un espace hilbertien Sίfz Les Lz
et Λz sont definis dans le § 1. Suivant les valeurs de ώ, elles deviennent
identiques ou bien distinctes. Dans le dernier cas, Lz est la realisation de
£fz sous la condition [aux limites de Neumann, tandis que Λz est celle
de Dirichlet. Nous etudions d'abord Lz et ensuite Λz, car la premiere
est plus fondamentale que la deuxieme au point de vue technique.

Premierement, toutes les functions propres de Lz sout trouvees parmi
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les polynδmes, et ont ete deja connues au nom des polynδmes d'Appell
(§§ 3 et B; [1], [3] et [4]). Nous pouvons construire les fonctions de
Green G(x, y; λ) pour Lz + XI et Z(t; xf y) pour (d/dt) + Lz et les exprimer
par des fonctions speciales plus populaires (§§ 5 et 6). Deuxiemement,
grace a une relation precise entre Az et Lz*f nous pouvons trouver les
fonctions propres de Az, construire les fonctions de Green &(x, y; λ)
pour Az + λJ et %*(t; x, y) pour (d/dt) + Az (§ 7). Et troisiemement, nous
pouvons aussi resoudre le probleme de Dirichlet non homogene en con-
struisant explicitement les noyaux de Poisson (§ 8). Dans le § 9, quelques
exemples tres speciaux de la resolution sont calcules.

Une fonction generatrice Ψ des fonctions propres de Lz, definie dans
le § 4, simplifie des calculs des fonctions de Green. Done, elle joue un
role decisif dans ce memoire.

Dans cette direction de la recherche, nous connaissons deja des
travaux, par exemple [2] et [4], oύ les auteurs donnent Z(t; x, y) comme
des sommes etendues sur les multi-indices. Nous remplaςons, autant
que possible, les sommations par des integrations (simples ou multiples)
a Γaide de la fonctions generatrice Ψ. Comme il est connu dans la
physique mathematique, les fonctions de Green exprimees par des
integrates sont plus commodes a evaluer que celles donnees par des series.

L'auteur exprime sa reconnaissance profonde a Monsieur Takeo
Maruyama du National Institute of Genetics a Mishima de discussions
tres fructueuses avec lui.

1. Les realisations Lz et Az de J&z. Nous traitons Γoperateur £fz
defini par (0.3) dans le w-simplexe Ω de (0.2). La matrice
(β5hxs — XjXk)j,k=i,.»,n e s t definie positive sur Ω mais elle ne Test plus sur
dΩ, car son determinant est egal a xoxλ xn. Lz est done degenere
partout sur dΩ.

Munissons a Ω de Γelement de volume

(1.1) dxz = xzdx,A Λdxn, oύ xz =

et designons par £ίfz Γespace hilbertien forme par toutes les fonctions
complexes a carrees sommables sur Ω par rapport a dxz muni du produit
scalaire et de la norme

(u, v)z = \ u{x)v{x)dxz e t \\n\\z = V(u, n)z .

Alors, l e J F ; (done C°°(Ω)cL£ί?z) si et seulement si

(1.2) ω,> —1 pour tout 0 ^ j ^ n .

Z est formellement auto-adjoint dans Sίfz* car on peut Γecrire
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(1.3) &zu = -

Ceci nous ramene a definir un produit scalaire

(1.4) az(u, v)=\ \± (δjkxj - xάxk) ^p- + uvldxz
J.Q lj,fc=i όXj OXk )

o

quand il a un sens. Designons par Tz (respectivement par Tz) lβ com-
plete de C°°(Ω) (resp. de C~(Ω) par rapport a az. La definition de Tz

o

est possible si et seulement si (1.2) a lieu, tandis que celle de Tz est
toujours possible sans aucune hypothese sur ώ.

DEFINITION. Soit Lz Γextension de Friedrichs de la restriction de
£fz sur C°°(β) (la definition possible sous Γhypothese de (1.2)). Soit Λz
Γextension de Friedrichs de la restriction de S^z sur C0°°(i2).

Alors, Lz (resp. Λz) est auto-adjoint et defini non-negatif (resp. defini
positif) sur Sίfz du domaine

D(Lz) = {ue Tz;\az(u,v)\^Cte\\v\\zi>our tout ve Tz)

(resp. D{Λz) = {u e Tz\ \az(u, v)\ ^Cte\\v\\z pour tout v e Tz}) .

Et Γon pose Lzu — Sfzu pour u eD(Lz) (resp. ί̂̂ u = <^zw pour ^ e D(Λz)).
Le lemme suivant sera demontre dans le § A.

o

LEMME 1.1. Les espaces hilbertiens Tz et Tz (done les operateurs
Λz et Lz) sont les memes si et seulement si

(1.5) (Of ̂  0 pour tout 0 ^ j ^ n .
o

Sinon, Tz est un sous-espace strict et ferme de Tz-

Nous donnerons une relation precise entre Λz et Lz*f avec un ώ' conven-
able, dans le § 7.

Nous notons un effet par Faction d'un groupe G sur Ω. Soit G le
groupe des transformations affines dans Rn qui conservent Ω. II est fini
et isomorphe au groupe @Λ+1 de toutes les permutations des n + 1 car-
acteres {0,1, •••,%}, car chaque element g de G se determine si Γon
designe les images des n + 1 sommets P5 — (δilf , δjn) (0 ̂  j ^ n). En
identifiant G avec @n+1> chaque element gf de G s'ecrit comme suit:

55, ou Xj = (x)s = &,(,-, , 0 ^ i ^ ^ ,

avec la convention xQ = 1 — Σ?=i ^i Introduisons ^ + 1 operateurs

(1.6) Γ o = - Σ % ^ - et Tj = ^-+T0 (l^j£n).
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Alors nous avons T0, d/dx) = Tg{j)(x, d/dx). D'autre part, Sfz s'ecrit

(1.7) &-V. = - Σ *iT)v, - Σ (1 + ωs)Tju, .
3=0 i=0

Done, nous avons

Sfz (x, -^-) = Sf9z (&, - J r ) avec gω = (ωg{Q), , ωg{n)) .
V dx 1 \ dx J

Si, en particulier, tous les ωά sont egaux, J^fz reste invariant par
Faction de G sur Ω.

2. Conventions. Soit N = {0,1, 2, •} Γensemble de tous les entiers
non-negatifs. Designons par Nn (respectivement par Nn+1) Γensemble de
tous les multi-indices a = (alt •••,«„) (resp. α = (α0, a) = (αo»

 αi> •> Λ

Λ))
de 7i (resp. n + 1) composants de JV. Pour chaque α e Nn (resp. α e Rn+1),
nous nous convenons d'ecrire

1 (—y*.
Nous pouvons traiter ώ comme un multi-indice, bien qu'il ne le soit pas
en general. Done ecrivons

(2.2) (α + ώ)l = Γ(α0 + α>0 + 1) . . Γ(an + ωn + 1), a ^ = ί»V(voir (1.1)) .

Nous reservons le caractere K uniquement pour signifier le nombre

(2.3) K == tc(ώ) = n + Σ ω i

Avec ces notations, nous pouvons demontrer les egalites suivantes qui
seront utiles dans la suite: Pour a e Nn+ί et a e Nn quelconques,

(2.4) ( x«dxz = ( g + &)l , sous Γhypothese (1.2);
Jβ ( | α | + ic)!

(2.5)

(2.6)
(voir (1.6)) .

(2.7) T ί (3αtt) = da(T,u) + \a\ dau . ,

Etant donnes a et β de JV", la relation a^ β signίfie que as ^ β3-
pour tout 1 £Ξ i ^ ». On definit analoguement la relation ά^. β.
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3. Valeurs propres et fonctions propres de Lz. Dans ce paragraphe,
nous etudions Lz sous Γhypothese (1.2) sur ώ.

PROPOSITION 3.1. Posons

(3.1) lp = lp(ώ) = p(p + έ), pour p = 0,1, 2, (voir (2.3)) .

Elles sont distinctes, et {lp}p = 0 est le spectre de Lz dont chacune lp

est une valeur propre de multiplicite Np = (n ^~" )• Soit Ep = Ep

{ω) le

sous-espace propre de έ%?z appartenant a lp. II est engendre par
certains Np polynδmes de degre p. Et, une base de toutes les fonctions
propres de Lz engendre tous les polynδmes de n variables, elle est done
totale dans Sίfz

Nous remettons la preuve au § B, oύ nous donnerons explicitement
les systemes biorthogonaux {Pa(x); a e Nn} et {Qa(x); a e Nn} des fonctions
propres de sorte que

(chacun des systemes {Pa}\a\=P et {Qa}\a\=p engendre Ep.

(et que (Pa, Qβ)z = δa}β pour tous a et β de Nn.

Les Pa(x) et Qa(x) sont appeles polynδmes d'Appell (voir [1], [2], [3], [4]
et [6]), et ils generalisent les polynδmes de Jacobi du cas de n = 1.

Soient p ^ 0 et Ep = Ep

{7!i) la projection orthogonale de £ίfz sur Ep

(par abus de notation). Έp est en effet un operateur integral a noyau
Ep(x, y) comme suit:

u e Sίfz -^ EpU = \ Ep( , y)u(y)dyz ,
JΩ

ouEp(x, y) = Eι;\x, y) = Σ Pa(x)Qa(y) = Ep{y, x) .
\ \a\=p

Nous allons maintenant exprimer Ep(x, y) en une autre maniere. Intro-
duisons les fonctions

(3.3)

(3.4)
Fp(x, y) = F&ix, y) = Σ *Λ_ ~,t = F,(y, x), pour p ^ 0 ,

et, FP(x, y) = 0, pour p < 0 .

Voici une interpretations de {Fp}p=0. Etant c un scalaire, posons

(3.5) jT(c; x, y) = ^«\c; x9 y) = Σ cpFp(x, y) = J?~(c; yf x).
p=0

Alors, &~ est le produit des n + 1 fonctions de Bessel modifiees:

z; χ,y) = 11
(3.6)

loϋ. *=o k\(k + v)\
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et (2.5) donnera tout de suite

(3.7) SfzF9 = 1PFP - Fp.t ,

oύ Sfz est opere par rapport a x ou a y. La proposition suivante sera
aussi demontree dans le § B:

PROPOSITION 3.2. Nous avons, pour p^O,

(3.8) E,(x, y) = (2p + κ)±
0

±
9=0

4. Une fonction generatrice Ψ(t; x9 y). Nous faisons maintenant une
hypothese sur ω legerement plus forte que (1.2), c'est-a-dire,

(4.1) ωd > — 1, pour tout Q<^j<^net/c>0.

Soit (x, y) e Ω x β, et deίinissons

(4.2)
Ψ(t; x, y) = ?Γ(ω)(ί; α, ») = Σ ^ ^ ( » , v\ pour 0 < t ^ 1 ,

et y(t; α?, y) = Ψ(l/t; x, y), pour 1 ^ t < + oo .

Notons que cette fonction a un sens si Γune des conditions suivantes a
lieu:

„ ftN (ί > 0 , ί ^ l e t (a?, y)eΩxΩ;
(4.3) ou bien, t = 1, (x, y) e Ω x Ω et a? =£ y .

Notons aussi que W(t; x, y) est positive autant qu'elle est definie.

PROPOSITION 4.1. Supposons (4.1) sur ώ. Alors, nous avons Vegalite
suivante lorsque (t, x, y) verifie (4.3).

(4.4) Ψ(jt; x, y) = \J^(s2; x,

PREUVE. Introduisons encore une fonction generatrice

(4.5) Φ(t; x,y) = ± * E,(x, y)
o(2p + κ)(2p + Λ:)!

ayant un sens pour tous t > 0 et (x, y) e Ω x iλ Utilisons la proposition
3.2 et changeons Γordre des sommations comme on le justifie, et nous
avons

(4.6) Φ(t; x, y) - J* ̂ (s2; x, y) J,(zV s(t - s^s'-'ds ,

oύ JQ(2V~Z) = Σ(-£) f c (&!)- 2 . Cela etablie, (4.4) s'obtient par
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(4.7) Ψ(t; x, y) = [ e~uΦ(tu; x, y)du, si 0 < t < 1 .
Jo

c.q.f.d.

La fonction W ainsi definie et exprimee par des functions plus popu-
laires jouera un role le plus fondamental dans la suite. Une variante de
la proposition 4.1 que voici sera egalement utile. Nous nous rappelons
de la representation integrate

)• — Γ
Vπ

qui est valable d'abord pour Reu> —1/2 et ensuite pour v general par
la continuation analytique en v. Alors celle-ci et (3.6) donnent la

PROPOSITION 4.2. Sous Us memes hypotheses qu'ά la proposition 4.1,
nous avons

Ψ(t; x, y) = Γ(κ) [ Γ (t + — - 2 X φ,
J-l J-l \ t 3=0

(4.8) -

Mz{dφ),

avee Mz(dφ) = dφ0 A dφi Λ Λ dφn

et φ = (φQ, φlf , φn) .

II faut signaler que Γintegrale dans (4.8) est prise au sens ordinaire
si et seulement si

(4.9) ωβ > - 1/2, pour tout 0<Lj<Ln,

et que, sinon, elle est prise au sens de Riemann-Liouville, c'est-a-dire,
au moyen de la continuation analytique en ώ. Cette proposition (verifiee
facilement) nous fait rappeler de la fonction generatrice des polynδmes
de Gegenbauer {Cκ

q(Z)}~=0:

(4.10) (t2 - 2Zt + l)~κ = Σ tqC'q(Z), p o u r | έ | < l e t - l ^ Z ^ l ,
g=0

parce que, dans (4.8), nous voyons

3=0 j=o

la derniere egalite ayant lieu si et seulement si x = y dans Ω. Et, re-
marquons aussi que la parite de q et celle de Cκ

q(Z) comme polynδme de
Z coincident. Done, nous avons la

PROPOSITION 4.3. Sous Vhypothese de (4.1), nous avons
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Ep(x,y) = (2p
(4.11)

£ (x, y)eΩxΩ .

Nous connaissons d'autre part la majoration

(4.12) \σq(Z)\^σq(l)= Γ ^ q f Pour -l^

Celle-ci combinee avec (4.11) entraine Γenonce suivant qui nous fournit
une information sur la croissance (par rapport a p) ponctuelle des fonc-
tions propres de Lz:

COROLLAIRE 4.3. Supposons (4.9) avec les egalites comprises. Alors,
nous avons

(4.13) I E,(x, y) \ £ {2p + 5 ^ ^ t

+ 2fC), pour, p^Oet {x, y) e

5. Fonction de Green G(x, y\ λ) pour Lz + λl. Soit fe Sίfz donnee
quelconque. Cherchons une solution u e D(Lz) de Γequation

(5.1) Lzu + Xu = f,

oύ λ est un parametre complexe tel que λg { — lp}p=0. La solution existe,
elle est unique et donnee par

(5.2) u = ±-±-EJ.
3>=θλ + lp

Elle est de plus representee ponctuellement (presque partout)

(5.3) u(x) = ( G(x, y; X)f(y)dyz ,

oύ

(5.4) G(x, y; λ) = GΛ(x, y; λ) = Σ ^ T 1 ^ E>(χ> y) '

s'il y a un sens de la somme. Nous appelons G(x, y\ λ) la fonction de
Green pour Lz + XI.

5.1. Supposons (4.1) sur ώ et soit\eC\{ — lp}p=0. Alors,
la fonction de Green G(x, y; X) est donnee par les formules suivantes,
qui sont valables d'abord pour X > 0 et ensuite pour X general par la
continuation analytique en X:

(5.5), G(x, y;X) = 2 (+°° Ψ(t; x, y)t2i^dt
J
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(5.5), = Λ+°° J?-(s2; x, y)K2iμ(2s)s*-ιds
Jo

(5.5)3 = ±Γ ( p + - | + iμ} r( p + JL - iμy,(χ, y)

(5.5)4 = (Aώ, λ) \ - Γ F(K + 2iμ, tc - 2iμ; ic + JL
J-i J-1 \ 2

cm

(5.5).

Ici, K2iμ est la function de Bessel modifiee de Kelvin et F est la serie
hypergeometrique de Gauss.

PREUVE. II suffit de verifier ces formules seulement pour λ > 0.
D'abord, comparons (5.4) et (4.2). (5.5X est obtenue par l'egalite

(%,y)eΩxΩ,xφy;μ= Jx - £.
' 4

, λ) = r V i t Γ(« + 2iμ)Γ(κ - 2iμ)/r(κ + —) .

v Π m i " ( < 7)Γ > '" ' i t
λ + lP 2p

Ensuite (5.5\ et (4.4) entrainnent (5.5)2 par le changement d'ordre
d'integrations. (5.5)3 est une consequence de calcul d'integration double
en utilisant (3.5). Et dernierement, (5.5X, (4.8) et

Γ(t + 1 -
Jo V ί

t

Γ(2κ)

2iμ, K - 2iμ; K + - ί ;

; )

etablissent (5.5)4. c.q.f.d.

Remarquons que G(x, y; λ) est positive si λ > 0, parce qu'elle est la
somme des termes positifs comme on le voit dans (5.5)3.

EXEMPLE 5.2. Soient n ̂  2 et ώ tel que

[<os = —1/2 si j e J_, ωά = 1/2 si j e J+

(et que {0,1, , n) = J_ \JJ+ (voir aussi le § 7) .

Alors, en designant par \J±\ les nombres d'elements de J±t nous avons
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; x, y) =

X Σ( Π eJ)exp(2β Σ ε* V xkyk), et
ε jej+ \ k=Q /

Π(5.8) Ψ(t; x, y) = .(4π)-<"

χ Σ ( Π

oύ les ε = (ε0, elf , ε j sont les multi-signes (des composants + 1 ou —1),
et la somme s'etend sur tous les multi-signes (voir aussi (4.8)). Done,
nous avons

(5.9)

G(x, y; X)

xΣ(.Π+

avec u =

Π

Si en particulier J_ = 0 , e'est-a-dire, si (Wy = 1/2 pour tout 0 ^ i

+ 1 + 2 \
2 /

(5.10) X

γ(l + Σ Λ ' Λdθn,

avec = v λ - (8w + I)2

16

6. Fonction de Green Z(t; x, y) pour d/dt + Lz. Soit fe 3ίfz donnee
quelconque. Cherchons une solution u{t) de l'equation d'evolution

(6.1)
^-u(t) + Lzu{t) = 0, pour t > 0 ,
at

U(0) = / .
La solution existe, elle est unique dans un espace fonctionnel convenable
et donnee par
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(6.2) u{t) = e~tL«f = Σ e~tιpEpf, t ^ 0 .
j>=0

Elle est de plus representee ponctuellement (si t > 0)

(6.3) u(t, x) = \ Z{t) x, y)f{y)dyz ,
J Ω

oύ

(6.4) Z(t; x, y) = Zil)(t; x, y) = Σe ' ι '%(», 1/) ,.

la somme ayant un sens si t>0. Nous appelons Z(t; x, y) la fonction de
Green pour d/dt + Lz.

6.1. Supposons (4.1) sur ώ. La function de Green
Z(t; x, y) est donnee par la formule suivante si t> 0:

±Z(t; x, y) = [ Γ u(t; ±

avec U(t, z) = Γ(/c)Σ (Q + κ)Cκ

q(z)e~^+2κ)t/4 .

/ci, ^o^s pouvons remplacer U par V suivante:

(6.6) V(t; z) =

La demonstration est immediate grace a la proposition 4.3 et a la
remarque avant elle sur la parite des Cκ

q(z).
Malheureusement, ni la fonction U(t, z) ni V(t9 z) ne sont elementaires,

aucune formule plus compacte sur ces sommes n'est connue. Done, il
n'y a qu' a nous contenter d'estimer les comportements lorsque t \ + oo
ou 11 0. II est evident d'abord que

(6.7) Z(t; x, y) = 4^ + O(β"(1+Λ)ί), lorsque t\ + oo ,

uniformement par rapport a (x, y) e ΩxΩ. Regardons ensuite Z(t; xi y)
en faisant t \ 0.

PROPOSITION 6.2. Supposons (4.9) sur ώ. Alors, la fonction de
Green Z(t; x, y) a Vestimation suivante qui est valable pour (x, y) eΩxΩ
et 0<t<tT (T est arbitraire mais fini):

(6.8) I Z(t; x, y)\ ̂  Cte r-/2exp j - i - Σ (Vi£ - V^)21 f[(t + V^~^rm.
( t i=o ) i=o

Si Von fixe les x et y dans Γinterieur Ω, Z(t; x, y) admet le developpe-
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ment asymptotique suivant lorsque t J 0:

fZ(t; x,

(6.9)
2 s i n -

Π

Q
avec cos — =

2 x3y3 et 0 <; σ < TΓ .

Nous expliquerons dans le § C pourquoi la quantite σ parait dans
(6.9). σ est la distance geodesique entre x et y par rapport a une certaine
structure riemannienne dans Ω.

II est probable que la restriction sur ω ci-dessus peut etre affaiblie.
La preuve de la proposition sera faite dans le § F.

7. Problemes de Dirichlet homo genes. Partageons Γensemble
{0,1, •••, n} en trois selon les signes des ω3 :

(7.1) J+ = {j; O^j^n, ω3- > 0}, Jo = {j; O^j^n, ωs = 0}

et J_ = {j; 0 ̂  j <: n, ωά < 0} .
o

Alors, TΓzΦ 'Tz si et seulement si J_Φ<Z) (done dans ce cas LzΦ Λz).
Nous supposons toujours (jusqu'au §9) que J_Φ 0 .

DEFINITIONS DES P, ώ' ET

•, ω'n) et /c' tels que

0, si j e J+ U e^
v i = 1

(7.2)

et κf =

Soient v = (v0, vlf , vn), ώf = (ωj, ω[,

i=o

Remarquons que

(7.3)
2

±
i=o

etque = n

la derniere egalite ayant lieu si et seulement si J+ = 0 .
Voici une egalite fondamentale:

(7.4) v .

La signification plus rigoureuse de cette formule est le lemme suivant
qui sera demontre dans le § A:

LEMME 7.1. La multiplication par tf est a la fois isomorphisme
o

de 2ίfz> sur 3ί?z, celui de Y*z> sur Y*z et celui de D{Lz) sur D(Λz).
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Et nous avons

(7.5) A%u = x:( Lz + K* ~ κ% \x~υu\ pour tout ueD{Λz).

D'oύ nous avons tout de suite la

PROPOSITION 7.2. Posons

(7.6) XP = Xp(ω) = (p + - ^ p ) ( p + - ^ p ) , P = 0, 1, 2, ... .

Elles sont positives et distinctes, et, {Xp}^=0 est le spectre de Λι dont

chacune Xp est une valeur propre de multiplicite Np = (n ^ \ Soit

E'p — Ep

(ω) le sous-espace propre de Sίfz appartenant a Xp. Chaque

element u de Ep est tel que x~yu e E{

p'\ oύ Ep

ωt) est le sous-espace propre

de £ίfz> appartenant a lp(S)') etudie dans Ze § 3.

Designons par Ep la projection orthogonale de Sίfz sur EP9 alors

(7.7) (E;u)(x) = \ xψEp

z'\x, y)u{y)dyz, p ^ 0 ,

(voir (3.3)). Signalons que ώ' satisfait, a son tours, a toutes les hypo-
theses sur ώ posees dans les paragraphes precedents. Done, toutes les
egalites et inegalites obtenues dans les §§ 3~6 sont utilisables s'il s'agit
de ώ' au lieu de ώ.

Passons maintenant aux problemes de Dirichlet homogenes elliptique
et parabolique. Commenςons par le cas elliptique.

Soit fe£έ?z donnee quelconque. La solution ueD(Λz) de Γequation

(7.8) Λzu + \u = /, oύ λ 6 C\{-λp}~=0 ,

existe, elle est unique et donnee par

u = ±-±—E'pf.
p=0 λι + Λjp

Elle est representee ponctuellement (presque partout)

(7.9) u{x) = [ gf (α?, y; \)f{y)dyz .

Nous appelons &{x, y; λ) = &(ωl(x, y; λ) la fonction de Green pour Az
(7.7) donne tout de suite le

7.3. Soit λ6C\{-λp}ps0. Alors, la fonction de Green
calculee par Γegalite suivante:



30Θ N. SHIMAKURA

(7.10) Sf (a, y, λ) - &{Z)(x, y; λ) = x^GΛf)(x9 y; λ

oώ G(ϋ>/) es£ ϊα function de Green etudiee dans le § 5.

Considerons le cas parabolique. Soit egalement fe Sffz donnee quel-
conque. La solution u(t) de Γequation devolution

(7.11)
(£. U(t) + Λzu(t) - 0 , pour t > 0 ,
at

U(0) - / ,

existe, elle est unique dans un cadre convenable et donnee par

u(t) =• e" f^/ =• Σ β-"*^/ , ί ^ 0 .

Elle est de plus representee ponctuellement (si t > 0)

(7.12) u(t; x) = \ %*{t\ x, y)f{y)dyz .

Nous appelons %{t\ x, y) = ̂ {ω)(t; x, y) la fonction de Green pour (d/dt) + Az.

7.4. La fonction de Green %*(t; x, y) est calculee par
Γegalite suivante:

(7.13) ST(t; x, y) = ^ ( ί ; x, y) = x:y: exp( κ% ~ κ'% ή ZΛ\tyx, y) ,

on Z[ω'] est la fonction de Green etudiee dans le § 6.

Regardons (7.10) et (7.13) pour λ et t(>0) fixes. Lorsque y demeure
dans Ω et x s'approche d'une point de dΩf]{Xj = 0} avec j eJ-, &(x, y; λ)
et ^ ( t ; x, y) tendent vers 0, car G( ί/) et Z^f) restent bornees.

EXEMPLE 7.5. Nous reprenons Γexemple 5.2, c'est-a-dire, le cas oύ

(7.14) ωd = -1/2, si j eJ_, α>y = 1/2 si j eJ+ et Jo= 0 .

Alors, une substitution de 2i/£ = | J+\ + (w — l)/2. dans (5.10) nous donne

Sf (a?, »; 0) = 21-3-7Γ-/

Voir aussi le § G.
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8. Probleme de Dirichlet non homogene elliptique. Soit S3 Γenter-
section de dΩ et de Γhyperplan {x3 = 0}:

(8.1) Sj = {x e dΩ; xj = 0}, 0 ^ j ^ n ,

elle est munie de la mesure de Lebesgue comme element de volume:

(8.2) dSs(x') = & l Λ " > Λ dXn

Posons

(8.3) S- = \J Sj

qui n'est pas vide d'apres Γhypothese J_ ^ 0 .
Nous allons poser le probleme de Dirichlet non homogene pour Lz

d'une maniere grossiere. Soient f(x) et g(x') les fonctions donnees dans
Ω et sur S~ respectivement. La question est de chercher une fonction
u(x) definie sur Ω{jS~ satisfaisant a

[Lzu{x) = /(a), dans

(et a u(x') = g(x'), sur S .

II faudrait preciser les spaces fonctionnels auxquels les donnees et les
solutions appartiennent pour etablir la correspondance bi-univoque et
continue (/, g)*->u. Mais, Γauteur n'arrive pas encore a en etudier. De
toute faςon, le probleme (8.4) est possible pour les donnees suffisamment
regulieres, et nous pouvons esperer avoir les solutions uniques parmi les
fonctions regulieres.

Une telle solution u(x) est exprimee au moyen des donnees (/, g)
comme suivante:

(8.5) u(x)=\ &{x, y)Av)dyz + Σ ί ^(α, y')g{y')dSά{y'), pourzei2,

oύ &(xf y) est la fonction de Green pour Λz etudiee dans le § 7:

(8.6) gf (a?, y) = S?Γω)(x, y; 0) = x*y>GΛf)(x, y; ** "

et les {Ύj(x, y')}jej~, que nous appelons les noyaux de Poisson pour Λz9

sont definis par

(8.7) ΎS(X, yr) = lim {y^yjTj ^{x9 y)}9 pour xeΩ,y'e Sd et j e J_ ,
yea

les Tj (definis par (1.6)) etant operes par rapport a y. Alors,

PROPOSITION 8.1. Les noyaux de Poisson ΊS(X9 y) sont egalement
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calcules par les for mules suivantes:

(8.8) 7y(0, y') = lim {vόy
z gf (α?, y)}, p o w xeΩ,y'e S, et jeJ_ .

y->yf

yeΩ

Notons que les limites de (8.8) sont mulles si j e J+ U /0 La demon-
stration de la proposition ainsi qu'une justification de Γegalite (8.5) sera
faite dans le § D.

9. Quelques exemples des solutions du probleme de Dirichlet.

9-1. Soit μ — (μ0, μlf , μn) un couple des n + 1 nombres tels que

(9.1) Re μά + ω3- + v, > — 1, pour tout 0 ^ j ^ n .

Gherchons des solutions de Γequation

fzu(x) = xμ, dans β ,
C9 2)
V " [u(x') = 0 , sur

La fonction Uμ(x) que voici en est une et peut-etre la seule:

(9.3) UΪ(X) = ί gf (*,

(\&\ + n + ΣCtίy + ω y + υ, ) ) ! « !(α + ώ')!

(voir les conventions au § 2, surtout (2.4), et (5.5)3).
Voici quelques exemples de la simplification de cette somme. Soit

d'abord μ = v. Gomme x* est la fonction propre appartenant a λ0, nous
avons

(9.4) u;(x) = i » : .
λ 0

9-2. Posons β = — ω — v, Oet — ώ dans (9.3). Alors nous avons

XΛ,- L" • -ϊ'-'iUlF(^ , *±* n + l; 1 -

(9.6) Φ ) = ^

π ( ; ' •π _ ( ; ^ ( f , + u £
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Et, si J+Φ 0,

(9.7) ujt,

tf IΛ J J \ 9 9

jey+ Jo \ Z ^

9-3. Pour etre plus precis le resultat, simplifions encore la forme de
uo(x) lorsque

(9.8) ωά = — 1, pour tout 0 ̂  j ^ n ,

c'est-a-dire, wo(a?) est la solution de Γequation

v d2u

(9.9)
- Σ dxβxk

= 1, dans Ω

et u(xr) — 0, sur dΩ.

(9.6) signifie alors que

(9.10) ulx) = (n - 1)! Γ°
Jo Σ

o \i=o= Σ (-l)'Xi(Σ^)g(Σ
Ka\0,l,' ',n] keK keK

Kφ<Z)

oύ la derniere somme s'etend sur tous les sous-ensembles non-vides de
{0,1, •••, n} et |JBΓ| est le nombre d'elements de |JBL|. Cette solution
prend son maximum au centre de gravitation xσ = (XI(n + 1), , l/(n + 1))
de Ω:

n + 1 j=2

9-4. En passant maintenant au probleme non homogene, nous demontrons
Γegalite suivante:

(9.12) Σ ί ^i(», y')dS3(y') = 1, dans Ω .

Celle-ci est evidente grace au principe du maximum. Mais, nous allons
la reaffirmer en calculant chaque terme a gauche

(9.13) Ui(x) = ( Ύj(x, y')dS5(y'), x 6 Ω et j e J_ .

Si J_ ne contient qu'un seul element, la verification de U3 {x) = 1 est
simple. On y utilise (8.8), (8.6), (5.5X, (4.4) et (2.4).

9-5. Supposons maintenant que /_ contienne m + 1 elements. Soit par
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exemple

(9.14) J_ = {0, 1, , m] avec l<Lm<>n .

Considerons le m-simplexe Ωm dans Rm:

(9.15) Ωm = {v = (v,; , vm); vk>0, O^&^m}, oύ v0 = 1 -

Alors, un donne de x e Ω divise i2m en m + 1 parties disjointes:

(9.16) Dmj(x) = \veΩm;^-^^f 0 ̂  fc ̂  ml, 0 ̂  i ^ m .
I xk Xj *

Et, nous avons Γexpression de Uj(x) definie par (9.13) comme suit:

(9.17) Uά(x) = {r (Σωi)/ΠoΠωί)}JjDWfi(») (Π

pour a? e Ω et 0 ̂  i ^ m ,

ce qui prouve (9.12), parce que

(9.18) ί (Π tf*-1 )dvtΛ Λdvm = {ft

9-6. Soient en particulier

(9.19) ω5 = — 1, pour tout 0 ̂  i ^ w .

Dans ce cas, les Uό(x)(0 ̂  j ^ n) sont les solutions de

- Σ (δ,.<e, - «,»,) ̂ - ^ - = 0, dans ΰ

\ U i i x ' ) = 1, s u r S , ; e t Us(x') = 0 , s u r dΩ\Ss; 0 £ j ^ n .

(9.17) signifie alors que

(9.21) Ui(x)=
vol. i3 I α;fc x,

pour a; e Ω et 0 ̂  j ^ ^ ,

les volumes des Dά(x) et ώ sont pris au sens ordinaire (les mesures de
Lebesgue).

Les demonstrations des (9.5) ~ (9.7) et (9.17) seront donnees dans le
§E.

A. Preuves des lemmes 1.1 et 7.1. Commenςons par la preuve du
lemme 1.1, qui se divise en quelques etapes.

(1°) yr- = yrz si et settlement si le β£*z.

Montrons que 1 e Tz implique Tz = Tz (Γimplication. d'autre sens



GfiNέTIQUE DES POPULATIONS 305

etant evidente). Soit {φN(x)}%=1c:C~(Ω) une suite tendant vers 1 avec
N—>oo. II suffit de verifier, pour chaque ueC°°(Ω) fixe, que φNu tend
vers u avec iV—>°°. Mais ceci est evident, parce que Γon a a(φNu — u,
φNU - u)^Ga{φN - l,φN - 1), OU

C = Cu = 2 Sup
Ω

(2°) 1 e Tz si (1.5) α Zi

y - x^)^-^- + uu}
dXj OXk )

<

Soit ζ(t) une fonction e C°°(R) qui vaut 1 pour t ^ 0 et vaut 0 pour
έ^ — 1, et posons, pour N — 1, 2, ,

(A.I) = Π C
3=0 N

, oύ ί, - log xj9 O^j^n.

Alors φN e C0°°(β) et il est facile de voir que φN-+l dans

(3°) lί Tz si ω,<0.

Si ωι <̂  —1, alors \$3ίfz done l £ JΓz non plus. Soit maintenant
— l<ft)!<0. Posons Ji = [0, S](O<S<1) et J ' = Πi=2[#i> 6i](0<αJ <& : ;<l,
Zίίjίίri) avec S + Σ?=2&i < 1. Alors, le produit J — JΊxJ ' est contenu
dans Ω\{x0 = 0}. Dans J, la matrice (δjkXj — x3-x^jik=lt...,n equivaut diag.
(xlf 1, « ,1) et le poid a?" equivaut x?1. II suffit done de verifier qu'il
n'existe pas de suite {^ = 1 cC°°(J) s'annulant a des voisinages (dependents
de N) de xt = 0 telle que

'^d% *""*• 0

. Alors, (A.2) signifie que

dyί = εN —> 0, et que ,

(A.4)
Jo

Montrons que (A.4) est en contraction avec (A.3). En effet, φN{x) =

\V\dφN/dyi)dyi et (A.3)impliquent (" \φN\2y ^Uω^2dy^Gte [ {dφ^dy^dy,,
Jo r Cδ' Jo Jo

d'oύ I dx2 dxn\ | φN |2 yτ{Uωι)~2dyγ = O(eN) —>0. Ceci n 'est pas compati-
JJ' Jθ ^

ble avec (A.4). La preuve du lemme 1.1 est terminee.
Demontrons ensuite le lemme 7.1. II est d'abord evident que x* est

une isometrie de έ%fz> sur £ί?z. Introduisons maintenant des nouveaux
o

produits scalaire kz, sur Y*z> et bz sur T*z
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bl,(u, v) = a~,(u, v) + —(u, v)z,9 et ,

(A.5)
fa(u, v) = aφι9 v) + — (w, v)s .

4

Alors, Γespace 3^/ (resp. Tz) muni de δj/ (resp. bz) est isomorphe a
o

7Γz> (resp. 3^) original, et de plus, nous avons

(A.6) bz'ix'^Uy x ~ ι v ) = bz{u, v) p o u r uetve C~(Ω),

qui signifie que

(4°) x~u est une isometrie de T*z> (muni de bz>) dans T*z (muni de δj).

D'autre part un raisonnement analogue au (2°) montre que

(5°) x:e Tz

Ceci et un raisonnement analogue au (1°) entrainnent que

(6°) a?p est une isometrie de Tz> dans Y*z

Par (4°) et (6°), Γimage de Tz par x~" est ferme dans Tz>, mais
elle est dense dans Tz><> car C~(Ω) = x~:C~(Ω) est dense dans Tz et dans
TZ' Done, cet image occupe T*z> tout entier, e'est-a-dire, x~v est une

isometrie surjective.
Dernierement, (7.5) est une consequence des definitions memes des

o

Lz, et Λz et de Γisometrie ci-dessus entre Tz, et T^z-
Le lemme 7.1 est done etabli.
B. Demonstrations des propositions 3.1 et 3.2. Nous annonςons tout

d'abord les deux bases {Pa(x); aeNn} et {Qa(x); aeNn} ayant la propriete
(3.2) comme suit: Soit a e Nn. Avec les conventions au § 2, nous posons
a = (I a I, a) e Nn+1. Alors,

(B.I) Pα(») = x~zda{xa+z), e t ,

Nous expliquons ensuite d'oύ viennent ces bases.

(1°) Les lp sont des valeurs propres de Lz>

Supposons qu'un polynδme u(x) d'ordre p soit une fonction propre
de Lz appartenant a une valeur propre λ. Ecrivons-la

n

(B.3) u(x) = Σ uq(x), avec wp(a?) ^ 0 ,
?=0
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oύ uq est la partie homogene d'ordre q de u. D'autre part, £fz s'ecrit

(B.4) £?- = £?* + J^ 1 , avec ^ = T2

0 - tcT0 (voir (1.6)) .

Alors, £f*uq = lquq (par Γegalite dΈuler), et £fιuq est homogene d'ordre
q — 1 (et nul si q = 0). Done, nous avons, par Γequation Lzu = Xu,

(B.5)
(et (λ — lq)uq = ^ % + 1 , pour O g ^ p - 1 .

Comme up est non nul, λ doit etre egal a lp par la premiere equation de
(B.5). Une fois qu'on choisit une upf les autres uq se determinent suc-
cessivement par la deuxieme equation de (B.5), car lq sont distinctes. Le
choix up(x) = xa avec | a \ — p donne Qa(x) ci-dessus au facteur multi-
plicatif pres. Done (1°) est demontre.

(2°) {ϊp}~=0 est le spectre entier de Lz.

Le systeme {Qa(x)', a e Nn} est complet dans Sίfz, car il engendre
tous les polynδmes. Done (2°) est demontre et de plus chaque lp a la
multiplicity Np = Cι+?"1) qui est egal au nombre des multi-indices a avec
\a\ = p.

(3°) Pa(x) est une fonction propre appartenant a lla].

Posons I a \ = p, v — daw et w = xa+ω. Pour verifier Γequation
^fzPa = hPaf il suffit de voir que

(B.6) £fjχo = (p + n)(p + it - n)v (voir (7.4)) .

Mais (2.7) et (1.7) donnent

(B.7) Sfjzo = da[{£f_z + pT0 + Σ aάTό + p(p + /c - 2n)}w] .

Et (2.5) et (2.6) entrainnent que la fonction entre [ ] est egale a

(p + n)(p + fc - n)w, d'oύ (B.6).

(4°) Preuve de la relation biorthogonale (3.2).

(3.2) pour \a\ = \β\ se voit par les definitions memes des Pa et Qβ

et par integrations par parties. Pour |« |^ |/5 |, (3.2) est vraie, parce que
Pa et Qβ appartiennent aux valeurs propres distinctes. Done, (3.2) est
etablie. Elle signifie aussi la totalite de {Pa; a e Nn} dans 2ίf~.

La proposition 3.1 est demontree. Passons maintenant a la verifica-
tion de la proposition 3.2.

D'apres (3.7), chaque membre u de (3.8) satisfait a Γequation
Lzu = Xpu par rapport a x et a y. Ensuite, par le developpement, nous
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voyons que les parties homogenes d'ordre p en x et d'ordre p en y des
deux cotes de (3.8) sont les memes. Done, par un raisonnement analogue
a celui au (1°) enfin donne Γegalite (3.8).

C. Interpretation de £fz sur la sphere unitaire Sn. Soit Ω le
w-simplexe dans Rn comme toujours, et considerons de nouveau la sphere
unitaire Sn dans Rn+1:

S« = {γ=*(γ0, γl9 . . . , y .)6Λ + ι ; Σ 3 7 = l } .

Nous designons par x (resp. X) un point fixe quelconque de Ω (resp. Sn)
et par y (resp. Y) le point variable de Ω (resp. Sn). Soit Σ une 2%+1-ieme
de Sn definie par

(C.I) Σ = {YeSn; Γ y >0 (0 ̂  j ^ n)} .

Nous definissons alors un diίfeomorphisme Ψ: Ω ~> Σ par

(C.2) Γy = (y(y))y = i / ^ ( d e meme X, = {Ψ{x))ά = Vxύ, pour O ^ i ^ ^ .

Ω est ainsi plonge dans Sn par ?Γ qui est singulier sur dΩ.
Soit ensuite Γ le groupe commutatif fini des diffeomorphismes sur

Sn engendre par les g0, glf •••,#„ dont chacun gs est, par definition, la
symmetrie par rapport a Γhyperplan Y3 = 0. Sn est done couverte par
{g(Σ);geΓ} sauf repetition des images de dΣ.

Soit maintenant (gjk(y))j,k=u~',n Γinverse de la matrice formee par les
coefficients des termes d'ordre 2 de Lz:

(C.3) g j k ( y ) = liJL + L , p o u r l £ j , k £ n .

Gelle-ci nous ramene a definir une metrique riemannienne sur Ω:

(C.4) da" = ± gjk(y)dVjdyk = ± ί ^ ϊ = 4 Σ {dYό)\ si Y = Ψ{y) ,
j,k=i i=o y j=o

oύ (l/4)cί(72 n'est autre que la metrique riemannienne naturelle sur Sn

restreinte a Σ. Et, Γelement de volume sur Ω induit par cette metrique
est

(C.5) (fίy71/2)dyiΛ- Λdyn
\j=0 /

qui est egal d'une part a dyz avec ωό = —1/2 (O^j^n) et d'autre part
a 2n fois de Γelement de volume naturelle sur Σ.

Cela pose, nous cherchons ensuite la forme generale des cσurbes
geodesiques sur Ω. Comme il est evident, les courbes geodesiques sur



GέNέTIQUE DES POPULATIONS 309

Sn emergeant d'un point X sont les grands cercles passant par X et
elles se parametrisent comme suit:

(G.6) Y = (cos—) X + (sin —) B, avec σ ^ 0 ,

oύ S = *(f0, ίi, , £ J parcourt la grande shere Σ'x orthogonale a X:

(C.7) Σ'x = \Ξ e S"; Σ *y& = θ | ~ S*"1 .
I i=o J

Soit X = y(fl?) avec xeΩ, et prenons un grand cercle C passant par X.
En le pliant dans Σ au moyen des elements de Γ, nous obtenons une
courbe brisee et fermee C dans Σ. Son image reciproque Ψ~1{Ct) sur Ω
est alors une courbe geodesique dans Ω en passant par x. Autrement
dit, toutes les ellipses dans Ω qui touchent une fois a chaque hyperplan
Vj = 0 (O^j^n) sont des courbes geodesiques dans Ω. Elles se para-
metrisent done

(C.8) ±Vyj = l / ^ c o s — + ίiSin-^, 0^j^n9

oύ Γon prend Γun des signes a gauche conformement au signe du droit,
et σ donne exactement la distance entre x et y le long de cette courbe.

Maintenant, etant donnes des deux points x et y de Ω en positions
generates, il existe exactement 2n courbes geodesiques dans Ω qui passent
par x et y, parce que nous devons tenir compte de tous les grands cercles
sur Sn dont chacun passe par X et g(Y) pour certain # 6 Γ et que g(Y)
et — g(Y) sont situes sur un meme grand cercle. Parmi ces 2n courbes,
celle qui atteint la distance minimale entre x et y se determine de la
maniere unique. Elle est Γellipse qui lie x et y avant toucher aux hy-
perplans ys = 0(0 ^ j ^ n). Par consequent, la distance minimale entre
x et y est donnee par la for mule suivante:

(C.9) a = σ(x, y) = σ(y, x) = 2 C O S " 1 ( Σ Vlcjy'X avec 0 ^ σ < π .
\i=o /

C'est par cette raison que la quantite a parait dans le developement
asymptotique (6.9) de Z(t; x, y).

Soient, en particulier,

(CIO) <ύs = -1/2 pour tout 0 ^ j ^ n .

Dans ce cas, Γexplication geometrique ci-dessus est tres convenable pour
interpreter Lz sur Sn. Designons par Δ Γoperateur de Laplace-Beltrami
sur Sn. Alors, les realisations Lz et Az, qui sont toutes les deux possi-
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bles, sont exactement les (1/4) AIΣ realises par les conditions aux limites
de Neumann et de Dirichlet respectivement. En connaissant la fonction
de Green pour (1/4)Δ + λ/ sur Sn toute entiere, nous pouvons ecrire
les functions de Green pour Lz + λJ et pour Λz + XI au moyen des
symmetries. Ge resultat classique a ete redemontre comme les formules
(5.9) et (7.15).

D. Demonstrations de la proposition 8.1 et de (8.5). Nous ecrivons
simplement G(S>)(α?, y; (tc'2 — £2)/4) = 5?(x, y), done

(D.I) Sf (α, y) = α?V G(x, y), et G(x, y) = 2 Γ Ψ&\t; x, y)r^dt .
Jo

Utilisons (2.6) (avec v au lieu de a) pour avoir

(D.2) yzyjTj gf(a, y) = x'tf+^Gip, y)-yj(f,vk)G(x, y) + yjTjG(x, y)} .

Le point x est toujours fixe dans Ω et y e Ω est voisin d'un point yf de
dΩ.

(1°) G(x, y) reste bornee lorsque y —+yf e dΩ.

Tous les ω'j etant ^ 0, il existe une constante C — C(ώ) telle que
^ ( a > / ) (s 2 ; Xy 2/)^Cexp(2s Σ?=o V^α?^-). Et de plus, comme x et y sont loins
de Γun de Γautre, il existe un S > 0 tel que Σj^VXjys ^1 — δ. Done,
par (4.4) et (D.I), nous avons

\G(x, y)\ ύ Cte j 0 0 t-'-tft p 1 ' " 1 exp|-s(t + — - 2 +

car fc'>±fc. DΌύ Γassertion. II existe de plus la limite G(x, y').

(2°) TjG(x, y) reste bornee lorsque y —>yr' e Sj.

Nous avons

(D.3) T^^\s^ x, y) = s% jr^(s*; x, y) - ±l-jr^(s2; x, y) ,
Δ os

oύ ^(jω/) est la fonction "̂*<«'> mais avec (α>ί, , ω's_lf l + a)'jf ω'j+1, , ω'n)
au lieu de ώ. Dans la representation integrate de TάG, le terme con tenant
(3/3sX^r(ω') est traite par integration par parties en s. Alors, une major-
ation analogue au (1°) nous montre Γassertion.

Nous avons demontre done, pour y'eSjf

(limtoirSffo y)}, si jeJ_,
(D.4) lim {yωyόT^{x, y)} = ̂ /

"y:l 0 , si jeJ+{JJ0,
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ce qui etablit la proposition 8.1.
Nous passons maintenant a (8.5). Soit u{x)eC°°(Ω) et posons f(x) =

£?zu(x) et g(xf) = u(x'). Nous justifions (8.5) pour ce couple de (u, f, g).
D'abord S^z (par rapport a y) s'ecrit

(D.5)

et nous avons

(D.6)

Λdyn .

Nous Γappliquons pour u ci-dessus et pour v(y) = &(x, y), oύ x e Ω fixe.
Nous utilisons la parametrisation autour de y = x etudiee dans le § G:

(D.7) Wi = T/^COS — + fy.sin— , 0 ^ j ^ n, σ ̂  0 et ΞeΣ'x .
Δ Δ

Ceci nous permet de choisir un voisinage Vε(x) de x:

(D.8) Ve(x) = {y 6 Ω; 0 ̂  σ < ε}, 0 < e < 1 ,

de sorte que VXx)aΩ. Integrons chaque cote de (JDS) sur Ω\V,(x) pour
avoir

(D.9) ί s?(s, y)f(y)dy~ + Σ ( "f&, 2/')ίK?/')*S;(J/')
JΩ\Vε(x) jej_JSj

= /e(#) ( = une integrate sur 9Vβ(a?)),

ou nous avons utilise (D.4) et le fait oSf jSf ($, y) = 0 pour a ̂ s/. Lorsque

ε I 0, le premier membre a gauche tend vers \ &(x,y)f(y)dyz, car &{x, y)
J β

est presque partout positive et integrable sur Ω (voir par exemple (9.3)

et (D.ll) ci-dessous). II faut maintenant etablir

(D.10) lim Iε(x) = u(x) .

Une majoration (pas difficile) donne

(D.ll) Sf (a, y) =
Oflog—), si w = 2 ,

O(σ2~n), si n ̂  3 .

lorsque # —> x ,

Et, |& — y\(d^/dyj)(x9 y) (1 ̂  j1 <; n) ont les memes estimations. Done, un
calcul explicite de TjG et (D.2) nous donnent
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Iε(x) + xz'u(x) [ W(x, y)
Jdvε(x)

θ(slog— \ si n = 2 ,
V ε /

0(ε), si % ̂  3 ,

oύ W(x, y) est (n — l)-forme en y definie par

(D.13) W(x, y) = % (-ly^yjTjGix, y)dy1/\ -ΛdyjΛ- -Λdyn .

La question est maintenant de verifier

(D.14) ί W(x, y) — -a?""', lorsque ε \ 0 .

Dans la parametrίsation (D.7), soit dv(ξ) Γelement de volume sur Σ'x
induit par la metrique riemannienne Σi=o(^fi)2 Alors, nous voyons

(D.15) { ( π yj1/2)W(xf y)\ = (2 sini-Y"1 f(?(», y)

Et dernierement, (4.8) et (D.I) entraϊnnent

(D.16) e ^ ί — G(x, j
j9Fe(α;) 3ί7

(verification omise). Les (D.15) et (D.16) impliquent (D.14), d'oύ (D.10).
La formule (8.5) est done justifiee.

E. Demonstrations des (9.5), (9.6), (9.7) et (9.17). Gommenςons par
les trois premieres. Soit H un sous-ensemble de {0, 1, , n) ayant la
propriete que

(E.I) ωsΦb, si j eH .

Posons alors

UH{x) = ( Π αtfί).. Σ ^ ( α ) ^ ,
J J ϊ +1

(E.2)
oύ C H (α) = •

avec «'(iί) = n +

A h'a\r

Les membres a. gauche des trois formules s'ecrivent

(E.3) Uμ(x) =

avec H=J+{JJ_ pour (9.5), H = /_ pour (9.6) et H = J+ pour (9.7) si
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J+ = 0 (la formule (9.4) correspond au cas H == 0) . Maintenant H n'est
pas vide, supposons done, sans perdre rien,

(E.4) H = {0, , h}, avec O^h^n .

Notons que

<E 5) i£rk» = ΐ r τ « ) S.""?i""(a;' - u γm si *' > °
et que, si v = (v09 vί9 , vn), Σι«ι=*> va/a\ = (Σ?=o v/)p/pl. En utilisant ces
deux faits, nous avons

(E.6) UH(x) =

x |f (*llL£ , £-±Jί; K\H) + 1; 1 - Σ % Y ή <' ~ι )duo/\ '--Λduh.V 2 2 i=o /\i=o /

Celle-ci liee avec (E.3) donne (9.5), (9.6) et (9.7).
Demontrons (9.17). Soit J_ comme dans (9.14) et calculons C7o(a?).

Par (5.5), et (8.8), nous avons

%J
(E.7)

avec ω' = (α>;, , < ) , / = (ylf , 2/J et £ j / y = 1 .

Et dS0(y') — \dy^/\- •-/\dyn_γ\ sur So, done par (2.4),

C7o(a0 = ( π ^ ) g Σ n

 V

 m )

2 7 { Π ( ^ . +

I

a ) > , ) , } [ π + 1 ^ .

Appliquons ici (E.5) pour l ^ i ^ m , alors, apres la sommation, nous avons

{ m -1 *\ / m \ Γ xλ Γx<m / m \

TT l r ί Vn'l . . . I T 4_ V I#

x (Π w?i"-1 ) d^iΛ Λd^m, oύ ζ = Σ Λ>J
\j=i / i=o

Nous passons maintenant aux coordonnees homogenes (v0, vlf , vm) telles
que Vj > 0 (0 ^ j ^ m) et ΣΓ=o Vi = 1 ϋ e e s avec (ulf , un) par %y =
^O^JM (1 ̂  i ^ w). L'integrale ci-dessus est enfin egale a celle de (9.17),
car idv.A'-Άdv^ = |ΣΓ=o(-l)^dVoΛ -ΛdvjΛ- Λdv»|.

F. Demonstration de la proposition 6.2. Nous admettons pour le
moment le lemme F ci-dessous sur le comportement asymptotique lorsque
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11 0 de la fonction U(t, z), c'est-a-dire,

(F.I)
U(t, z) = Σ

avec t > 0, - 1 ^ Z = cos 0 <: 1, 0 ^ 0 ^ π et Λ; > 0 ,

pour achever la demonstration de la proposition 6.2.
II s'agit maintenant de

(F.2) Z = cos θ = ΣφάV~x-y~ό avec φ = (^, , ^J e [-1, l]*+ ] .

Done Z (par consequent θ aussi) est la fonction de (a?, y, φ). D'abord,
remarquons que 02^(2sin(0/2))2 ='2(1 — cos0) done que

(F.3) Θ* ^ ± {Vτά

II nous convient de distinguer quelques cas suivants

(a) x0y5 > 0 pour tout 0 ^ j ^ n ,

08) ĵi/i = 0 pour tout 0 ^ί j ίίn ,

(7) cas intermediaire, par exemple,

%jVj > 0 pour tout 0 ^ j ^ m et a?yj/y = 0 pour m + 1 ^ i ^ ?ι .

Quand on estime Γintegrale a droite de (6.5), le cas (7) se red-uit au
premier cas (α)f parce que, dans ce cas-la, Z contient seulement (̂ 0, , φm)
ce qui nous permet d'integrer d'abord en (φm+1, , φn) et ensuite d'utiliser
le resultat pour le cas (a). II suffit done d'etudier les deux premiers
(Γun des x et y se trouve sur dΩ si (β) ou (7) a lieu).

Cas OS): Z = 0 et θ = π/2, done Z(t; x, y) = Cte U(t, 0). Mais, pour
Z7(t,Ό), le point (i) du lemme F sert a etablir (6.8) (d'apres (F.3)).

Cas (a): Soit 0 < δ < 1 et partageons [-1, l]n+1 en deux

(F.4) [-1, l]n+1 = JoΌJ, (somme disjointe) avec Jo = [1 - δ, l]n+i .

Done, le membre a droite de (6.5) est la somme des

(F.5)
$, - U(t>

Premierement, il est facile de voir que Iγ = o(I0) lorsque t [ 0 et que
Ji ^ Cte Io uniformement en (ί, α;, #). Evaluons maintenant 70.

Pour φ e Jo, posons 1 — φ5 = uά (0 5g j ^ ti), alors par Γhypothese (4.9)
sur ώ, nous avons
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(F.6)
avec r2 = Σ (Vxά - Vy5f et a3- = 2Vxjyj (0<Zj£n),

oύ nous avons utilise (i) du lemme F et (F.3). Dans le produit des
integrates dans (F.6), chaque terme se majore par (1 + aj/t)~ωi~{ί/2), done
nous avons (6.8).

Pour etablir (6.9) (pour le cas (a)), il suffit d'appliquer un lemme de
Watson et le point (i) du lemme F a ίfl en remarquant que

La preuve de la proposition 6.2 est terminee sous la reserve du lemme
suivant:

LEMME F. Prenons un ε quelconque tel que 0 < e < TΓ. Alors,
(i) Si O^θ^π — ε, (t,z) admet le developpement asymptotίque suivant

(lorsque t\0) valable uniformement en θ:

(F.7) U(t, z)2V~πrκ-ω2)( )e Σ tu5{θ) ,
sin θ I i=o

oύ les {Uj(θ)}™=0 sont des functions indefiniment differentiables de θ, pour
0 ^ θ < 7Γ, determinees par les formules recurrentes:

(F.8)

uo(θ) = 1 ,

^yfe ^ } dφ, j^

(ii) Si π — ε ^ θ <; π, U(t, z) se majore uniformement comme suit:

(F.9) I Z7(ί, «)I ^ Gte.exp(~Aπ2/ί), ίorβgwβ ί X 0,

oύ A est une constante arbitraire si 0 < π2A < (π — ε)2.

DEMONSTRATION. Au lieu de ί7, nous traitons

(F.10) ϋ(t, z) = {2VΊί Γ(yτ)}"1 U(t, z)e~κHl\ et

(F.ll) ^ ( λ , «) = ( e-λ/tU(t, z)^Lf pour Re λ > 0 .
Jo v t

Alors, Γinversion de Laplace

(F.12) ?/2U(t, z) = -LS*tcoex/tf/(\, z)d\ c> 0 ,
2Γ J
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nous permettera d'evaluer U.

D'abord, par (4.10), nous avons

(F.13)

Ici, il faut noter que

i / T + iθ

,, z) = 2"< :(chv /λ - 2)"* = (4ί τ/λ + iθ sh iθ\~κ

-)

(F.14)

4sh

«(c, Θ) = π

avec ζ = λ + θ> et

; e t

~ i θ
cos

2 2
ξ, φ) ,

avec π - (? = φ, X + φ* + π2 = 2πξ et
(F.15) 4

(i) Nous avons, par (F.12) et (F.14),

(F.16) ί3/2 &

II est maintenant evident, par le lemme de Watson, que U(tf z) admet
un developpement comme (F.7). En remplaςant v par 1, le membre a
droite de (F.16) se comporte comme ί1"*//^^), d'oύ uo(θ) = 1.

Pour avoir les autres Uj{θ){j^l)y remarquons que U satisfait a

(F.17) 4 — = (sin θ)~2κ — \ (sin θ)2κ — [ .
dt dθ\ dθ)

Nous y substituons le membre a droite de (F.7). Apres les differenti-
ations terme a terme, egalons les memes puissances de t et obtenons
enfin

\ dθ / 3+1 \dθ2 θ dθ ) 3 ' ""

ce qui donne (F.8) par integration (signalons que les ud(θ) ont les derivees
d'ordres impairs nulles a θ = 0).
(ii) Utilisons (F.12) et (F.15) (ou 0 ^ φ ̂  ε). Alors,

exp (*~Y?) U(t, z) = Cte. £ ] " **
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(c>0). La derniere integrate est majoree par Cte exp[2π(p + δ)/t], quel
que soit <5>0, d'oύ (F.9).

Le lemme F est etable.

REMARQUE. Le lemme F devient plus precis, si ic est entier > 0.
Posons de nouveau, pour tc>0 entier ou non-entier,

(F.20) W.(t, z) = 2κe-υc2/4)tU(t, z) = 2T(/c) Σ (q + K)e~{q+K)2t/iCK

g(z) .

Premierement, nous avons

(F.21) Wκ+1(t, z) = -?-Wκ(tf z), si /c>0, - 1 < z < 1 et t > 0 .

dz
Deuxiemement, ce qui est important, nous voyons qu'il existe la limite
de Wκ lorsque it \ 0, que nous notons par W0(t, z),

(F.22) W0(t, z) =
m = —o

Troisiemement, la relation (F.21) reste vrai pour it = 0:

(F.23) TO, z) = -?-W0(t9 z), pour - l < K l e t ί > 0 .
dz

Si done Λ: = e n t i e r > 0 , nous avons

(F.24) TO, «) = (-^-Y TFoCί, z), pour - l < β < l e t t > 0 .

Et dernierement, d'apres la formule de sommation de Poisson, nous
avons

(F.25) TO» *) = 2 J i ^ Σ β-(tf+2"')a/l, pour - l ^

Alors, nous obtenons (F.7) en prenant la contribution par le seul terme
avec m = 0.
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