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0. Introduction. Dans la génétique des populations, on traite sou-
vent ’équation de Kolmogorov

(0.1) U 4 u=0

ot
pour étudier le processus stochastique qui intervient, ou t désigne la
génération (la variable du temps) et & est un opérateur elliptique du
second ordre des variables de l’espace d’états 2 ([2] et [5]).

Si ’on regarde un seul locus génétique dans une population des n + 1
alléles 4,00 < j < n,n =1) des fréquentés z;, les x; sont non-négatives et
liées par une seule relation 3", z; = 1. Done, le couple des variables
spatiales est © = (%, -+, ®,) qui parcourt le n-simplexe 2 de R™:

02 Q={w=(@, - 2)eR2;,>0,0<j<n},olz=1—32,.
i=1

Sous certaines hypothéses sur sélection, mutation et migration, &
prend la forme

, R _ n ' o - a2u n n . au
0.3) FLzu-= j%L (0562 — ;%) T + gs(l + W) éxjgaz

—3 A+ ),
=1 ox

J
ol & = (w, w, +++, w,) est le couple des » + 1 paramétres réels ([2], [4],
[5] et [6]).

Dans cette note, nous étudions les deux réalisations L3 et A; de &3
comme opérateurs auto-adjoints dans un espace hilbertien 5#;. Les L;
et A3 sont définis dans le § 1. Suivant les valeurs de @, elles deviennent
identiques ou bien distinctes. Dans le dernier cas, L; est la réalisation de
%> sous la condition laux limites de Neumann, tandis que 4; est celle
de Dirichlet. Nous étudions d’abord L; et ensuite A3, car la premiére
est plus fondamentale que la deuxiéme au point de vue technique.

Premiérement, toutes les fonctions propres de L sont trouvées parmi
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les polynomes, et ont été déja connues au nom des polynomes d’Appell
(§§3 et B; [1], [3] et [4]). Nous pouvons construire les fonctions de
Green G(x, y; \) pour L; + M et Z(t; , y) pour (0/0t) + L3 et les exprimer
par des fonctions spéciales plus populaires (§§5 et 6). Deuxiémement,
grace a une relation précise entre A; et Ly, nous pouvons trouver les
fonctions propres de A3, construire les fonctions de Green Z(z, ¥;\)
pour 4; + I et Z°(¢; x, y) pour (9/ot) + A3 (§7). Et troisiémement, nous
pouvons aussi résoudre le probléme de Dirichlet non homogéne en con-
struisant explicitement les noyaux de Poisson (§8). Dans le § 9, quelques
exemples trés spéciaux de la résolution sont calculés.

Une fonction génératrice ¥ des fonctions propres de L3, définie dans
le §4, simplifie des calculs des fonctions de Green. Done, elle joue un
role décisif dans ce mémoire.

Dans cette direction de la recherche, nous connaissons déja des
travaux, par exemple [2] et [4], ou les auteurs donnent Z(¢; x, y) comme
des sommes etendues sur les multi-indices. Nous remplagons, autant
que possible, les sommations par des intégrations (simples ou multiples)
a l’aide de la fonctions génératrice ¥. Comme il est connu dans la
physique mathématique, les fonctions de Green exprimées par des
intégrales sont plus commodes a évaluer que celles données par des séries.

L’auteur exprime sa reconnaissance profonde a Monsieur Takeo
Maruyama du National Institute of Genetics 4 Mishima de discussions
trés fructueuses avec lui.

1. Les réalisations L; et A3 de &¥;. Nous traitons ’opérateur .&;
défini par (0.83) dans le m-simplexe 2 de (0.2). La matrice
(0j4%; — %;%)j k=1,..., €St définie positive sur £ mais elle ne ’est plus sur
02, car son déterminant est égal i xw, ---2,. L; est donc dégénéré
partout sur 02.

Munissons 4 2 de 1’élément de volume
1.1 dry = xzd:vl/\ «oo Adw,, oUu TO = PO« e Y

et désignons par 577 ’espace hilbertien formé par toutes les fonctions
complexes a carrées sommables sur 2 par rapport a da; muni du produit
scalaire et de la norme

(u, v)s = Sgu(x)?f(?)dwz et fulls =v(u, ).
Alors, 1¢ 5#; (done C=(2)c £#%) si et seulement si
1.2) w;> —1pour tout 0=j5=<m.

&, est formellement auto-adjoint dans 577, car on peut l’écrire
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(1.3) Fau=—ao S a&%m%—%mgﬁu
X

Jrk=1 ax] k
Ceci nous raméne a définir un produit scalaire

1.4) az(u, v) = S { zn‘, (05 — xjxk)a—u-al + m?}dx;

AR 0%; 0,
quand il a un sens. Désignons par 77; (respectivement par % ~) le com-
plété de C~(2) (resp. de C°(2) par rapport a a;. La définition de 77
est possible si et seulement si (1.2) a lieu, tandis que celle de 7 ~ est
toujours possible sans aucune hypothése sur @.

DEFINITION. Soit L; ’extension de Friedrichs de la restriction de
= sur C=(2) (la définition possible sous I’hypothése de (1.2)). Soit A3
I’extension de Friedrichs de la restriction de &3 sur C;°(Q2).

Alors, Ly (resp. 4;) est auto-adjoint et défini non-négatif (resp. défini
positif) sur £#; du domaine

D(L;) = {ue 73| ax(u, v)| < Cte||v||; pour tout ve 77}
(resp. D(4;) = {ue 73; |az(u, v)| < Cte||v||; pour tout v € 70';}) .

Et 'on pose Lyu = < yu pour u € D(L3) (resp. Azu = S ;u pour u € D(A43)).
Le lemme suivant sera démontré dans le § A.

LeEMME 1.1. Les espaces hilbertiens 77 et 7 ~ (domc les opérateurs
A; et L) sont les mémes si et seulement si

(1.5) w; =0 pour tout 0 j<n.
Sinon, %,: est um sous-espace strict et fermé de ;.

Nous donnerons une relation précise entre 43 et L3, avec un @& conven-
able, dans le §7.

Nous notons un effet par l’action d’un groupe G sur 2. Soit G le
groupe des transformations affines dans R" qui conservent 2. Il est fini
et isomorphe au groupe &,,, de toutes les permutations des n + 1 car-
actéres {0,1, ---, n}, car chaque élément g de G se détermine si ’on
désigne les images des n + 1 sommets P; = (d;,, +++, 8;,) (0< 7 <m). En
identifiant G avec &,,,, chaque élément g de G s’écrit comme suit:

g(x):of,ouﬁjz(ﬁv")j=w,,(j,, Oéﬂén’
avec la convention Z, = 1 — >\", ;. Introduisons » + 1 opérateurs

aaetn=i+n 1<ji<mn.

T; Tj

(1.6) T, = — %

Jj=1
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Alors nous avons T,(%, 0/0%) = T, (x, 0/0x). D’autre part, &5 s’écrit

a.m Pu= — z ;T — zo 1+ 0)Tu.
J= j=
Done, nous avons
s <x, %) = 5%3 (ﬁ’ %) avec g(I) = (wy(o)y ) wg(n)) .

Si, en particulier, tous les w; sont égaux, &3 reste invariant par
Paction de G sur 2.

2. Conventions. Soit N = {0, 1, 2, ---} ’ensemble de tous les entiers
non-négatifs. Désignons par N" (respectivement par N"*!) I’ensemble de
tous les multi-indices a = (a,, - -+, @,) (resp. & = (@,, @) = (@, @, *++, &,))
de » (resp. » + 1) composants de N. Pour chaque @ ¢ N* (resp. & € R**),
nous nous convenons d’écrire

n
la| = 21“:" @ = a, + |al;al =a,) - a,l,adl =a, al;
e

(2.1) @F = @ .. g 2% = pog?; 9% = <az )“1 v <a(‘; >an )

Nous pouvons traiter @ comme un multi-indice, bien qu’il ne le soit pas
en général. Donc écrivons

2.2) (@ + @) = I'(@ + 0, + 1) -+ [(@, + o, + 1), 2% = g*z*(voir (1.1)) .
Nous réservons le caractére £ uniquement pour signifier le nombre

2.3) £ =K@ =mn+ gowj )

Avec ces notations, nous pouvons démontrer les égalites suivantes qui
seront utiles dans la suite: Pour & € N*™ et a € N* quelconques,

(2.4) ngzdx; = a(?%—_:_i:;—i— , sous ’hypothése (1.2);
(2.5) Zild] = {|&](a)+r) - 3, LA o7,
(2.6) T[] = (2L — |@l)of; .

@ (voir (1.6)) .
2.7 T;(0°u) = 0*(Tu) + || 0*u .

Etant donnés a et @ de N*, la relation a = B signifie que a; = B;
pour tout 1 < 7 < n. On définit analoguement la relation & = £.
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3. Valeurs propres et fonctions propres de L;. Dans ce paragraphe,
nous étudions L; sous 1’hypothése (1.2) sur @.

ProPosITION 3.1. Posons
3.1) l, =1,(0) = p(p + k), pour p=20,1,2, -+ (voir (2.3)).
Elles sont distinctes, et {l,}y = 0 est le spectre de L; dont chacune I,
est une valeur propre de multiplicité N,= (n +£ —1). Soit E,= E',,“‘T’ le
sous-espace propre de 575 appartenant d l,. Il est engendré par
certains N, polynomes de degré p. Et, une base de toutes les fonctions

propres de L3 engendre tous les polynomes de n variables, elle est done
totale dans S#5.

Nous remettons la preuve au §B, ou nous donnerons explicitement
les systémes biorthogonaux {P,(x); @ € N*} et {Q.(x); ® € N} des fonctions
propres de sorte que

chacun des systémes {P,},.-, et {Qu}si=, €ngendre E, .
et que (P,, Q;); = 0, pour tous @ et B de N".
Les P,(x) et Q.(x) sont appelés polynomes d’Appell (voir [1], [2], [3], [4]
et [6]), et ils généralisent les polynomes de Jacobi du cas de n = 1.
Soient p =0 et E, = E,* la projection orthogonale de S5#; sur E,

(par abus de notation). E, est en effet un opérateur intégral 4 noyau
E,(x, y) comme suit:

(3.2)

wests — Eu=| E(,vu@is:,
ot E,(z, y) = EQ(z, y) = S, P@)Qu) = Ey(y, 2) .

Nous allons maintenant exprimer E,(,¥) en une autre maniére. Intro-
duisons les fonctions

(8.3)

= @ = oY = >
3.4) B@ ) = F@ ) = 5 g e~ @, pourpz0,

et, F (%, y) = 0, pour p < 0.

Voici une interprétations de {F,}>,. Etant ¢ un scalaire, posons

(3.5) F (o2, y) = F ez, 9) = 3, cFy(x,y) = F (¢; 9, %) .

»=0

Alors, & est le produit des n + 1 fonctions de Bessel modifiées:
F(c; 2, y) = jlj[a FZu(€23Y3)

ol A (Z) = ZLE@VE) = g k'(kZ—Jr”)'

k

(3.6)

’
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et (2.5) donnera tout de suite
(3'7) ngpzlpr—Fﬂ—I’

ol &“; est opéré par rapport &  ou 4 y. La proposition suivante sera
aussi démontrée dans le § B:

PROPOSITION 3.2. Nous avons, pour p =0,

68  E@n=@+n3 2p —4g qﬁ £= D 1yF, (2, y) .

4. Une fonction génératrice ¥'(¢; z, ¥). Nous faisons maintenant une
hypothése sur @ légérement plus forte que (1.2), c’est-a-dire,

4.1) w; > —1,pour tout 0<j<netk>0.
Soit (x, ¥) e 2x 2, et définissons

U(t; 0, 9) = T 0, 9) = 3,
4.2) =02p + K

et Tt; o, y) =TA/t; @, y),pour 1 <t <+ o0,

t2p+;:

E (¢, y),pour 0<t<1,

Notons que cette fonction a un sens si 'une des conditions suivantes a
lieu:

t>0,t#1let(x,y)elx2;
4.3) { (@, ¥)

ou bien,t =1, (x,y)el2xletax+y.
Notons aussi que ¥'(¢; «, y) est positive autant qu’elle est définie.

PROPOSITION 4.1. Supposons (4.1) sur @. Alors, nous avonsl’égalité
sutvante lorsque (t, x, y) vérifie (4.8).

(4.4) Tt; o, y) = S:m F(s% 3, yexp| —s(t + %—)}s“lds .

PREUVE. Introduisons encore une fonction génératrice

8

t2p+lt
°(2p + K)(2p + K)!
ayant un sens pour tous t >0 et (z, y) € 2x2. Utilisons la proposition

3.2 et changeons l’ordre des sommations comme on le justifie, et nous
avons

(4.5) O @, ) =

P

E,(%, )

(4.6) ot x, y) = S: f(sz; %, ¥) J0<21 / st — s) >sx—-1ds ,

ou J,2V'Z) = g(—Z Ye(k1)™%. Cela établie, (4.4) s’obtient par
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@7 Tt , y) = SM e O(tw; @, y)du, $i0 <t < 1.
0
c.q.f.d.

La fonction ¥ ainsi définie et exprimée par des fonctions plus popu-
laires jouera un role le plus fondamental dans la suite. Une variante de
la proposition 4.1 que voici sera également utile. Nous nous rappelons
de la représentation intégrale

1 ! eﬂ‘/m(l . ¢2)»—1/2d¢ ,

s r(+ -;_)S B

qui est valable d’abord pour Rey > —1/2 et ensuite pour v général par
la continuation analytique en y. Alors celle-ci et (3.6) donnent la

PROPOSITION 4.2. Sous les mémes hypotheses qu’d la proposition 4.1,
NOUS AVONS

voy)=rw| [ (t+3 25 8V7w) Ms@d),

(4.8) Yavec Mz(dg) = ﬁo 1 - ¢§)wj—1/zl
i ﬁ r((l)j + E)
et ¢ = (¢0’ Gy * ey ¢n) .

Il faut signaler que l’intégrale dans (4.8) est prise au sens ordinaire
si et seulement si

4.9) w; >—1/2,pour tout 0757 1n,

dgo A dg, N\ =+ N\ dg,

et que, sinon, elle est prise au sens de Riemann-Liouville, c’est-a-dire,
au moyen de la continuation analytique en @. Cette proposition (vérifiée
facilement) nous fait rappeler de la fonction génératrice des polynomes
de Gegenbauer {Ci(Z)}r:

4.10) (& — 22t + 1)~ = 3, ¢°C5(Z), pour |t|<let —1<Z<1,
q=0

parce que, dans (4.8), nous voyons

S o VER S SVER =1 - 2 50/F Vi s,

la derniére égalité ayant lieu si et seulement si z = y dans 2. Et, re-
marquons aussi que la parité de ¢ et celle de C5(Z) comme polynome de
Z coincident. Done, nous avons la

PROPOSITION 4.3. Sous l’hypothése de (4.1), mous avons
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B, y) = @p + oOl@)| [ Cy(3 8V 705) Mxd),
pour p=0 et (v, y)c2xQ.

(4.11)

Nous connaissons d’autre part la majoration
L@k +q) pour —1<7Z<1,£>0etqg=0.
I'(2k)q!

Celle-ci combinée avec (4.11) entraine 1’énoncé suivant qui nous fournit
une information sur la croissance (par rapport a p) ponctuelle des fonc-
tions propres de L;:

(4.12) |CUZ)| = C(1) =

COROLLAIRE 4.3. Supposons (4.9) avec les égalités comprises. Alors,
NoOuUS AVONS

4.13) |E, @, y)| < &P +a’)")§ E’;I)CI;( (22;;'+ 25)  pour, p = 0et (@, y) e TX2 .

5. Fonction de Green G(z, y; \) pour L; + M. Soit fe 5#; donnée
quelconque. Cherchons une solution w € D(L3) de 1’équation

(6.1 Lyu +zu =1,

ou A est un paramétre complexe tel que M ¢ {—1,}>,. La solution existe,
elle est unique et donnée par

5.2 S )
6.2) =S B
Elle est de plus représentée ponctuellement (presque partout)
5.9 w@ = | 66, v Wi,
ol
1
5.4 G ) ; N G(w) ) ] )\l " ’
(5.4) (@, y; ) = Gz, y; N) = Zx+l E (2, y)

8’il y a un sens de la somme. Nous appelons G(z, y; \) la fonction de
Green pour L; + M.

THEOREME 5.1. Supposons (4.1) sur @ et soit h € C\{—1,}3,. Alors,
la fonction de Green G(z, y; \) est donnée par les formules suivantes,
qut somt valables d’abord pour > 0 et ensuite pour N général par la
continuation analytique en \:

(6.5, G, y;\) = 28“ V(t; @, y)tiedt
0
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+o0

(5.5), = 4§ F(8% 3, y) Ko 28)5ds
0
L .E . _E o
(5.5), -3 r( P+ + w) r( P+ w)F,,(x, Y)
(5.5, — (AG, x)S‘ S F</c v 2ip 8 — 2+ L
-1 -1 2
1 " o
E(l + %951 V xiyj>)Mw(d¢) )
on
@ edXBayip= -2
(5.5),

et A(@,\) = 27V T Tk + i) [(k — 2’5;1)/F<lc + %) .

Ici, K, est la fonction de Bessel modifiée de Kelvin et F est la série
hypergéométrique de Gauss.

PREUVE. Il suffit de vérifier ces formules seulement pour X\ > 0.
D’abord, comparons (5.4) et (4.2). (5.5), est obtenue par 1’égalité

© +&
L2 [l (1) e,
N+, 2p + £ Jo t

Ensuite (5.5), et (4.4) entrainnent (5.5), par le changement d’ordre
d’intégrations. (5.5), est une conséquence de calcul d’intégration double
en utilisant (3.5). Et derniérement, (5.5),, (4.8) et

S“(t +1 2z >_‘t_2"““dt = Ik + 20 (k — 2ip)
0 t I'(2k)

XF(IC+21:[£,IC—2?:M;IC+%; 1+Z>

2
établissent (5.5),. c.q.f.d.

Remarquons que G(w, y; A) est positive si A > 0, parce qu’elle est la
somme des termes positifs comme on le voit dans (5.5),.

ExEMPLE 5.2. Soient n =2 et @ tel que

{a)j =—12sijedJ_, w;=1/2s1j€ed,

5.6
(5:6) et que {0, 1, ---, n} = J_UJ, (voir aussi le §7) .

Alors, en désignant par |J.| les nombres d’éléments de J., nous avons
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(6.7 F (sha,y) = (47r)“"+”/28"’+'{_HJ (w;y5)""*

XTI €5) exp(2s k% &V M) , et

e jedJy

68 T(wy) = @ (BT @)

i
1 n —(n—1)/2
xS0 e)(t+ - - 23 eV am)
e jed4 t k=0
ou les ¢ = (¢, ¢, +++, &,) sont les multi-signes (des composants +1 ou —1),

et la somme s’étend sur tous les multi-signes (voir aussi (4.8)). Done,
nous avons

omon—npp (M —1 o n—1 .
G(x, y; \) = T F< ,nz +2W> F< 2 2w>{.ﬂ @y
r(3) s
5.9) < n -
( x;(jg+ej)F(” - L iy, = 1 20 2 ; —;-(1 + 36V ER))
avec y = «/X_i_<IJ+| + n;1>2.

Si en particulier J_ = @, c’est-a-dire, si w; = 1/2 pour tout 0 < j < m,
r(3"2+ L+ 2ip) r(3 - L 2ip)

G, y; N) = 27"

=
510 XS—S-F<3n2_|_ 1+2i#,3n2+ 1_2i";3n2+ 2,
%(1 + goa,,vm»doo A-e A db,
T (A L 1)
avec pt = \/)V - @LI'E-}.)_ .

6. Fonction de Green Z(¢; x, ) pour 9/0t + L;. Soit fe 5#; donnée
quelconque. Cherchons une solution wu(¢) de I’équation d’évolution

d ~ —
6.1) {EM“+LM@—ﬁJmHt>O,
u0) = f .

La solution existe, elle est unique dans un espace fonctionnel convenable
et donnée par
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(6.2) u(t) = ethaf = g;oe-”pE,,f, t=0.

Elle est de plus représentée ponctuellement (si ¢t > 0)
(6.3) wt, o) = | 20 v,

ou

(6.4) 2(t; %, y) = Z%(t 3, 9) = 3,0 E, (@, 1),

la somme ayant un sens si t>0. Nous appelons Z(¢; z, ) la fonction de
Green pour o/ot + L.

THEOREME 6.1. Supposons (4.1) sur @®@. La fonction de Green
Z(t; x, y) est donnée par la formule suivante si t > 0:

S u(s by 65V T50;) M5(dF) ,

avee U(t, z) = ]“(x)i_o: (g + K)Cf,(z)e“”q“m“ .

Z(tyw, y) = Sl
(6.5) -

Ici, nous pouvons remplacer U par V suivante:
(6.6) Vit 2) = F(lc)i (2p + K)CL(z)e?tot
=0

La démonstration est immédiate grace a la proposition 4.3 et a la
remarque avant elle sur la parité des C:(z).

Malheureusement, ni la fonction U(¢, 2) ni V(¢, 2) ne sont élémentaires,
aucune formule plus compacte sur ces sommes n’est connue. Donec, il
n’y a qu’ 4 nous contenter d’estimer les comportements lorsque ¢ ] + oo
ou t]|0. Il est évident d’abord que

(6.7) Z(t; @, y) = g_: + O(e™“*»*), lorsque t ] + oo,

uniformément par rapport a (z,y) e 2x2. Regardons ensuite Z(¢; z, ¥)
en faisant ¢ ] 0.

PROPOSITION 6.2. Supposons (4.9) sur @. Alors, la fonction de
Green Z(t; z, y) a Vestimation suivante qui est valable pour (x, y) € 2x 2
et 0<t<T (T est arbitraire mais fini):

(6.8) | Z(t; x, y)| = Cte t””/zexp{—-tl 12:6 V7w, — V) } ,ljo(t VI,

St Von five les x et y dans Uintérieur 2, Z(t; x, y) admet le développe-
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ment asymptotique suivant lorsque t | 0:

Z(t; , y)~ (4t)~/2¢~o/ 4 4 (e ﬁ (wy;)" (03D
2sin < =0
(6.9) 2

avec cos—;—=§%‘,1/x,~y,- et 0Zo<T.
i=o

Nous expliquerons dans le §C pourquoi la quantité o parait dans
(6.9). o est la distance géodésique entre = et y par rapport 4 une certaine
structure riemannienne dans £.

Il est probable que la restriction sur @& ci-dessus peut étre affaiblie.

La preuve de la proposition sera faite dans le §F.

7. Problémes de Dirichlet homogeénes. Partageons 1’ensemble
{0,1, -+, n} en trois selon les signes des w;:

(1.1) Jo={50=j=n0;,>0,J,={j;0=j < n, w; =0}
et J_={j;0=<j=<mw;<0}.

Alors, 77 # %;, si et seulement si J_#@ (donc dans ce cas L; = 43).
Nous supposons toujours (jusqu’au §9) que J_ # J.

DEFINITIONS DES P, @ ET £'. Soient ¥ = (v, v, ++, V,), @ = (@, @,
«ee, ;) et £’ tels que

0, sijed,UJ,

y; = w;=w; +2; =0;,05j=n;

et Ic’=n+2”,w§ (>mn) .
i=0

Remarquons que

£+ K

(1.3) "2"‘ ﬁav,->o et que
2

la derniére égalité ayant lieu si et seulement si J, = @.
Voici une égalité fondamentale:

=n+ 3 (0;+v) zn,

3 - K" — K°
(7.4) 27 L wvv] = Lo fv] + — V.
La signification plus rigoureuse de cette formule est le lemme suivant

qui sera démontré dans le § A:

LemMMmE 7.1. La multiplication par % est d la fois 1somorphisme
de 275 sur 25, celut de 773 sur 775 et celui de D(Ly) sur D(A43).
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Et nous avons
-~ 2 -~
(7.5) Azu = x( L; + 'c—4—'c—2>[x"u], pour tout we D(A3).

D’oid nous avons tout de suite la

PROPOSITION 7.2. Posons

(7.6) 7\,,,=)\,,,((D)=<p+ ’“'2_")(10+ "';"), p=0,1,2 ---.

Elles somt positives et distinctes, et, {\,}>, est le spectre de A; dont
chacune \, est une valeur propre de multiplicite N, = <"+£ —1>. Soit
E, = E\“ le sous-espace propre de SZ°; appartenant d \,. Chaque

élément u de E, est tel que x“”ueE;‘"”, ou B est le sous-espace propre
de 575 appartenant d 1,(@") étudié dans le § 3.

Désignons par E, la projection orthogonale de S#°; sur E,, alors
. B = | FVE @ puwdys, p20,

(voir (8.3)). Signalons que @’ satisfait, & son tours, 4 toutes les hypo-
théses sur @ posées dans les paragraphes précédents. Donc, toutes les
égalités et inégalités obtenues dans les §§3~6 sont utilisables s’il s’agit
de @ au lieu de @.

Passons maintenant aux problémes de Dirichlet homogénes elliptique
et parabolique. Commencons par le cas elliptique.

Soit fe 57 donnée quelconque. La solution w e D(4;) de 1’équation

(1.8) Aou + M = £, od ve C\{—\,)o,,

existe, elle est unique et donnée par

w=% E,f .

)\,+7\.

Elle est représentée ponctuellement (presque partout)
(7.9 w@) = | 2@ 3 NI Wds -

Nous appelons £ (z, y; \) = & @(g, y; \) la fonction de Green pour A3+ 1.
(7.7) donne tout de suite le

THEOREME 7.3. Soit M€ C\{—\,}5o. Alors, la fonction de Green
@ (%, y; N) est calculée par Uégalité sutvante:
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= S K”? — K
(1.10) Z(x, y;\) = £, y; N) = v°y' G ’(fv, Y M+ —Z_> ,
oti G est la fonction de Green étudiée dans le §5.
Considérons le cas parabolique. Soit également fe 5#°; donnée quel-

conque. La solution %(t) de I’équation d’évolution

(7.11) d%w) + 4zu(t) =0, pourt>0,

w(0) = f,

existe, elle est unique dans un cadre convenable et donnée par
w(t) = e 3f = goe‘”PE;f, t=0.

Elle est de plus représentée ponctuellement (si ¢ > 0)

(7.12) u(t; ¢) = gg%’ & @, y)f()dys .

Nous appelons 2°(t; 2, y)= 2" ‘“T’(t; z, ¥) la fonction de Green pour (0/0t)+ 43.
THEOREME 7.4. La fonction de Green 2 (t;z,y) est calculée par
Végalité suitvante:

~ ~ ~ K2 — K2 ~
(1.13) =w,y) = 2“2, y) =2y exp<T—t> Z° (¢t ®, y) ,

od Z“" est la fonction de Green étudiée dans le § 6.

Regardons (7.10) et (7.13) pour )\ et t(>0) fixes. Lorsque y demeure
dans 2 et « s’approche d’une point Ele 2N {ivj =0}avec jedJ_, &(x, ¥y; \)
et 2°(t;x, y) tendent vers 0, car G*“" et Z“ restent bornées.

EXEMPLE 7.5. Nous reprenons ’exemple 5.2, c’est-a-dire, le cas ou
(7.14) w; = —1/2,si jeJ_, w;=1/25s jed, et J,=0O .
Alors, une substitution de 2i¢ = |J,| + (» — 1)/2 dans (5.10) nous donne
Z(z, y; 0) = 2 g2 I'@n + |J.DIC(J_]) (1L v T;Y;)
I (3n —+ 2) qev_
2

1 1 n
XS S F(2n + | I, [J_; 3n +2; l(1 + 2,0,V mkyk>>d00/\'°'/\d0m
-1 -1 2 2 =0

Voir aussi le §C.
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8. Probléeme de Dirichlet non homogeéne elliptique. Soit S, 1’enter-
section de 02 et de ’hyperplan {z; = 0}:
(8.1) S;={xedl;x; =0, 0=5j<n,

elle est munie de la mesure de Lebesgue comme élément de volume:

8.2) dS,(z') = | MmN ANAT g o io gy
dmj

Posons

(8.3) S = U S;

jed-
qui n’est pas vide d’aprés I’hypothése J_ %= @.

Nous allons poser le probléme de Dirichlet non homogéne pour L3
d’une maniére grossiére. Soient f(x) et g(#') les fonctions données dans
2 et sur S~ respectivement. La question est de chercher une fonction
u(x) définie sur QU S~ satisfaisant 4

Lyu(z) = f(x), dans 2,

8.4) et 4 w(@) = g’), sur S™.

11 faudrait préciser les spaces fonctionnels auxquels les données et les
solutions appartiennent pour établir la correspondance bi-univoque et
continue (f, g)«>u. Mais, 'auteur n’arrive pas encore 4 en étudier. De
toute facon, le probléme (8.4) est possible pour les données suffisamment
réguliéres, et nous pouvons espérer avoir les solutions uniques parmi les
fonctions réguliéres.

Une telle solution u(x) est exprimée au moyen des données (f, g)
comme suivante:

(8.5) u(w) = SQ Z (@, SfWdys + jEZJ_SS. 7i(@, ¥)9(y)dS;(y"), pour ze,

ol Z(z,y) est la fonction de Green pour /; étudiée dans le §7:
~ ~ o~ o~ ICIZ . Kz
(8.6) Sy =20y 0) =2y G ’(x, Y; —T—> ’

et les {7, ¥)};cs—, que nous appelons les noyaux de Poisson pour /1,
sont définis par

@1 7=, y) = lim {y*y;T; £, y)}, pour €2, y'€S; et jed_,
y—y’

yeQ

les T; (définis par (1.6)) étant opérés par rapport a y. Alors,

PROPOSITION 8.1. Les moyaux de Poisson 7;(x, y) sont également
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calculés par les formules suivantes:

8.8) V@, y) = lim vy° Z@,y)}, pour 22,y cS; et jed_.

ye

Notons que les limites de (8.8) sont mulles si jeJ,UJ,, La démon-
stration de la proposition ainsi qu’une justification de 1’égalité (8.5) sera
faite dans le §D.

9. Quelques exemples des solutions du probléme de Dirichlet.
9-1. Soit & = (¢ tti, **+, M) un couple des n + 1 nombres tels que
9.1) Rep; + w; + v; >—1, pour tout 0= 7<= m.
Cherchons des solutions de 1’équation

{Zzu(x) =g", dans 2,

0-2) u(@) =0, sur S~ .

La fonction uz(x) que voici en est une et peut-étre la seule:

9.3) uz(z) = Sgg(x, ydys

F<I&I+E'2_ﬁ>l“<lﬁl+ "’;”>(d‘+ﬂ+@+ﬂ)! N

~
a+ v

8

(1@ B+ 0+ )1 &1@ + @)
o
(voir les conventions au §2, surtout (2.4), et (5.5),).
Voici quelques exemples de la simplification de cette somme. Soit

d’abord Z = U. Comme z* est la fonction propre appartenant a A, nous
avons

(9.4) uy(x) = 7\'—1‘; z .
9-2, Posons fi= —@ — 9, 0 et — @ dans (9.3). Alors nous avons
9.5) u_y3(@) = n_l'{r ("' = \r ("' + ) / jeJE[W_r(w;.)}x-Z—F
69 wior= A (S55)/ 11 1)
x T g:j-u;’}‘ldqu<’c’; £ & L & SEin1- s w).



GENETIQUE DES POPULATIONS 303

Et, siJ, = @,

o w0~ {r (559 (439 (o2

+ K £ —kK
% uti-id F( , ; 11— ) :
Jelji'[‘;. S 0%y 2 2 wt 2 + jedy bE

9-3. Pour étre plus précis le résultat, simplifions encore la forme de
uy(x) lorsque

9.8) w; = —1, pour tout 057 n,

c’est-a-dire, wu,(x) est la solution de 1’équation

I M)}

e+

- i (0; — ;%) ou =1, dans 2
9.9) k=1 0,02,
et u(z’) = 0, sur oQ.
(9.6) signifie alors que
9.10) uf@) = 0 = D1 oo (7(S ) " dug A A du,
0 0 J=0

= 5 (-DE(Salog(Sa

KC{0,1,+++,n}
K#Q

ou la derniére somme s’étend sur tous les sous-ensembles non-vides de
{0,1, ---, n} et |K| est le nombre d’elements de |K|. Cette solution
prend son maximum au centre de gravitation 2 = (1/(n + 1), - -+, 1/(n + 1))
de 0:

9.11 o= L (" T i 10g 5
(0-11) () = =7 3 ( 1)( j Jilesi.

9-4. En passant maintenant au probléme non homogéne, nous démontrons
I’égalité suivante:
(9.12) s S ¥ (@, ¥)dS,y) = 1, dans 2 .

jed— Sj
Celle-ci est évidente grace au principe du maximum. Mais, nous allons
la réaffirmer en calculant chaque terme a gauche

(9.13) Uix) = Ss.v,-(x, V)8, (W), zeQ et jed. .

Si J_ ne contient qu’un seul élément, la vérification de U;(x) =1 est
simple. On y utilise (8.8), (8.6), (5.5),, (4.4) et (2.4).

9-5. Supposons maintenant que J_ contienne m + 1 éléments. Soit par
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exemple

(9.14) J.={0,1,---,m}avec L=m=mn.
Considerons le m-simplexe 2, dans R™:

(9.15) Q= {v = (v -+, v.; 0,>0, 0Sk=m}, ot v, = 1 — 3 v,
Alors, un donné de xz e 2 divise 2, en m + 1 parties disjointes:

9.16) Dm,]-<x>={ve9m; bl ogkgm}, 0<j<m.
k J

Et, nous avons ’expression de U,(x) définie par (9.13) comme suit:
@17 Uw) = {r (S i) (1@} | Dus@) (v~ Jdoi - Adoa,
pour xcl et 0757 m,

ce qui prouve (9.12), parce que

(9.18) gg,,,(ﬁo”ﬁ_l )dv,/\ o Adv, = {}ﬁo r(w;,)} / r (kg,ow,,

9-6. Soient en particulier

(9.19) w; = —1, pour tout 0=j57=mn.
Dans ce cas, les U;(@)(0 < j < n) sont les solutions de
g— i (0,08, — 2,%,) °U; _ = (0, dans 2 ;

(9.20) Pa=t 0%,

(Uj(x') =1, sur S;; et U;(@') =0, sur o\S; 0= n.
(9.17) signifie alors que

vol. D;(x)

(9.21) Uo) = 2=

, od D) = {ye 2 Le< ¥ ogk<al,
X X

pour xelet0=j<n,
les volumes des D;(x) et 2 sont pris au sens ordinaire (les mesures de
Lebesgue).

Les démonstrations des (9.5) ~ (9.7) et (9.17) seront données dans le
SE.

A. Preuves des lemmes 1.1 et 7.1. Commencons par la preuve du
lemme 1.1, qui se divise en quelques étapes.

a°) VO; = 775 st et seulement si 169%;.
Montrons que 1€ 77; implique 773 = 773 (I’implication d’autre sens
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étant évidente). Soit {@y(®)}3.,cC2(2) une suite tendant vers 1 avec
N —oco, Il suffit de verifier, pour chaque % e C=(2) fixe, que @yu tend
vers u avec N—co. Mais ceci est evident, parce que 'on a a(pyu — u,
Pyu — w)=Ca(py — 1, py — 1), ol

C=Cu = 2Sup{ Z (3”,{1/ xja’k)"al@"}'uﬂ}<+oo‘
zeQ ik a:v,- axk
2°) le 7 si (1.5) a lieu.

Soit {(t) une fonction € C*(R) qui vaut 1 pour ¢=0 et vaut 0 pour
t< — 1, et posons, pour N=1,2, .-,

(A1) ou(@) = 11 c(ff L), otg;=loga, 0= 5= m.

Alors @, e Cy(2) et il est facile de voir que ¢y —1 dans 773.
(3°) le 73 si w,<0.

Si w, £ —1, alors 1¢ 5#; donc 1l¢ %; non plus. Soit maintenant
—1<w,<0. Posons J, =[0,](0<0<]1) et J' = [[7-la;, b;]1(0<a;<b;<1,
2<j=<mn) avec 0 + >, b; <1. Alors, le produit J = J,xJ' est contenu
dans 2\{z, = 0}. Dans J, la matrice (6;%; — %;%.);s=1,..... €quivaut diag.
(€, 1, +-+,1) et le poid z* équivaut z.. Il suffit donc de vérifier qu’il
n’existe pas de suite {p,}5_,CC=(J) s’annulant a des voisinages (dépendents
de N) de z, = 0 telle que

(A.2) SJ,dxz oo da, SJ {x

2

0Py
o,

9y |* + |oy — 112}:1:1”1(1:61-—»0 .
=2 ax,-

Posons y, = y,(x) = —a7w, et 0’ = y,(6). Alors, (A.2) signifie que

(A.3) [, do e dn|”

dyl =¢y—0, et que,

oy,
(A.9) § dxz---dx,,g |y — LI g0y, —0 .
J! 0

Montrons que (A.4) est en contraction avec (A.3). En’effet, @y(x)=
|, @pyfou iy, ot (A3 impliquent ||y Py /" du<Cte | 10p.om .,
d’ou , de, « - dz,\ |ox|Pyr Ve *dy, = O(ey) —0. Cecin’est pas compati-
ble avéc (A.4). Laopreuve du lemme 1.1 est terminée. 3

Démontrons ensuite le lemme 7.1. Il est d’abord évident que z*- est
une isométrie de 57, sur 5#;. Introduisons maintenant des nouveaux
produits scalaire by, sur 77 et b sur % e
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K"
h%@=%@wH~mem%,

(A.5) o
mmw=mmw+zme

Alors, l’espace 773 (resp. %;) muni de b3 (resp. b;) est isomorphe a
> (resp. 773) original, et de plus, nous avons

(A.6) bs.(x~ u, > v) = b3(u, v) pour u et v e C2(2),

qui signifie que

(4°) V- est ume isométrie de 73 (muni de by) dans Ve > (muni de b3).
D’autre part un raisonnement analogue au (2°) montre que

(5°) &’ e 7 p

Ceci et un raisonnement analogue au (1°) entrainnent que

(6°) - est une isométrie de 773 dans %g.

~

Par (4°) et (6°), I'image de VO; par z* est fermé dans 7°;, mais
elle est dense dans 775, car C2(Q2) = x> C(2) est dense dans 7 > et dans
7s.. Done, cet image occupe 775, tout entier, c’est-a-dire, z~> - est une
isométrie surjective.

Derniérement, (7.5) est une conséquence des définitions mémes des
L. et A et de ’isométrie ci-dessus entre 77 et 7 >

Le lemme 7.1 est donc établi.

B. Deémonstrations des propositions 3.1 et 3.2. Nous annoncons tout
d’abord les deux bases {P,(x); @ € N*} et {Q.(x); @ € N*} ayant la propriété
(3.2) comme suit: Soit & € N*. Avec les conventions au § 2, nous posons
&= (|a|, @) e N**, Alors,

(B.1) P(x) = &7%3%(a**), et ,
_ (& + m)! «
(B.2) Q.(x) = X TS {x + % C, 2%} .

Nous expliquons ensuite d’ol viennent ces bases.
(1°) Les 1, sont des valeurs propres de L3.

Supposons qu’un polynome u(x) d’ordre p soit une fonction propre
de L; appartenant a une valeur propre ). Ecrivons-la

(B.3) (@) = % w,(@), avee u,(@) =0,
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ou u, est la partie homogéne d’ordre ¢ de u. D’autre part, <2 s’écrit
(B.4) Fs =L+ &£, avee ¥ = T: — kT, (voir (1.6)) .

Alors, #u, = lu, (par 1’égalité d’Euler), et ~~'u, est homogéne d’ordre
¢ — 1 (et nul si ¢ =0). Donc, nous avons, par 1’équation Liu = \u,

O =1lu, =0,

(B.5)
et W—1)u,= LUy, pour 0<g<p-—1.

Comme u, est non nul, » doit étre égal i [, par la premiére équation de
(B.5). Une fois qu’on choisit une u,, les autres u, se déterminent suc-
cessivement par la deuxiéme équation de (B.5), car I, sont distinctes. Le
choix u,(x) = * avec |a| = p donne Q. (x) ci-dessus au facteur multi-
plicatif prés. Donc (1°) est démontré.

(2°) {l,};- est le spectre entier de L.

Le systéme {Q,(x); @ € N*} est complet dans 577, car il engendre
tous les polynomes. Donc (2°) est démontré et de plus chaque [, a la
multiplicité N, = (**27!) qui est égal au nombre des multi-indices @ avec
la| = p.

(8°) P,(x) est une fonction propre appartenant @ l.,.

Posons |a|=p,v=0w et w= @“+%,  Pour vérifier I’équation
<P, =1,P,, il suffit de voir que
(B.6) L= (p+ n)p+ £k —nw (voir (7.4) .

Mais (2.7) et (1.7) donnent

(B.7)  Zw=UZzs + 0T + S a;T; + oo + £ — 20)}w] .
=1

Et (2.5) et (2.6) entrainnent que la fonction entre [ ] est égale a
(p + n)(p + £ — n)w, d’ou (B.6).
(4°) Preuve de la relation biorthogonale (3.2).

(8.2) pour |@| = |B]| se voit par les définitions mémes des P, et @,
et par intégrations par parties. Pour |a|#]|B|, (8.2) est vraie, parce que
P, et Q; appartiennent aux valeurs propres distinctes. Done, (3.2) est
établie. Elle signifie aussi la totalité de {P,; @ € N*} dans 5#7;.

La proposition 8.1 est démontrée. Passons maintenant d la vérifica-
tion de la proposition 3.2.

D’aprés (3.7), chaque membre wu de (3.8) satisfait 4 1’équation
Lz;u = n\,u par rapport 4 o et 4 y. Ensuite, par le développement, nous
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voyons que les parties homogeénes d’ordre » en z et d’ordre p en y des
deux cotés de (8.8) sont les mémes. Done, par un raisonnement analogue
a celui au (1°) enfin donne 1’égalité (3.8).

C. Interpretation de ~°; sur la sphere unitaire S*. Soit 2 le
n-simplexe dans R* comme toujours, et considérons de nouveau la sphére
unitaire S dans R"™:

S = {Y: t(YO’ Y” oo, Yn)eRﬂ‘H;zﬂl sz — 1} .
3=0

Nous désignons par 2 (resp. X) un point fixe quelconque de 2 (resp. S*)
et par y (resp. Y) le point variable de 2 (resp. S*). Soit J une 2"*-iéme
de S définie par

(C.1) J={YeS"; Y,>0 (0=j<n)}.
Nous définissons alors un difféomorphisme ¥': 2 — 3 par
(C.2) Y;= @), =17y;(de méme X; = (¥(x),; =1V z,), pour 0<j<n .

£ est ainsi plongé dans S* par ¥ qui est singulier sur 02.

Soit ensuite I' le groupe commutatif fini des difféomorphismes sur
S* engendré par les g, g,, --*, 9. dont chacun g; est, par définition, la
symmétrie par rapport 4 I’hyperplan Y; = 0. S" est donc couverte par
{9(2); g e I'} sauf répétition des images de 43.

Soit maintenant (g;.(%));s....... I'inverse de la matrice formée par les
coefficients des termes d’ordre 2 de L;:

(C.3) 9:(y) = O 4 l, pour 1=j,k=mn.

J Yo
Celle-ci nous raméne a définir une métrique riemannienne sur Q:

n

. 2 n .
05 W)dysdy, = 3, %L) =43 @Y s Y =70,

n
i k=1 =0 j

(C4) do* =

ou (1/4)de® n’est autre que la métrique riemannienne naturelle sur S*
restreinte 4 3. Et, 1’élément de volume sur 2 induit par cette métrique
est

(C.5) (11 v7) dyr - Ady,
i=
qui est égal d’une part a dy; avec w; = —1/2 (0<j<n) et d’autre part

a 2" fois de 1’élément de volume naturelle sur 3.
Cela posé, nous cherchons ensuite la forme générale des courbes
géodésiques sur 2. Comme il est évident, les courbes géodésiques sur
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S émergeant d’un point X sont les grands cercles passant par X et
elles se paramétrisent comme suit:

(C.6) Y= <cos %) X + <sin %) E, avec =0,
ou & = 4&, &, ---, &, parcourt la grande shére X% orthogonale & X:
C.7) S = {5 €8 3 X = o} ~ St

Soit X = ¥'(») avec €2, et prenons un grand cercle C passant par X.
En le pliant dans 3 au moyen des éléments de I', nous obtenons une
courbe brisée et fermée C’ dans 3. Son image réciproque ¥ (C’) sur 2
est alors une courbe géodésique dans 2 en passant par 2. Autrement
dit, toutes les ellipses dans 2 qui touchent une fois 4 chaque hyperplan
y¥; =0 (0<j=n) sont des courbes géodésiques dans 2. Elles se para-
métrisent donc

(C.8) il/y—jzl/_a:_jcosg—+§jsin%, 0sj<n,
ol l’on prend 'un des signes i gauche conformément au signe du droit,
et o donne exactement la distance entre z et y le long de cette courbe.
Maintenant, étant donnés des deux points z et ¥ de 2 en positions
générales, il existe exactement 2" courbes géodésiques dans 2 qui passent
par « et y, parce que nous devons tenir compte de tous les grands cercles
sur S dont chacun passe par X et g(Y) pour certain g€l et que g(Y)
et —g(Y) sont situés sur un méme grand cercle. Parmi ces 2" courbes,
celle qui atteint la distance minimale entre z et y se détermine de la
manieére unique. Elle est l’ellipse qui lie # et y avant toucher aux hy-
perplans y; = 0(0 < j < m). Par conséquent, la distance minimale entre
x et y est donnée par la formule suivante:

(C.9 o=o0y) =0y, )= ZCos“<ﬁ‘€)ijyj>, avec 0o <m.
=
C’est par cette raison que la quantité o parait dans le dévelopement
asymptotique (6.9) de Z(t; x, y).
Soient, en particulier,
(C.10) @; = —1/2 pour tout 0= j7=<mn.

Dans ce cas, l’explication géométrique ci-dessus est trés convenable pour
interpréter L; sur S". Désignons par A l'opérateur de Laplace-Beltrami
sur S*. Alors, les réalisations L; et 43, qui sont toutes les deux possi-
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bles, sont exactement les (1/4)A |23 réalisés par les conditions aux limites
de Neumann et de Dirichlet respectivement. En connaissant la fonction
de Green pour (1/4)A + M\ sur S* toute entiére, nous pouvons écrire
les fonctions de Green pour L; + N\ et pour 4; + X[ au moyen des
symmétries. Ce résultat classique a été redémontré comme les formules
(5.9) et (7.15).

D. Demonstrations de la proposition 8.1 et de (8.5). Nous ecrivons
simplement G*“"(z, y; (k" — £%/4) = < (x, y), done

D.1) Z@,y) =2y G@,y), et G, y) = 28:0 T (t; @, y)t Nt
Utilisons (2.6) (avec U au lieu de &) pour avoir

D.2) ¥y, T; T (@) = x7y7+5{ij(w, y)—%(éo Y )G<w, ) +v,T G, y)} :
Le point x est toujours fixe dans 2 et y € 2 est voisin d’un point %' de
0.

(1°) G(z, y) reste bornée lorsque y — y' €0L.

Tous les ®; étant =0, il existe une constante C = C(®) telle que
T (s w, y)<Cexp@s 3,V ;4;). Et de plus, comme z et y sont loins
de 'un de l’autre, il existe un §>0 tel que 3",V 2,; <1 — 4. Donc,
par (4.4) et (D.1), nous avons

|GG, »)| = Cte'Sj it g:o s<'1 exp{—s(t + % -2+ 6>}ds

"1 oo :
< Cte-Q te=s=1dg g t“""“dt) — Cte- < + oo,
0 1

car £'>=xk. D’ou l'assertion. Il existe de plus la limite G(z, y').
(2°) T;G(z, y) reste bornée lorsque y — y' € S;.

Nous avons
(D.3) T, (s v, ) = 80,7 (s @, Y) — %aiy(%(sz; “),

s

oll # (" est la fonction & “" mais avec (@}, +++, @j_y, 1+ @}, @},,, + -+, @)
au lieu de @. Dans la représentation intégrale de 7';G, le terme contenant
(0/0s).# “" est traité par intégration par parties en s. Alors, une major-
ation analogue au (1°) nous montre ’assertion.

Nous avons demontré done, pour %' €S;,

o ~ hn} {vjy;-—(f(x9 y)}v si j eJ—-,

D.4)  lim {y*y;T;Z (@, y)} = {5

Y-y

0 ,si jed, UJ,,
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ce qui établit la proposition 8.1.

Nous passons maintenant a (8.5). Soit u(x) € C~(2) et posons f(x)=
Fau(x) et g&') = u(x’). Nous justifions (8.5) pour ce couple de (u, f, 9).
D’abord <#; (par rapport a y) s’écrit

(D.5) Fou=— Y

||Ms

P
- T ,
¥ (y y;T ju)

et nous avons

D.6) {(Z:w)®)-v(y) — wy)(F ) W)dys

= %r“f Yi{u() - (T8 @) — (L)) - S@NIYNA - - Ady, -

Nous I’appliquons pour u ci-dessus et pour v(y) = £ (x, ¥), ou x € 2 fixe.
Nous utilisons la paramétrisation autour de ¥y = « étudiée dans le § C:

(D. 7Y Vy,=VvVz;cos — +$,sm§ 0<jsmno=0et5ecl;.

Ceci nous permet de choisir un voisinage V. (x) de x:
(D.8) Vir)={ye2;0=50<¢}, 0<ek 1,

de sorte que V. (x)cQ. Intégrons chaque coté de (D.6) sur 2\V, (x) pour
avoir

jej—

®9 | Feofds+ 3 | e vee)ds)

= I(x) (=une intégrale sur oV, (x)),
ou nous avons utilisé (D.4) et le fait &~“;2 (», y) = 0 pour x#y. Lorsque
€] 0, le premier membre a gauche tend vers Sn? (x,9)f(y)dys, car £ (z, ¥)
est presque partout positive et intégrable sur £ (voir par exemple (9.3)

et (D.11) ci-dessous). Il faut maintenant établir

(D.10) lim I,(z) = u(a) .
Une majoration (pas difficile) donne

0<log—1—), sin=2,
(D.11) Z@,y) = 4 lorsque y — 2,
O(e*™™), sin=3.

Et, |z — y|(0Z [oy;) (=, ¥) (1 £ j < ) ont les mémes estimations. Donc, un
calcul explicite de T';G et (D.2) nous donnent
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1 .
(D.12) L) + 2°'u() Sa Wi, y)‘ _ O(elog ?>, sin=2,

Velz

0(e), sinm=3,
otu W(x, y) est (n — 1)-forme en y définie par
(D13) Wiz, v) = 3 (~ 17 0TG@, W)y Ady; A= Ady, .
La question est maintenant de vérifier
(D.14) gmm W(z, y) — —z~*, lorsque ¢ lo.

Dans la paramétrisation (D.7), soit dv(¢) 1’élément de volume sur 3%
induit par la métrique riemannienne .7 ,(d&;)®. Alors, nous voyons

@.15) {(Lv7) W, )} = (2sins)" 2Glan)| _dole).

Et derniérement, (4.8) et (D.1) entrainnent

dv(E) — —x—;(,ﬁ[o x;"z) .

(D.16) g g

Velz) 80‘
(vérification omise). Les (D.15) et (D.16) impliquent (D.14), d’ou (D.10).
La formule (8.5) est donc justifiée.

E. Demonstrations des (9.5), (9.6), (9.7) et (9.17). Commencons par
les trois premiéres. Soit H un sous-ensemble de {0, 1, ---, n} ayant la
propriété que
(B.1) ®;#0, si jeH.

Posons alors
Un(®) = (H x35) % 1CH(a)x
~ . K +EK
®2) 4 oo _F<l“!+ 2 >F<|“|+ 2 >(II 1 )(H _-L>
ou Cul@) = Tay + F @ sen (- wp) \eereazy)
avec £'(H) =n +kZ y, .
€eHC¢

Les membres a gauche des trois formules s’écrivent

(E.3) us@) = @ (I 27 Un(@)
avec H = J, UJ_ pour (9.5), H= J_ pour (9.6) et H=J, pour (9.7) si
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J, = @ (la formule (9.4) correspond au cas H = ). Maintenant H n’est
pas vide, supposons donc, sans perdre rien,

(E.4) H={0,---,h}, avec 0=h<=n.
Notons que

xpgite; 1 S 01 w)du.. si
(E.5) @, + )1 = @) wi~(w; — uy)¥du;, si ;> 0,

et que, si v = (v, vy, *++, V), Dy V9! = (X1, v,)?/p!.  En utilisant ces
deux faits, nous avons

8.6)  Unl®) = {F (E' 2 x>r (K' ; x)/",(H)'}{,I:Io (@) }So Soh

xF("';" R '2“‘ K H) + 1 1—Zu1><11'[:ou;”a"‘>duo NN

Celle-ci liée avec (E.3) donne (9.5), (9.6) et (9.7).
Démontrons (9.17). Soit J_ comme dans (9.14) et calculons U,(x).

Par (5.5); et (8.8), nous avons
£ —K £+ kK
7o) (lal+557)

@ 1o = )( I vt ) 5, < al@r ol Ty =V

avee @' = ((0;, ] Cl);), y’ = (yu ct %y y'n) et E:lly.? =1.
i=

Et dS,(¥') = |dy,\ -+ - Ady,_,| sur S,, donc par (2.4),

FO“‘JLEJE){“ Lo e

U@ = (ML o) 5 — T L@ oy

Appliquons ici (E.5) pour 1<j<m, alors, aprés la sommation, nous avons

vt - s (S (5 S )
(Hu"‘ ‘1> du, N\ -+ ANdu,, ou =§:‘Ja); .

k=m+1 ak!

Nous passons maintenant aux coordonnées homogénes (v,, v,, * -, v..) telles
que »; >0 0= j7=<m) et >7,v; =1 liees avec (u, +++,u,) Dar u;=
2;/v, (L £ j £ m). L’intégrale ci-dessus est e/zlﬁn égale a celle de (9.17),
car |[do, A+ Adv,| = [ (—1)v; dv, A\« - AdV;A -+« - AdV,|.

F. Deémonstration de la proposition 6.2. Nous admettons pour le
moment le lemme F ci-dessous sur le comportement asymptotique lorsque
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t |0 de la fonction U(t, z), c’est-a-dire,

U(tr z) = F(K)i (q + ,c)e—q(q-kzx)t/‘CZ(z) ,
(F.1) >
avect>0,—-1<Z=cosf=1,0=6=metx>0,

pour achever la démonstration de la proposition 6.2.
Il s’agit maintenant de

(F.2) Z=cos0 =3¢,V w; avec § =4, -, 9)e[—1, 1.

Donc Z (par conséquent 6 aussi) est la fonction de (z,y, ). D’abord,
remarquons que 6°=(2 sin (6/2))* = 2(1 — cos ) donc que

(F.3) ¢33 VT - VI + 23— eV B

Il nous convient de distinguer quelques cas suivants
() 2;y; >0 pour tout 0=j5=n,
(B) zy;=0 pour tout 0<=j=<n,
(7) cas intermédiaire, par exemple,

2;; >0 pourtout 0 < j<met 2;y;=0pour m+1=j7=n.
Quand on estime l’intégrale i droite de (6.5), le cas (v) se réduit au
premier cas (a), parce que, dans ce cas-la, Z contient seulement (¢, **+, ¢,)
ce qui nous permet d’intégrer d’abord en (¢,,,, -~ -, 4,) et ensuite d’utiliser

le résultat pour le cas («). Il suffit donc d’étudier les deux premiers
(’'un des x et y se trouve sur 02 si (8) ou (7) a lieu).

Cas (B): Z =0 et 6 =mr/2, donec Z(t; z, y) = Cte-U(t, 0). Mais, pour
U, 0), le point (i) du lemme F sert a établir (6.8) (d’aprés (F.3)).

Cas (@): Soit 0 < 6 € 1 et partageons [—1, 1]*** en deux
F.4) [-1,1]""* =.J,UJ, (somme disjointe) avec J, = [1L — 4, 1]"**.

Done, le membre a droite de (6.5) est la somme des
(F.5) L= vt omap G=00.

Premiérement, il est facile de voir que I, = o(l,) lorsque ¢]0 et que
I, < Cte I, uniformément en (¢, z, ¥). Evaluons maintenant I,.

Pour g eJ, posons 1 — ¢; = u; (0 < j <), alors par I’hypothése (4.9)
sur @, nous avons
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n g
IogCte-t"““/z’e"z/‘.1'[0(S0 e—a:'“:'”u;."r“/”duj) )
i=

(F.6) n — -
avec ' =3, (V'w; — Vy; et a; =2V ay; 0<j<n),
=

ou nous avons utilisé (i) du lemme F et (F.3). Dans le produit des
integrales dans (F.6), chaque terme se majore par (1 + a;/t)"*i~*/*, donc
nous avons (6.8).
Pour établir (6.9) (pour le cas (a)), il suffit d’appliquer un lemme de
Watson et le point (i) du lemme F a I, en remarquant que
9= -2 () = 20/ %9, 0/sin 6 .
ou; 09;
La preuve de la proposition 6.2 est terminée sous la réserve du lemme
suivant:

LEMME F. Prenons un ¢ quelconque tel que 0 < e < m. Alors,
(i) St 0=60=m—e¢, (t,2) admet le développement asymptotique suivant
(lorsque t ] 0) valable uniformément en 0:

(F.7) Ut, 2)~2V'T t-~—<1/2)(§i—l‘z—0_>”e~ﬁ/t S tius(6) ,
=0

o les {u;(0)}r-, sont des fonctions indéfiniment différentiables de 6, pour
0<0 <, déterminées par les formules récurrentes:

w(0) =1,

4.0 = 07| ¢ wi0) + 2 wile) + PO} dg, 520,
(F.8) ° ¢

1 1
) = k* K — K* - =).
avec T(6) =+ ( )<sin20 02)

i) Sit—e=0<m, U, z) se majore uniformément comme suit:
(F.9) |U(t, z)| < Cte-exp(—An?*/t), lorsque ¢ |0,
ot A est une constante arbitraire si 0 < m*A < (w — &)
DEMONSTRATION. Au lieu de U, nous traitons
(F.10) Ut, z) = {2V 7 T'(k)}y U, 2)e =", et

(F.11) Z (N, 2) = Sm eVt Ut, z)lj—%, pour Rex > 0.

Alors, 'inversion de Laplace

(F.12) P10, 2) = | @ O 2)dn, >0,
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nous permettera d’évaluer U.

D’abord, par (4.10), nous avons

(F.13) Z(\2) =2"ChV'N —2)*F = <4 sh VT;' 40 sh 1/_7-”—2_ i0>—‘ .

Ici, il faut noter que

4Sh1/>»2+ wshﬁz— L CSiﬂ” u(C, 0) avee L =\ + @ et

(F.14) . . . .
6) = T141 ;
v(¢, 6) IE{ + 1 = 02)\2 + yPoe >}, et que,
GV X i VN i g+ VN g— VN
2 2 2 2
= 4(52 - ¢2)’W(5, ¢) ’
(F.15) avec T — 0 = ¢, N + ¢* + 7t = 27¢ et
T 28 —m 44’
wi, 9) ;EIKI Tk T 1)27r> @k + 1)27:2} :
(i) Nous avons, par (F.12) et (F.14),
3/2 M F oYt 77 — _1_ et C/ty—x -
(F.16) t ( ; ) ¢ Tlt, 2) 2m-§c_me = (C, 6)-*dC .

Il est maintenant évident, par le lemme de Watson, que U(t, 2) admet
un développement comme (F.7). En remplacant v par 1, le membre a
droite de (F.16) se comporte comme t'*/I'(k), d’ou w,(6) = 1.

Pour avoir les autres u;(0)(j=1), remarquons que U satisfait a
28— (sinoy+ LS (sinoy< 201 .
t 00 a6
Nous y substituons le membre a droite de (F.7). Aprés les différenti-
ations terme a terme, égalons les mémes puissances de ¢ et obtenons
enfin

d . d | 2k d .

F.18 4(0__ 1) . a:{_ 2 a4 zzre-} ®), =0,
(F.18) d0+1+ U;i4:(0) d02+0d0+ ) ru;0), 32
ce qui donne (F.8) par intégration (signalons que les u;(6) ont les dérivées

d’ordres impairs nulles a 4 = 0).
(if) Utilisons (F.12) et (F.15) (ou 0 < ¢ < ¢). Alors,

(F.17)

ct+i
c—

(F.19) £ exp (‘22-%1‘-2) T, z) = Cte.g T @ — gy rwe, g)de
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(¢>0). La derniére intégrale est majorée par Cte-exp[27(¢ + 0)/t], quel
que soit >0, d’ou (F.9).
Le lemme F est étable.

REMARQUE. Le lemme F devient plus précis, si £ est entier > 0.
Posons de nouveau, pour £>0 entier ou non-entier,

(F.20) Wi, 2) = 260U, 2) = 2T(k) 3, (q + K)e~H™Cx(z)
q=0
Premiérement, nous avons

(F.2l)  W..( 2) = _;—Wx@, 2), i £>0, —1<z<lett>0.
4

Deuxiémement, ce qui est important, nous voyons qu’il existe la limite
de W, lorsque £ | 0, que nous notons par W.(t, 2),

(F.22) Wi, 2) = E‘: g (m3t/a+imd

m=—oo

Troisiémement, la relation (F.21) reste vrai pour £ = 0:

(F.23) Wit 2) = %Wo(t, 2),pour —1<z<1lett>0.

Si done £ = entier>0, nous avons

(F.24) W.(t, z) = (i—)x Wit, 2), pour —1<z<lett>0.

Et derniérement, d’aprés la formule de sommation de Poisson, nous
avons

(F.25) W, 2) =2 \/ltr_ +Z°° e 0ttt pour —1<z<lett>0.

m=—oo

Alors, nous obtenons (F.7) en prenant la contribution par le seul terme
avec m = 0.
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