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1. Enonce des resultats. Nous nous proposons dans ce travail
d'etudier la propagation des supports des solutions de quelques classes
des equations du second ordre a coefficients de classe C°° et a deux
variables independantes.

Considerons d'abord des solutions de Γequation:

(1, 1) L[u] = auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = 0 dans Ω

oύ tous les coefficients sont de classes C°° dans un domaine Ω de R2.
Sous les hypotheses:

(1, 2) α, b et c sont a valeurs reelles et pour tout (x, y, ς, η) dans ΩxR2

a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)rf ^ 0 ,

(1, 3) L'algebre de Lie engendree par a d/dx + b d/dy et b d/dx + c d/dy
est de rang 2 en tout point de Ω,

nous avons la propriete de prolongement unique des solutions.

THέOREME 1. Sous les hypotheses (1, 2) et (1, 3), toute solution dans
C°°(Ω) de (1, 1) est ίdentiquement nulle des qu'elle est nulle au voisinage
dJun point.

Remarquons que Hormander [3] a construit u et a dans C°°(i22) telles
que

uxx + auy = 0 dans R2

et que le support de u est {(cc, y); x ^ 0}. Dans le cas de n (>2) vari-
ables, nous nous renvoyons aux Alinhac et Zuily [1] et Roberts et
Wenston [5].

Nous considerons ensiute des solutions de Γequation:

(1, 4) X2u + (YΊ + V^lY2)u + fu = 0 dans Ω ,

oύ X, Y1 et Y2 sont des champs de vecteurs a coefficients reelles et de
classe C°°. Sous l'hypothese:

(1, 5) L'algebre de Lie engendree par X et Yx est de rang 2 en tout
point de Ω,
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nous demontrons le resultat:

THέORέME 2. Sous Γhypothese (1, 5), le support de toute solution
dans C°°(Ω) de (1, 4) se propage le long de la courbe integrale de X.

Nous considerons finalement des solutions de Γequation elliptique a
caracteristiques doubles:

(1, 6) \ a u x x + 2 b u x y + c u y y \ < : C o n s t . { \ u x \ + \ u y \ + \u\} .

Ici les coefficients α, 6, c sont a valeurs complexes, de classe C°°(Ω). En
supposant que

(1, 7) II n'existe aucun point de zero d'ordre inίini de la fonction ac — b2

en (x, y) et pour tout (x, y, ξ, η) dans Ω x R2\0

a(x, y)ζ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)rf Φ 0 ,

nous demontrons le resultat:

THέORέME 3. Sous Γhypothese (1, 7), toute solution de classe C\Ω)
de (1, 6) est identiquement nulle des qu'elle est nulle au voisinage d'un
point.

Dans [7], Zuily a obtenu un resultat pareil pour des solutions de
classes C°°. Le Theoreme 3 se generalise a des operateurs differentiels
elliptiques a caracteristiques doubles au plus et d'ordre superieur a 2,
sous des conditions supplementaires analogues a (1, 7).

Dans les demonstrations des Theoremes, un role essentiel est joue
par Γunicite des solutions du probleme de Cauchy pour les surfaces ini-
tiaux non caracteristiques, contenues dans le complement d'un ensemble
negligeable.

La preuve du Theoreme 2 est tout a fait pareille a celle du Theo-
reme 1 et nous allons demontrer le Theoreme 1 dans § 2 et le Theoreme
3 dans § 3. Les estimations du type de Carleman serons demontrees
dans §4.

2. Demonstration du Theoreme 1. Avant de commencer la preuve
nous introduisons la propriete (U). Soit L un operateur de la forme
(1, 1). On dit que L verifie la propriete (U) en un point z0 si toute
solution u de classe C°° de Γequation L[u] = 0 est identiquement nulle
dans un voisinage de z0 des qu'elle est nulle d'un cote d'une surface de
classes C°°, non caracteristique en z0 par rapport a L. Alors le resultat
suivant est dύ a Bony [2].

LEMME 2.1. Soit L un operateur de la forme (1, 1) satisfaisant a
(1, 2). Si L verifie la propriete (U) en tout point, le support de toute
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solution de classes C°° de (1, 1) se propage le long des courbes integraux
des champs de vecteurs appartenant a Γalgebre de Lie engendree par
a d/dx + b d/dy et b d/dx + c d/dy.

Ce Lemme dit que si L verifie (1, 2) et (1, 3), la propriete de pro-
longement unique des solutions est impliquee par la propriete (U) en
tout point.

IERE έTAPE DE LA PREUVE DU THέORέME 1. Comme (1, 2) et (1, 3)
sont invariantes sous changement de variables, il s'agit d'un operateur
de la forme:

(2, 1) L[u] = uxx + Ajiyy + Bxux

Ici tous les coefficients sont de classe C°° dans un ouvert ω et A1 verifie
la condition:

(2, 2) Ax ^ 0 dans ω et pour tout zQ = (x0, y0) avec A^ZQ) = 0, il existe
un entier m > 0 tel que 32mA(z0)/dtf2m Φ 0.

Nous designons par ωx un sous-ensemble ouvert de ω, constitue des
points z0 = (x0, y0) tels que AJ&Q) Φ 0 ou bien la condition suivante est
verifiee: II existe un entier m > 0 et deux fonctions λ, μ a valeurs
reelles, de classe C°° dans un voisinage de zOf y0 respectivement tels que
X(z0) Φ 0 et que A^x, y) = \(x9 y)(x — μ{y)fm dans un voisinage de z0.
Alors nous avons le:

LEMME 2.2. Si L verifie la propriete (U) en tout point de ωu il la
verifie en tout point de ω.

PREUVE. Posons S = ω\ω1 et designons par Ss un sous-ensemble
de S, constitue des points de zero, exactement d'ordre 2j, de la fonction
Ax. Nous avons alors S = U?=i Sj et nous raisonnons par recurrence
sur j telle que z0 est dans S3 . Supposons que z0 soit dans S^ Nous
obtenons alors pour un voisinage V de zOf S Π V = Sx Π VaΓ. Ici Γ
est une surface definie par Γequation dAJdx = 0 lorsque | d2A1(zQ)/dx2 \ +
\d2A1{z^ldxdy\ > 0 ou bien par Γequation dAJdy = 0 lorsque d2Aι{z^ldy% Φ
0. Comme la condition (2, 2) implique que Γ\Sf] V est dense dans Γ,
nous avons la propriete (U) en zQ. Lorsque zQ est dans S, (j ^ 2), une
technique pareille est encore valable.

2EME έTAPE. Comme les operateurs elliptiques du second ordre a
coefficients reels verifie la propriete (U), il s'agit d'un operateur de la
forme:

L[u] = uxx + (x - μ(y))2mA2uyy + B,ux + Cxuy, A2 > 0 .
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Pour obtenir la propriete (U) en tout point (μ(y), y), il suίfit de demontrer
la propriete (U) en tout point d'un ensemble dense dans la courbe x =
μ(y). Nous choisissons un ensemble constitute des points z0 tels que la
condition suivante est verifiee: II existe deux entiers k, n (0 ^ k, n ^ m)
et deux fonctions C2, C3 a valeurs reelles, de classe C°° dans un voisinage
de z0 tels que

Re Cλ(xf y) = {x - μ(y))kC2(x, y) , Im C&, y) = (x - μ(y))nC3(x, y)

C2(z0) ΦQ si 0 <; fc < m , C3(z0) Φb si 0 <> n ^ k , n <m .

Apres un changement convenable de variables, nous considerons des
solutions definies pres de Γorigine et nous peuvons supposer que μ(y) =
y2 si k ^ n ou bien n < k = m et que μ(y) = 0 si n < k < m.

3EME έTAPE. Nous considerons les cas de k ^ n et de n < k = m et
posons

Lhtn[u] = uxx + (x- y2)2mAuyy + {(1 - δm,k)(x - y*)kB

+ (1 - Kn)V^Λ{x - yΎC}uy ,

°ύ δmj est le delta de Kronecker, A, B et C sont a valeurs reelles de
classe C°° dans un voisinage de Γorigine telles que A > 0, i? =£ 0, et que
C Φ 0 si n <^ k. II s'agit alors des solutions de Γinegalite dans un
voisinage de Γorigine:

(2, 3) \ L k ι n [ u ] \ ^ C o n s t . {\u.\ + \(x - y T n y \ + \u\) .

Posons α(ίc) = a? + 7x2, β(y)2 = α(τ/2) oύ α est la reciproque de a et nous
designons par β la reciproque de 8̂. Sous le changement de variables
(x, y) —> (α(α?), /3(i/)) la courbe x = y2 est invariante et des solutions de
(2, 3) se transforment a des solutions de Γinegalite de la meme forme
(2, 3). De plus nous avons pour une constante convenable 7,

5(0, 0)5,(0, 0) > 0 si k = 0 , C(0, 0)C.(0, 0) > 0 si n = 0 .

En choisissant des fonctions de poids Φ definies par

Φ(x) = x , si min (&, w) > 0 ,

= xp/p , (0 < p < 1) , si 0 = k < n ,

= x - {x2Cx(0, 0)/2C(0, 0)} , si n = 0 ,

nous avons Γestimation du type de Carleman, qui implique Γunicite des
solutions de (2, 3), satisfaisant la condition: u(x, y) = 0 si x < y2.

LEMME 2.3. Soit I = mm (k,n). II existe des constantes positives
r0, K, M telles que Γinegalite suivante est verifiee pour tout τ > τ0, 0<



EQUATIONS ELLIPTIQUES DέGέNέRfiES 243

h <h0, φ dans C°°(R2) satisfaisant φ = 0 en dehors de {(x, y); y2 ^ x £ί h):

(x - yΎι{\Φ*Y + (» - 2/2Π

4EME ETAPE. NOUS considerons le cas de n < & < m. II s'agit des
solutions u, de classe C°° satisfaisant u = 0 si x < 0, de Γinegalite dans
un voisinage de Γorigine:

\uxx + x2mA,uyy + {xkB, + V'^x'G^u^ ^ Const. {|uj + |u|} ,

oύ A4 > 0, 54C4 ^ 0. Nous considerons un changement de variable
i r r e g u l i e r (x, y) -> ((r 2 — y2)x, y ) . P o s o n s v(x, y) = u((r2 — y2)x, y) si \y\<
r, =0 si l^/l^r. Ici r est une petite constante fixee. Nous avons
alors que v est de classe C°° et qu'elle est une solution de Γinegalite:

(2,4) \Lk.M\£ C o n s t . {\vx\ + \v\} ,

o ύ

£*,nM = v.. + {Φ2 - y2)Ym+1A0vxy + x2m(r2 - y2)2m+2Avyy

+ {x\r2 - y2)k+2B + l / ^ ϊ > ( r 2 - ?/2)n+2C}^ .

Ici Ao, A, B et C sont a valeurs reelles, de classe C00, A > 0, BC Φ 0.
Nous avons alors Γestimation du type de Carleman, qui implique Γunicite
des solutions de (2, 4).

LEMME 2.4. II existe des constantes positives τ0, h0, M telles que
Γinegalite suivante est verifiee pour tout τ > τ0, 0 < h < h0, φ dans
C°°(R2) satisfaisant φ — 0 en dehors de {(x, y); 0 ^ x ^ h, \y\ <; r}:

La preuve du Theoreme 1 sera completee d'apres les Lemmes 2.3 et
2.4, qui serons demontres dans § 4.

REMARQUE. Si la condition:

Dans ω, Ax ^ 0 et il n'existe aucun point de zero d'ordre
infini de A1 en (x, y),

est verifiee au lieu de (2, 2), nous avons la propriete (U) des operateurs
de la forme (2, 1).

REMARQUE. Si L de la forme (1, 1) satisfait (1, 2) et la condition:

L'espace lineaire engendre par ad/dx + bd/dy ( = Xi), bd/dx + cdjdy
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( = X2)f [[Xι, -X2L Xj\t (J — 1» 2) est de dimension 2 en tout point,

nous avons la propriete (U) de L, meme pour des solutions de classe C2.
Autrement dit, Γestimation du type de Carleman dans le Lemme 2.3 est
verifiee pour Xh(x)u(x, y) oύ u est une solution de classe C2 de (2, 3)
satisfaisant u(x, y) — 0 si x < y2 et Xh est de classe C°° telle que Xk(x) = l
si I a? I < Λ/4, = 0 si |a?| ^ h/2. Parce que (a; - y*Yι~ιuxx, (x - y2)~ι~2ux et
(a? — y2)~ι~5u sont bornees, nous pouvons faire Γintegration dans la preuve
du Lemme 2.3.

REMARQUE DE LA PREUVE DU THEOR£)ME 2. II suffit d'etablir les
estimations du type de Carleman analogues a celles des Lemmes 2.3 et
2.4 pour des operateurs des formes:

L[u] = uxx + {(x - μ(y))kB + i/"=ϊ(a> - μ(y))nC}uy ,

oύ B et C sont a valeurs reelles, O^fc, 0 ^ w ^ fc + 1, β ^ O et C ^ O
si n -^ k. Lorsque k — 0, une technique utilisee dans Mizohata [4] est
aussi valable.

3. Demonstration du Theoreme 3. Considerons un sous-ensemble
ω de Ω, constitute des points zQ tels que a(zo)c(zo) — b(z0)

2 Φ 0 ou bien la
condition suivante est verifiee: II existe un entier k > 0 et deux fonc-
tions λ, μ (μ est a valeurs reelles) de classe C°° tels que X(zQ) Φ 0,
grad μ(zQ) Φ 0 et que

a(x, y)c(x, y) - b(x, yf = X(x, y)μ(x, y)k

dans un voisinage de zQ. Comme ω est connexe et dense dans Ω (pour
une preuve, voir Watanabe [6]) et les operateurs elliptiques a caracteris-
tiques simples verifient la propriete (U), ce Theoreme se demontre par
la propriete (U) des operateurs elliptiques, dont les parties principaux
sont des formes:

L[u] = uxx + 2Auxy + {A2 + (a? - y2)kB}uyy,

oύ k > 0 et A et B sont de classe C°° telles que Im 4 ^ 0, B Φ 0.
L'estimation du type de Carleman, qui implique Γunicite exigee, est la
suivante:

LEMME 3.1. Posons Φp(x, y) = {(x — y2)9 + xp}/p, 0 < p < 1. II existe
alors des constantes h0, M > 0 telles que Γinegalite suivante est verifiee
pour tout 0</&<fc 0 , τ > l , φ dans C°° satisfaisant φ = 0 en dehors de
\(x, y); y2 ^ x ^ ΛJ:

J ^ { | ^ | 2 + \φy\
2 + |^|2}e-2
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Ce Lemme est une consequence du Lemme suivant.
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LEMME 3.2. Soίt C une fonction dans C\R2) telle que Im C Φ 0. II
existe alors des constantes hQf M > 0 telles que Γinegalite suivante est
verifiee pour tout 0 < h < hQ9 τ > 1, φ dans C°° satisfaisant φ = 0 en
dehors de {(a?, y); y2 ^ x ^ h}:

\\jΦ. + C((x - yT\

]φy]2]

Ce Lemme sera demontre dans le paragraphe suivant.

4. Demonstrations des estimations du type de Carleman.

PREUVE DU LEMME 2.3. Rappelons que m ^ l , 0 <; k ^ n <; m ou
bien 0 ^ u < i ; = m e t que A > 0, B Φ 0,

C ^ 0 si w ^ Λ, BBX > 0 si & = 0, CCX > 0 si n = 0 .

Pour ^ dans C°° satisfaisant φ = 0 en dehors de {(as, #); ?/2 ^ flc ̂  fe}, nous
posons

f (x, y) = φ{x, y)e~τφ(x), I = ψxx, I2 = τ2Φlψ + τΦ9mψ, I3 = ( x - y Ύ m A ψ y y ,

, J 5 - 2 τ Φ x ψ x , Iδ = ( x - y 2 ) k B f y ,

Jitj = 2 Re (( (x - y*)-\Ii9 Iό)dxdy,
J JB2

a " d x d y f

(
R2

, + (1 - δm>k)IQ\2dxdy .

Nous allons demontrer pour h0 et l/τ0, assez petits

\\ (x-y2)-ι\Lk,n[Φ]\2e-2τΦ{x)dxdy

= Ji + Jx + Σ {Λ.. + (1 - δm,,)J4)β} + (1 - §mJJil5
i = l

^ ilίίί (a; - ^-'{rlV.I* + τ(x - y2)2m\fy\
2 + τ^ψ

J J B2

Ici M est une constante positive et nous allons designer dans la suite
par la meme lettre M une constante positive independante de τ, h, φ.
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Par Γintegration par partie nous obtenons si I = min (k, n) > 0

J = Σ Ji.* ^ M\\ τ{(x - yT^lf J 2 + (* - if1)1-1"1!*,!1}
ϊ=l JJB2

+ τ%x - yT'

si % = 0, du fait que Φ..(χ) = - C.(0, 0)/C(0, 0) < 0,

et si k — 0 < %

•fi.. + ̂ ,5 = j l / r d - p)tf-1\γ.\t + {6τ3(l -

- 2τ 2 (l - ,o)(3 - 2p)xΐo

En utilisant

2 Re Γ 2v/Txif'-χψx, f)dx - Γ 2l/T(3 - 2jo)£c2"-41 ψ fdx ,
J-oo J-oo

si k = 0 < w, nous avons:

J ^ ΛίJ^2τ{^-2|^J2 + (a? - ^Γ-V"1!^!2} +

Lorsque & < m,

J + J2 ̂  M i ί (x - y«)«*-' I o
T J JB2

Pour achever la preuve nous demontrons par Γintegration par partie et
Γinegalite de Schwarz les majorations suivantes.

J/10 ,

\J1)Q\ ^ Const, j j j t . l 8 + \fj\fy\dxdy ^ {J + /2}/10 , si 0 < k < m .

I J4>5| est majore par

Const.ίί τx^lψlilψxl + \ψy\}dxdy , si 0 = fc<w,
J J Jf22

C o n s t . ί ί r | f | { | ^ J + \f y\}dxdy , si 0 < f c < m , 0<n,
J JB2

ce qui sont aussi majores par {/ + J2}/10. II reste a estimer JltQ dans
le cas de k = 0 et J4,5 dans les cas de n = 0 et de 0 < n < & = m. Si
fc = 0, nous obtenons du fait que Φx > 0, BBX > 0,

ue = Re jjβ f(t., - 5 . B - U + /«} + 2τBxB-ιΦxfx + Byψx)dxdy

^ -{J+JJ/10.
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Si n = 0 ou bien 0 < n < k = m, nous avons

ΛX y)
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= R e \\
^ ϊ ( x - y*)nΦxCvψx)dxdy ^ -{J + JJ/1O .

Ici nous avons utilise le fait que (ΦXC)X(O, 0) = 0 si n = 0.

PREUVE DU LEMME 2.4. Rappelons que 0 g,n <k<m et que A>0,
BC Φ 0 et posons pour φ dans C°°(R2) satisfaisant φ = 0 en dehors de

V) = ί*(*, !0ar r, Iχ = = {x(r2 -

J,

Jtli =

Nous allons demontrer pour h0 et l/r0, assez petits

tt l|L»,.M|1»-1'-+1dίwZtf = J1 + J> + ± ± Jttί
JJR i=l i=β

(4, 1) ^ {J2 + J2 > 9 + J 4 l β + Jll8}/2

(4, 2) ^ ΛΓJ l ^ ί * " " " 1 1 *. I* + x2m-n-\r2 - a/2)2Λ+21 ψv |
2} + r3*

Ici Λί est une constante positive et nous allons designer par meme M
une constante positive independante de τ, h, φ.

De Γintegration par partie et du fait que k — n + 1 + xBxB~x > 0
dans le support de ψ, nous avons les estimations:

J2,β = 2 ( Λ + 2)r2(τ -

J4,β ^ rATJj^—-Xr* - i/2Γ+ 2It,I2-Const.

Ji,8 = Re SJJB*""+1('«!"V., - ( * - » + 1 + xBx

+ as'+'Kr1 - tff^B^dxdy ^-J2 + M.

- Const. {»—Mψ .Γ + τz2"-"(r2 -

ce qui entrainent Γinegalite (4,2). D'autre part nous obtenons les
majorations:
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= Re ,) - (g

^ -J±- Const, ί ί i r

Jl.t + /,,. + Σ Ji,f + Σ ^,8 ^ -{^2 + 7i,. + Λ,. + Jl.βϊ/10 ,
ϊ=l i=2

et nous avons done Γinegalite (4, 1).

PREUVE DU LEMME 3.2. Etant donnee φ dans C°°(R-) satisfaisant
φ = 0 en dehors de {(x, y); y2 ^ x ^ fe}, nous posons

Re C((x - yψ\ y) = φs, v), Im C((x - yY\ y) = φs, y)

•Hz, y) = Φ(x, y)e~τΦ(x'll), Φ = Φp> I, = ψx> I2 = c^, I8 = V^Λ

J 4 =

Jtli = 2Reίί (I(, Iϋdxdy, J, = \\ Σ.I, *dxdy, J2 = \\ dxdy.

Nous allons demontrer pour h assez petit et pour τ > 1

f f ^ - 3 6

II \Φx + C((x — y2)1/2, y)Φy\2e 2τΦ{x>y)dxdy = Ji + J 2 + Σ Σ Λ i
JJi22 ϊ=l i=4

(4, 3) ^ {Jx + J 2 + Jli4}/2

' "" JjiJ2 τ * w

Ici M est une constante positive independante de τ, fe, ̂ .
II est aise de voir que J2>β = J3)4 = J3j5 = 0 et que

G* ~ vΎ-2\ψ\2dxdy .

Du fait que c2 =̂  0, nous avons Γinegalite (4, 4). D'autre part

Jltΰ ^ -Const. ^Jx - yTm\Ψ\{\Ψx\ + \ψy\}dxdy ,

eA,5 + ^2,4 + «̂ 2,5 "I" ^3,6

^ -Const. jJΛτ{|»|(a; - y2Y~2 + (a? - y2y-*/2}\ψ\2dxdy

d'oύ nous obtenons

e/l,β + e/l,5 + e/2,4 + J2,5 + J3,β ^ - { J x + J 2 + e/
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ce qui demontre le Lemme.
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