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1. Enoncé des reésultats. Nous nous proposons dans ce travail
d’étudier la propagation des supports des solutions de quelques classes
des équations du second ordre a coefficients de classe C* et a deux
variables indépendantes.

Considérons d’abord des solutions de 1’équation:

1,1 Lu] = au,, + 2bu,, + cu,, + du, + euw, + fu =0 dans 2

ou tous les coefficients sont de classes C* dans un domaine 2 de R:.
Sous les hypothéses:

(1,2) a,b et ¢ sont a4 valeurs réelles et pour tout (z, y, & %) dans Q2 x R?

a(x, Y& + 2b(x, Y)&n + c(x, y)* =2 0,
(1, 8) L’algébre de Lie engendrée par a d/ox + bd/oy et bajox + ¢ d/dy
est de rang 2 en tout point de 2,

nous avons la propriété de prolongement unique des solutions.

THEOREME 1. Sous les hypothéses (1,2) et (1, 3), toute solution dans
C=(2)de (1, 1) est identiquement nulle dés qu’elle est nulle au voisinage
d’un point.

Remarquons que Hormander [3] a construit » et a dans C=(R?) telles
que

Uy + au, = 0 dans R?
et que le support de u est {(x, ¥);x = 0}. Dans le cas de n (>2) vari-
ables, nous nous renvoyons aux Alinhac et Zuily [1] et Roberts et
Wenston [5].
Nous considérons ensiute des solutions de 1’équation:

a, 4) X+ (Y, +V=1Y)u + fu=0 dans 2,

ou X, Y, et Y, sont des champs de vecteurs a coefficients réelles et de

classe C*. Sous 1’hypothése:

(1,5) L’algébre de Lie engendrée par X et Y, est de rang 2 en tout
point de 2,
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nous démontrons le résultat:

THEOREME 2. Sous U’hypothese (1,5), le support de toute solution
dans C=(2) de (1, 4) se propage le long de la courbe intégrale de X.

Nous considérons finalement des solutions de 1’équation elliptique &
caractéristiques doubles:

{,6) |aw,, + 2bu.,, + cuy,| = Const. {|u,| + [u,| + |ul}.

Ici les coefficients a, b, ¢ sont a valeurs complexes, de classe C=(2). En
supposant que

(1,7 Il n’existe aucun point de zero d’ordre infini de la fonction ac—b*
en (x, y) et pour tout (x, ¥, & n) dans £ X R*\0

a(®, )& + 2b(x, y)én + c(@, v)* = 0,
nous démontrons le résultat:

THEOREME 3. Sous l’hypothése (1, T), toute solution de classe C*Q)
de (1, 6) est identiquement nulle dés qu’elle est nulle au voisinage d’un
point.

Dans [7], Zuily a obtenu un résultat pareil pour des solutions de
classes C*. Le Théoréme 3 se généralise a des opérateurs différentiels
elliptiques 4 caractéristiques doubles au plus et d’ordre supérieur a 2,
sous des conditions supplémentaires analogues a (1, 7).

Dans les démonstrations des Théorémes, un role essentiel est joué
par ’unicité des solutions du probléme de Cauchy pour les surfaces ini-
tiaux non caractéristiques, contenues dans le complément d’un ensemble
negligeable.

La preuve du Théoréme 2 est tout a fait pareille a celle du Théo-
réme 1 et nous allons démontrer le Théoréme 1 dans §2 et le Théoréme
3 dans §3. Les estimations du type de Carleman serons démontrées
dans §4.

2. Démonstration du Théoréme 1. Avant de commencer la preuve
nous introduisons la propriété (U). Soit L un opérateur de la forme
(1,1). On dit que L vérifie la propriété (U) en un point 2, si toute
solution % de classe C~ de 1’équation L[u] = 0 est identiquement nulle
dans un voisinage de z, dés qu’elle est nulle d’un coté d’une surface de
classes C>, non caractéristique en z, par rapport a L. Alors le résultat
suivant est di & Bony [2].

LEMME 2.1. Soit L un opérateur de la forme (1, 1) satisfaisant d
1,2). Si L vérifie la propriété (U) en tout point, le support de toute
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solution de classes C= de (1, 1) se propage le long des courbes intégraux
des champs de vecteurs appartenant d l'algébre de Lie engendrée par
a djox + bojoy et bojox + ¢ d/oy.

Ce Lemme dit que si L vérifie (1,2) et (1, 3), la propriété de pro-
longement unique des solutions est impliquée par la propriété (U) en
tout point.

1ERE ETAPE DE LA PREUVE DU THEOREME 1. Comme (1, 2) et (1, 3)
sont invariantes sous changement de variables, il s’agit d’un opérateur
de la forme:

2, 1) L] = u,, + Au,, + Bu, + Cu, + Du .

Ici tous les coefficients sont de classe C= dans un ouvert w et A, vérifie
la condition:

(2,2) A, =0 dans w et pour tout z, = (x, ¥,) avec A,(z,) =0, il existe
un entier m > 0 tel que 0*™A,(z,)/0x*™ + 0.

Nous désignons par @, un sous-ensemble ouvert de w, constitué des
points z, = (x,, ¥,) tels que A,(z,) 0 ou bien la condition suivante est
vérifiée: Il existe un entier m >0 et deux fonctions A, ¢ a valeurs
réelles, de classe C= dans un voisinage de z, ¥, respectivement tels que
Mzo) = 0 et que A,(x, y) = Mz, y)(@ — p(y))'™ dans un voisinage de z,.
Alors nous avons le:

LEMME 2.2. St L vérifie la propriété (U) en tout point de w,, il la
vérifie en tout point de ®.

PREUVE. Posons S = w\w, et désignons par S; un sous-ensemble
de S, constitué des points de zero, exactement d’ordre 27, de la fonction
A,. Nous avons alors S = J7,S; et nous raisonnons par récurrence
sur j telle que 2z, est dans S;. Supposons que 2z, soit dans S,. Nous
obtenons alors pour un voisinage V de 2z, SN V=S, nNnVcrlr. lei I
est une surface définie par 1’équation 0A,/0x=0 lorsque |0°A4,(z,)/0%*| +
|0°A,(2,)/0xdy | > 0 ou bien par 1’équation 90A4,/0y = 0 lorsque 9°4,(2,)/0y* #
0. Comme la condition (2, 2) implique que I'\SN V est dense dans I,
nous avons la propriété (U) en z,. Lorsque z, est dans S; (j = 2), une
technique pareille est encore valable.

2eME BTAPE. Comme les opérateurs elliptiques du second ordre &
coefficients réels vérifie la propriété (U), il s’agit d’un opérateur de la
forme:

Llu] = u,, + (® — ()" 4Au,, + Bu, + Cu,, A, >0.
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Pour obtenir la propriété (U) en tout point (#(y), ¥), il suffit de démontrer
la propriété (U) en tout point d’un ensemble dense dans la courbe z =
M(y). Nous choisissons un ensemble constituté des points 2, tels que la
condition suivante est vérifiée: Il existe deux entiers %, n (0 <k, n < m)
et deux fonctions C,, C, a valeurs réelles, de classe C* dans un voisinage
de z, tels que

ReCi(z, y) = (@ — p)*Cix, y) , ImCy(x, y) = (@ — w¥)"C(x, ¥)
Cz) 20 si 0<k<m, Cyfz)#0 si 00k, n<m.
Aprés un changement convenable de variables, nous considérons des

solutions définies prés de l’origine et nous peuvons supposer que (y) =
y*si k< m ou bien n < k=m et que p(y) =0 si n <k < m.

3EME ETAPE. Nous considérons les cas de k < n et de n < k = m et

posons
L .[u] = u,. + (# — )" Au,, + {1 — 0p,0)(®x — ¥°)*B
+ A = 8p )V =1 — 99" Clu, ,

ou 4, ; est le delta de Kronecker, A, B et C sont i valeurs réelles de
classe C~ dans un voisinage de l’origine telles que A > 0, B # 0, et que
C+#0 si n <k 1l s’agit alors des solutions de l’inégalité dans un
voisinage de l’origine:
(2, 3) | Li,o[u]| = Const. {|u,| + [(x — y)"u,| + |ul}.

Posons a(z) = x + v2?, By)* = @(y?) ou & est la réciproque de a et nous
désignons par g la réciproque de B. Sous le changement de variables
(@, y) — (a(x), B(y)) la courbe x = y* est invariante et des solutions de
(2, 3) se transforment & des solutions de l’inégalité de la méme forme
(2, 3). De plus nous avons pour une constante convenable 7,

B(0, 0)B,(0,0) >0 si k=0, C(0,0)C,0,00)>0sin=0.
En choisissant des fonctions de poids @ définies par
o(x) =2, si min (k, n) >0,

=afpo, 0<p<1), si0=k<mn,
= ¢ — {2°C,(0, 0)/2C(0,0)}, sin =0,

nous avons l’estimation du type de Carleman, qui implique l'unicité des
solutions de (2, 8), satisfaisant la condition: u(x, ¥) = 0 si z < ¢~

LEMME 2.3. Soit I = min (k, n). Il existe des constantes positives
To, oy M telles que Uinégalité suivamte est vérifiée pour tout v > 7, 0<
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h < hy, ¢ dans C=(R?) satisfaisant ¢ =0 en dehors de {(x, ¥); ¥* < x < h):
SS @ — Y7 Ly [g] e dady
R

= TMSS (@ — ) Yo" + (& — y2)2"‘l¢,, 2 4+ |¢|2}e‘2"’"”’dxdy .

R2

4EME ETAPE. Nous considérons le cas de n < k < m. Il s’agit des
solutions u, de classe C*= satisfaisant v = 0 si # < 0, de ’inégalité dans
un voisinage de l’origine:

|4,, + ™A, + {&*B, + V' —12"Clu,| < Const. {|u,| + |ul},

oi 4,>0, BC,+#0. Nous considérons un changement de variable
irrégulier (z, y) — ((** — ydx, y). Posons v(x, ¥) = u((»* — yHz, y) si |y|<
r, =0 si |y|=r. Ici r est une petite constante fixée. Nous avons
alors que v est de classe C= et qu’elle est une solution de l’inégalité:

2, 4 | Ly..[v]] < Const. {|v,| + [v]},
ou
Lk.n[,v] = Vyy + {x(r2 - y2)}2m+1A0”ny + x2m(,',2 - y2)2m+2Avyy
4 {xk(,rz . y2)lc+2B + l/:——lx"(rz _ yZ)n+ZC}vy .

Iei A, A, B et C sont a valeurs réelles, de classe C*, A > 0, BC + 0.
Nous avons alors I’estimation du type de Carleman, qui implique 1’unicité
des solutions de (2, 4).

LEMME 2.4. Il existe des constantes positives T, ho, M telles que
Uinégalité suivante est vérifiée pour tout > 17, 0 < h <h, ¢ dans
C>(R*) satisfaisant ¢ = 0 en dehors de {(x,y); 0 <ax < h, |y| < r)

I Lol tondady = <M{( {16, + |pllomse+dudy .
R R

La preuve du Théoréme 1 sera completée d’aprés les Lemmes 2.3 et
2.4, qui serons démontrés dans § 4.

REMARQUE. Si la condition:

Dans w, A, = 0 et il n’existe aucun point de zero d’ordre
infini de A, en (x, ¥),

est vérifiée au lieu de (2, 2), nous avons la propriété (U) des opérateurs
de la forme (2, 1).

REMARQUE. Si L de la forme (1, 1) satisfait (1, 2) et la condition:
L’espace linéaire engendré par ao/ox + bo/oy (=X,), bo/ox + ¢ d/oy
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(=X, [[X, X.], X;], (4 =1, 2) est de dimension 2 en tout point,

nous avons la propriété (U) de L, méme pour des solutions de classe C*.
Autrement dit, I’estimation du type de Carleman dans le Lemme 2.3 est
vérifiée pour X,(@)u(x,y) ol u est une solution de classe C* de (2, 3)
satisfaisant u(z, y) = 0 si < y* et X, est de classe C* telle que X,(x)=1
si |x] < h/4, =0 si |z| = h/2. Parce que (x — ¥*) " 'u,,, (@ — ¥y *u, et
(x — y»~"*u sont bornées, nous pouvons faire I’intégration dans la preuve
du Lemme 2.3.

REMARQUE DE LA PREUVE DU THEOREME 2. Il suffit d’établir les

estimations du type de Carleman analogues a celles des Lemmes 2.3 et
2.4 pour des opérateurs des formes:

Llu] = u,, + {(@ — p(»))*B + V' —1(x — p¥))"C}u, ,

ou B et C sont a valeurs réelles, 0<%k, 0<n<k+1, B#0 et C#0
si m <k. Lorsque k =0, une technique utilisée dans Mizohata [4] est
aussi valable.

3. Démonstration du Théoréme 3. Considérons un sous-ensemble
® de 2, constituté des points z, tels que a(z,)c(2,) — b(2,)* = 0 ou bien la
condition suivante est vérifiée: Il existe un entier & > 0 et deux fonec-
tions N, ¢ (¢ est a valeurs réelles) de classe C= tels que \(z,) # 0,
grad p(z,) # 0 et que

a’(xy y)C(x, y) - b(.’L‘, y)2 = )’(xy y){l(oc, y)k
dans un voisinage de z,, Comme ® est connexe et dense dans 2 (pour
une preuve, voir Watanabe [6]) et les opérateurs elliptiques a caractéris-
tiques simples vérifient la propriété (U), ce Théoréme se démontre par
la propriété (U) des opérateurs elliptiques, dont les parties principaux
sont des formes:

Llu] = u,, + 2Au,, + {A* + (x — y*)*Blu,, ,

ou k>0 et A et B sont de classe C* telles que Im A # 0, B #= 0.
L’estimation du type de Carleman, qui implique l’unicité exigée, est la
suivante:

LEMME 3.1. Posons @.(x, y) = {(x — y»)° + 2°}/p, 0 < p < 1. Il existe
alors des constantes h,, M > 0 telles que Uinégalité suivante est vérifiée
pour tout 0 < h < hy, T>1, ¢ dans C* satisfaisant ¢ = 0 en dehors de
{(x, ); ¥’ <o < hh

|, ts1pe =t edady = Mue{[ (16,1 + 16, + |o e *edady .
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Ce Lemme est une conséquence du Lemme suivant.

LEMME 3.2. Soit C une fonction dans C*(R?) telle que ImC #= 0. Il
existe alors des constantes h,, M > 0 telles que linégalité suivante est
vérifiée pour tout 0 < h < h,, T>1, ¢ dans C* satisfaisant ¢ = 0 en
dehors de {(x, ¥); ¥* < x < h}):

SSRJ ¢, + Cl(x — ¥))'*, y)g,[’e > rdady
2 M{[ {106 1809 + oo —vrlolfe
= i b= #. I + 18,1} + z(@ — 7 |¢]}e rdady .

Ce Lemme sera démontré dans le paragraphe suivant.

4. Demonstrations des estimations du type de Carleman.

PREUVE DU LEMME 2.3. Rappelons que m =1, 0k <n<m ou
bien 0<n<k=m et que A >0, B+#0,

C+#0sin<k, BB,>0s8ik=0,CC,>0sin=0.

Pour ¢ dans C> satisfaisant ¢ = 0 en dehors de {(x, ¥); ¥* < x < h}, nous
posons

¥, y) = ¢(x, e D, I, = o, I, = T + 70,4, I, = (& — ¥>)*™ A,
I =V =1 — y)"Cy,, I, = 2004, I, = (x — ¥>)*By,,

Jos=2Rel| (0 — )7, L)dsdy,
R2

Jo={ @ - | L+ @ - L |dedy ,

Il

J2 SSRz(x o y2)_l]I5 + (1 - am,k)Ie Izdxdy .

Nous allons démontrer pour h, et 1/z,, assez petits
[, @ = 97| Ly lgl pe = dady
=t S+ = 0ud i) + (L= 80 e
2 {37+ I} 2

2 M{[ @ — ) el T — ¥R 7 dady

Ici M est une constante positive et nous allons désigner dans la suite
par la méme lettre M une constante positive indépendante de z, h, ¢.
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Par l’intégration par partie nous obtenons si ! = min (k, n) > 0

J =370z M|| el = 90wl + @ — P
+ o — ¢y 'dady
si # =0, du fait que @,,(x) = — C,(0, 0)/C(0, 0) < 0,
T2 M| clll + @ — 9", [} + 2l dudy
etsik=0<m ‘
Tio+ o= ([ 200 — 0w~ . + (670 — p)art

— 27%(1 — p)(3 — 20)x*~*} |y *dedy .
En utilisant

2 Re S"_"mzl/i 0y, )i = S"_"mzu/i(s — 200 |y ida
si k =0 < %, nous avons:
T2 M| clort vl + @ — g g 1)+ (20 2y Pdady
Lorsque k < m,

J+J, = M“ @ — Y= |, Pdady -
T R2

Pour achever la preuve nous démontrons par l’intégration par partie et
I’inégalité de Schwarz les majorations suivantes.

[Josl + [Joel = J/10,
[Tl S Const. [| [, + (419, |dady < (7 + JJ/10, si 0<k<m.
|J,s| est majoré par

Const. “R2z'x”“1|«/rl{|a/r,,l + |y, }dady , si 0=k<mn,

Const.“nzth;d{lq/r,,l—l—Iq}r,,l}dxdy, si 0<k<m, 0<n,

ce qui sont aussi majorés par {J + J,}/10. Il reste d estimer J,, dans
le cas de k =0 et J,, dans les cas de n =0 et de 0 <n<k=m. Si
k = 0, nous obtenons du fait que @®, > 0, BB, > 0,

Jo=Re | (., BB L + L} + 20B.B"0.4, + By )dudy
= —{J + JH10 .
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Si » =0 ou bien 0 < » <k = m, nous avons

Joo = Re || @ —v)@ey, —0.0.07{(£1) - (1)}
=1 J=1
+ V=1 — ¥)0.Cpp)dady = —{J + J}/10 .
Ici nous avons utilisé le fait que (9,C),(0,0) =0 si n = 0.

PREUVE DU LEMME 2.4. Rappelons que 0 <n < k<m et que A>0,
BC + 0 et posons pour ¢ dans C>(R? satisfaisant ¢ = 0 en dehors de
{@,9); 0=2x=h, |ly|l=71}

W@, ¥) = ¢@, Y&~°, I, = 4y, L = (T° — D)7, I = {2(* — )" Ay,
I = o™ — ¥ Ay, I, =V =121 — y?)"**Cp,, I, = 2t~y
I7 — z.x2m(1.2 _— y2)2m+1AO"1’\y’ IB — xk(,rZ . y2)k+2qu\”,

Jos = 2Re“ &, I)daedy
R
J1 = SS 2x—n+1 zb:le iIi
R i=1 =6
Nous allons démontrer pour h, et 1/, assez petits

5 8
[ Lunlolmtemndady = 7, + 7, + £ 5 7,5
1) 2t s+ To+ T2

2
dxdy .

‘dady , J, = SS Pt
R

(4, 2) g MSSRzr{x—n—ll"/"mlz + x?m-—’n—l(,rZ . y2)2m+2|,¢\y]2} + TSx-n—Slqll\dedy .

Ici M est une constante positive et nous allons désigner par méme M
une constante positive indépendante de 7z, h, ¢.

De l’intégration par partie et du fait que k —»n + 1+ B, B~ >0
dans le support de «+, nous avons les estimations:

Jos = 20 + 2)7(c — 1)“ | fdady

2!
R

Jog = TM“ LTt — )R 4y [F— Const. 2P (1 — )P e, | | 4y [daedy
R

J,. = Re Sg o (@, —(—m + 1+ xB,B—l){( z, I,.) _I- I,}

R2
2 — B dedy = T, + M| eyl
— Comst. {&=~" [, ' + 7221 — 4" || |y, Ny

ce qui entrainent 1’inégalité (4, 2). D’autre part nous obtenons les
majorations:
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s me{] o 00| (1) - (50)

J

+ VT — yZ)"HC),,m)dxdy

v

—J, = Const. {| cla . +arm o=y o, [ 4 0y lrdady
R
g _J1 - {Jz + Jz,e + J4,a + JI,B}/lo ’
5 5
J1,s + Ja,e + EJM + ;2 Ji,a g _{Jz + Jz,e + J4,e + Jl,s}/lo ’

et nous avons done l’inégalité (4, 1).

PREUVE DU LEMME 3.2. Etant donnée ¢ dans C>(R? satisfaisant
# = 0 en dehors de {(z, ¥); ¥* < « < h}, nous posons

ReC((x — )", ) = e, v), ImC((x — )%, ¥) = e, ¥)
’lﬁ‘(x, ’.l/) = ¢(x; y)e_ﬂp(z’m! ¢ = (DM Il = "l"m IZ = cl"l"w Ia = ]/"‘—11'@”62'\//‘,
I4 = T@z"lf’ I5 = T¢y61"lf’ IG = ]/_'__162'1//\1/ ’
Jo; = 2Re§§ (L, Iydady, J, = “ > I, | dedy, J, = “
R? =1 R?

Nous allons démontrer pour & assez petit et pour z > 1

2dxdy.

pIRY
J=4

R2

3 6

[, 1. + C@ — wy2, g, Fese*mdady = J, + J, + 3,35 o
“3) =+ o+ T2
@9 2 M([ 0w+ 19, + @ = ) | ldndy

Ici M est une constante positive indépendante de z, h, ¢.
Il est aisé de voir que J,; = J,, = J;; = 0 et que

Tz - o[ @— vyiyldedy .
Du fait que ¢, # 0, nous avons l’inégalité (4, 4). D’autre part

Tz —Const. [[ @ = 99719119 + |y Mdady ,

R
Jis + Jo + Jos + Jue
> —Const. “Rf{ly[(x — ) + (@ — ¥}y Pdady
d’ou nous obtenons
Jio+ Jis + oy + oy + oo = —{J, + J, + J,,,}/10,
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ce qui démontre le Lemme.
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