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1. Soit B(x, w) le processus du mouvement brownien reel defini sur
un espace probabilise (W, ^ 7 P) et soit f(x9 w) (0 <; x ^ 1) une fonction
aleatoire par laquelle on entendra dans cette Note une fonction reelle,
mesurable en (x, w) par rapport au tribu &ίOβli x ^ et satisfaisante a
la condition P\ \ f\x, w)dx < + °o = l. On se donne ensuite un systeme
des functions orthonormales {φn} dans Γespace hilbertien reel L2(0,1) et on
considere la serie aleatoire Σ n (/, <Pn)(<Pnf B) oύ (/, φn) = \ f(x, w)φn(x)dx,

ri Jo

(φn9 B) = \ φn(x)dB. La fonction f(x, w) est dite integrable (ou bien,
Jo

<p-integrable) par rapport a la base {<pn} si la serie converge en probabilite

et dans ce cas, la somme, notee comme \ f(x, w)d*B, est appelee Γintegrale
Jo

stochastique du type noncausal de f(x, w).
La nouvelle integrate, ainsi introduite par Γauteur dans la recherche

sur le produit direct du bruit blanc ([1]), possede les deux proprietes
bien remarquables: d'une part, elle est libre de la restriction de causalite,
c'est-a-dire qu'elle peut s'appliquer meme a des fonctions qui ne sont pas
adaptees a la famille des tribus ^ = σ(B(y, w); y ^ x) (x^O) et d'autre
part, elle contient Γintegrale symetrique comme un cas particulier.
Notamment, Γauteur a demontre, dans Γarticle precedant [2], que si
f(x, w) est une quasi-martingale continue, adaptee a la famille {J?~x} bien
entendu, alors la fonction est integrable par rapport au systeme des
fonctions trigonometriques et Γintegrale I f(x, w)d*B coincide avec
Γintegrale symetrique \ f(x, w)dB.

On s'interesse a eclaircir la condition d'integrabilite d'une fonction
donnee, qui depend evidemment du choix de la base. Pour le moment,
on est tres loin de pouvoir donner une solution generate a ce probleme.
Considerons, par exemple, une fonction f(x9 w) qui est integrable par
rapport a des deux bases, disons {φn} et {ψn}. Meme dans une telle situ-
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ation particuliere, il n'est pas facile de savoir si la valeure de Γintegrale

I fd*B par rapport a une base coincide avec celle de Γautre. Dans la

presente Note, on va montrer un resultat concernant ce sujet. Plus
precisement, on a a demontrer Γenonce suivant:

THβORέME. La function aleatoire, integrable par rapport an systeme
des fonctions trigonometriques an sens de L\W, P), est aussi integrable
par rapport au systeme orthonormal de Haar et les deux integrates coin-
cident Vune avec Γautre.

(Remarque) Dans cette note, on entend par Γintegrabilite de f(x, w)
par rapport au systeme orthonomal de Haar, la propriete que la serie,
(/, iJo,o)(#o,o, B) + Σ?=i ΣϊLV""1 (/, Hn,t)(Hnti, B) converge en probabilite.

Pour la demonstration de cet enonce, on fait intervenir une suite des

S I

f(x, w)dB{n), oύ {B{n)} sont les processus
o

approximatifs lineaires du B(x, w) associes a la famille des partitions
dyadiques de Γintervalle [0, 1] et on cherche la relation entre la

S I

f(x, w)d*B. L'avantage de ce procede est que Γon0

peut obtenir, en meme temps, quelques resultats sur le probleme d'ap-
proximation de Γintegrale stochastique du type noncausal.

2. Soit {ψnti(x)ι i = 0, 1, , 271"1 — 1, n ^ 0} le systeme orthonormal
de Haar: ψOfO(a0 = 1, ψn>ί(x) = 2{n-1)/2[lί2.2-nit2-n{2i+1))(x) - l[2-^(2i+1),2-^2i+2))(^)]
(n ^ 1). On designe par {B{n\x, w)}n^ la suite des processus definis par;
B^\x, w) = Έ?=V{Ku B)XnM o ύ χnM = 2n/2 l[8-<f2-(<+1),(fl?) et χnti(x) =

o

Etant donnee une fonction aleatoire f(x, w), on considere la suite

des integrales de Stieltjes: ^ ( / ) = [* f(x, w)dB{n) (n ̂  1). On a a cher-
Jo

cher la convergence en probabilite de la suite et la relation entre la

limn_ J?n(f) et Γintegrale J f{x, w)d*B.

Voici le premier resultat:
PROPOSITION 1. La fonction f{x, w) est intgrable par rapport a la

base {ψn>i} si et seulement se la lim^oo ̂ ( / ) existe en probabilite et dans
ce cas on a Vegalite, Hindoo ̂ ( / ) = 1 f(xf w)d*B.

PREUVE. Puisque les fonctions {φmti}, {Xn>j} satisfont a la relation
(ψm,i, Xn,i) — 0 pour tous i et j lorsque m > n, chaque fonction Xntj peut
etre representee comme une combinaison lineaire de nombre fini des ψmii

(m ^ n). Notamment,
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(k,i)

oύ on entend par le symbol Σ' ί ϊ Σi α(fc, Ό la somme, α(0,0) + Σ I U ΣϊLV1*""1 α(fc, i)
et par C(w, i; ft, i) les quantites (Xntj, ^ M ) , qui satisfont a Γegalite suivante:

! Σ C ( w , i; fc, i)C(w, i; flr, Λ) = δkjtth (k, flF ̂  w) .

II en resulte que:

i=o

= Σ Ί Σ ' (/, ψk,dC(n, j ; k, t)l J Σ } (*..», ^)C(Λ, j ; g, h)\
3=0 Uk,i) ) \(9,h) )
(n,0) (»fO) . 2 n - l

>j (jr, ^ f c J (ψ α hi &) ZJ ̂ V^> ^ί to, i)L(n, j ; g, h)
(k,i) (g,h) ' ' 3=0

= Σ ' (/, ψk,t)(Ψk,if B) > c e c i demontre Γenonce . C.Q.F.D.

Passons au cas de systeme des fonctions trigonometriques, {l[Ofi](ίc),
Ψι n(&)f Φ2 n(^)ί ^ = l)y °^ Φi,n(%) = V 2 cos 2κnx, ^2,n(^) = 1^ 2 sin 2κnx.
Pour la convenience des notations, on designera comme ^1>0(ίc) = l[O,i]0*0,
φ2f0(x) = 0. Alors ce systeme possede un caractere bien remarquable
comme on le voit dans Γenonce suivant, qui est facile a verifier et done
la demonstration est surprimee.

LEMME 1. Les fonctions {<pa,n', a = 1,2, n ^ 0} satisfont a Vegalite

Σ (Z»fi, 9«,m)(5Cn,i, <Pβ,h)
ί=0

* * Γ sin 2~nmπ Ί 2 . ^ ^ n

L 2~nmττ J

0 , autrement

on a,β = 1, 2.

Grace a ce Lemme, on obtient le resultat suivant, qui avec la
Proposition 1 implique la conclusion du Theoreme.

PROPOSITION 2. Si la fonction f(x, w) est integrable au sens de

L\W, P) par rapport a la base {φa>n: a = 1,2, n^ 0}. Alors, la suite

{^nif)} converge en probabilite et on a Γegalite; lim^oo ̂ ( / ) = \ fix, w)d*B.
Jo

S I
f(x, w)dB[n) en trois parties

0

comme suit;



44 S. OGAWA

JO ' i=0 ' U>% n'1'

= Σ 1 JΣ Σ (/, 9a.J(9a.m, X,.i)\\t Σ O..U 9,.u)(9,.k, B)\
i=O ( T O = O α = l ) U=O β=l )

= I + I2 + Is ,

oύ
2 W - 1 / n 2 2 % 2 Λ (n22n 2 . ^

11 = Σ Σ Σ (/, <Pa,J(<Pa.., ZM)[ Σ Σ (Z..,, ^.JC^,*, B)\
i=0 {m=0 a=l ) U=0 ^=1 j

12 = Σ 1 Γ Σ Σ (/, φa,Λφ«,n, K A \ Σ Σ (Z,,«, ψ,,u)(<pf,u, &

I 3 = Σ Ί Σ Σ (/, φ*. J(9>β>.f z.,«)kz.,,, -B)
Quant aux termes J2, 73, il est facile de voir que lim^oo I2 = 0, limn_oo I3 = 0
en probabilite. En efFet, pour terme Z2, on a d'apres le Lemme Γinegalite
suivante:

Γ 2 W - 1 In22n 2 1̂ 2Π1/

Σ Σ Σ (/, 9a.-)(?>«.., Z,.i)[
L i = 0 Vm=0 α = l J J

[2 W - 1 f oo 2

Σ Σ Σ (JU 9>ί. J(9>ί.«
*=° U = Λ 2 2 ^+1 ^ = 1

[2 ^ - 1 C oo 2 . ) 2Π1/2

Σ Σ Σ,a,.i, 9a.J(9a,,,B)\
Γfl Π 1 / 2 Γ 2 T C - 1 ( oo 2 . \ 2Π1/2

^ f\X, W)dx\\Σ,\ Σ Σ (Z..i, 9a.J(9a.m B) \\ .
LJo J |_ΐ=0 ( m = w 2 2 n + 1 α = l J J

D'autre part, on a

^ - 2 ~ r sin 2~nmπ T
= Σ Σ Σ (Z»,i, «̂,m) = 2 Σ —rr;

<=0 m=n2^+l «=1 m=w22«+l L Z n7Ππ J

^ — (C: constant) ,

d'oύ on conίirme que lim^oo I2 = 0 en probabilite. De la meme maniere,
on peut verifier que lim^oo /3 = 0 en probabilite. Afin de calculer le
terme Ilf on le decompose encore en trois parties comme suit;

J Σ

 S 1 " ^ W ? Γ Σ (/, 9a.J(9a.~, B) = l + Is + I.
m=o L 2~"mπ J «=i
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(ici, on entend (sin 2-nmπ)/2~nmπ = 1 pour m = 0), oύ

n£? ίΓsin2-nmτrΊ 2 J ^ / , *

= Σ —5"^ - 1 Σ (/, ^
m = = 2[n/2]+ 1 IL 2 nmπ J ) «=i

Si Ton pose S(k) = ΣS=fc Σ U (/, 9>«fJ(9>β>», #)> alors le terme Iβ s'ecrit
dans la forme comme suit:

= Σ [S(m) - S(m + l)]{Γ^pSL7 -
m = 2 [n/2] + 1 (L 2 ~ n m π J

•-IP^]+I IL 2~nmπ J L 2-(m - l)π J ί

Soit ak (0 = α0 < αx < α2 •) le point oύ la fonction [(sin xπ)/xπ]2 prend
sa fc-ieme valeure maximum. Alors, la fonction [(sin xπ)/xπ]2 etant mono-
tone dans les intervalles [k, ak), [ak, (k + 1)) (k = 1, 2, • )> on obtient
Γinegalite,

£7|S(2[n/2] + 1)| + E\S(n22n + 1)|

ι_ rv,o v Ίp\ w™\ i v* Γ sin 2~πmπ: 7 Γ s i n 2~n(m — l)πΊ 2

+ max J!i\o{m)\ ZJ —-z ~ r-^ ^.

2[n/2]<m^Λ22n ms=1ίi/2] L 2~nmπ J L 2 " n ( m - l)π J
^? Γ s i n akπ fmax | ( ) | £

= l L αfcττ J

^ max

^ — max E\S(m)\ , d'oύ on obtient l i m ^ | 7 β | = 0 .
3 2l>/ 2Km^Λ2 2 r ι+l n->0°

Pour le terme qui reste, on a Γinegalite;

[2l>/2] 2
2 J 2-1 KJf Ψa,

TO=0 α = l

Γ f l Π1/2Γ2LW/2J 2 . ( / Qi'n 9 ~ n W

^ I f\X, W)dX Σ Σ (Φecm, Bf\l — ( —

En appliquant Γinegalite, 1 — ((sinx)/x)2 ^x2 a c e dernier terme on obtient,
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B Σ Σ (9>» , 5)2 1 - ( s i n 2

L m=o «=i I \ 2~nm
) \ \£ 2

qui implique que limn_oo I5 = 0 en probability. C.Q.F.D.

Afin d'obtenir Γenonce inverse du Theoreme 1, il faudrait une dis-
cussion plus delicate qui semble necessiter une sorte de regularite de la
fonction fix, w). Au lieu d'avancer a cette direction, on va se contenter
de donner le resultat suivant.

PROPOSITION 3. Soit f(x, w) une fonction aleatoίre. S'il existe une
suite des functions {fn(x, w)} satisfaisantes aux conditions (A.1)-(A.3) ci-
dessous:

(A.I) Pour chaque x fixe, fn(x, w) est measurable par rapport au
tribu J?~n = σ(B(2-ni), i = 1, 2, - - -, 2n - 1).

(A.2) limm_oom \ \fm(x, w) — f(x, w)\2dx = 0 (en probabίlite).
Jo ri

(A.3) La suite <Jζ,(fn) = I fn{x, w)dBin) converge en probability
Jo

Alors la fonction fix, w) est integrable par rapport a la base {<Pα,ra(x)} et

on a Γegalite: [ f(x, w)d*B = l i m . ^ ^ C / J .
Jo

Pour la demonstration de cet enonce, on necessite le
LEMME 2. (i) Pour chaque n fixe, les variables aleatoires {(φa,k, B{n));

a = 1, 2, k ^ 0} sont mutuellement independantes. Plus precisement,
elles satisfont a la relation suivante:

E(φa,h,
* - l

i = 0

(ii) Les deux tribus J ^ et ^~n = σ{(φa}k, B - Bίn)); a = 1,2, k ^ 0}

sont independants.

PREUVE. (i) Comme (φa>k, &n)) = ΣSo 1 (Znf<, B)(Xn,*9 <P«ά> la relation
se resulte immediatement du Lemme 1.

(ii) On note que le resultat (i) implique Γindependance des variables
gaussiennes {(φa>k, B — B{n)); a = 1, 2, k ^ 0}. D'autre part, on a

Λ, B)(φβtk, BM) = EΣΪ (Zn.*, B)(9*,n, B)an,u <Pβ.u)
ϊ0

= E(φa,h, BM)(φβ>k, B™)

ceci demontre Γenonce.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.

Σ Σ (/, <PaΛ<P«t» B) = w^(/B) +
fc=0 α = l

Ji = Σ Σ (/ - /», 9>«,*)(9>«,», S)
fc0 l

47

et
fc=0 α = l

Σ

Le fait, lim^*, i = 0 en probabilite, etant evident d'apres la condition
(A.2), on n'a qu'a demontrer que limn_oo I2 = 0 en probabilite. Considerons
le cas particulier oύ les functions {/J satisfont a la condition,

supn E \ \fn(x, w)\2dx = M < oo. Alors, en utilisant les Lemmes 1 et 2,
Jo

on obtient Γinegalite suivante:

d'oύ on obtient l i m ^ E(I2)
2 = 0.

Pour le cas general, on a Γinegalite suivante:

> ε) ^ Pf" | Σ Σ (/", 9>β,*)(9>β.», 5 ~ B{n

L Ifc0 i

[_

Σ Σ (/. - ft, <Pa,k)(9a.u,
k=0 a=l

Σ Σ (/", ̂ ,,
fc0 l

> e/2]
J

- BM) I > ε/2Ί

> e/2]
J

ou ε, M sont des nombres positifs quelconques et les {/f} sont des fonc-

tions definies de la faςon suivante: f?(x, w) = fn(x9 w)lίQ M Λ\ \fn(y, w)\2dy)

S i ' \Jo /

\fn(x, w)\2dx <: M, pour tout n.
Comme l i m ^ P[\ Σ>U ΣU (fn

M,° 9>.,*)(9>«,*f β - £(n)) I > e/2] = 0 d'apres
la discussion donnee en haut et comme on a, d'autre part, Γegalite

lim^oo P Γ Γ \fn(x, w)\2dx > M\ = P Γ ^ \f(x, w)\2dx > M\ d'apres la condi-

tion (A.3), on obtient Γinegalite suivante: lim^oo P(|/ 2 | > ε) ^

P \ \f{x, w)\2dx > M], M etant un nombre positif arbitraire, ceci de-

montre Γenonce.
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