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Introduction. La differ entiabilite est entendue au sens C°°.
Un flot riemannien est un triple (V, ^ 7 gτ), oύ V est une w-variete,
un feuilletage oriente de dimension 1, et gτ une metrique transverse,

c-a-d. une structure euclidienne sur le fibre normal Q = TVjT^, locale-
ment projetable en une structure riemannienne sur une variete transverse.

Un cas important est celui des flots isometriques, ou V est une variete
riemannienne, ^ le feuilletage defini par les orbites d'un champ de Killing
sans singular ites, et gτ la composante de la metrique sur {T^Y — Q.

Dans la suite, on supposera toujours V orientee, compacte et connexe.
La geometrie globale des flots riemanniens est alors assez bien connue, et
generalise de pres celle des flots isometriques [2] [10] [11]. Les adherences
des feuilles sont des tores sur lesquels le flot est conjugue d'un flot
lineaire. Si (Tk+\ _^Q est une adherence de dimension maximale, ^ v

etant le flot lineaire defini a partir du vecteur v de Rk+\ Γalgebre de Lie
structurale [9] du feuilletage est Rk. Transversalement aux feuilles, on
peut regarder les adherences comme les orbites d'un faisceau de germes
de champs de Killing transverses, c-a-d. de sections de Q localement
projetables suivant des champs de Killing sur une variete riemannienne
transverse [8].

Carriere [2] a obtenu une classification des flots riemanniens en di-
mension n — 3. En fait la situation est alors assez simple, les valeurs
possibles de k etant 0, 1 ou 2: si k = 0, les feuilles sont compactes et
definissent une "fibration de Seifert" de V sur une variete au sens de
Satake [17]. Si k = 2, les feuilles sont denses et (F, J Π est le tore T3

muni d'un flot lineaire. Si k = 1, ou bien les adherences des feuilles sont
les fibres d'une fibration de V sur S\ ou bien il y a deux feuilles com-
pactes, et la variete s'obtient en recollant des voisinages tubulaires de
ces deux feuilles, sur chacun desquels ^~ est defini par suspension d'une
rotation irrationnelle du disque par la methode de Haefliger [6].

Le but du present travail est de classifier de fagon analogue les flots
riemanniens en dimension 4. Les valeurs possibles de k sont alors 0, 1, 2
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ou 3. Pour k = 0, 3 et 2, les resultats sont tout a fait analogues a ceux
de Carriere [en fait, il en serait de meme pour n quelconque et k = 0,
n — 1 et n — 2], Par contre, pour k = 1, la situation est plus compliquee
et conduit a une grande variete de modeles.

Pour k = 0, les feuilles sont compactes et definissent une fibration
de Seifert de V sur une variete de Satake de dimension 3.

Pour k = 3, les feuilles sont denses et (F, ̂ ) est le tore T4 muni
d'un flot lineaire.

Pour k = 2, ou bien les adherences des feuilles sont les fibres d'une
fibration V -»S1 [avec pour fibre-type Γ3 muni d'un flot lineaire dense],
ou bien il y a deux adherences qui sont des tores Γ2, et (F, ̂ ~) s'obtient
en recollant des voisinages tubulaires de ces deux adherences, sur chacun
desquels j ^ ~ est un flot isometrique modele.

Pour k = 1, Γespace des adherences des feuilles est une surface de
Satake a bord (W, dW). Soit π la projection de V sur W. Pour tout
yedW, π~ι(y) est une feuille compacte. Si y est un point singulier dans

o

Γinterieur W de W [ces points sont isoles], π~\y) est une adherence de
dimension 2 qui a de Γholonomie en tant que feuille du feuilletage defini

o

par les adherences sur π~\W). Pour decrire le flot (V, ^ ^ ) , on commence
par enlever a W un voisinage tubulaire du bord, et un disque centre en
chacun de ses points singuliers. On obtient ainsi une vraie surface a
bord (W',dW).

V = π~\Wr) est alors un fibre localement trivial de base W et de
fibre-type (Γ2, ^υ). Son groupe structural se reduit a un groupe G de
transformations affines de (Γ2, ^ ), ay ant pour composante connexe de
Γelement neutre le groupe des translations Γ2. Le fibre principal V' de
base W et groupe structural G correspondant est connexe, et admet une
trivialisation au-dessus du bord dW. On peut reconstruire (F', _^) a
partir de V' par Faction de G sur la fibre-type (Γ2, ^ ) . On acheve de
reconstituer le feuilletage (V, ^~) en recollant sur les composantes con-
nexes de 9 V [c-a-d. au-dessus des composantes connexes de 3 W] des flots
isometriques modeles, fabriques en etudiant la structure du flot j ^ ~ sur

o

les composantes connexes de π~ι(W — W).
Les constructions precises et les demonstrations sont donnees au para-

graphe II. Au premier paragraphe on a rassemble [et, sur certains points,
complete] les resultats relatifs aux flots riemanniens, et aux feuilletages
riemanniens en general, dont nous avons besoin.

Terminons par deux remarques. En premier lieu, si (V, ^~, gτ) est
isometrique, ^" est defini par les orbites d'un groupe a un parametre
H d'isometries globales. L'adherence de H dans le groupe de toutes les
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isometries est un tore Tk+1, et Γetude du flot se ramene a Γetude d'une
action sans points fixes de Tk+1 sur V. Ce type de probleme a ete traite
par differents auteurs, en particulier Orlik et Raymond [12] [13].

En second lieu, on observe que pour n = 3 les modeles obtenus par
Carriere etaient tous isometriques a Γexception d'un seul [correspondant
a k = 1, (V, _^O etant un fibre non trivial sur S1 de fibre-type (T\ ^r),
oύ v e Rz a une pente algebrique d'ordre 2]. Ici on trouve, outre Γanalogue
du flot non isometrique de Carriere [pour k = 2], une grande variete de
modeles non isometriques pour k — 1, avec ou sans feuilles compactes.

Nous terminons ce travail par une recapitulation des modeles non
isometriques obtenus.

I. Geometrie des flots riemanniens. (F, ^Γ, gτ) est un flot rieman-
nien sur la n-variete orientee, compacte et connexe V. Nous rassemblons
ici des resultats etablis dans [2] [4] [8] [9] [10] [11] [15].

I.I. Adherences des feuilles et faisceau transverse central. Soit
Jϊf( V, J?~) Γalgebre de Lie des champs de vecteurs feuilletes globaux.
Si X est un tel champ, la section correspondante X du fibre normal Q
est dite champ transverse. Soit I(F, ̂ ) Γalgebre de Lie des champs
transverses. Une orbite du champ transverse X est la reunion des feuilles
qui rencontrent une meme orbite de X; on definit de meme les orbites
d'une sous-algebre de Lie de I(F, _^""). On peut egalement parler de
champs transverses locaux, et de germes de champs transverses.

Si (S, gs) est une variete transverse locale munie de la metrique
riemannienne definie par gτ, la projection locale de V sur S suivant les
feuilles fait correspondre au champ transverse X un champ de vecteurs
Xs sur S. En particulier, X sera un champ de Killing transverse [8] si,
pour toute variete transverse locale (S, g8), le champ de vecteurs corres-
pondant Xs est un champ de Killing.

Ceci etant, la propriete fondamentale des feuilletages riemanniens est
Γexistence du faisceau transverse central [8] ^(V, ^~). C'est un faisceau
localement constant d'algebres de Lie de germes de champs de Killing
transverses ayant les proprietes suivantes:

( i ) Les orbites de ^(V, J?~) sont les adherences des feuilles.
(ii) Les sections locales de ce faisceau commutent avec tous les

champs transverses globaux.
(iii) <gί7( V, ^~) ne depend pas de la metrique transverse gτ.

Dans le cas des flots, il resulte de [1] que la fibre-type de <g*( V, ^~) est
une algebre de Lie abelienne Rk. Localement, sur une variete trans-
verse (S, gs) simplement connexe, ^{V,^") definit une algebre de Lie
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abelienne j^ζ de champs de Killing dont les orbites sont les composantes
connexes des traces sur S des adherences des feuilles. Comme sfs est
abelienne, ses orbites sont de dimension maximale egale a la dimension
de J ^ , c.a.d. a fc. Done les adherences regulίeres des feuilles sont de
dimension k + 1. D'apres [1], ce sont des tores Tk+1 sur lesquels le flot
est conjugue du flot lineaire ^~v defini par un vecteur v de Rk+1. En
restriction a une adherence reguliere, le faisceau ^ ( F , ^) est constant
et s'identifie aux germes des champs transverses globaux de (Tk+1,
qui forment une algebre de Lie l(Tk+1, ^l) isomorphe a Rk.

1.2. Stratification de Γespace des adherences et orbites de
Notons W Γespace des adherences des feuilles, muni de la topologie

quotient, et π: F—>W la projection canonique. On peut decrire de la faςon
suivante [15] la stratification naturelle de W:

Pour 0 ^ r ^ k, la reunion Σr des adherences de feuilles de dimension
r + 1 forme une sous-variete propre de F. Sur Σr les adherences des
feuilles definissent un feuilletage riemannien j^~r a feuilles compactes.
Done Γespace des feuilles de ce feuilletage Wr = π(Σr) est une variete de
Satake. De plus les feuilles de ^ r ont une holonomie finie. La reunion
Σi des feuilles de &~r dont Γ holonomie a pour cardinal j est une sous-
variete propre de Σr, done de V, et le feuilletage induit par &"r sur Σί
est sans holonomie. Par suite Wί — π(ΣΪ) est une variete differentiate
ordinaire. En fait U^i Wί est Γensemble des points singuliers de Wr [7].

II est clair que chaque Σί est reunion d'orbites de £f(V, ^r).
Pierrot [15] a observe qu'en tout point x de la strate Σί Γorbite de

£f{V, &~) est transverse dans la strate a Γadherence Fx de la feuille
passant par ce point. En termes de champs de vecteurs sur Γespace
stratifie W, ce resultat peut s'exprimer de la faςon suivante: Γespace
tangent en un point y de W etant defini comme Γespace tangent a la
strate Wί contenant y, et les champs de vecteurs sur W etant les projetes
des champs feuilletes globaux de (V, j^~)f on voit que Valgebre de Lie
des champs de vecteurs sur W est transitive sur chaque strate, ses orbites
sont les composants composantes connexes des strates.

1.3. Flots riemanniens et flots isometriques. Les flots isometriques
peuvent etre caracterises de la maniere suivante [11]: le flot riemannien
(F, ^ gτ) est isometrique si, et seulement si, le faisceau transverse
central ^{V, _̂ ~) admet une trivialisation globale [c.a.d. est globalement
constant].

D'oύ Γinteret du revetement central introduit en [10]: On peut re-
garder ^ ( F , ^~) comme le faisceau des germes de sections d'un fibre
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vectoriel © de rang k sur F, qui sont invariantes par transport parallele
a Γaide d'une connexion plate V. Si (£ est le GL(k, Λ)-fibre principal
des reperes de (£, V definit une connexion principale sans courbure ώ sur
(£. Soit V une nappe d'holonomie de ώ, de sorte que la projection
p: V-* V est un revetement galoisien. On releve ^~ et gτ respectivement
en Jr et gτ sur F. Le flot riemannien (F, ̂ 7 gτ) est dit revetement
central de (F, J?~t gτ).

Si (F, ̂ ~, gτ) etait isometrique, p: F—• V est un diίfeomorphisme.
Dans le cas general, V n'est pas necessairement compacte; toutefois
(F, J^~,gτ) reste un flot riemannien [transversalement] complet, ce qui
permet d'utiliser encore Γetude geometrique precedente. Comme ^{V,^)
est constant au-dessus de chaque adherence reguliere, les adherences cor-
respondantes des feuilles de ^ se projettent suivant les adherences des
feuilles de ^ 7 Ceci entraine que Γalgebre de Lie structurale de (V, ^~,gτ)
est la meme que celle de (F, ̂ , gτ), a savoir Rk. De meme, le faisceau
transverse central ^ ( F , ̂ ) est la preimage par p de ^ ( F , ^ " ) , done
il est constant, d'oύ il resulte que (F, ̂ ~,gτ) est isometrique.

1.4. Definition du groupe G. (F, J?~, gτ) est dit regulier si W — Wk,
c.a.d. si toutes les adherences de feuilles sont regulieres; le flot est dit
completement regulier si en outre ces adherences sont sans holonomie,
c.a.d. si W = Wl

Supposons un instant le flot completement regulier. Alors Γalgebre
de Lie ~2^(F, ^~) des champs feuilletes est transitive sur F [10]. La
fibration π: V —>W admet pour groupe structural le groupe des automor-
phismes de la fibre-type (Tk+1, ^ ) . Ce groupe Aut(Tk+\ ^βQ se retracte
par deformation, d'apres [4] [14] sur le groupe Af£(Tk+\ ^l) des transfor-
mations affines du tore qui respectent le flot. Aff(Γfe+1, ^l) est le produit
semi-direct Tk+1><:GV des translations du tore par le groupe Gv des trans-
formations de Tk+1 provenant des automorphismes lineaires de Rk+1 dont
la matrice A appartient a SL(k + 1, Z) et admet v pour vecteur propre
[avec une valeur propre χA > 0]. Remarquons en passant que A—>xA

definit un isomorphisme de Gv sur un groupe multiplicatif de nombres
reels positifs, d'ou il resulte que tout sous-groupe de Gv non reduit a
Γelement neutre est infini.

Le groupe structural de la fibration π:V-^W peut etre reduit a
Aff(rfc+1, ^ ) = Tk+γ^GΌ, ce qui permet de definir un fibre principal associe
V{W, ft, A&(Tk+\JK))y ou "fibre des reperes" du precedent. On voit que
F s'identifie a V/Gv, et que V est done un revetement, eventuellement
non connexe, de V. Soit V une composante connexe de ce revetement,
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p: V^Ύ sa projection sur F. Par construction, Fest un G-fibre principal
de base W, oύ G est un sous-groupe de Tk+1 x Gυ contenant Tk+1. On aura
Q= Tk+1χGv, oύ Gv est un sous-groupe de Gv. Le flot (F, ^ gτ) est
isometrique si, et seulement si, G = Tk+1, c.a.d. Gυ = {e}.

p: F —> V est un revetement galoisien de groupe structural Gυ. Soient
^ et gτ les preimages respectives de ^~ et gτ par p. Le flot Jr est
Γorbite du champ fundamental du G-fibre principal V associe a Γelement
v de Γalgebre de Lie Rk+1 de G. D'oύ il resulte que (V, ^ 7 gτ) est iso-
metrique. Si Γon observe de plus que les elements de Gυ sont entierement
determines par leur action sur le parallelisme transverse de (Tk+1, ^l), on
en deduit facilement que (F, J^,gτ) s'ίdentifie a un revetement central
de (F, _^7#Γ) au sens defini en 1.3, ce qui justifie les notations.

Revenons maintenant an cas general. La strate Σ\ est un ouvert
dense de F, appele ouvert completement regulier, et £f( F, _^O est transi-
tive sur cet ouvert [10]. Appliquant les resultats precedents a (Σl, ^ 7 gτ)>
on pourra definir le groupe structural G, et un G-fibre principal connexe
Σl de base Wl, de maniere que Σ\ = Σ\\GV et que (Σl, ^ gτ) s'identifie a
un revetement central de (Σl, J?~, gτ).

II. Flots riemanniens en dimension 4. Desormais nous supposons
n = 4. Comme ^ est de codimension 3, Γespace des feuilles W a toujours
la structure d'une variete de Satake—avec ou sans bord—la projection
π:V->W etant un morphisme de varίetes de Satake avec pliage autour
de la reunion des adherences singulieres [9]. En fait, nous expliciterons
dans chaque cas cette situation.

Faisons une remarque preliminaire: par passage eventuel a un revete-
ment a deux feuillets de F, on peut toujours se ramener au cas oύ W
est orίentee.

11.1. Cas oύ k = 0. Les feuilles sont compactes et a holonomie finie,
et sont done les orbites d'une action localement libre de S1 [3]. L'espace
des feuilles W est une 3-variete de Satake orientee compacte connexe.
Les points singuliers de W, qui correspondent aux feuilles ayant de
Γholonomie, ne sont pas en general isoles. Bien entendu, un tel flot est
isometrique.

On peut construire par suspension des exemples de cette situation:
soit p la rotation d'angle a rationnel de la sphere unite S3 de JR4 autour
du sous-espace R2. Par suspension de cette rotation, on obtient un flot
riemannien pour lequel W=S3/p. Les points singuliers de IF correspondent
au cercle des points de S3 invariants par p.

11.2. Cas oύ k = 3. Les feuilles sont denses et (F, ^~) est le tore
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Γ4 muni (Tun flot lineaire dense ^ . La encore, le flot est ίsometrique.

II.3. Cas oύ k = 2. Nous allons traiter separement le cas regulier
et le cas non regulier.

Cas regulier. L'espace des adherences des feuilles est une variete de
Satake W compacte connexe et orientee. C'est done S1, et il n'y a pas
de point singulier. Ainsi le flot est completement regulier; la projection
π: V —• S1 est une fibration localement triviale dont le groupe structural
se reduit, d'apres 1.4, a un sous-groupe G= T*χGυ de transformations
afRnes de la fibre-type (T3, ^ ) .

On a vu que le revetement central (V, J^,gT) du flot pouvait etre
regarde comme un G-fibre principal de base S1. En relevant dans V le
lacet fundamental de S1, on aboutit, a homotopie pres, a un element de
Gv. Soit A e SL(β, Z) la matrice correspondante, qui admet v pour vecteur
propre. Si <pA est la transformation de Ts definie par A, V est le quotient
de [ 0 , l ] x P par la relation (0,^)^(1,^(3?)), ^ etant le flot obtenu a
partir du flot vertical ^rv sur les fibres de [0, 1] x Γ3 -> [0, 1].

he flot est ίsometrique si, et seulement si, A est la matrice identite.

Cas non regulier. L'espace des adherences des feuilles peut etre
decrit localement [a Γaide d'une variete riemannienne transverse (S, gs)]
comme Γespace des orbites d'une algebre de Lie abelienne de dimension 2
de champs de Killing sur une 3-variete riemannienne, ces orbites etant
toutes fermees. On voit ainsi que les adherences singulieres sont isolees
et que W est defini, au voisinage de Γune de ces adherences, par "pliage"
autour de cette adherence. Ceci a ete decrit en detail dans [9]. II en
resulte que, sur W, Γadherence singuliere definit un "bout". Comme W
est compacte et orientee, il y a exactement deux bouts et W = [0, 1], les
adherences singulieres etant π~\0) et π~\l).

LEMMA 1. Si k = 2 et si le flot riemannien {V,^gτ) n'est pas
regulier, il est isometrique.

DEMONSTRATION. Soit (V, J^gτ) le revetement central. On a vu
que la dimension de Γadherence d'une feuille de Jr~ est la meme que
celle de Γadherence de la feuille projetee, au moins dans le cas des
adherences regulieres. Ceci etant, par le meme argument qui vient d'etre
utilise pour (V, _^~), on voit que Γespace W des adherences des feuilles
de ^ a pour "bouts" les adherences singulieres; par connexite, il y a
deux bouts au plus. En fait, il y en a au moins deux, c.a.d. autant que
d'adherences singulieres pour (V, ^"). Done, la encore, W = [0, 1]. Mais
alors, au-dessus de chaque adherence singuliere de (V, J^~) il y a une
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seule adherence de (F, ^). Ceci montre que le groupe structural Gυ du
revetement V-+V est fini. Or on a vu que, si Gυ n'est pas reduit a
Γelement neutre, il est infini. Done V-^V est un diffeomorphisme et le
flot est isometrique. Π

Compte tenu de ce lemme, le flot (F, ̂ Π peut etre deer it a partir
d'une action de T3 sur V dont Γespace des orbites est W = [0, 1], les
orbites etant regulieres sauf π~~\0) et π~\l) qui sont de dimension 2. Le
flot sera obtenu comme le feuilletage par les orbites d'un sous-groupe a
un parametre H dense de T3. L'action consideree de T3 sera effective:
e'est Faction d'un groupe global d'isometries.

La fibration principale π: 7Γ"1(]0, 1[) —> ]0, 1[ est triviale. Par suite,
π~\[0, 1/2]) et π~ι(\\l2, 1]) sont des voisinages tubulaires respectivement de
π~\0) et π~\l) pour la metrique invariante par T3 que Γon aura choisie.
II suffira done de deer ire Γ action de T3 sur ces voisinages tubulaires et de
recoller entre eux les modeles ainsi obtenus. On notera toujours (Γ3, ^l)
le flot induit sur une adherence reguliere ["adherence-type"], c.a.d. que
le sous-groupe H est la projection sur Γ3 du sous-groupe Rv de R3.

Soient (01, θ2, θs) les coordonnees angulaires de Γ3.
En un point d'une orbite singuliere, Γisotropie est un sous-groupe

compact I de Tz dont la composante connexe de Γelement neutre est un
cercle Jo. On peut tou jours considerer Γ3 comme le produit Kxlo, oύ K
est un tore de dimension 2. Si I n'etait pas connexe, If]K ne serait
pas reduit a Γelement neutre et on pourrait facilement trouver des
elements de Γ3 operant de maniere triviale sur un voisinage de Γorbite;
or ceci est impossible, Γaction etant effective, d'oύ / = Io. On en deduit
qu'un voisinage tubulaire de Γorbite singuliere consideree s'identifie au
produit KxD(0, 1) de K par la boule unite fermee de R1, parametre par
(θ', p, a'), oύ θ' = (0'\ θn) parametre K, pe [0, 1] et a! parametre 7, Γaction
de T3 = Kxl etant definie de maniere evidente. Si v avait pour coor-
donnees v1, v2, v3, dans les nouvelles coordonnees angulaires (01', 0'2, a!) du
tore, le sous-groupe H sera defini par

H= {(xvn,xv'\Xv'3)\xeR}

oύ vH = Σ 5 « i ^ y , la matrice A = (A} ) appartenant a SL(3, Z).
La feuille du flot passant par un point (0j, pQ, aQ) du voisinage tubu-

laire sera done
{(ΘΌ1 + xv'\ ΘΌ2 + Xv'\ pQ, aΌ + Xv'3)\xeR} .

On recollera deux des modeles ainsi obtenus a Vaide d7un isomorphisme
entre les bords compatible avec Vaction de T3, done isotope a Videntite
dans les anciennes coordonnees.
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II.4. Cas oύ k = 1. C'est le cas difficile. L'espace des adherences
des feuilles peut alors etre decrit localement [a Γaide d'une variete rie-
mannienne transverse (S, gs)] comme Γespace des orbites d'un champ de
Killing sur une 3-variete riemannienne, ces orbites etant fermees. Par
suite, W a la structure d'une surface de Satake avec bord compacte et
connexe [que de plus, comme on Γa vu, on peut supposer orientee]. Les
points du bord correspondent aux feuilles compactes, la projection π: V -*
W realisant un pliage autour de la reunion Σo des feuilles compactes [9].

^ o

Les points singuliers wlf , w8 dans Γ interieur TFde W correspondent aux
adherences regulieres qui ont de Γholonomie. Pour j = 1, , s, un voisinage
de Wj dans W s'identifie au quotient de R2 par une rotation autour de
Γorigine d'angle 2π/%. L'entier nό ^ 2 sera dit nombre de rotation du
point singulier ws.

o

La strate Wί = W — {wlf •••, w8) a pour preimage par π Γouvert
completement regulier Σ\. La projection π: Σ\ —> Wi est une fibration
localement triviale dont la fibre-type (T2, j^) sera dite adherence-type
du feuilletage. Le groupe Aff(Γ2, ^rv) = T2*GV est reduit a T2 si la pente
de veR2 n'est pas algebrique d'ordre deux [14]. Comme on Γa vu en
1.4, le groupe structural de la fibration π: Σ\ —> Wi se reduit a un sous-
groupe G= T2χGv de Aff(Γ2,

Construction du feuilletage au-dessus de (W, dW'). On commencera
par eliminer les feuilles compactes et les adherences regulieres ayant de
Γholonomie de la maniere suivante: si on note dW19 , dWr les composantes
connexes du bord de W, on considere pour i = 1, •• , r , un voisinage
tubulaire ouvert Tl de dWi. De meme, pour j = 1, ••-,§, on considere
un petit disque ouvert ^ centre en w3- [modulo la rotation d'angle 2π/nί].
On choisit les ψ\ et les ^ assez petits pour etre disjoints deux a deux,
et on pose W' — W— U5=1 Ύl— UJ-i ̂ >. On reconstruct alors le feuilletage

sur la variete a bord V = π~~\W') (voir Figure).

FIGURE

D'apres 1.4, (F', ̂ ~) peut etre obtenu a partir d'un G-fibre principal
connexe V de base W\ muni du flot j^ff engendre par le champ fonda-
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mental associe au vecteur v de Γalgebre de Lie R2 de G. Ceci etant,
Faction de G sur (Γ2, .JQ definit un fibre associe de base W et de fibre-
type (Γ2, _^Q qui s'identifie a (V, ^"). Si Γon veut, on peut regarder
(V, ^~) comme le quotient de (V'f ^) par Γaction a droite de Gυ.

Le point important est que le G-fibre principal connexe V' qui nous
a servi a faire cette construction n'est pas quelconque, comme il resulte
du lemme suivant:

LEMMA 2. En restriction a π~\^/^) et π~\ 3Q, pour i = 1, , r, et
j = 1, ••, s, le flot ^~ est isometrique. Par suite, le G-fibre principal
Vr est trivialisable au-dessus du bord de W.

DEMONSTRATION. Montrons que ^~ est isometrique sur π~\^ά) pour
j = 1, * ,s. On remarque que π~\^3) est un voisinage tubulaire de
ft^iWj)* qui a une holonomie de cardinal nά dans le feuilletage par les
adherences. Par passage a un revetement (τr~1(^j))Λ a % feuillets, on se
remene a un flot j ^ ~ completement regulier, dont Γespace des adherences
des feuilles est un disque, done contractile.

D'apres 1.4, jφ~ est isometrique. Par suite, le revetement central
de (π'X^j), J^) a un nombre fini de feuillets. Or on a note en 1.4 que
si le groupe Gv n'est pas reduit a Γ element neutre, il est infini [dans
le cas present, e'est le groupe structural du revetement central]. Done
( T Γ " ^ ^ ) , ^ " ) est isometrique.

Montrons que J?" est isometrique sur π~x( Tl) pour i = 1, , r. W
est munie d'une distance riemannienne, obtenue par passage au quotient
a partir de la metrique transverse gτ. A Γaide de la distance a dWi et
de Γorientation de Wf on peut identifier y\ a Sxx[0, 1] parametre par
(θ, p). Verifions alors que le champ d/dθ peut etre releve sur (π~\ Tϊ), ^)
en un champ feuillete X [si Γon veut, c7est en fait un cas particulier de
la propriete de transitivite des champs de vecteurs sur W rappelee en
1.2].

Les projetes des champs feuilletes forment un module <^{W) sur
Γanneau A°(W) des functions sur W definies par projection des fonctions
basiques de (V, ^~) [integrates premieres du flot]. II suffit alors de verifier
(i) que A°(W) contient, en dehors des points singuliers wlf *"9waf des
partitions de Γunite; (ii) que Γon peut relever en un champ feuillete un
champ collineaire a d/dθ, de meme sens, et a support arbitrairement petit.
Ces deux points se deduisent immediatement du fait que W est localement
le quotient d'une variete riemannienne transverse (S, gs) par pliage autour
de la courbe formee par les traces des feuilles compactes.

Notons Γ, = {0}x[0, l ] c Tt et
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En integrant le champ f euillete X, on definit un automorphisme φ de
&~). On peut alors, en composant π avec la projection Sxx [0, 1]—>S\

regarder {π~\ 3*7), ^) comme fibre sur S1 avec pour fibre-type (^7, ̂ ~ ) ,
le groupe structural de la fibration etant engendre par φ. Remarquons
encore que, par construction, φ respecte chaque adherence de feuille de

Sur ^7, qui est fibre en disques sur S\ le flot ^ est isometrique:
si Γon parametre S\ = S'xZXO, 1) par (α, ̂ , /3), le flot est defini par les
orbites du groupe a un parametre d'isometries (<pt) defini par φt(a, p, β) =
(α + t, p, β + Xt) oύ λ est irrationnel.

Montrer que (π~\ Tl), J^~) est isometrique, c'est montrer que son
faisceau transverse central admet une trivialisation globale. II revient
an merne de montrer que φ respecte une section globale de
Une telle section est definie par le champ transverse d/dβ. Au besoin en
composant φ avec une rotation (a, p, β) h-> (a + α0, p, β), ce qui ne change
pas Γimage par φ* de 3/3/3, on peut supposer que ^(0, 0, 0) = (0, 0, 0). Si,
au voisinage de ce point fixe, on projette φ sur la variete transverse
{0}xΰ(0, p0), oύ p0 est assez petit pour que Γapplication projetee φ soit
un diffeomorphisme, cette application projetee est de la forme φ(p, β) =
(p, <p(p, β)). Le fait que φ opere sur le faisceau transverse central en-
traϊne φ*(d/dβ) = μdjdβ, d'oύ φ(p, β) = μβ + g(p).

Le fait que φ: D(0, p0) —* D(0, p0) soit un diffeomorphisme implique
μ = ± 1 . En fait, comme φ respecte Γorientation du flot et aussi celle
de Γespace des adherences des feuilles, on aura μ = +1, d'ou φ*(d/dβ) =
d/dβ, ce qu'il fallait demontrer.

Le fait que Vr soit trivialisable au-dessus de dW resulte des points
precedents. En eίfet, le flot induit par j ^ ~ sur dV — π^idW) est iso-
metrique. Done son revetement central est trivial d'apres 1.3, d'ou le
resultat. •

II nous reste maintenant a reconstituer (V, ^~) en recollant sur les
composantes connexes de dV des flots isometriques.

Pour cela on doit considerer deux cas differents: nous noterons
dWl, '"ydWr les composantes connexes de dW qui proviennent par re-
traction respectivement de dWlf , dWr; et nous noterons 8W[, , 8W8

les composantes connexes de 3 Wf provenant des "trous" respectivement
autour de wlf , w8.

On observera que π~\dWl), comme π~\δWj), est diffeomorphe au tore
T3, la fibration sur le bord correspondant de W etant la premiere pro-
jection T = S1 x T2 -> S\ et le flot J*r etant defini par Faction sur le
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second f acteur du sous-groupe H de T2 determine par v e R2.
(a) Pour j = 1, , s, (π~\^3), _^Π est un voisinage tubulaire d'une

orbite reguliere de T2 dont Γholonomie a pour cardinal nά. Un tel
voisinage peut etre obtenu de la faςon suivante:

Sur T2xD(0, 1), parametre par (θ, p, a), oύ θ = (θ\ θ2), on definit la
relation d'equivalence

(θ, p, a) ~ (θ + 7™, <o, α + 2πm/Uj) , meZ,

oύ 75 est le generateur cΓww sous-groupe cyclique Γά de T2 de cardinal

Soit MΓj la variete a bord quotient. L'action de T2 sur T2xD(0, 1)
passe au quotient en une action naturelle de T2 sur MΓ.. On considere
le flot ^"r1. defini sur MΓ. par Faction du sous-groupe H. L'espace des
adherences des feuilles de ce flot isometrique s'identifie a ^ , et le flot
induit sur le bord est isomorphe a celui induit par ^~ sur π~\δWj).

On pourra done recoller (MΓj, ^}ξ ) βt (F, ^") par Γidentification de
{dMΓp jrΓ*) avec {π~\bW^ ^r).

(b) Pour i = 1, , r, (π~\ Tl), ̂ ~) peut etre obtenu a Γaide de Γetude
faite dans la demonstration du lemme 2, dont nous reprenons les notations.
Sachant que ce flot est isometrique, on le reconstitue de la maniere
suivante:Soit ^ = S^xDtΌ, 1), parametre par (a, p, β), et muni de Faction
naturelle de T2 definie par

{θ\ Θ2) ( a , p , β ) = ( a + θ\ p , β + θ2) .

On considere un automorphisme φ de ^~ commutant avec Faction de T2

et respectant p, et un fibre M' —> S1 de fibre-type ^ 7 dont le groupe
structural est engendre par φ. L'action de T2 sur la fibre-type definit
une action de T2 sur M' verticale pour la fibration. Les orbites du sous-
groupe H de T2 definiront sur ce fibre un flot vertical ^~H.

En fait, comme φ respecte p et commute avec T2, on doit avoir

φ(a, p , β) = (a + f(ρ), ρ,β + g(p)) .

L'ensemble des automorphismes ay ant cette forme est connexe par arcs.
On peut done se limiter au modele trivial correspondant a φ = id, c.a.d.
que Mr — S1 x ^ 7 le flot j ^ ~ H etant defini par Faction de H sur le second
facteur.

II.5. Recapitulation des modeles non isometriques. Pour k = 1, il
est clair que si (V, J?~) est isometrique il en est de meme de (Σ\, ̂ ~) et
par suite le groupe Gυ est reduit a F element neutre. La reciproque
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necessite υne demonstration.

LEMMA 3. Si k = 1 et si GυczAfί(T2^l) est reduit a Velement neutre,
alors le flot (V, _^~) est isometrique.

DEMONSTRATION. Soit (V, _^7 gτ) le revetement central de (V, ^ 7 gτ).
Si W est Γespace des adherences des feuilles de ce revetement, on a un
diagramme commutatif de projections

V > W

4
V > W

Le lemme 2 entraϊne que pw est un revetement trivialisable au-dessus de
o

W— W. Le fait que Gυ soit reduit a Γelement neutre signifie que pw est un
revetement trivialisable au-dessus de W'm Comme tout chemin de W—W'
se deforme en un chemin de dW, il en resulte que pw est un revetement
globalement trivialisable. Comme W est connexe, pw est bijectif et il en
est de meme de p, d'ou le resultat. •

Compte tenu de ce resultat, les seuls modeles de flots riemanniens
non isometriques en dimension 4 [eventuellement apres passage a un
revetement d'ordre 2 de la variete] sur une variete compacte connexe
orientee sont les suivants:

Pour k = 2, on se donne Γadherence-type (Γ3, ,JQ, v etant choisi dans
Rs de faςon qu'il existe A e SL(S, Z) diίferente de Γidentite, admettant
v pour vecteur propre. Si φA est Γautomorphisme aίRne de (Γ3, jrv)
defini par A, V est le quotient de RxT3 par la relation

(«, » ) - ( « + 1, ΨA(V))

C'est un fibre de base S1 et fibre-type (Γ3, ^~v); ,βr est alors le flot
vertical sur les fibres.

Pour k — 1, on se donne
( i ) une adherence-type (Γ2, ^ ), ou la pente de v e R2 est algebrique

d'ordre 2,
(ii) un sous-groupe G = T2^GV non connexe de Aίf(Γ2, ^"v),
(iii) une surface orientee a bord (W, d W) dont les composantes

connexes du bord seront separees en deux families {dW[, •• ,3PFr

/} et

}
(iv) un G-fibre principal connexe V' de base W, trivialisable au-

dessus du bord dW,
(v) pour j = 1, , s, un sous-groupe fini cyclique Γά de Γ2.
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Ceci etant, on considere sur V' le flot ^' engendre par le champ
fundamental associe a Γ element v de Γalgebre de Lie R2 de G. Par
passage au quotient sur V — V'/Gv, on obtient un flot ^~ riemannien
au-dessus de dW. Si π: V -> W est la projection, on recolle pour j =
1, , s, le modele (MΓj, ^ϊ*) a (V, ^) par identification de son bord
avec (π~XδW;), J ^ ) , et pour i = 1, , r, le modele (ΛΓ, ^H) a (F', ^ r )
par identification de son bord avec (π~\dWl), ^ Π

On voit qu'on obtient ainsi une grande variete de modeles-reguliers
ou non.
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