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0. Einleitung. Es sei ¥ eine Kongruenzgruppe g¢-ter Stufe zur el-
liptischen Modulgruppe. Fir N = (g db> € SL(2, R) und z = x + 1y aus der
oberen Halbebene B(1) werde

NGy =82+0 o iy Nlg) = ez + d
cz+d
gesetzt. Dabei sind z, ¥ der Real- und Imaginarteil von z und «y, ¥y das
Entsprechende von N(z).
Mit einer weiteren Variablen w =« + iwe B(1) und k, g€ Z; s, s,€C
bilden wir die Poincaré’sche Reihe

K, k, 9, w, 2, 5, 8,) =1§w(~w + NC2))H(N{zh) ™| —w + N<zp[ ™" Nfz}| ™,

welche fiir Res, > 1 — k, Res, > 2 — g absolut konvergiert. In der vor-
liegenden Arbeit werden wir zeigen, daB sich diese Reihe als Funktion von
(8, 8,) meromorph auf C? fortsetzen 1aBt, und wir werden auch Aussagen
machen, wo Singularitaten liegen konnen.

Diese Reihe ist von besonderem Interesse, weil K(, g, 9, w, 2, 0, 0)
fiir ¢ = 3 bis auf eine Konstante der Kern der Integralgleichung der
Spitzenformen vom Gewicht g ist. Wir werden zeigen, daB dieses auch
noch fiir g = 2 richtig bleibt. Fiir ¢ = 1 beweisen wir, daB K, 1, 1,
w, 2,8 8) bei s=0 einen Pol erster Ordnung besitzt, und daB der Kern
der Integralgleichung der Spitzenformen vom Gewicht 1 bis auf eine
Konstante durch Res,_, K7, 1, 1, w, 2, s, s) gegeben wird.

Zum Beweis betrachten wir den Differentialoperator

2 2

A, = yz(—g‘% + —(%;—) — igy2,
welcher in einem passenden Hilbertraum wesentlich selbstadjungiert ist
und sich zu einem selbstadjungierten Operator A, fortsetzen 1aBt. Der
Resolventenkern von —A, ist eine Poincaré’sche Reihe G(7, g, w, 2, s),
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welche bei w = 2z eine logarithmische Singularitiat besitzt. In der Literatur
ist die meromorphe Fortsetzbarkeit von G(¥, g, w, z, s) auf alle s € C bereits
untersucht.

(vy)""?Res G, g, w, 2, s)
8=0

ist bis auf eine Konstante der Kern der Integralgleichung der Spitzen-
formen vom Gewicht g, sofern man g = 2 voraussetzt. Fiir g =1 ist die
Polordnung um eins hoher, das heiBt, der Kern der Integralgleichung der
Spitzenformen wird bis auf eine Konstante durch

(vy)™2 lsigl (8’GT, 1, w, 2, )

gegeben. Wir werden eine Beziehung zwischen K(¥, g, g, w, 2, s, s) und
G, g, w, 2, s) herleiten, welche unter anderem auch die gewilinschten
Aussagen iliber den Kern der Integralgleichung der Spitzenformen liefert.

Neben K, k, g, w, 2, s,, s,) und G(¥, g, w, 2z, s) miissen wir auch die
Eisenstein’schen Reihen zu ¥ untersuchen, weil diese das kontinuierliche
Spektrum von —A, beschreiben. Die nullten Fourierkoeffizienten der
Eisensteinreihen werden mit den Dirichlet’schen L-Reihen in Verbindung
gebracht.

Dadurch konnen wir zeigen, daB die Eisensteinreihen in einem gewissen
Bereich keine Pole besitzen.

SchlieBlich werden wir gewisse Poincaré’sche Reihen noch mit Hilfe
der Kloosterman’schen Summen untersuchen. Auf diese Weise finden wir
einen neuen Beweis fiir die bereits bekannte Tatsache, daB der kleinste
exzeptionelle Eigenwert von —K, nicht unterhalb 3/16 liegt.

1. Grundbegriffe. Es sei 3(1) = {z =z + i1y|y > 0} die in C gelegene

obere Halbebene. Fiir N = (g’ 3) e SL(2, R) setze man

(1) N<z>=az+b=xN+in, N{z} =cz+d,
cz +d
wobei zy, ¥y Real- und Imaginarteil von N{z) bezeichnen. Ferner sei
N . — N{Z} g . pigargNiz} (N{z})“z .
2 ’ - = """ = T xt(=~g2 ?
2 e ) = (i) = (V)

dabei ist g€ Z. Durch die Zuordnung z— N{(z) wird 8(1) bijektiv auf
sich abgebildet. Mit w, z € B(1) setze man

(3) l":_—z_.l — tanhir(w, 2) .
w—7z 2

Die nicht-negative Zahl r(w, z) heiBt der “nicht-euklidische Abstand” von
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w und z. Es gilt

N<w>-N<z> — A=1(0. w— 2z
(4) Nows — Nzo * 2 2)-——— (NeSL@ R).
Aus (3), (4) folgt
(5) r(w, 2) = 7z, w) = r(Nw), N<z)) (NeSLE2, R));

insbesondere ist also r(w, z) eine Punktpaarinvariante im Sinne von Selberg
[43], [44]. Zu der Metrik »(w, z) gehort das unter SL(2, R) invariante
Volumenelement

(6) do, = LW
Y
Fir eine Funktion f(z) und N e SL(2, R) werde
(7) fv(2) = (fIIN, 9])(z) = j¥'(9; 2)f (N{z))

gesetzt. Bei der Bezeichnung f,(z) ersieht man das Gewicht g aus dem
Zusammenhang. Wir haben aber auch Funktionen f(w, z) mit w, z€ 3(1) zu
betrachten. Durch die Bezeichnung f,, v, deuten wir an, daB die Trans-
formation (7) beziiglich der Variablen w mit M und beziiglich z mit N
auszufiihren ist.

Man setze
_aof O 9* .9
(8) Aa_y<'ﬁ‘ a—?f)—zgy%.
Dann gilt
(9) A, = E-—a ’
(10) ANIIN, 9] = AfIIN, g) (NeSL(2, R)).

Es seien ¢ € N und M(q) = {N eSL@, Z), N=I= ((1) (1)>mod q} die “Haupt-

kongruenzgruppe g-ter Stufe” zur elliptischen Modulgruppe M(1)=SL(2, Z).
Eine “Kongruenzgruppe g-ter Stufe” ¥ wird durch M(q)c? cSL(2, R) und
[¥: M(q)] < oo erklart. Eine “Kongruenzgruppe” ist eine Kongruenzgruppe
g-ter Stufe zu passendem gq.

DEFINITION 1. Fiir g € Z und eine diskrete Untergruppe ¢ CSL(2, R)
sei AP, g) die Menge aller Funktionen f:3(1) — C mit

(11) fIIN, gl =f (Ne®).

Fir ¢=0,1, 2, --., = bezeichne %'(®, g) die Menge der f(z)<c AP, g) mit
stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ nach x und . SchlieBlich
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sei AP, g9)CA°(D, g) die Menge der Funktionen, die beziiglich x und y
reell analytisch sind. Weiter werde B(q, 9)=AM(q), 9); B(q, 9) =A(M(q), 9),
(=0,1, -+, o, a) gesetzt.

Man kann sich eine Funktion aus %A(®, g) wie folgt verschaffen. Es
sei @, eine Untergruppe von @ (dabei kann &, = {I} sein). Fiir h e AP, 9)
bilde man die Poincaré’sche Reihe

(12) @ 9= 5 (N, )@ = 5 hyz),

wobei Uber alle rechtsseitigen Nebenklassen von @ beziiglich @, zu sum-
mieren ist. Falls die Reihe (12) absolut konvergiert, stellt sie eine Funk-

tion aus A(P, g) dar. Es sei ¢* eine Zwischengruppe: @®,CP*C@. Aus
(12) folgt dann

(13) £0,2)=_3 (F@OMIIN, @) = 3 fu(@*% 7).

In dieser Arbeit wollen wir die analytische Fortsetzung Poincaré’scher
Reihen zu einer Kongruenzgruppe ¥ untersuchen. Es sei ¥OM(g). Mit
=V, 0* =M(q) ist die Summe (13) endlich. Daher geniigt es, die
analytische Fortsetzbarkeit fiir Hauptkongruenzgruppen M(q) (g€ N) zu
untersuchen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir noch

(14) q=3

voraussetzen. Dann hat M(q) keine elliptischen Fixpunkte, und es gilt
—I¢M(q). Ist $(g) ein Fundamentalbereich von M(q), so kann man jede
Spitze desselben durch eine Transformation aus M(1l) nach < bringen.
Daher ist es im folgenden wichtig, zu einer Funktion f(z) auch die
Funktionen fi(2) (ReM()) zu betrachten. Es seien & = oo, &, -+, &,

die beziiglich M(q) indquivalenten Spitzen von $F%(g). Aus Christian [5],
S. 59, (17) folgt

(15) p(q) = -é—q? IA-p) @29).

Das Produkt ist iiber alle in ¢ steckenden Primzahlen p* zu erstrecken.
Wir wahlen Matrizen R, = I, R,, -+, R, € M(1) mit

(16) R:<Ez> = 00, (‘ = 1, ] p(q» .
Man setze
(17) Ru = 'R!R:l = (a“‘ B") (‘y K = 1’ tt p(q)) .

SchlieBlich sei M. (¢) die durch N = ((1) q1a> (a € Z) gegebene Untergruppe
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von M(q).

HiLFssATZ 1. Es gilt
(18) M(q)R,.NM.(1) = RM(¢q)R;*NM.(1) # @
genau dann, wenn ¢ = K ist.

BEWEIS. Da M(q) Normalteiler von M(1) ist, gilt M(q)R,. = RM(q)R:".
Der Rest folgt aus Neunhoffer [31], S. 22, Mitte.

DEFINITION 2. Fiir A €C bedeute ?’I:B(q,‘ g, \) die Menge der fe®B*(q, g)
mit folgenden Eigenschaften: Es gilt

19) —A,f =S
Es gibt ein k€ R, so daB gleichmaBg in x gilt
(20) Fa(®) =0y") (y— ) (BReM()).

Die Funktionen aus %(q, g, \) heiBen “automorphe Formen zur Gruppe
M(q), zum Gewicht g und zur Kennzahl \”.

Nun ist M(q) Normalteiler von M(1). Aus (10) ersieht man daher,
daB mit f auch fp (ReM(l)) in B(q, 9) bzw.B(q,9) ¢=0,1, --+, o0, @)
bzw. ?%(q, g, \) liegt. Ist in der Poincaré’schen Reihe (12) die Gleichung
—A,h = \h erfiillt, so gilt auch —A,f(9, 2) = A f(9, 2).

ANMERKUNG 1. Da der Operator —A, elliptisch ist und reell analy-
tische Koeffizienten hat, ist bereits jede zweimal stetig differenzierbare
Losung von (19) reell analytisch in z, y.

Siehe hierzu Roelcke [39], Teil 1, S. 297, Mitte.
Mit s e C setze man noch

_g+s({y g-+s
(21) Mo, 9= L8 (1- 242,
(22) B(g, 9, s) = B(g, 9, Mg, 9)) -

Diese Ausdriicke sind bei der Substitution s -2 — 2g — s invariant.
HILFSSATZ 2. Es seien ReM() und f€B(q, g, s). Dann besteht die

Fourierentwicklung

(23) fa(2) = A(R, 2) + B(R, 2)

mit

b R (g+s8)/2 _I_ CO R 1—(g+8)/2 S # 1 — g
(24) AR, 7) = W(R)y (122/ ( )}

bR + c(Ry*logy  (3=1—g)
(25) BB, 2)= 3 bR Wonsunioss-u Tlihy)eoee

n=-—

n#0
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Die W...(-+-) sind Whittaker’sche Funktionen. Man siehe z. B. Whit-
taker- Watson [57], S. 339, 16.12. Die Absolutreihe von (25) hangt von «
nicht ab und strebt fiir y— o exponentiell gegen 0.

Beweis. Die Fourierentwicklung (23), (24), (25) folgt aus Roelcke
[39], Teil I, Seite 301 und 302, Lemma 2.1. Aus Whittaker-Watson [57],
S. 343.16.31 oder Roelcke [39], Teil I, (2.14) erhalt man die asymptotische
Aussage

(26) W, 1(2) ~2Pe " (]z] oo, _% <argz <377r) ,

Daraus folgt der Rest von Hilfssatz 2.

DerFINITION 3. Fiir eine diskontinuierliche Gruppe @ sei B(®, g) die
Menge der meBbaren Funktionen f e A(®, g) mit

@0 171 = |, 1@de, < o .

Dabei ist F(®) ein Fundamentalbereich von @. Fiihrt man noch das skalare
Produkt

(28) =, Foredo,

ein, so wird L(®, g) zum Hilbertraum. Man setze $(q, 9) = B(M(q), 9),

8@, 9, M) =9, 9)NB(g, 9, V), 9(a, 9, 8)=D(q, 9)NB(g, g, 5). Letateres ist
wieder unter der Substitution s —2 — 29 — s invariant.

In $(q, 9) betrachten wir —A, auf folgenden Definitionsbereichen:
(29) D(q, 9) = {f; €D 9)NB(q, 9); —A,f €9(q, 9)},
B80) D(q, q) = {f; f€B(q, 9); f hat mod M(q) kompakten Trager} .

Die Einschrankungen von —A, auf ®%q, 9) bzw. D~(¢q, 9) mogen mit —A}
bzw. —Ay bezeichnet werden. Man siehe hierzu Roelcke [39], Teil I, S.
303. Offenbar ist ©~(q, g)CD(q, 9).

HILFSSATZ 8. FEs sei ge N. Genau dann ist f(z) € H(q, g, 0), wenn
F(z) = y**f(z) eine klassische (holomorphe) Spitzemform zu M(q) vom
Gewicht g ist.

BewEls. Ist F(z) eine klassische Spitzenform, so gilt f(2) € (q, g, 0).
Nun sei f(z) € §(q, g, 0). Dann ist also —A,f(g) = g/2(1 — g/2)f(z). Vermoge
Roelcke [39], Teil I, Seite 319, Satz 5.2, ist F(z) =y *2f(z) eine klassische
Modulform zu M(q) vom Gewicht g. Wegen der Konvergenz des Integrals
(27) und ge N muB F(z) eine klassische Spitzenform sein. Hilfssatz 3
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ist bewiesen.

SATZ 1. Die Bereiche D%q, g) und D=(q, g) liegen in D(q, g) dicht.
—AL und —AY sind in D(q, 9) wesentlich selbstadjungiert und haben
dieselbe selbstadjungierte Fortsetzung —A, mit dem Definitionsbereich
Dg, 9). Es gilt Dq, g) = Dq, 9)NBXq, g). Der Operator —A, hat ein
kontinuierliches Spektrum und ein Punktspektrum. Die Eigenfunktionen
und Eigenpakete von —A, sind mit denjenigen von — Al identisch. Das
kontinuierliche Spektrum liegt in der Halbgeraden [1/4, o> C R. In jedem
Punkt dieses Intervalls hat es die Vielfachheit p(q).

Das Punktspektrum liegt in der Halbgeraden [(|9]|/2)(1 — |9]/2), ) CR.
Es ist abzahlbar und hauft sich nur bei «. KEs seien

(31) A_cig, ) = ’l'g—l‘(l - I—g‘l“) < Mcign < 00 < Apgn-t

§0<):_p(q,g)<"'<7\:_1<7\:o:-i‘<)\q<>\cg<"'

die verschiedenen Eigenwerte von —A,. Jedes ), hat endliche Vielfachheit
L. Die Werte n_.q,o, = (191/2)A — [9]/2) und n = 1/4 werden formal immer
als Eigenwerte gezahlt. Es darf aber f_.q,q, =0 und t, =0 sein. Es
gilt

(82) g AT < oo

Die Operatoren —Z, und —A_, haben die gleichen Eigenwerte mit denselben
Vielfachheiten. Ist g, = g, mod 2, so stimmen fiir die Operatoren —Z,l
und —-Z,z die Eigenwerte n, (¢ = —p(q, 9),1 — p(q, 9), +++,0,1,2, --+) und
thre Vielfachheiten [, iiberein. Die Eigenwerte \_pqq), ***y Moy heifen
“exzeptionell”’. Fir g = 1mod2 treten diese nicht auf. Fir ¢ <0 bilde
man die reellen Zahlen

_ 1 - 1 -
(33) 0?_—1"‘9"*‘2\/?—)\-1, o, —1’_g'—2\/‘4—_‘)\:z (‘_'—'T(q’ g)r Ty O) ’

wobet die Wurzeln positiv auszuziehen sind. Es gilt

(34) ot =19l =1 +1—-g>at pn>">af=1—9g
=07 > 0t > Oieqn > 0eqn =1 — g — |lgl = 1]

sowie

(85) of,07¢Z (¢=—p(g, g), +++, —1),

(36) of=0r=0mod2 (= —7(g, 9), -+, —pg9)—1).
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BEWEIS. Der erste Teil des Satzes,, in welchem nicht speziell vom
Punktspektrum die Rede ist, folgt aus Roelcke [39], Teil I, Seite 309,
Satz 3.2; Seite 310, Lemma 3.5; Seite 325, Satz 5.7; Teil II, Seite 319, Satz
12.4. Nach Roelcke [39] Teil I, Seite 323, Satz 5.5 liegt das Punktspektrum
im Intervall [(lg]/2)(1 — |g1/2), o).

Die Aussage, daB es absdhlbar viele Eigenwerte gibt, daB diese sich
nur bei o hdufen, daB sie endliche Vielfachheit besitzen, und daB die
Summe (32) konvergiert, wird fiir ¢ = 0 bei Hejhal [18], Seite 188, Prop-
osition 13.6, (b) bewiesen. Dieser Beweis ibertragt sich auf den Fall
beliebiger g € Z.

Es sei [ eine Eigenfunktion zu —A4,, also —A,l =)l. Wie schon
gesagt, gilt dann — A2l = )\l. Wir gehen zum konjugiert-Komplexen iiber
und beachten (9) und neR. Es folgt —A2,7 =21, dh., —A_T =2l
Also haben —A, und —A_, die gleichen Eigenwerte mit denselben Viel-
fachheiten. Hieraus und aus Roelcke [39], Teil I, Seite 306, Lemma 3.1.
7), folgt, daB die Elgenwerte 7\.4( 0(g, 9) < ¢) und ihre Vielfachheiten g,
flir die Operatoren —-A und A‘,2 tbereinstimmen, sofern g, = g, mod 2
ist. ImFalleg=1 folgt aus (31), daB z(g, 1) =0 ist. Der Operator —A,
besitzt somit keine exzeptionellen Eigenwerte. Nach dem vorher Bewies-
enen gilt das dann fiir alle Operatoren —A, mit g = 1 mod 2.

Es sei ), ein exzeptioneller Eigenwert, also 0 <, < 1/4. Dann ist
0 < 2V1/4 —x, < 1. Hieraus und aus (33) folgt (85). Da —A, and —A_,
dieselben Eigenwerte haben, brauchen wir die Aussage (86) nur fiir g = 0
zu beweisen. Wegen (33) gilt

Nach Roelcke [39], Teil I, Satz 5.4.a) ist dann [, e OUN. Also ¢} =0mod 2.
Hieraus und aus g € Z folgt o7 = 0mod2. Satz 1 ist bewiesen.

HILFSSATZ 4. Es seien qeN; keZ; scC;, Res>1—Fk; ze 8Q1),

(k+8)/2,—nik/2
@87 b.(q, k, ¥, s)=(?ﬂy—> e ——1—7»‘“"”“W,,/z,m.-n/z(“”:y)

F(k+—;—)

(n>0),

Ueta) /2,5 —wik/2
(38) b_.(q, k, v, s)=<_§"_> e 1 n B 21 W—k/z,(k+.—1)/z(4n'ny)

) q

n>0),
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22k x'(k + 8 — 1) yr
i $)rE)

0

“0) 3 2+ anyHe + qnl” = 3 ba, k, , )

(39) b(e, k, y, 8) = €™

Dann gilt

n=-—co

Der Differentialoperator —A, — (k + s)yo/oy annulliert jeden Summanden
der linken und rechten Seite von (40).

BeEwEIs. Siehe Maass [30], chapter IV, §2 und §8, insbesondere Seite
207 unten.

2. [Eisenstein’sche Reihen. Die nicht-analytische Eisenstein’'sche
Reihe zu M(q) vom Gewicht g wird durch

(41)  E(g, 9,28 = > J3agy§r= 3, yv2|[N, g]

N eMoo (9)\M(q) NeMw (9)\M(g)
gegeben.

SATZ 2. Die Eisenstein’sche Reihe (41) konvergiert filr Res > 2 — g
‘absolut und stellt eine holomorphe Funktion von s dar. Diese Funktion
laft sich meromorph auf C fortsetzen. Und zwar gibt es eine ganze,
von z unabhdngige, nicht-identisch verschwindende Funktion 7(q, 9, s),
so daf 7(q, 9, 8)E(q, g9, 2, s) fir alle z€ 3(1) eine ganze Funktion von 8
ist. Es sei s€C, s keine Polstelle von E(q, g, z, 8); dann ist E(q, g, 2, 8) €

B(qg, g, 9). ¢ _

BEWEIS. Die Konvergenzaussage ist bekannt. Der Rest wird fiir
g = 0 bei Hejahl [18], chapter 6, § 11 oder Neunhoffer [31], §5 oder Selberg
[43] bewiesen. Fiir g € Z iibertragen sich diese Beweise wortlich.

DEFINITION 4. Gegeben sei eine Funktion f(Z, s) einer Variablenzeile
Z, die in einem Definitionsgebiet 2 variiert, und die meromorph von der
komplexen Variablen s abhangt. Wir sagen, f(Z, s) hat bei s = s, einen
Pol l-ter Ordnung, wenn f(Z, s) fiir jedes Ze R bei s, einen Pol von
hochstens "I-ter Ordnung besitzt, wenn es aber ein Ze 2 gibt, fir das
die Polordnung gensu ! ist.

- Im Sinne dieser Definition ist es also zu verstehen, wenn wir bei den
im folgenden betrachteten Funktionen von Polen sprechen.
Es sei ReM(1). Aus (7), (41) folgt dann fiir Res >2 — g
(42)  Exg,0,2 8= % jig i = 3y |[NR, g].

N eMoo (9)\M(q) NeMew (@)\M(g)
Wegen (7) und Satz 2 1aBt sich E(q, g, 7z, 8) meromorph auf die s-Ebene
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fortsetzen; die Polstellen und -ordnungen stimmen mit denen von E(q, g, 2, s)
iiberein. Sofern s keine Polstelle ist, gilt Ex(q, g, 2, 8) €B(q, g,s). Entspre-
chend Hilfssatz 2 kann man E(q, g, 2, s) in eine Fourierreihe entwickeln.

HILFSSATZ 5. Der nullte Fourierkoeffizient von Ep (q, 9, 2, 8) (¢, £ =
1, ---, p(q)) hat die Gestalt

(43) Xyt + 9.(q, 9, )Y (k=1 .-+, D(Q) .
Hierbei ist 0¥ =1 und 6% =0 (¢~ k). Fir Res>2— g gilt

(44) 6.(0, g, 5) = ¢ o2 mlg + 8 = U1(g, 0,05, 5
S
mit
s L@ ame= 5 orld” Gr=1--, ).

c+0
(ed) =(7,xd.x) mod ¢
(¢,d)=1
0=sd/c<gq

Dabei sind die V., 0. durch (17) erklart, { ) bezeichmet den groften
gemeinsamen Teiler. Als Funktion von s lassen sich die ¢.(q, 9, s) und
L(q,9,¢ k,8) (¢, k=1, -+, p(q) meromorph auf C fortsetzen.

BEwEIS. Die Formeln (43), (44), (45) folgen aus Maass [30], Seiten
207-215 oder Roelcke [39], Teil, II, Seite 294, Lemma 10.2. Im Falle
g = 0 stehen sie auch bei Neunhoffer [31], Seite 24, (4.17) oder Hejhal
[18], Seite 65, proposition 8.6 sowie Seite 76. Da (43) der nullte Fourier-
koeffizient der Eisensteinreihe ist, gilt

(46)  6.Y“T+9.(q, 9, S)yl“”‘”z:%S:ERu(q, g, z,8)dx (¢, k=1,---,2(q) .

Die rechte Seite ist fiir s € C meromorph, somit sind es auch die ¢.(q, g, s)
und wegen (44) die L{q, g, ¢, k,8) (¢, k =1, - -+, p(q)).
Man bilde die p(q) x p(q) Matrizen

(47) &(q, 9, 2, 8) = (B, (4, 9, 2 8)), 9(q, 9, 8) = (¢.(q, 9, 8)) »

wobei ¢ Zeilen- und £ Spaltenindex ist. Da die Polstellen von E(q, g, 7, 8)
und deren Ordnungen nicht von R abhangen, haben alle Matrixelemente
von @(q, g, 2, 8) an den gleichen Stellen Pole derselben Ordnung. Wir
konnen daher von Polen von @(q, g, 2, s) und deren Ordnungen sprechen.

DEFINITION 5. Eine Polstelle s, von @(q, g, s) ist ein Punkt, in dem

mindestens ein ¢,(q, g, 8) (¢, k =1, - -+, p(q)) einen Pol hat. Die Polordnung
von &(q, g, s) bei s, ist das Maximum der Polordnungen der ¢.(q, g, s) bei
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8 (G e=1, -+, 0(q).
SATZ 3. Es gelten die Gleichungen
(48) (g, 9, 8)0(q, 9,2 — 29 —8) =1,
(49) C(g,9,2,2—29—35)=0(q, 9,2 — 29 — 5)€&(q, 9, 2, 3),

sowie die folgenden Aussagen:

(@) Auf der Geraden Res=1—g sind 9(q, g, s) und &(q, g, 2, s) holomorph.

(B) &(q, g, 2, 8) und 9(q, g, 8) besitzen dieselben Polstellen mit den gleichen
Polordnungen.

(v) Ist s, eine Polstelle von &(q, g, 2, s) und liegt s, in dem reellen In-
tervall (1 — g, 2 — g], so ist der Pol von erster Ordnung und s, ist
auch eine Polstelle erster Ordnung von ¢,(q, g, s).

BEWEIS. Aus (17) folgt R, = I, also ¢.(q, 9, 8) = 6u(q, 9,8) ¢c=1,---,
p(q)). Nun folgt die Behauptung aus Roelcke [39], Teil II, Seite 296,
(10.19), (10.23) und Seite 299, Satz 10.4.

DEFINITION 6. Fiir a€ R und ¢t = Ims sei H(a) das Gebiet

1
20 log(3 + ]t[)} - b~

mit gewissen Punkten b, ---,b,€ R aus dem offenen Intervall (0, 1),
welche in Satz 4 erklart werden. Ferner bezeichne a(a) die Punktmenge

(51) ala) ={s€C;Res>1—a}U{l —a}.

SATZ 4. Die Reihen L(1, g,¢ K, s) lassen sich meromorph auf C
Sfortsetzen. Wahlt man die in Definition 6 genannten Pumnkte b, +--, b,
passend, so gilt: Fir g =1mod2 sind L(q, g, ¢, £, s) holomorph in %(g),
und es gilt

(52) L(g,9,6¢8 =0 (=1 --+,2@q); (9=1mod2).

Fiir g =0mod 2 sind L(q, g, ¢, k, s) holomorph in %(g) — {2 — g}. Bei s =
2 — g liegt ein Pol erster Ordnung (¢, k =1, -+, p(q)). Bei den b, +-+, b,
konnen die L(q, g, ¢, &, s) Pole erster Ordnung haben.

BEWEIS. Fir ceZ — 0 sei V(q, ¢, 6) die Anzahl der d € Z mit

(63) d=0modq; {d,c)=1; og_é‘.l_<q_

(50) r;(a)={Resgl—a—

Offenbar gilt
(54) V(q, C, 5) = V(q, —¢, _5) .
Es seil 7€ Z,
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(65) (8 =1.
Man setze
(56) L, 78,8 = 3 Ve de

c=ymodgqg
Diese Reihe ist fiir Res > 2 absolut konvergent und holomorph ins. Aus
(45) folgt
(57) L(Qv g, ¢ K, 8) = C(q; 7:::; 5::, g + S) + (—I)HC(qy —’Ytt! _3:::’ g + S) .
Wir wollen jetzt die Reihen {(q, 7, 9, 8) und {(q, —7, —4, 8) gemeinsam

untersuchen. Dazu beginnen wir mit V(q, ¢, §) und V(q, ¢, —48). Wir bilden
den groBten gemeinsamen Teiler

(58) =L, =1.

Aus (66) folgt n|/d. Wir setzen also

(59) qQ=1nq9,, 327751; d:ﬂd1-

Aus (53), (65), (58), (59) ergibt sich

(60) e =17 =0,q)=<d,q>=1.

Wegen (53) ist also V(q, ¢, §) die Anzahl der d,eZmit0 < d, < q,c;
d,qc)=1, d, =6, modq, Somit ist V(q, ¢, 6) gleich der Anzahl der
primen Restklassen d, mod ¢,¢ mit d, = 6, mod ¢;. Durch die Zuordnung

(61) d, mod ¢,¢c — d, mod q,

wird ein Homomorphismus der primen Restklassengruppe ®&(q,c) von g,c
auf die prime Restklassengruppe ®&(q,) von ¢, definiert. Ist & der Kern
dieses Homomorphismus, so gilt

(62) G(g.c)/R = &(q,) .
Offenbar ist V(q, ¢, §) gleich der Ordnung von R, wegen (62) also
(63) Vig, ¢, 9) = ﬁ%“)l :

wobei ¢*(m) die Anzahl der primen Restklassen mod m bezeichnet. Vermoge
(58) bleibt 7 beim Ubergang 0 — —0 unverandert. Wegen (59) gilt das
auch fur ¢,. Somit auch

64) Vig, ¢, —3) = 2 ,,5"10)
$*(q,)

Es gilt also
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1 S 4*(g.c)e-*
S = 9@

e=ymod7g;

(65) C(q’ v, +0, 8) =

Wir untersuchen jetzt die Reihe (65), wobei wir wieder auf v und —7
gleichzeitig unser Augenmerk haben. Wir setzen

(66) a={7,qy=1,
(67) ¢@=a¢, Y=a¥,, c=an.

Dabei ist zu beachten, daB ¢ wegen ¢ = Ymod 7g, durch « teilbar ist.
Der iibergang v — —7 ist mit v, — —7, gleichbedeutend. « und ¢, andern
sich dabei nicht. Aus (565), (60) folgt

(68) o)) = (M 7gy =1.

SchlieBlich bekommen wir

69 g, v, £, 8) = -2 (g, o'ty Yy 3)

(69) (q @) 7q, a’q, )

mit

(70) fm, L7y 8)= 35 g*Umm~.
n=romodm

Dabei gilt € N und
(71) {Tymy=1.

Der primen Restklassengruppe &(m) ordnen wir die Charaktergruppe X(m)
zu, wie es etwa bei Landau [26], §§99-101 geschieht. Die Charaktere,
also die Elemente von X(m), werden mit X(n) bezeichnet; dabei gelte
An) =0, ({m, m) >1). Wir betrachten weiterhin die Funktion

@) Um L% =AU lnm = 3 Ua)im, L, q,5).

amodm
(a,m)=1

Aus Landau [26], Seite 408, Satz 4 entnimmt man

¢*(m) (n =1lmodm)

(73) le%m) *m) = 0 (n £ 1modm))

Die Relationen (72), (73) liefern

(74) Em, L7y 8) = —2— 3 X(1)Em, L2, ) .
6*(m) 1éXim

Es sei

(76) n = [I pxomr”
p!l
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die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl n. Aus (72), (75) folgt

z(m’ l, X, S) — 1;!: yz:‘O(x(p*))u¢*(p*w(l,p*)ha)p*—vs ,

also
(76) Lom, 1, 2, 9) = 0*(m, 1, 1, 9) [T 35 (U@ (0*)p* ™
mit

3 @)yt
p*(m7 l’ x, S) = S

TS Ayt e

- g*(@**""")

[4 *\ o k18 _ 1 o *) k1 78\
=21+ (1~ ) B whpry)

<1 _ #)p*w(l,p*)

1 P
1— ApHp* ) = + .
1 = X@*)p* ") e
1 w(l,p*)
o
p*
#it 1 — X(p*)p*™*

p*

[1

p*

I

() p*(m, 1, X, s)

Aus (76) folgt weiter
E(’m, l, X, 8) = p*(m, 1, X, s) H(l + (1 — i)i (X(p*)p*‘_‘)")
p* p* =1

1
1 p*

= p*m, 1, X, s (——4—————1—_—)
o™ )g p*  1—X(p*)p*

. 1 1y
o*m b2, 9) [l s M=) -

Somit

* *
78 4 _ PXm, L X s)L*(m, X, s — 1)
(78) Cm, 1, X, 8) o

Dabei ist L*(m, X, s) die Dirichlet’sche L-Reihe, wie sie etwa bei Landau
[26], 23. Kapitel, erklart ist. Zur Formel (78) siehe man auch Hejhal
[18], Seite 547, Lemma 5.11 und Seite 593, Bemerkung 44.
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Es sei X ein eigentlicher Charakter beziiglich d/m. Dann gilt
(79) L*(m, X, s) = L*(d, X, s) III 1 — X(p*)p*™) .
P*|m

p*rd

Aus Landau [26], insbesondere 15. und 17. Kapitel, Seite 321 oben, §79;
§115; 30. Kapitel; Seite 514 oben u. Davenport [60], S. 93, Theorem folgt,
daB L*(d, X, s) eine ganze Funktion in s darstellt, sofern X nicht der
Hauptcharakter ist. Fir den Hauptcharakter hat die Funktion genau einen
Pol erster Ordnung bei s =1. Fiir jedes X e X(m) besitzt L*(d, X, 8) in
Res=1-—1/(201log(8 + |t|)) hochstens eine reelle Nullstelle erster Ordnung
im offenen Intervall <0, 1>. Die Nullstellen des Produktes auf der rechten
Seite von (79) liegen alle auf der Geraden Res = 0. Daher gelten die
fiir L*(d, X, s) gemachten Aussagen auch fiir L*(m, X, s). Die Polstellen
von p*(m, I, X, s) liegen auch alle auf der Geraden Res =0. Wir sehen
also, daB sich die Reihe &(m, !, X, s) meromorph auf die ganze s-Ebene
fortsetzen ldBt. Sie ist im Gebiet Res = 1 — 1/(20 log(3 + |¢|)) holomorph
mit Ausnahme hochstens eines Punktes im reellen Intervall <0, 1), sofern
X reell und nicht ber Hauptcharakter ist. In dem Ausnahmepunkt kann
ein Pol erster Ordnung liegen. Ist X der Hauptcharakter, so liegt ein
Pol erster Ordnung bei s=2. Hieraus und aus (74) folgt, daB &(m, 1, 7,, s)
in C meromorph ist. In Res =1 — 1/(20log(3 + |t|)) liegt ein Pol erster
Ordnung bei s = 2. Ferner konnen endlich viele Pole erster Ordnung im
Intervall <0, 1) liegen. Der Pol bei s = 2 kommt in (74) durch den Anteil
des Hauptcharakters hinein. Dieser andert sich nicht, wenn man 7, durch
—7, ersetzt. Also

(80) Res&(m, 1, 7,, 8) = Rezs Em, I, —7,, 8) .
8=2 8=

Aus (69), (80) erhalten wir
(81) Res (g, 7, £4, 8) = Resl(g, —7, £4, 9) .

Wegen (57) ist nun klar, daB L(q, g, ¢, &, s) flir s € C meromorph ist. Die
in Definition 6 genannten Punkte b,,---, b, kann man also so wahlen, daB
folgendes gilt. Es sei g = 1mod2. Vermoge (67), (81) und dem friiher
Gesagten, ist L(q, g, ¢, &, s) in H(g) holomorph. Fiir c=« ist v, =0. Da
l(q, 0, §, 8) sich nicht dndert, wenn man & durch —¢ ersetzt, folgt (52)
aus (57). Ist g = 0mod?2, so sind L(q, g, ¢, £, 8) in H(g) — {2 — g} holomorph.
Bei s =2 —g liegt ein Pol erster Ordnung. Satz 4 ist bewiesen.

SATZ 5. Die Funktionen Ex(q, g, 2, s) (ReM(Q)), &gq, g, 2, 8), ®(q, g, s),
6:(q, 9,8) (¢, k =1, «-+, p(q)) lassen sich meromorph auf die s-Ebene fort-
setzen. Fir g+ 0 sind diese Funktionen in %(g) holomorph. Fiir g =10
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sind sie in H(0) — {2} holomorph. Bei s =2 liegt ein Pol erster Ordnung.

BEWEIS. Die meromorphe Fortsetzbarkeit folgt aus Satz 2. Wegen
Satz 3, (8) brauchen wir den Rest nur fiir die g4.(q, g, 8) zu beweisen.
Vermoge (57) und Satz 4 konnen in §(g) hochstens ein Pol erster Ordnung
bei s=1—g und im Falle g = 0mod 2 ein Pol erster Ordnung bei s=2—¢
auftreten. Aus Satz 3, (o) ersieht man, daB bei s=1—g kein Pol sein
kann. Fiir g = 1mod2 sind die ¢,.(q, g, s) also holomorph in H(g). Jetzt
sei g =0mod2. Nach Satz 4 hat dann L(q, g, ¢, £, 8) einen Pol erster
Ordnung bei s=2—g. Weiter hat I'(g + s/2)I'(s/2) genau dann einen Pol
erster Ordnung bei s=2—g¢g, wenn g # 0 ist. Hieraus und aus (44) folgt
die Behauptung. Satz 5 ist bewiesen.

3. Der Resolventenkern. Wir wollen jetzt den Resolventenkern zum
Differentialoperator —A, konstruieren. Fiir ¢ €C, v € N setzé man

(82) @=1, (@ =al@+1) - (@+p—1=L@ty)
I'a)

und bilde die hypergeometrische Reihe

83 Fl 1 O 55 = 3 -————'(al)V(az)" v,

(83) Fila, ay; B; 2) Z's B 2z

Entsprechend Fay [13], Seite 147, (13) setze man

f3rra),

4xl'(s +g) \

(s+9)/2

(84) Q(s+a)/z,a/z("’) = t‘,a,n‘h2 _;_>

XZFI(_sz—’ % +g;8+¢g;1— tanh2f2—) .
HILFSSATZ 6. Die Funktion Q.igym,ex(r) + 1/2r)logr ist bei r =10
stetig.
BEWEIS. Wie bei Fay [13], Seite 148, (17).
Man definiere den nichteuklidischen Abstand »(w, z) durch (8). Mit

w, z¢€ 3(1) setze man

®) 6@ ow5 9= 3 70 N R Qi trta, N&)

= 3 (Z=2)"Quunnanrw, IIN, 9] -

NeM() N2 — W

HILFSSATZ 7. Die Rethe (85) konvergiert fiir Res > 2 — g absolut und
stellt eine holomorphe Funktion in s dar. Beziiglich z liegt sie in $(q, g, 8)
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und beziiglich w in $(q, —g, s + 29). Es gilt
(86) G(q, 9, w, 2, 8) = G(q, 9, 2, w, 3) .
Fiir Res > Max(2 — g, |9| — 9) hat man

@) (=&, — Mg, ) fw) = | TG, 6w, % D @dw,; (F(2) 0, 9) -

Daher ist also G(g, g, w, 2, 8) der Resolventenkern von —A,.

BeEwels. Die Konvergenzaussage ist klar; daB G(q, g, w, 2, s) beziiglich
z in B(q, g, 8) liegt, folgt aus Fay [13], Seite 158, theorem 2.1 oder aus
Roelcke [39], Teil II, § 7. DaB G(q, g, w, 2, s) bezliglich z sogar in $(q, g, s)
liegt, ersieht man aus Roelcke [89], Teil II, Seite 268, Lemma 7.1. Die
Aussage (86) bekommt man aus Fay [13], Seite 159; (48). Mittels (86)
lassen sich alle Aussagen beziiglich w auf solche beziiglich z zuriickfiihren.
(87) folgt aus Roelcke [39], Teil II, Seite 270, Satz 7.1. Hilfssatz 7 ist

bewiesen.

SATZ 6. Es seit a€C eine feste Zahl mit Rea > 2 — g und \g, a) # \,
(¢=—7(q, 9), 1—17(q,9), ). Die Differenz

88) G, 9, w, 2, 8) — G(q, 9, w, 2, @)
=Y(q 9, w, 2, a,8) +Y,q, 9, w2 a3 +Yiq 9, w2z a,s)

st fiur (w, 2) € 31)x 3Q1) stetig.
Sie laft sich beziiglich z mach Eigenwerten und Eigenpaketen des

Operators —A, entwickeln. Dabei beschreiben

0 1 1
]9 Y. , 9, W, 2, Q, = J: y Y, W, - !
(89) (00 wzas=_3 Jgw z)(h, —N8,8) N — Mg, a)>

@) hegswsee= g{ J4g 9, w, z)<x - i(g ) he— 71(9 a))

den Anteil des diskreten Spektrums von —A,, Yi(q, g, w, 2, a, s) den des
kontinuierlichen Spektrums. J.(q, g, w, 2) ist der reproduzierende Kern
des Raumes 9(q, 9, \.), d.h., es gilt:

o0 s =, T@ew A @de@ 8@ 0 0)
(t = '—'T(q; g)! 1- T(q’ g)’ . ') .

Die Reihen (89), (90) konvergieren fiir alle seC mit Ausnahme der
Nullstellen der Nenner. Y(q, 9, w, 2, a, 8) ist eine meromorphe Funktion
fur seC, welche unter der Substitution s —2 — 29 — s invariant bleibt.
Die Pole liegen auf der reellen Achse im Intervall [1 — g + ||g] — 1|,
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1—g—|lg| — 1|1, symmetrisch zum Punkt 1 —g. Der Pol bei s=1—g
besitzt zweite Ordnung, alle anderen Pole sind wvon erster Ordnung.
Y.(q, 9, w, 2, a, s) ist eine meromorphe Funktion fir seC, welche unter
der Substitution s — 2 — 29 — s invariant bleibt. Die Polstellen sind nicht
reell. Sie liegen symmetrisch zum Punkt 1—g auf der Achse Res=1—g.

Die Funktion YJq, g9, w, 2, a, 8) ist meromorph fiir s€C. In %(g) —
{1 — g} ist sie holomorph. Bei s=1— g liegt ein Pol erster Ordnung mit
dem Residuum (1/2)C(q, g9, w, 2, 1 — g), wobet '

P(q)
62 Co 00,2 9=+ Eald 5,0 2~ 2 — DEx (4, 0,2 9)

) + ER_(q9 g, w, §)E’R(q9 g, 2, 2 — 2g - S))
gesetzt wurde. Ferner ist
(93) Ya(q’ g, w, %, a, 8) - Ya(Qr g, w, 2, a, 2 — 2g - s) = C'(q’—g”u')_"ﬁ"s—)' .
s+g—-1

Ist w#N{z) (NeM(q)) und s keine Polstelle, so sind Y,((q, 9, w, 2, a, )
reell analytisch in w = Rew, v=Imw, z, y (v =1, 2, 8); ferner gilt

(94) Y(,9 w2a3 =Y(49z72was) v=1223),
(95) C(g, 9, w, 2, 8) = C(q, 9, 2, w, §) ,
(96) J(q, 9, w, 2) =J(q, 9,2, w) (=—7(q9),1—17(q9),- ).

BEWEIS. Fiir g = 0 steht fast alles bei Hejhal [18], chapter 7, §3,
insbesondere Seite 250, theorem 8.5. Diese Uberlegungen lassen sich
wortlich auf den Fall beliebiger g € Z uibertragen. Wir miissen uns nur
zusatzlich das Folgende iliberlegen. Statt der J.(q, g, w, 2) treten bei Hejhal
[18], Seite 250, theorem 3.5 zunidchst Ausdriicke der Art [ (w)l.(z) auf,

mit I, e.§(q, g, ). Nun sei ), ein pg-facher Eigenwert. Dann ist
e
97 JA(q, 9, w, 2) = §=ll L(w)l(2)

der reproduzierende Kern von 9(g, g, ). So kommt man zu den Formeln
(89), (90). Aus (97) ergibt sich (96).

Aus Hejhal folgt zunachst nur, daB Y.q, g, w,a,s8) in Res=1—g¢g
holomorph ist, auBler bei s =1 — ¢g. Dort liegt ein Pol erster Ordnung
mit dem oben angegebenen Residuum. DaB Y,(q, 9, w, 2, a, s) sogar in
B(g) — {1 — g} holomorph ist, folgt mittels (92), (93) aus Satz 5. Satz 6
ist bewiesen.

Aus Satz 6 ersehen wir noch, daf der Resolventenkern der Funktion-
algleichung
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(98) G(qv g, w, 2, S) - G(q’ g, w, %, 2 - 2g - S) = C(q’ 9, W, % 8)
s+g9g—1

geniligt.
Es sei a(a) durch Definition 6, (51) erklart.

HILFSSATZ 8. Es sei

(99) X(g,9,w 23)= _:2(1 ) J (9, 9, "f 2 o 4e 9 wi f)
T oty —n Gt D

C(q’gywyyzyl—g)
2s+9g—1)

Dann st
(100) Gq, 9, w, 2 8) = X(q, 9, w, 2 8) + H(g, g, w, 2 8) .

Dabei ist H(q, g, w, z, s) meromorph in der s-Ebene. In a(g) ist es holo-
morph.

BEwEIS. Man benutze Satz 6.
Es seien ReM(1), Res > 2 — g. Aus (85) folgt

10  Gule, 00,2 9)
L s g o 2= NRXE |
= 3, 3750, A Fp L) Qs anrlwo, (NBYGE)
= 5 (2=2)"Qq 0 nanr(w, 2)|[NE, ]
NeM@ \2Z — W

Wir setzen wieder w=u+1v; u, ve R; v>0. Wir wollen Gg/(q, 9, w, 2, s)
in eine Fourierreihe entwickeln. Da Gg/(q, g, w, 2, s) bei (NR){z) = w
(N eM(q)) eine Singularitat besitzt, miissen wir

(102) Yve <v (NeM(q)

voraussetzen. Zunachst fiilhren wir gewisse Poincaré’sche Reihen ein, die
bei der Fourierentwicklung auftreten.

Entsprechend (83) definieren wir die konfluente hypergeometrische
Reihe

e = (@) S G
(103) Fia; 6;2) Zé(ﬁ),viz F(B)E‘o ra + vw! #

HILFSSATZ 9. Als Funktion von a, B, z st (1/I'(B)).F\(a; B; 2) holo-
morph im C°.

BewEgis. Klar.
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Wir setzen
108)  £(0, 7 = F(2, s+0,2): £(0, 2 ) =¢ " F (240, 840, 7).

Dann sind
(105) Mea/z,(v+s—1)/z(z) = Z(””/zfe(g, 2, S) (5 = il)

diejenigen Losungen der Whittaker'schen Differentialgleichung, welche
etwa bei Buchholz [2], Seite 11 oder Whittaker-Watson [57], Seite 346
unten eingefiihrt werden. Man setze

A06) " Ve, 0.m 2 9= 3550, DMy g Ty Jemnnt

NeMow(9)\M(q)

= S My oreon( 22y )| [NE, g]
N e Moo (9)\M(q) q
(neZ — 0; ReM(1))
Aus (104), (105) ersieht man
(107) Mos,ig+s-012(%) = 0(|2|7TR7)  (J2] —0) .

Daher konvergieren die Reihen (106) fiir Re s > 2 — g absolut und sind in
s holomorph. Beziiglich 2 stellen sie Funktionen aus B(q, g, s) dar. Weiter
setzen wir fiir ReMQ):
s
(%)

dz|n|I'(s + g)
s
I(§-+g)
dz|n|I(s + g)

HILFSSATZ 10. Unter der Voraussetzung (102) gilt die Fourieren-
twicklung

Ur(a, 9, 1, 2,8) (n>0)

108)  Uig, 9, m, 2, s) =

Ux(q, 9,1, 2,8) (n<0)

1 _
(109 Gr(q, 9, w28 = ——— W WH2E (q g, 2, 8)
) R, ) prE— =(Q
+n¢2—w U}?(q) g, ’n, z, S)Wgsignlz,(n+s——1)/2<4nqln] v)e—zxtnu/q .

n#0

BEwEgis. Fay [13], Seite 173, theorem 3.1. Man beachte, daB Fay
die Spitzenbreite auf 1 normiert hat. Unsere Spitzenbreite ist q !

SATZ 7. Es sei neZ — 0. Die Funktionen U(g, n, 2, 8) und U*(q, g,
n, 2, 8) lassen sich meromorph auf die s-Ebene fortsetzem, Polstellen von
U*(q, 9, m, 2, 8) liegen hochstens dort, wo G(q, g, w, 2,8) Pole hat, und die
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Jeweiligen Polordnungen wvon U*(q, g, n, 2, 8) sind nicht grofer als die
Polordnungen von G(q,9,w,2,8). Ist s keine Polstelle, so gilt U*(q,g,n,z,s),
U, g9, m, 2,8)€B(q, g, 8). Bezeichmet RKCC ein Kompaktum, das keine
Polstellen enthdlt, so gilt fiir s€ & und festes ze 8(1) die Abschatzung

(110) #(a, 9, m, 2, 8), Ux(q, 9, n, 2, 8) = 0(e"™%)  (In]| — oo)
fur alle v* mit
(111) Yvr < v* (NeM(q)) .

BeEwels. Lauft N iber M.(q)\M(q), so strebt y,. gegen 0. Ist also
(111) erfiillt, so gibt es ein v mit ¥y, < v < v* (NeM(g). Aus (109)
folgt

(112) #(q, 9, m, 2, 8)
-1 q
= (Waslgnlz,(a+a—1)/2(47r |nlv>> ‘l—S GRz(q’ g9, W, 2, s)e%im‘mdu .
q q Jo

Nun folgen alle Aussagen aus (26), Satz 6, (108), (112). Satz 7 ist bewiesen.
Im folgenden seien die b,(-:-) durch (37), (88), (89) erklart.

SATZ 8. Es seien k, g€ Z; w, z€ 3(1); s, 8,€C; ReM@1). Unter der
Voraussetzung (102) bilde man die Reihe

—k+sy—s
(113) TRz(q’ kr g, w, 2, 8, 82) = _('gzluvl_(k-‘—al)/zER(q; 9, %, sz)

q(s, + k—1)
(2

o —g-+81—8g)/2— 4 v —aring
+ 47r11(k + sl) "gln(k oteimeg)/2 1UR(q1 g9, n, %, 32) Wk/2,(k+31—1)/2< n.qn )6 2rinu/q
r(k + :%) ) )
ToTeTen/AT o Tinu,
+ 4zl (k + s,) nz:“l""(k et UR(G, g, — 1y 2, 32)W~k/2,(k+al—l)/2< p )62 s

f— v(k+q)/2e1rilc/2

r (k + -Z—‘)P (-82—‘) [ T\ ke nete
1l + 5) \71—)

(g—k+8y—81)/2 —(g+89)/2
<{(Z) @, b, v, 8)Eala, 0,7 20+ (42)

X _ﬁ. [n|=o+*97b,(q, k, v, 8,)Ux(g, 9, m, 2, sz)e‘“‘"“"’} .
Es sei s, +1 — k, s, keine Polstelle von I'(s,/2) oder I'(k + s,/2); s, keine
Polstelle der Ux(q, 9, n, 2, 8;) (n# 0) oder von Ex(q, g, 2, 8,). Dann ist die
Reihe (118) absolut konvergent und stellt eine holomorphe Funktion in
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s, 8, dar. Beziiglich z liegt sie in B(q, g9, 8,). Sie ist in u und v reell-
analytisch und geniigt der Differentialgleichung

(114) (—A-—k - X(ky 81))TRz(q’ k’ g, w, 2, 8, 32) =0.

Fiir (s, s,)eC* ist Tr(q, k, 9, w, 2, 8, 8,) eine meromorphe Funktion in
S, S, Die Pole beziiglich s, werden durch die Pole von I'(s,/2), I'(k + s,/2)
und durch den Pol bei s =1 — k gegeben, der durch den ersten Term
hineinkommt. Die Pole beziiglich s, werden durch die Pole von Ex(q,9,2,8,)
und Ug(q, g, m, 2, 8,) (n % 0) gegeben.

BEwEIs. Man wahle s, s, aus Kompakta, die Polstellen vermeiden.
Dann folgt die absolute Konvergenz aus (26), (110), indem man 9y, <v* <o
(N eM(q)) wahlt. Daraus folgt, daB die Funktion in C? meromorph ist,
mit den angegebenen Polstellen. Wie in den Beweisen von Hilfssatz 7
und Satz 6 sieht man, daB T;(q, k, 9, w, 2, s,, s,) beziiglich z in B(q, g, s,)
liegt. Entsprechend Hejhal [18] zeigt man, daB Tg/(q, %, 9, w, 2, s, 8,)
mindestens zweimal stetig differenzierbar von % und v abhangt, und daB
man unter der Summe differenzieren darf. Dann gilt (114), weil die
Aussage fiir jeden Summanden richtig ist. Wegen (114) und Anmerkung
1 ist T, (q, k, g, w, 2, 8, s,) reell analytisch in  und v. Satz 8 ist be-
wiesen.

Aus (108), (109), (1138) folgt
(115) Te,(q, 9,9, w, 2,8, 8) = Ge(q 9, w, 28 (ReMQ)).
4. Poincare’sche Reihen. Es seien ¥ eine Kongruenzgruppe, k, g € Z,

w, 2€ B(1); s, 8,€C. Nach Christian [4], Seite 350, theorem 6, konvergiert
die Reihe

(116) K, k, g, w, 2, 8,, 8)= 3, (— @+ N<2))"(N{2}) ™| =+ N{2)| ™| Nfz}| ™"

Ne¥

fiir Res,>1—k, Res,> 2 — g absolut und stellt eine holomorphe Funktion
in s, s, dar. Es gilt

A17) K, k, 9, w, N{2), s,, s,)=(N{s})’| N{2}|K(¥', k, 9, w, 2, 51, 8,) (Ne¥).

Wegen (13) geniigt es, zunidchst den Fall ¥ =M(q) zu betrachten. Wir
setzen

(118) K, k, g, w, 2, 8, 8,) = vyt K(M(g), k, g, w, 2, 8, 8,) -
Fir ReM(1l) gilt dann
(119) Kp(a, k g, w, 2,5, 3,
=v”‘+'1”2“%ma’;}e(g, 2)(—w+(NR)(2))™*|—w+(NR){z)|"yi¥&*?" .
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Also
(120) Ki(q, k, 9, w, 2, 8, 8,) = v**02 S jri(g )yl

N eMo (9)\M(2)

X 3 (=@ + (NR)2) + qn)™ —@ + (NR)(2) + qn|™ .

Auf die innere Summe wenden wir (40) an. Es folgt
(121) Ki(q, k, 9, w, 2, 8, 8,)
=0kt 3 Sy (g, Ky 0+ Yym 8)57R0, YA e
n=—0c0 Ne&Mou(g)\M(q)

DaB die obigen Umformungen erlaubt sind, ersieht man z. B. aus Christian
[6], Seite 404, Satz 5.47.
Wir zeigen:

(122) - bY(g k, y, 8) = 0™ (jn] = e0), (0<0<Y);

dabei bezeichnet (v) die p-te Ableitung. Fiir v = 0 folgt das aus (26),
(87), (88). Daraus bekommt man die Abschatzung fiir beliebige p, indem
man die Cauchysche Integralformel fiir hohere Ableitungen anwendet, und
tiber einen kleinen Kreis um y integriert.

HILFSSATZ 11. Die Doppelsumme (121) komvergiert fiir s,€C und
Res, > 2 — g absolut. Sie ist in s, holomorph. Beziiglich s, konnen
hochstens dort Pole auftreten, wo by(q, k, v, s,) Pole besitzt.

BEWEIS. Man benutze (122) und die Tatsache, daB b,(q, k, v, s,) (n # 0)
ganze Funktionen in s, sind.

Um die Reihe Iv(Rz(q, k, g9, w, 2, s,, s;) auch beziiglich s, meromorph auf
C fortzusetzen, stellen wir einen Zusammenhang mit T (q, k, g, w, 2, s, 8,)
her. Da diese Reihe nur unter der Voraussetzung (102) definiert ist, setzen
wir dieses voraus. Wir bestimmen Zahlen %, 9 mit

(123) Yve < V<D <v (NeM(p)).

HILFSSATZ 12. Es set meOUN, e = 1, t > 0. Dann besteht eine
Relation

(124) 1= 3 ai(0, s)EA0, 6 5.+ 20 + t0A(g, ¢, )
mit
(125) ofg, ) =1.

Dabei sind ai(g, s,) (¢ =0, -+, m), Du(g, ¢, 8,) fiir alle s, € C meromorph und
reellanalytisch in t. Fur t— 0 bleibt @:(g, t, s,) beschrankt. Schlieflich
gilt fiir s, in eimem Kompaktum
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(126) Oug, 6, 8) = 0™ (t— <), (0<0).
BEWEIS. Die Taylors’sche Formel ergibt

27 flots)=1+3, JL(%'—O'—SE)—# +ME(g, B, 5,)

mit

(128) 49, 1, 8) = L ="”(:;({’; 'l’f‘ % 0<s<1).

Also

129)  1=flgte) - BLOEH p iz g ).

Man substituiere m —m — g, s, — s, + 2¢ und multipliziere mit t*. Es
folgt

(130) t#:.t#fe(g’ t, 82—1—2/,!)_ m f,(»_,,)(g, O, 32_}.2/1) t“—t"‘“E:,._,,(g, t, 82+2[£)
v=pt1 (v—p)!

(/“20’ 19 0ty m) .

In der Summe von (129) dricke man fiir v =1 zunachst ¢ durch (130) mit
r=1aus. Inder so entstehenden Summe driicke man ¢* durch (130) mit
p£=2 aus. So fortfahrend erhilt man (124), wobei @(g, t, s,) eine Summe
von Ei_.(g,t, s, +2p) ist. Wegen Hilfssatz 9, (104) sind die f*'(g, 0, s,)
meromorph in s,, also sind es auch die ai(g, s,). Wegen Hilfssatz 9, (104)
sind weiter die f.(g, t, s,+2¢) meromorph in s, Wegen (124) ist auch
@:.(g, t, 3,) meromorph in s, und rellanalytisch in ¢. Aus der Herleitung
folgt weiter, daB @:(g, t, s,) fiir kleine ¢ beschrankt bleibt. Die Formel
(125) ergibt sich aus (129) und der nachfolgenden Konstruktion.

Nach Whittaker-Watson [57], Seite 346 unten, ist M, ,(z) eine Linear-
kombination von W_,,(—2) und W;,(z). Vermoge (26) also

(131) M; (z) = 0(e"*+%e%)  (|2] > ) (0 <9).
Hieraus und aus (105) schlieBen wir
(132) (g, 2, 8) = 0(e"** V%) (lz] > ) (0 < 9)

zunachst fiir y=0. Wir wenden die Cauchysche Integralformel fiir hohere
Ableitungen an, indem wir tiber einen kleinen Kreis um 2z integrieren.
Dann folgt (182). Hieraus und aus (128) bekommen wir (126). Hilfssatz
12 ist bewiesen.

Die Taylor’sche Formel liefert weiter
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(183) bog kb v+t s)=3 2@ 08) b g 0 k0t s)

=0 v!

©

mit

m-+1)
134) A (g m kvt s) =200 kv IS g,

(m + 1))
Aus (122), (123), (134) schlieBen wir
(135) An(a, 1, K, v, 8, 8,) = 0(*1)  (|n| — o) .

HILFSSATZ 13. Es seien meOUN; neZ — 0, t > 0. Dann gilt

(136) bu(g, b v+t 8) =3 8.0 m k, g, v, 5, 8)
yv=0

( i (Ilnlt )fs gn( 4”(’}”' L sz+2v)+t"‘““/m(q, nk g 0t s,s,)
mit
(137) Bia, m, k, 9, v, 8, 8,) =b.(q, k, v, 8) .

Dabei sind 8,(q, n, k, g, v, 81, 8,), Tulq, 0, k, 9, v, £, 8,, 8,) fiir s, € C holomorph
und fiir s,€C meromorph. Sie sind reell analytisch in v, t. Fir

(138) t<o<d<w

gelten die Abschatzungen

(139) B, M, &, g, v, 5, 8) = 0(e™")  (jn| - ),
(140) Tald, 1, K, g, 0, 8, 8, 8,) = 0(e=C—1m1/) (|| — o0) .

BEWEIS. Aus (124) folgt
141) 1= Faitg, s LY 7, (g, 22, 5, 1 27)
=0 q q

4r|nlt )”‘“ s( 4dz|n|t
+ (“' q_ ¢m g9, Ty sz) .

Andererseits liefert (133)
(142)  b,(q, k, v+ 8, 8)

& (4w|n] \™ b‘”’(q,lc v, 8) (4znlt\ | i
%( q ) ( . )+t 4.(q, n, k, v, t, s,)
>—y b(v)(q, k v, 81) flgn(g’ s, + 2’))<47Tln[t )V+t
q

q
X fsign(gy 47r(|1n]t ’

v

8, + 2(v + e)) + t",.(q, m k0, 8, 8, 8,),
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mit
(143)  7.(q, m, k, g, v t, 8, 32)

+ 4,09, n, k, v, ¢, 8,) .

Hieraus folgt leicht die Darstellung (136).

Die Aussage (137) ergibt sich aus (125) und (142). Wegen (37), (88)
sind die b¥(q, k, v, s,) (n # 0) ganze Funktionen in s,. Nach Hilfssatz 12
sind die a$'®"(g, s, + 2v) meromorph fiir s,€C. Daraus folgen die entspre-
chenden Aussagen fiir die B8,(q, », k, g, v, s, 8;). Aus der Gleichung (136)
folgt dann, daB v,(q, n, k, 9, v, t, 8, 8,) flr s, € C holomorph und fiir s,€C
meromorph ist. Die Abschatzung (189) ergibt sich aus (122). Weiter folgt
(140) aus (122), (126), (135), (138). Hilfssatz 13 ist bewiesen.

HILFSSATZ 14. Es gelte (102); s, s,€C;
(144) Res, > —g —2m .

Dann ist die Reihe

(145) Zﬂz(q’ m, kr g, w, 2, 8, sz) = 'U”H"l)/z{ i

n=—0 N &Moo (9)\M(q)
n#0
y—1 (9+89+2m-+2) /2 Hy2rin( —u)
7m(qr n; kr gy v, yNRr 817 sz)]NR(g, z)'yNR’Z " )e minaNpmw/e

+ 3 A.(a, 0,k v, Yyg 8)I5k(9, z)y‘°+’2+2M+2)/2l,
NeMw(2)\M(q)

absolut konvergent. Sie ist meromorph fiir s,€C und in s, sowie reell-
analytisch in u, v, x, Y.

BEwEIS. Wegen Hilfssatz 13 sind alle Summanden fir (s, s,) € C®
meromorph und in u, v, x, ¥ reell-analytisch. Man nehme (s, s,) in einem
Kompaktum, das Singularitaten vermeidet. Wegen (102) gibt es 9, 9 mit
(123). Vermoge (140) ist dann die Absolutreihe von (145) konvergent.
Hilfssatz 14 ist bewiesen.

HILFSSATZ 15. Es gelte (102), (144); ReM(1). Dann ist

(146)  Ki (0, K, 0, w, 2 8, 8) = 2,800, b, 0, w, 2, 5, 5,)
+ ZR,(Qr m, k’ g, w, %, 8, 82)

mit
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(147)  S,z,(q, k. 9, w, 2, 85, 8,)
= ’U(,H—‘l)/z'{ _ﬁ; Bu(qy n, k’ g, 7, 8, 82)(
et

471:[,'1’[ )—(g+ag)/2

(v)
X Un(q,9,m,2,8, +2»)e”2"1"“/°+MMER(q, 9,2, sz+2v)} .
y!
Die Funktionen S,z (q,k,g,w,z,s,,8s,) sind fir alle (s, s,) € C* meromorph
und auferhald von Singularitdten reell-analytisch in w, v, x, y. FEs gilt

(148)  Sz,(a, K, 9, w, 2, 8,, 8,)
(g—k+s83—8;)
= e 47’:[‘(16 = 81) /—q_> g o /22—_”—82TR,((I’ k’ g,w, 2,8, sz)

Ik + %)r(sz_l)\”

N (1 . (£>(n—k+lz—l1)/2>v(k+a1)/2bo(q, k, v, sl)ER(q, g, 2, sz) .
q

BEWEIS. Zunidchst sei Res,>2—g. Aus (105), (106), (121), (133), (1386)
folgt

Kr (0, K, 9,w,2,8,,8,)= Zv"‘“*’” { s B.la,n, k, g, v, 8, 8,)

n=—o0

n#0

. 4 (g+89+20) /2 4 I
X Jwk(a, z)( ﬂjlnl ym) fsxgn(y, ”{II"I Y 8o+ 2v)eintenn—w/a

(47z-lnl )‘(01—!2)/
q

N €M (9)\M(q)

b(») ,k’ , 8o+2y
+—""‘——"0 (q”' L2 SI)NEM%\MW).?NR(Q, Z)y(ﬂ— 2+e )/2}+Zﬂz(qr m, k; gr w, Z, sl ’82)

= v(k+31)/2{n g“w B.a, kg, s, 82)(

y=0
n#0

47rl,nl )'— (g+83)/2
q
472:[’”’[ yNR>eZIin(xNR—u)/q

$—1
X Z .7NR(g, z)Masign/z,(a+az+2u—1)/2(
N eMoo () \M(q)

b()('_q,k'-v"s_l)E (q; g, z) 32 + 2”)} + sz(qy m, k; gy w; z’ slr 82)
Vi

S (g+89)/2
:,‘,S_l——o 7)("+")/2{ Z Bv(q’ n, k g,v,8, 82)(47T|nl ) 2 . UR(q, g,m,2, s2+2”)e-—2m'nu/q

n#O

()
+5—%”—9")Ex(q, 9,28+ 2»)} +Zy (g, m k9, W, 2,8, 8,) .

Damit hat man (146), (147).

Nun gelte (123); weiter sei s, beliebig aus C. Die Ug(q, g, n, 2, s, + 2v)
schatze man durch (110) ab mit v* =9. Wegen (139) ist dann (147) absolut
konvergent. Also sind die Funktionen S, (q, %, g, w, 2, s,, s,) fiir alle
(s, 8,) € C* meromorph und auBerhalb von Singularititen reell-analytisch
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in u, v, 2, y. Aus (1387), (147) folgt
(149)  Sun, (@, b, 9, w, 2, 5, 8 = 050" (b, k, v, 8)Ea(a, 0, 7 5)

47: —(g+8g)/2 o B o
+ (——-—) >, |m|~9t2%p (g, k, v, 8,) Uk(q, 9, m, 2, 8,)e™*" nu/q} .
q n=-—00

n#0

Vergleich mit (113) liefert (148). Hilfssatz 15 ist bewiesen.

SATZ 9. Die Summe K 20, k, 9, w, 2, 8, 8,) L@ 5t sich als Funktion von

8, 8, meromorph auf den C* fortsetzen. Auferhald der Singularitaten ist
ste reell analytisch in w, v, x, ¥.

BEWEIS. Zunachst gelte (102). Aus den Hilfssdtzen 14, 15 folgt die
Behauptung fiir Res, > —g — 2m. Dieses gilt fiir alle m e N, also fir

alle s,eC. Aus (7) folgt: Gilt die Meromorphie fiir ein R € M(1), so auch
fiir jedes andere. Setzt man also

(150) Ji(@) =sup (inf (sup yyz),

z€ 8(1) ReM(1) NeMilq)
so ist die Behauptung fir

(151) v > j,(q)

richtig. Jetzt sei Ie N. Man benutze (13) mit @* = M(ql), @ = M(g).
Dann sieht man, daB K.(q, k, g, w, 2, 8,, s;) immer dann meromorph ist,
wenn IZ’R,(ql, k g, w, 2, 8, s, diese Eigenschaft hat. Setzt man also

(152) ia) = inf j(aD) ,

so ist IZ'Rz(q, k, g, w, 2, 8, s,) immer dann meromorph, wenn
(153) v > Jq)

ist. Konnen wir noch

(154) J@) =0

zeigen, so ist Satz 9 bewiesen.

Es sei § > 0 und &(9) der Streifen 0 < y < 6 der oberen Halbebene.
Ist §(1) der bekannte Fundamentalbereich von M(1), so gibt es nur endlich
viele Restklassen M. (1)\M(1), etwa M, (1)R,,- - - ,M,(1)R, mit R.<{F(1)) ZS(5),

t=1,+++, K).
Es sei

R—[a' b':| =1 K)

[ ¢ d, — ’ *

Fiir geniigend groBes ! kann man R = (‘cl db> so wahlen, daB
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(155) (cd) # (cd)modql (¢=1, -+, k)

gilt. Dann ist

(156) M.(1)NR +# M, 1R, ---, M, ()R, (NeM(ql) .
Somit

(157) (NE)X}F1)) <S(6) (NeM(qgl) .

Folglich j,(ql) < & fiir hinreichend groBes . Daraus folgt (154). Satz 9
ist bewiesen.

SATZ 10. Es gelte (102) und k, g€ N. Die Differenz
(1588) Dg(q, k, 9, w, 2, s,, sz)slz,,z(q, k, 9, w, 2, s, 8)—Sew,(q, k, 9, w, 2,5, 8,)
18t im Bereich
(159) Res, > Min(1 — k, —1), Res, > —g
holomorph. Fermner gilt
(160) D, (g, k g, w200 =0 (k=2).
BEwEIS. Aus (42), (106), (121), (149) folgt
(161) Dg(q, k, 9, w, 2, 8,, 8;)

—_ k o »— -
- 'U( e/, E Z dn(q’ k’ g’ Yy, Ynry su 82).71’1}2(97 z)e2ﬂn(zNR W/
n=—c0 N &Moo (q)\M(q)

mit
(162) dy(q, k, 9, v, ¥, 8y, 8) = (b(q, k, v + Y, 8) — bi(q, k, v, s,))y et
(163) d.(q, k, 9, v, ¥, 8,, 8,) = ba(q, k, v + ¥, 8,)y"*P”

47[ n —(g+s82)/2 47[ n
- bn(qr kr v, s1)( (|I |> MﬂSlEnlz,(n-Hz—l)/z( ql Iy) (n += 0) .

Die Formeln (105), (163) ergeben

(164) d.(q, k, 9,9, 9, 8,8) = { (a0, &, v + 9, 8)) — b.(q, K, v, 8,))
_ 4z|n| (g+89) /2
.0, 5 v, 8)(1 = faes(9, Ly, ) )Jyert @2 0).

Wendet man auf die in (162), (164) auftretenden Differenzen den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung an, so folgt

(165) d.(q, k, 9, v, ¥, 8, 8) = ¢.(a, k, 9, v, Y, 8, )YV (neZ),

wobei ¢,(q, k, 9, v, 9, s, 8,) flir y — 0 beschrankt bleiben. (122), (132), (162),
(164) liefern
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(166) cu(@ K, 9,0, U, 8, 8,) = 0 =010 (| — o0)
flir y <% <9 <w. Vermoge (87), (88), (39), (104), sind die b,(q, &, v, s,)
und f.,(g, 2, s,), also auch die ¢,(q, k, v, ¥, s, 8,) im Gebiet (159) holomorph.
Wegen (165), (166) konvergiert die Reihe (161) im Gebiet (159) absolut.
Sie ist daher holomorph in s, und s,.

Jetzt sei £k = 2. Aus (88), (89) folgt b,(q, k, ¥, 0) = 0 (n < 0), wegen
(162), (163) also
(167) .9,k 9,v,9,0,8)=0 (n=0).
Aus Fay [13], Seite 172, (70) folgt
(168) Mg/z,(a—n/z(z) = Wa/z,(a—n/z(z) = 2%,
Tragt man dieses in (87), (168) ein, so folgt
(169) d.0, k, 9,v,900=0 (n>0).
Die Aussagen (161), (167), (169) liefern (160). Satz 10 ist bewiesen.

ANMERKUNG 2. In dem Gebiet (159) haben IV{(q, k, 9, w, 2, 8,s,) und
Siq, k, 9, w, 2, s,, s,) dieselben Singularitaten. Wegen (149) liegen die
Singularititen von Sy(g, %, 9, w, 2, s, 8,) genau dort, wo byq, k, v, s)),
E(q,g,z,s,), U, g, n, 2, s,) Pole haben. Uber die Polstellen von E(q, g, z, s,)
macht Satz 5 eine Aussage. Mittels (108) werden Aussagen tiber die
Polstellen von U(q, g, m, 2, s,) mit Aussagen {iiber die Polstellen von
U*(q, 9, n, 2, 5,) verkniipft. Hieriiber machen Satz 6, Hilfssatz 8, Satz 7,
eine Aussage.

Wir setzen wieder (102) voraus und betrachten den Fall k=g, s, =
s, = 8. Aus (115), (148) (158) folgt
(170) I?Rz(qr g; g’ w, Z, S, S) = DRz(Qr g: gy wr z; 8, S)
+ g ior nl'(g + 8)

o+ 4(3)

SATZ 11. Es set ¢ =2. Dann hat die Funktion IZ(q, 9,9, W, 28, 8)
in der Halbebene Res > 1 — g nur bet s =67 (¢ = —p(q, g), +++, —1) Pole.
Diese sind von erster Ordnung, und es gilt

(—iyxl(g + g2~
(o + )(FINT

(= —p(g, 9, —1.
Diese Pole riihren also von den exzeptionellen Eigenwerten von —A, her.

277970 GR, (¢, 9, W, 2, 8) .

J.(q, 9, w, 2)

(171) Res K(q,9,9,w,2,8,8) =
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Sie konnen daher nur fir g=0mod2 auftreten. J.(q, g, w, 2) ist der re-

produzierende Kern des Raumes 9(q, g, ). Bet s=0 ist Iv{(q, 9,0, W,2,8,8)
holomorph. Es gilt

yg ~
172) Jcan(@, 9, W, 2) = 2”—”?«; ~ 1)K(g, 9, 9, w, 2, 0, 0)

wobet J_. . 0(q, 9, w, 2) den reproduzierenden Kerm des Raumes (g, g, 0)
bezeichnet.

Fir g =1 st Iv{(q, 9,9, w28 8 in Res >0 holomorph. Bei s=0
liegt hochstens ein Pol erster Ordnung. Es gilt

(173) Jia, 1, w, 2) = {—Res Ba,1L,1,wz2ss).
71' 8=0

Dabei ist J(q, 1, w, 2) der reproduzierende Kern des Raumes (g, 1, 0).
BEWwWEIS. Zunachst gelte (102). Aus Hilfssatz 8 und (170) folgt
(174) I?R,(qy g) gy w, %, S, S) = ZR,(q) g; w, Z, S)
(—i)gn'r(g =+ 8) 22-—a-—a( i JzR,(q, g, w, Z)
S$\p(s ==t gy (1
(g + 2)r(%) (5= 07) 5

4JOR (qy g, w, Z) CR (q, g, w, %, , 1-— g)
z 2 R Ml .
(s+g—1)y 2(s+9—1) ) (e eMb)

_|_

mit
(176)  Zr,(9, 9, w, 2, s)
= Der,(q,9,9,w, 2,8, 8) + (=i)y'nl(g+s) oot p
r(g+2)r(<)

Es sei e R, \» < 1/4. Zur Abkiirzung setzen wir

(a2,9,w,2,8).

1
1;6 (7+——1'— 24— — ’
(176) g+ \/ N

3 —g—o+
) o) = =IO L
1o+ ) (G )Ng
Dabei ist die Wurzel positiv auszuziehen.

Es sei nun g =2. Wegen Hilfssatz 8 und Satz 10 ist Z; (q, 9, w, 2, s)
in Res > 1 — g holomorph, und es gilt

(178) ZR,(q’ g9, w, %, O) = O .
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Aus (35), (36), (174) folgt, daB I?Rz(q, 9,9, w28 s) in Res>1—g nur bei
s=0 (= —p(q,9), -+, —1) Pole erster Ordnung mit dem Residuum

(179) m(aj-)JtRz(qy g9, w, Z) (‘ = _p<qy g)y Sty —1)

besitzt. Es gilt 6% =0, Mcign = @/2)L —g/2), VI[A—\_(0n=(9—1)/2.
In (174) lasse man s gegen 0 streben. Es folgt

X4 ~
(180) J——r(q,ﬂ)Rz(q’ g; w’ Z) = 2’,_2—17:[_(9 - 1)KRZ(q7 g’ g, w’ z; 07 0) .

Fir g = 2 ist damit alles bewiesen, falls (102) gilt. Dieser Bedingung
entledigen wir uns jetzt.

Wenn die vorher gemachten Aussagen fiir ein ReM() gelten, so
gelten sie wegen (7) fir jedes ReM(l). Alle Aussagen sind also unter
der Voraussetzung (151) richtig. Es sei [e N. Wir zeigen, daBl alle
Aussagen fiir M(q) gelten, wenn sie fiir M(ql) richtig sind. Aus (13)
erhalt man

(181) I\é(qy gr gy wr zr s; S) = 2 KN,(qu gy gy w; z’ S, 8) *
NeMl(ql)\M(q)

Ist $%(q) ein Fundamentalbereich von M(q), so stellt

(182) Fah = U NE@)
NeM@h\M(a)

einen Fundamentalbereich von M(ql) dar. Wir betrachten zunichst den
Punkt s = 0. Unter der Voraussetzung

(183) v > J,(qb)

ist die rechte Seite von (181) bei s = 0 holomorph, also auch die linke.
Wendet man (180) fiir ql statt ¢ an, folgt aus (181)

(184) J*(q, 9, w, 2) = 2”"231(9 — 1)K(g, 9, 9, w, 2, 0, 0)
T
mit
(185) J* g, g, w,2) = > I caan(d, 9, w 2).
' NeMI(gl)\M(q)
Jetzt sei f(2) € (q, g, 0)9(ql, g, 0). Wegen (91) also
(186) fa) = Teaalal g, w, 2f @)do,

Wir benutzen (182) und fy(2) = f(2) (NeM(q)). Es folgt
Sflw) = J_ciat,0(@l, 9, w, 2)f(2)dew,

NeM((a)\M(a) SN(%(«))

-\ T @l, 6, 1, 2)f @), -
§(@) NeM(a)\M(q)
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Wegen (185) also

(187) fa) = TG 9w, Af @do,

Daher ist J*(q, g, w, ) der reproduzierende Kern von £(q, g, 0). Dieser
ist eindeutig bestimmt. Also J*(q, 9, w, 2) = J_.(.0(q, 9, w, 2). Somit gilt
(172) unter der Voraussetzung (183).

Wir kommen nun zu den Polstellen bei of (¢ = —p(q, 9), -++, —1).
Beim Ubergang von M(q) zur kleineren Gruppe M(ql) konnen weitere
exzeptionelle Eigenwerte und daher weitere ot hereinkommen. Es sei
also \ ein exzeptioneller Eigenwert zu M(ql) und ¢* durch (176) erklirt.
Aus (179) folgt

(188) Res Ky, (L, 9, 9, w, 7, 5, 8) = 0(0")Jn,(dl, 9, w, 2) ,

wobei J(ql, g, w, z) der reproduzierende Kern von $(ql, g, o) ist. Aus
(181), (188) schlieft man

(189) Res K, 9,9, w, 2 8 8) = w@")JT*g, 9, w, 2)

mit

(190) j*(qr gv w, z) = 2 sz(qu gr wv Z)
NeMI(ql)\M(q)

Durch die Rechnung, die von (186) zu (187) fiihrt, schlieBfen wir, daB
J*(q, g, w, 2) der reproduzierende Kern von £(g, g, %) ist. Ist A kein
exzeptioneller Eigenwert bzgl. M(g), so ist $(q,g,0%)=0, also J*(q,9, w,2)=
0. Dann ist K(g, g, g, w, 2, 8, ) bei s=o*+ holomorph. Ist aber » =, ein
exzeptioneller Eigenwert bezliglich M(q), so besagt (189), daB (171) fiir
(183) richtig ist.

Alle Aussagen des Satzes fiir g = 2 sind also fiir (183) richtig. Wegen
(152), (154) folgt dann die Gultigkeit fiir beliebige w, z € 3@1).

Wir kommen zum Fall ¢ = 1. Zundchst gelte wieder (102). Aus (31)
folgt —z(g, 9) =0. Wegen (174) ist K (q, 1,1, w, 258 in Res>0
holomorph. Vermoge Hilfssatz 8 und Satz 10 ist Z; (g, 9, w, 2, s) beis =0
holomorph. Wegen (174) kann IZRz(q, 1,1, w, 2,8, 8) bei s =0 hochstens
einen Pol erster Ordnung haben. Man multipliziere (174) mit s und lasse
s gegen 0 streben. Es folgt

(191) Jor @, 1,0, 9) = = Res K (0,1, 1, w, 2,8, 9).
T =

Der Bedingung (102) entledigen wir uns wie frither. Satz 11 ist be-
wiesen.
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SATZ 12. Fir jede Kongruenzgruppe ¥ ist KW, k, g, w, 2, s, 8,) in C*
eine meromorphe Funktion von s,, s,, welche auferhald der Singularitaten
reell-analytisch in w, v, x, y 1ist.

Es set g =2. In der Halbebene Res >1— g ist KW, g, g9, w, 2, s, 8)
fur g =1mod2 holomorph; fiir g = 0mod2 liegen Pole erster Ordnung
bes

(192) a,+=1——g+2\/—i——)\., t=—p g), -, —1).

Dabei sind n_pw gy, ***» My die Tm Intervall <0, 1/4) gelegenen exzeptionellen
Eigenwerte von —A, beziiglich ¥. FEs gilt

(193) ResK(¥, g, 9, w, 7 5, 5)

(e + oDZ 7 _(oyyredn @, g, w, 2)
o, o\ |1 _
r(g+Z)r(2 )\/ o
(‘ = —p(qry g): Y _1) ’

dabei ist J (¥, g, w, 2) der reproduzierende Kern des Eigenraumes von i,
wm Hilbertraum BT, g).

Bei s =0 st KT, g, 9, w, 2, 8, s) holomorph. Es gilt
(194) K@, 9,9, w200 =(-17K¥,9,9,2 w,0,0);

ferner ist K@, g, 9, w, 2, 0, 0) beziiglich z eine klassische (holomorphe)
Spitzenform zu T vom Gewicht g. Jede klassische Spitzenform F(z) zu ¥
vom Gewicht g geniigt der Integralgleichung

%) F@=2"2@-1| K90 0w70 0rFudo..
T )

Dabei ist @) ein Fundamentalbereich von ¥.
Fir g=1 ist K¥, 1,1, w, z, s, s) in Res > 0 holomorph. Bei s=0
liegt hochstens ein Pol erster Ordnung. Es gilt

(196) Res K(¥,1,1,w, 2,8 8) = —Res KW, 1,1,2, w,s,8);
2=0 8=0

Serner ist Res,., K, 1, 1, w, 2, s, s) beziiglich z eine klassische (holo-

morphe) Spitzenform zu ¥ vom Gewicht 1. Jede klassische Spitzenform

F(2) zu U vom Gewicht 1 geniigt der Integralgleichung

(197) Fe) = 2|,
4

&(

" Rf,os K%, 1,1, w, z s, s)vFw)dw,, .

.. BEWEIS. Aus (13) und den im Beweis von Satz 11 durchgefiihrten
Uberlegungen ersieht man, da es geniigt, den Fall ¥ =M(q) zu betrachten.
Dann folgt alles, was vor Formel (194) steht, aus (118), Satz 9, Satz 11.
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Hieraus ersieht man weiter, daB K(7, g, 9, w, 2, s, s) fiir g = 2 bei
s = 0 holomorph ist und fiir g =1 bei s =0 einen Pol erster Ordnung
besitzt. Die Formeln (96), (172), (173) liefern (194), (196). Die Funktion
J_c0,0(@, 9, w, 2) liegt beziiglich z in 9(q, g, 0). Wegen Hilfssatz 3, (118),
172), (173) ist K7, g, 9, w, 2,0, 0) (g = 2) bzw. Res,., KT, 1,1, w, 2, s, s)
eine klassische Spitzenform zu ¥ vom Gewicht g.

Vermoge Hilfssatz 3 ist F(z) genau dann eine klassische Spitzenform
zu ¥ vom Gewicht g, wenn f(2) = y**F(z) € 9(q, g, 0) ist. Aus (91), (96),
(172) (178) folgen (195), (197). Satz 12 ist bewiesen.

Im konvergenten Fall g = 3 findet man die Formel (195) bei Fay [13],
Seite 174, Corollary 3.2. Man siehe auch Christian [6], Seiten 414/415
Formeln (1426), (1429).

SATZ 13. Die Funktion (t) set auf der Halbgeraden 0 =< t beliebig
oft (bis in den Punkt 0 hinein) differenzierbar. Weiter sei me€Z. Dann
18t die Reihe

(198) P(q, g, n, ¥(t), z,8) = >, ¥ (9, )y (yy)y§tetetinenst

N € Mo (9)\M(q)
fiur Res > 2 — g absolut konvergent und stellt eine holomorphe Funktion
in s dar. Diese laft sich meromorph auf die s-Ebene fortsetzem. Sind
(), ,(t) zwer Funktionem mit der vorher gemamnten KEigenschaft, so
ist die Differenz

(199) ¥, (0)P(q, g, m, ¥,(t), 2, 5) — ¥, (0)P(q, g, m, 45(2), 2, 8)
= P(q; g; n, "l’z(o)"ﬁ‘l(t) - "#1(0)‘/’2(0; 2 8)

fiur Res > —g holomorph in s.

BeEwEels. Da y, gegen 0 strebt, wenn N iiber M, (q)\M(q) lauft, kon-
vergiert die Reihe (198) fiir Res > 2 — g absolut und stellt eine holomorphe
Funktion in s dar. Um die Reihe meromorph auf die s-Ebene fortzusetzen,
nehmen wir zunachst (t) =1. Die Funktion P(q,g,0,1,2,s)= E(q, 9, 2, )
1aBt sich nach §2 meromorph auf die s-Ebene fortsetzen.

Jetzt sei n = 0. Aus Hilfssatz 12 folgt

(200) P(q’ g, n, 1’ Z, s) = Z j;}(g’ z)y%+‘)/262”’:"zN/q
N € Moo (0)\M(2)
=(é£ln_l_>—(v+a)/2i asign(g s) 2 j;,l(g z)( 47r|n| yN>(a+a+2:)/2
q S0 reMe@wM ’ q

stign(g, dzin| Yn, 8 + 26)62“""”/" + 6(q, 9, m, m, 2, 8) ;
q

dabei konvergiert
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@01)  6(g, 9, 7, m,2,5) = (222"
q

4 . (g+8+2m+2)/2 .
chllnl yN’ s).?Nl(g, z)(47tq|n| 1/1v> ezxin N/9

fiir Res > —g — 2m absolut und ist dort meromorph in s. Aus (105),
(106), (200) folgt

(202) P(q,9,1,1,z2,8)

—(g+8)/2 m

=(i’%’ﬂ) ’ 2, a?*"(g, 8)U(g, 9, m, 2, s+20) +6(q, 9, m, m, 2, 5) .

Wegen Satz 7 ist P(q, g, n, 1, 2, 8) fiir Res > —g — 2m meromorph. Das

gilt flir jedes me N. Daher ist P(q, g, n, 1, 2, s) fiir s € C meromorph.
Die Taylorsche Formel liefert

sign
m g’
N € Moo (9)\M(q)

— < '\ll‘(‘)(O) ¢ "I/‘(m+1)(0t) m+1
(203) () Z«‘; a0 t+ (m—l—l)!t 091,
Also
— 0
(204) P(q, g, m, "}"(t)y 2, 8) - %“'”_'P(q’ g, n, 1, s + 2‘)

NeMa@WM@ (m + 1))

Daraus folgt wieder, daB P(q, g, n, ¥ (%), 2, s) fiir alle s € C meromorph ist.
Gilt 4(0) = 0, so ist die rechte Seite von (204) fiir s > —g holomorph.
Also ist (199) fiir Re s > —g holomorph. Satz 13 ist bewiesen.

Man siehe hierzu auch Hejhal [18], chapter 7, §4.

ANMERKUNG 3. In (198) konnen wir noch zulassen, daB «(t) von s
abhangt, Ist 4(t) = 4(t, s) flir s € C meromorph, so kommen in die Reihen
(198) noch die Pole von (¢, s) hinein.

Offenbar gilt fiir neZ — 0:
— (4xln] \grone 4|n|
@) U, g, m 2 8) = (EL)eP(q, g, m, S (9, I, 5), 7, 5) -

Aus (121) folgt

(206) I?(q’ k,g,w,z2,s,8,)=0p"""" i P(q, 9, m, b,(q, k, v+t,8), 2, 8,)e” /0,

n=—
5. Kloosterman’sche Summen.

SATZ 14. Es sei y(t, s) in der Halbebene Re s > 3/2 — g holomorph in
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8. Dann sind die Reihen P(q, g, n, ¥(t, 8), 2, 8) (n +# 0) fiir Res>8/2—g¢g
holomorph.

BEWEIS. Wegen Satz 13 und Anmerkung 3 geniigt es, die Behauptung
flir (¢, 8) =1 zu beweisen. Wegen (13) konnen wir uns auf den Fall
q = 3 beschranken. Wir wollen

(207) P(Qy g, n, 17 z, 8) = Z j;l(g, z)y;‘\‘,”r””ez”‘"’w

N eMoo (9)\M(2)

in eine Fourierreihe beziiglich x entwickeln. Es gilt
(208) P(q, g, n, 1, 2, S) — y(0+a)/262zinz/q

(g+8)/2 g —~8 az + b
+y (c,zd;‘:], (cz + d)%lez + d| exp(2m Re poa d)

(cd)E‘;:l?modq
Dabei sind a, b € Z so bestimmt, daB ad — bc =1 und (ab) = (10)mod ¢ ist.
{ > bezeichnet den groBten gemeinsamen Teiler. Es gilt

az+b _a 1

cz+d ¢  clz+d)

(a b\ (1 qv) _ (a b+ qva)
¢ d) 0 1/ \e d+pve)’
Man kann also zu d Vielfache von qc addieren, ohne a abandern zu miissen.

Also
(209) P(q’ g’ n, 1, 2, S) — y(v-h)/zezm‘nz/q + y(y+a)/2 Z e2ntna/(qo)(qc)—g-—:

{c,d)=1

Mit yve Z gilt

c#0
(ed) = (01)mod g

0sd<gqle|
X >, exp[—2mi '”'zRe 2

T (g¢) <_z_ + =+ v)
q qc

x(-z—+i-+u> "'—z-+—‘?—+»
q qc q qc

Man setze ¢ = qv (Y€ Z) und

@10) O, 9,28 =3 exp(—ZniaRe - i . )(z o)z + o

Dann folgt
(211) P(q, g, n, 1, 2, 8) = y'o+e2grminasa

+yr 3 @0 5, exp(2mitl)o( g 2L ).
rie 35«;;53;! it q q a”
{qr,d)=1
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Man entwickle @(a, g, 2, s) in eine Fourierreihe nach x:

(212) 0, 0,7 9) = 3 _fla g, e,

und fiithre die Kloosterman’sche Summe

@218) VEY, mA) = 3 exp (2mM)
0sd<a?ir| qa*Y
i

ein. Dann folgt
(214) P(q’ g’ n, 1’ z, s) —_ y(ﬂ'*'s)/ZeZﬂ:i'nz/q

Cryen 5 @ Ve m (v g, L s )
A== 7ot Y q

Aus Esterman [11], Seite 92, Formeln (39), (40), Salié [40], [41], A. Weil
[56], folgt

Vi m 01 S A ) O )

Dabei ist d(x) die Anzahl der positiven Teiler von . Aus Huxley [61],
Seite 8, (215) folgt d(x) = 0(x*) (¢ > 0). Also

(215) V._,*(’Y, n, ?\;) —_ O(|7]1/2+£I)\’|1/2—'e) (I’Yly |7\'| - OO)
Aus (212) folgt

fla, n 9,9, 8) = Sl(D(a, g, 2, e dy |
wegen (210) also

@16) fla,n9,9,9) = exp(—2wi(\o+aRe

- >>(w +iy) %l +1y| " da .
x+1y

Wegen a = n/(¢*7?), n+ 0 ist a € Q — {0}.
Weiter ist A€ Z. Es folgt

@17 fla, N, 9,9, 8)

co+1iy
=e—21r21[. S

exp( — 2m’(m +—(2¥-(—;— + > -—121:y )))z""’%z —21Y)"**dz .

Das in (217) auftrentende Integral schatzt man mittels der von Gundlach
[16] Seiten 340 bis 345 benutzten Methode ab. Es folgt fiir y =y, > 0
(218) Sla, N 9, 9, 8) = O((INfF + e ™ ¥|a|™) (e >0) .

Wegen (215), (218) konvergiert die Doppelsumme (214) fiir Res > 38/2 — g
absolut und stellt eine holomorphe Funktion in s dar. Satz 14 ist be-
siesen.

—ootiy
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SATZ 15. Es sei ¥ eine Kongruenzgruppe. Dann ist KT,g,9,w,z,s,8)
Sur g+ 0 in der Halbebene Re s> 3/2— g holomorph. Fiir g =0 liegt ein
Pol erster Ordnung bei s = 2.

BEwEIs. Wegen (13) geniigt es, die Behauptung fiir ¥ =M(q) (¢ =3)
zu beweisen. Aus Christian [569], Seite 428, Satz 3 folgt

(219)  K(M(g), 9, 9, w, 2, 5, 8)
= (vy)~ a2 i P(q, g, n, b,(q, g, v + ¢, 8), 2, 8)e~ /1

Weiter ist KM(q), g, 9, w, 2, s, s) iiberall dort holomorph, wo die P(q, g,
n, b.(q, 9, v + ¢, 8), 2, s) es sind, und man kann das Polstellenverhalten von
KM(g), 9, 9, w, 2, 8, 8) aus dem Polstellenverhalten der

P(q, 9, m, b,(q,9, v+t 8),238) @nmeZ)

ablesen.

Zunachst sei n = 0. Wegen (87), (38), (39) sind die b.(q, g, v+ ¢, 8) in
Re s>3/2—g holomorph. Nach Satz 14 sind auch die P(q, g, », b.(q, 9, v+
t, 8), 2, 8) (n=0) fiir Res > 8/2 — g holomorph.

K(M(q), g, 9, w, 2, s, s) hat also genau dort Pole, wo P(q, g, 0, b,(q, g, v+
t, s), z, s) Pole hat, und dieses hat wegen Satz 13 genau dort Pole, wo

P(q, 9,0,1, 28 = EQq,9, 2, 3)
Pole hat. Aus Satz 5 folgt nun Satz 15.
SATZ 16. Es gilt

(220) O ram = % —y,
also

3
(221) Ao, = 16"

Die exzeptionellen Eigenwerte von —A, liegen also im Intervall [3/16, 1/4).

BEWEIS. Nach Satz 1 gibt es exzeptionelle Eigenwerte nur fiir g=0
mod 2. Ferner sind diese fiir alle ¢ = 0 mod 2 die gleichen. Wir konnen
daher g = 2 annehmen. Aus den Satzen 12 und 15 folgt (220) und hieraus
(221). Satz 16 ist bewiesen.
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