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Resume. Le but de cet article est de comparer, pour une variete torique complexe,
d'une part Γinclusion naturelle des classes de diviseurs invariants de Cartier dans ceux
de Weil, d'autre part Γhomomorphisme de dualite de Poincare entre la cohomologie
entiere en dimension deux et Γhomologie entiere, a supports fermes, en dimension
complementaire. Si le groupe fondamental de la variete est fini, nous montrons que
Γhomomorphisme naturel "classes de Chern" du groupe de classes de diviseurs invariants
de Cartier dans la cohomologie et Γhomomorphisme "classe d'homologie" du groupe
de classes de diviseurs invariants de Weil dans Γhomologie sont tous deux des
isomorphismes. On en deduit Γidentification de Γinclusion de ces groupes de classes de
diviseurs avec Γhomomorphime de dualite de Poincare. Nous etendons ce resultat au
cas d'une variete torique quelconque, en utilisant des formules de Kunneth adaptees.

Les groupes de classes de diviseurs invariants de Cartier et de Weil—et done aussi
les groupes de (co-)homologie correspondants—s'interpretent en termes des donnees
combinatoires et geometriques de Γeventail qui definit la variete torique. Cette
interpretation nous permet d'aborder les problemes d'invariance des nombres de Betti
des varietes toriques.

Abstract. For a complex toric variety, we compare the natural inclusion of the
group of classes of invariant Cartier divisors into that of Weil divisors on the one hand,
and the Poincare duality homomorphism between the second integral cohomology and
the integral homology (with closed supports) in complementary degree on the other. If
the variety has finite fundamental group, we prove that the natural "Chern class
homomorphism" from the group of classes of invariant Cartier divisors to cohomology
and the "homology class map" from the group of classes of invariant Weil divisors to
homology are both isomorphisms, thus identifying the inclusion of these divisor class
groups with the Poincare duality homomorphism. Using suitable Kunneth formulae, that
yields a result valid in the general case.

These groups of classes of invariant divisors—and hence the corresponding
(co-)homology groups—have explicit descriptions in terms of combinatorial-geometric
data of the fan that defines the toric variety. As an application, we use these to discuss
problems of invariance of Betti numbers for toric varieties.

Introduction. Les varietes toriques sont des objets particulierement interessants,
notamment a cause de leur relation etroite avec la geometrie convexe elementaire.
L'operation du tore donne lieu a une decomposition finie d'une telle variete en orbites,
toutes isomorphes a des tores, et fournit une correspondance biunivoque entre les orbites
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et les cones d'un «eventail rationnel» dans un espace vectoriel rέel. Reciproquement, a
partir de cet eventail, objet de geometrie convexe combinatoire, il est possible de
reconstruire la variete torique, ce qui en donne une description tres explicite.

Les diviseurs dans les varietes algebriques complexes jouent le role important d'un
lien entre aspects algebriques-analytiques et aspects geometriques-topologiques. Les
deux notions de diviseur que Γon connaϊt pour des varietes normales—celle de Cartier
et celle de Weil—sont liees a la cohomologie et a Γhomologie, respectivement, de la
faςon suivante: A tout diviseur de Cartier d'une varietέ X, on sait associer sa classe de
Chern, classe de cohomologie entiere dans le groupe H2(X) :=H2(X, Z) (Dans la suite,
et sauf indication du contraire, les groupes de (co-)homologie sont toujours entendus a
coefficients entiers). D'autre part, a tout diviseur de Weil, on peut associer sa classe
dans le groupe d'homologie entiere a supports fermes HC

2*_2(X): = HC

2*_2{X, %X a v e c

n: = dimc X (Rappelons que Γhomologie a supports fermes, souvent appelee homologie
de Borel-Moore dans la litterature, peut etre obtenue a partir du complexe de chaϊnes
simpliciales localement finies; cf. [Bd: Ch. V] ou [Fu^ §19.1, p. 371]). Dans les deux
cas, on associe aux diviseurs principaux la classe nulle. En notant respectivement
ClDivc(X) et ClDivw(X) les groupes abeliens des classes de diviseurs algebriques
de Cartier et de Weil dans X modulo les diviseurs principaux, on a done des
homomorphismes

(I.I) c1: ClDivc(X)—> H\X) et κ\ ClDivw(X)—>HC£

L'homomorphisme de dualite de Poincare

cap-produit par la classe fondamentale [AT], fournit, pour k = 2, un lien naturel entre
les deux homomorphismes: Pour un diviseur de Cartier D, on a la formule

(1.2) P2n_2(c\D)) = κ(D).

Rappelons que, dans le cas lisse, d'une part les homomorphismes P2n-k sont des
isomorphismes pour tout k, et d'autre part, les deux notions de diviseurs coincident.

Pour une variete torique X, on sait (cf. [Fu2: 3.4]) que les classes de diviseurs
admettent toujours des representants invariants par Γoperation du tore Γ; autrement
dit, en notant ClDiv^pf) et ClDiv^(X) les groupes de classes de diviseurs invariants
respectifs, on a des isomorphismes

(1.3) Cl Όivl(X) ^ Cl Όivc(X) et Cl Div^(X) ^ Cl Divw(X).

Dans le cas compact lisse, il resulte du theoreme de Jurkiewicz-Danilov (cf. [Od:
p. 134]) et de la dualite de Poincare que les homomorphismes c1, K et P2n-i s o n t t o u s

des isomorphismes. Dans le cas singulier, il est clair que les deux notions de diviseurs
ne coincident plus. D'autre part, comme le tore ne contient pas de diviseurs invariants,
les homomorphismes c1 et K ne sont plus, en general, des isomorphismes. Or considerons
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le cas d'une variete torique X de dimension n dont le groupe fondamental est fini. Une
telle variete est non dέgέnέrέe dans le sens qu'elle n'est pas isomorphe au produit d'une
variete torique de dimension d<n et d'un tore de dimension n-d, et Γeventail
correspondant est non dέgenere dans le sens que ses cones ne sont pas tous contenu
dans un meme hyperplan. Nous montrons alors le resultat suivant:

THEOREME PRINCIPAL (cas non-degenere). Soit X une variete torique non degeneree,
alors on a:

et les homomorphismes c1 et K de (I.I) sont des isomorphismes. On a done le diagramme

commutatίf suivant:

C\Ό'\wτ

c{X) ^

(DP, , J .

H\X) -2HΞ

Comme consequence importante du theoreme, nous obtenons une formule de calcul
explicite de Γhomologie HC2%-2(X) e n fonction des donnees de Γeventail qui correspond
a la variete X (voir la proposition 2.9). Ces resultats s'appliquent en particulier si X est
compacte; alors Γhomologie a supports fermes n'est rien d'autre que Γhomologie usuelle
H.(X).—Le cas degenere se deduit aisement, cf. le theoreme 2.1.

La preuve de la partie homologique de Γenonce est basee sur Γetude du cas particulier
d'un eventail non degegere minimal, done ne contenant que n rayons independants, en
plus du cone trivial reduit a Γorigine. La variete torique correspondante est contenue,
comme sous-variete ouverte invariante, dans la variete torique affine associee au cone
simplicial engendre par ces rayons, et son complementaire y est de codimension deux.
Le resultat homologique decoule alors de la description de cette variete ambiante comme
quotient de Cn par Faction d'un groupe fini.

La partie cohomologique est connue dans quelques cas particuliers importants
(voir la discussion suivant la preuve du corollaire 2.6). Notre demonstration utilise des
resultats de la theorie de dualite de Poincare dans le cas singulier et il nous faut pour
cela connaϊtre les faisceaux d'homologie locale J^2n-j de la variete X pour j<2. Or il
resulte de la partie homologique que le faisceau J^2n-i e s t n u ^ ^e faisceau J^2n-2 e s t

constant le long des orbites de Faction du tore dans X et sa fibre s'explicite en termes
de diviseurs comme suit: Chaque orbite est contenue comme seule orbite fermee dans
un unique ouvert invariant affine Xσ9 et les fibres du faisceau Jf2n-2 ^e ' o n S de cette
orbite s'identifient au groupe Cl D i v ^ ^ ) des classes de diviseurs de Weil invariants de
Xσ (voir le corollaire 2.6).

Etant donne ce resultat, la question se pose de savoir si le groupe d'homologie
d'intersection ///|1n

d_2(X), situe a mi-chemin entre la cohomologie et Γhomologie, admet
egalement une telle interpretation en termes de diviseurs. Dans Γarticle [BBFK], nous
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en donnons une reponse positive: Pour toute perversite p, notons i(p), le plus grand
entier i<n tel que p(2i)<\, et Vp Γouvert invariant de X, reunion des orbites de
dimension au moins n — i(p). Alors le groupe IpH

c

2^_2(X) est isomorphe au groupe
): = {[D]eC\Όivl/(X); D\v peΌ'\\τ

c{Vp)}\ en outre, les inclusions naturelles
correspondent ainsi a la factorisation naturelle

H\X) —> IpHt_2{X) — H%.

de Γhomomorphisme de Poincare P2n-2.
Si la variete torique X admet un point fixe, son groupe de cohomologie H2(X) est

libre, tandis que ceci n'est pas necessairement vrai pour Γhomologie Hc

2

d_2(X). D'autre
part, le nombre de Betti bc

2^2(X) = rgHc

2

ιd_2(X) est determine par le nombre de rayons
de Γeventail correspondant a X. Par consequent, dans le cas non degenere, bc

2£_2(X) est
un invariant du type combinatoire de Γeventail, tandis qu'en general b2(X) = rgH2(X)
ne Test pas. McConnell [MCo] a donne le premier exemple dans le cadre projectif.
Dans 3.5, nous discutons un autre exemple parlant, dύ a Eikelberg [Ei1>2]: Nous y
considerons deux eventails complets, de meme type combinatoire, qui ne different que
par une distorsion minime, mais tels que, pour les varietes toriques compactes X et X'
correspondantes, on a b2(X) = 1 et b2{X') = 0. Cependant, tous les nombres de Betti bt(X)
et bfd(X) jouissent de proprietes d'invariance remarquables: il s'agit d'invariants du
«type lineaire» de Γeventail, ou, ce qui est equivalent, d'invariants par rapport aux
revetements ramifies finis equivariants (voir la proposition 3.7).

Une des motivations, a Γorigine de notre travail, etait l'etude des classes
caracteristiques de Chern, au sens de M.-H. Schwartz et MacPherson, pour les varietes
toriques singulieres. Contrairement au cas lisse, il s'agit de classes dΊiornologίe, et comme
il n'y a pas de structure multiplicative en homologie, on ne peut pas, a priori, utiliser
ces classes cq(X)eHfq(X) pour definir des nombres caracteristiques. II est done naturel
de chercher des conditions sous lesquelles on peut relever ces classes en cohomologie
via Γhomomorphisme de Poincare P2q.

Dans le cas torique, chaque classe cq(X) est representee par un cycle algebrique
invariant, somme des adherences des orbites de dimension q. Ce resultat dύ a Ehlers
(non publie, cf. [Fu2: pp. 113, 145]) a ete trouve independemment et publie dans [BBF].
En particulier, la classe cn-γ{X\ qui generalise la classe «anticanonique» du cas lisse
au cas singulier, est representee par la somme de tous les diviseurs invariants premiers.
Or on sait que la classe (anti-)canonique d'une variete torique provient d'un fibre en
droites et done, d'un diviseur de Cartier si et seulement si toutes les singularites sont
de Gorenstein. En utilisant notre interpretation de Γhomomorphisme de Poincare P2n-2

de la variete torique X en termes de diviseurs invariants, on retrouve alors la
caracterisation connue (cf. [Is: Thm. 7.5]) pour que les singularites d'une variete torique
soient de Gorenstein (voir le theoreme 3.11).

Ce travail etait effectue avec le concours du programme «PROCOPE» pour
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Γavancement de la cooperation franco-allemande dans la recherche scientifique.—Nous

tenons a remercier le rapporteur pour ses remarques pertinentes qui nous ont ete tres

utiles.

0. Varietes toriques: Notions et notations fondamentales. Nous donnons ci-

dessous une liste des notions et des notations dont nous allons nous servir. Pour la

thέorie de base des varietes toriques, nous renvoyons a la litterature, notamment aux

monographies [Fu 2] ou [Od].

A. Cones, varietes toriques affines et orbites fermees: Nous notons

• T: = (C*)n le tore algebrίque de dimension n,

• Λf: = Hom(C*, T) = Zn le « reseau » des sous-groupes a un parametre de J,

• NR\=N®zR^Rn Γespace vectoriel reel associe,

• M: = Hom( J, C*) le groupe de caracteres et

" < , >: Mx7V->Hom(C*, C*) = Z Γaccouplement naturel parfait, donne par

composition, par lequel on identifie M au reseau dual Homz(7V; Z) = Zn de N.

Dans toute la suite, un cone σ dans NR signifiera un cone rationnel par rapport a N,

polyέdral, convexe et saillant, c'est-a-dire Γensemble ^ / ? > 0 ^ des combinaisons lineaires

non negatives dans NR d'une collection finie d'elements vt e N tels que, pour un caractere

χeM convenable, on ait toujours <χ, t>ί>>0. Pour un tel cone, nous notons

• σ: = {ueMR: = M®zR; (u,υ}>0 pour tout veσ} son dual, qui est un cone

polyedral, rationnel par rapport au reseau M, convexe et de dimension (reelle) n,

• Xσ la variete torique affine de dimension (complexe) n associee a σ (i.e. dont

Γanneau de coordonnees C[Ar

σ] est Γanneau du monoϊde C[σ n M]), et

• Bσ Γunique orbite fermee dans Xσ, de dimension (complexe) n — dimσ, obtenue

de la facon suivante: en considerant un vecteur arbitraire du reseau dans Γinterieur

relatif VGOΠN comme sous-groupe a un parametre, la trajectoire d'un point de

base arbitraire x0 de la grosse orbite a une « source» xσ: = \imt_^ov(t)- x0 dans

X, et Bσ: = Γ xσ en est Γorbite.

Nous decrirons la structure de (Xσ, Bσ) en distinguant trois cas:

(a) Dans le cas dimσ = «, Γorbite Bσ est reduite au seul point fixe xσ de Xσ, et ce

point xσ est la « source» commune de toutes les trajectoires de Γoperation dans Xσ pour

tout vecteur veσnN; autrement dit, pour tout point xeXσ, on a limί_ot;(/) λ: = Λ:<τ.

On en deduit que Xσ, en tant qu'espace topologique, est le cone reel ouvert de sommet

xσ et de base {xεXσ; \\x\\ = 1}, oύ Xσc^Cp est le plongement minimal equivariant

(determine par Γunique systeme minimal de generateurs du monoϊde σnM, cf. la

description de Γespace cotangent de Xσ en xσ donnee dans [Fu2: 2.1, p. 28]). Alors

Γouvert contractile Xσ est un «bon» voisinage du point fixe xσ; en particulier, pour

Γhomologie locale de Xσ au point fixe xσ, on a des isomorphismes

(O.A.I) 3fq,Xσ S Hf(Xσ).

(b) Dans le cas dimσ<«, notons linσ le plus petit sous-espace vectoriel de NR
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contenant σ. Alors le choix d'un sous-reseau N'ά complementaire de Nf

σ\

fournit une decomposition du tore T^ T'σ x Ί'ά avec dim Tσ = dim σ. Celle-ci se prolonge

a Xσ de la faςon suivante: Notons Yσ la variete torique (par rapport au tore T'σ) affine

determinee par σ vu comme cone dans NR = lin σ, on a une decomposition compatible

(0.A.2) Xσ^YσxTf;,

induisant un isomorphisme

(0.A.3) Bσ s {ya} x Γ;

oύ yσ est le seul point fixe de Yσ.

(c) Dans le cas dimσ = 0, i.e. pour le cone o: = {0}, on obtient la « grosse» orbite

Bo = XO9 ouverte et dense dans X, identifiee le plus souvent au tore T.

On dit qu'un cone σ est simplicial s'il est engendre par dim σ elements, qui sont

alors lineairement independants.

B. Eventails et varietes toriques generates: Un eventail (fini) A dans NR est une

collection finie de cones contenant toutes les faces de chacun de ses cones et telle que

deux cones s'intersectent toujours suivant une face commune. Comme la variete torique

affine Xτ qui correspond a une face τ d'un cone σ admet un plongement ouvert equivariant

naturel dans Xσ, cette propriete fournit un recollement equivariant unique des varietes

toriques affines qui correspondent aux cones d'un eventail A dans NR. Nous notons

• X=XΔ la variete torique ainsi obtenue.

Un eventail est determine (ou engendre) par la collection Amax de ses cones maximaux,

et les ouverts affines Xσ correspondant aux cones maximaux recouvrent XΔ. En

particulier, si A est engendre par un seul cone σ, on retrouve la theorie affine, i.e. on a

XΔ = Xσ. Etant donne un eventail A, on note

• A{q)^A le sous-ensemble des cones de dimension (reelle) q, et

• A{-q): = [jp<qA
ip)<^A le sous-even tail forme de tous les cones de dimension au

plus q,

• k: = k(A): =cardzl ( 1 ) le nombre de cones de dimension 1 (i.e., les demi-droites,

aussi appelees les rayons) de Γeventail A,

• P: = P(A) = {v1,..., vk}aN Γensemble des vecteurs primitifs, generateurs des

rayons pi: = R^ovieAil\ et

• Bt = BPi a Xpour i = 1, . . . , k, Γorbite de codimension (complexe) 1 correspondant

au rayon ph et ainsi, au vecteur primitif vt.

Finalement, notons

• d(A)\ = d\mR\mA la dimension du plus petit sous-espace lineaire, linzl, de NR

contenant tous les cones de A.

Nous remarquons Γegalite d(A) = d(A{1)). Dans le cas d(A) = n, nous dirons que Γeventail

A et la variete torique correspondante XΔ sont non degenέrέs. Etant donne le role

important joue par cette notion dans la suite, nous en donnons quelques reformulations,

essentiellement en termes topologiques. Pour cela, rappelons que la formule
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(O.B.I) ni(XA)^NIN0, avec No: = £ (ΛΓnlinσ)
σe Δ

pour le groupe fondamental topologique (cf. [Od: Prop. 1.9]) montre qu'il s'agit d'un

groupe abelien, done coϊncidant avec le premier groupe d'homologie a supports compacts

H^XJ. Or on a d(A) = rgN0; nous pouvons alors ecrire:

0.1. REMARQUE. Les conditions suivantes sont equivalentes:

( i ) L'eventail A est non degenere.

(i') Le sous-eventail A{-1) est non degenere.

(ii) Le sous-reseau No de N est de rang maximum n.

(ii') Le sous-reseau (P(A)} = <ι?1? . . . , vk} de TV, engendre par les vecteurs primitifs

de A, est de rang maximum n.

(iii) Le groupe fondamental π^XJ est fini.

(iv) Le premier nombre de Betti bγ{XΔ): = rg//1(l r

J) s'annule.

(v) Onaff 1(Jf J) = 0.

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les enonces correspondants (iii')-(v') pour

la sous-variete torique ouverte lisse XΔ(<\).

L'eventail est complet (i.e., les cones de A recouvrent NR) si et seulement si XΔ est

compacte. Si A est engendre par un seul cone σ, nous ecrivons k(σ), P(σ) etc. au lieu

de k(Δ\ P(A) etc., respectivement, et parfois, nous appelons P(σ) la « base» du cone σ.

C. Varietes toriques degenerees, homologie locale et formules de Kύnneth: Tout

eventail A peut etre considere comme even tail dans N'R\=\mΔ, rationnel par rapport

au sous-reseau induit N'Δ :=NnNR, et devient ainsi un eventail non degenere, note A'.

Soit TΔ le sous-tore correspondant de T, de dimension d : = d(A), et YΔ \ = XΔ> la variete

torique (par rapport au tore T'Δ) non degeneree, definie par A'. Comme dans le cas

affine, on choisit un sous-reseau NΔ complementaire de N'Δ, definissant ainsi des

isomorphismes de reseaux N^N'Δ@NΔ, et d'eventails Δ^Δf xo", oύ o" est l'eventail

donne par Γorigine dans N'R. Alors on a une decomposition

(O.C.I) (XΛ9 T) * (XΔ,, T'Δ)xXo,, = :(YΔ9 TΔ)xΎ"Δ

(souvent notee X1^, Yx T"). Dans le cas oύ A est engendre par un seul cone σ, on

retrouve la decomposition Xσ^Yσx Ύ"σ de (0.A.2); alors TΔ est le groupe d'isotropie

des points de l'orbite fermee Bσ^{yσ} x T"σ de Xσ.

Plus generalement, considerons une factorisation equivariante

(0.C.2) (X, T) s (Z, T) x T" ,

oύ Z est une variete torique par rapport au tore 7", non necessairement non degeneree,

de dimension d : = άimcZ<n. Alors la formule de Kunneth en homologie locale (voir

[Bd: V. 13.1]) entraϊne les isomorphismes de faisceaux d'homologie locale

(0.C.3)
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done, pour la fibre au point (z, ί), nous trouvons Γisomorphisme

Applique a la decomposition (Xσ, Bσ)^(Yσ, {yσ}) x T'a d'un ouvert affine et de son orbite
fermee, on obtient a Γaide de (O.A.I) la description explicite du faisceau χ^2n-j restreint
a cette orbite:

(0.C.5) x^2n-j\Bσ est le faisceau constant de fibre Hc

2^_j(Yσ).

1. Diviseurs et homomorphisme de Poincare: rappels et resultats de base. Dans

cette section, nous rappelons d'abord quelques resultats concernant la relation entre
diviseurs et homomorphisme de Poincare. Puis nous discutons le cas torique, et
etablissons les premiers resultats de base.

A. Diviseurs et homomorphisme de Poincare P2n-2 pour une variete normale:
Soit XUΠQ variete algebrique complexe normale de dimension n. Nous notons Divw(X)
le groupe des diviseurs de Weil, Divc(X) le sous-groupe des diviseurs de Car tier (i.e.
localement principaux) et Divo(X) celui des diviseurs (globalement) principaux. On
a un isomorphisme (cf. [Ha: II, Prop. 6.15])

entre le groupe des classes de diviseurs de Cartier et le groupe de Picard, i.e. le groupe
des classes d'isomorphie de faisceaux inversibles, ou bien, ce qui revient au meme, des
classes d'isomorphie de fibres en droites. Cet isomorphisme est induit par Γapplication
D i—• Θ{D), la reciproque envoyant un faisceau inversible sur la classe du diviseur d'une
section rationnelle globale non triviale.

Le lien naturel entre diviseurs et (co-)homologie est donne par les homomorphismes
c1: Divc(X) -• H2(X), envoyant un diviseur de Cartier sur la classe de Chern du fibre
en droites associe, et κ\ Όiww(X)^HC2^2(X), envoyant un diviseur de Weil sur sa
classe d'homologie a supports fermes. Comme les diviseurs principaux sont envoyes
sur la classe nulle, les homomorphismes c1 et K induisent des homomorphismes, έgale-
ment notes c1 et K, au niveau des groupes de classes de diviseurs. D'autre part, on a
encore une inclusion ClDivc(X) CL_> Cl Divw(X) au niveau de ces groupes. La relation
de commutativite entre ces homomorphismes et Γhomomorphisme de Poincare
P2 n_2(X): H2(X)^H2n_2(X), cap-produit par la classe fondamentale de [X~\, est
explicitee par la commutativite du diagramme ci-dessous. Celle-ci est equivalente a la
formule (1.2) de Γintroduction et decoule comme cas particulier d'une formule plus
generale qu'on trouve dans [Fux: Prop. 19.1.2].

1.1. REMARQUE. On a un diagramme commutatif naturel:
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ClDivw(X)

(1.1.1)

oύ Pf*_2(X) est Γhomomorphisme de dualite de Poincare.

B. Diviseurs invariants dans une variete torique: Soit maintenant X une variete
torique. Nous notons Div^PO, Όi\τ

c{X) = Ό'\\c{X)ViΌ'\v^N{X) et Ό\\τ

0(X) = Ό\v0{X)ϊ\
Div^(X) les groupes des diviseurs de Weil, de Cartier, et principaux, respectivement,
qui sont invariants par rapport a Γoperation du tore T dans X. Alors nous avons le
diagramme commutatif:

Όiwτ

0(X) c Όiv&X) c

(l.B.l) n n

Divo(X) c Divc(X) c

qui induit des homomorphismes injectifs

: = Όiv&X)/Όivτ

0(X) cẑ  Cl Divc(X) et

: = Όivl/(X)/Όivτ

0{X) CL+ Cl Divw(X)

de groupes de classes de diviseurs. Or on sait que ce sont, en fait, des isomorphismes:

1.2. PROPOSITION. Tout diviseur D de X est lineairement equivalent a un diviseur
invariant', en d'autres termes, au niveau des groupes de classes de diviseurs, nous avons
des isomorphismes

(1.2.1) ClDivJ(X) ^ ClDivc(X) et ClDiv^(X) ^ ClDivw(X).

Ceci resulte aisement du fait que Γanneau de coordonnees de la « grosse» orbite est
factoriel (c'est Γanneau C[z1? z^"1, . . ., zn, z" 1 ] des polynόmes de Laurent). Pour plus
de details, nous renvoyons a [Fu2: 3.4, Prop.] ou [Od: Prop. 2.4, (ii)], et pour un resultat
plus general, a [FMSS: Thm. 1].

C. Description explicite des groupes Div^(X) et DivJ(X): Comme les seuls
diviseurs irreductibles (i.e. premiers) invariants sont les adherences Di: = Bi des orbites
de codimension 1, tout diviseur invariant de Weil s'ecrit d'une maniere unique sous la
forme Σ * = 1 «iA e t o n a l'egalite

(l.C.l) Div^(X) = 0 ZDΛ * Zp .
i=ί

Pour la description du sous-groupe DivJ(X), notons d'abord qu'on a une inclusion
naturelle M c_> (9*(T): Chaque caractere χeM=Hom(Γ, C*) est une fonction reguliere
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inversible dans le tore. D'autre part, une telle fonction feΘ*(T) est un monόme de
Laurent et done, un multiple non nul d'un caractere χ; autrement dit, le groupe Θ*(T)
s'identifie a C * M. Considerons χ comme fonction rationnelle dans X, alors son ordre
le long de Porbite Bi9 dέterminέe par le vecteur vieP(Δ), est egal a <χ, v{y. On obtient
ainsi un homomorphisme surjectif

(1 .C.2) div0: M — . Div5(JQ, χ ι—> divo(χ): = £ <χ, υt
i=l

dont le noyau est le groupe

NJ = {χeM;χ\σnN = 0 pour tout σeA} ,

orthogonal de NA: = NnlinA. On en deduit alors un isomorphisme

D. Description explicite du groupe Div£(X): Nous obtenons un diviseur in-
variant de Cartier D dans X en choisissant, d'une maniere compatible, un caractere χσ

pour tout cone maximal σ: deux diviseurs divo(χσ) et divo(χσ,) doivent coϊncider dans
Γouvert affine Xσr\ Xσ, = Xσςsσ>. Evidemment, la restriction de D a Xσ ne depend que de
la classe residuelle χσ de χσ modulo le sous-groupe N^, et la condition de compatibilite
equivaut a dire que la famille (χσ) appartient au groupe abelien libre de rang fini

λ.σ\σ Γ\σ' nJV Λσ'|σΠσ' nJV
(l.D.l) M^:= (LL,™.e Θ M/Ni; ,

I σ e Jmaχ pour tous σ, σ GZI

Notons qu'on peut interpreter M[Δ] de faςon naturelle comme groupe des «caracteres
par morceaux»

{h: N^Z; pour σeA{n\ il existe χσeM tel que h\σnN = χσ\σnN} .

Par extension de scalaires, on peut considerer chaque h comme fonction (continue)
NR^>R telle que h(N)aZet telle que la restriction a tout cone σeA est lineaire; ainsi,
le groupe MlA] s'identifie avec le groupe SF(7V, A) des "A-linear support functions" de
[Od: §2.1].—Le sous-groupe

des families « constantes» s'identifie aux groupes Όiwo(XA)^M/NA^ΐlom(NΔ9 Z). C'est
un groupe abelien libre de rang d(A), isomorphe a M dans le cas non-degenere, et meme
un facteur direct de M[A] si A contient un cone de dimension n. Pour une famille (χσ) e M[A]

et un vecteur primitif veP, nous posons

choisissant un cone maximal τ 6 A contenant v; par la condition de compatibilite de la
famille (χσ), cette valeur est bien definie. On a alors un homomorphisme injectif
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k

.D.2) div: M[Δ] — • Div£pΓ) a Div^PO, (χσ) I—• Σ dχσ\
 vi)A

1 = 1

Montrons qu'on obtient ainsi tous les diviseurs invariants de Carrier dans X, ou, en

d'autres termes, que cet homomorphisme induit un isomorphisme

(1 .D.3) div: M[A] -=+ DivJ(X) et done MlΔ]/M\?] ^ ClDiv£(X).

II suffit pour cela de savoir qu'un diviseur de Cartier invariant D est toujours principal

dans un ouvert affine invariant Xσ, e'est-a-dire qu'on a

(1 .D.4) Όiv&Xσ) = Όivτ

0(Xσ) * M/NΪ

(cf. [Fu 2 : p. 61] ou [Od: Prop. 2.4, (i)]). Or il revient au meme de voir que le faisceau

localement libre S£ : = Θ(D) associe a D, explicite dans (1.D.5), est trivial sur Xσ9 i.e.

qu'il admet une section reguliere part out non nulle. Puisque Xσ est affine, il existe une

section se&{Xσ) qui ne s'annule pas au point «generique» x de Γorbite fermee Bσ.

Comme le diviseur D est invariant, Γespace vectoriel J£(Xσ), sous-espace de Γespace

C(Xσ) des fonctions rationnelles dans Xσ, est invariant par Γ operation lineaire naturelle

du tore T dans C(Xσ). II admet done une decomposition induite en espaces « de poids»,

consistant en sections semi-invariantes. Nous pouvons supposer que la section s

appartient a Γun de ces sous-espaces; etant semi-invariante, elle est alors non nulle

partout puisque le point x est dans Γadherence de toute orbite dans Xσ.

Nous avons ainsi montre le resultat suivant (cf. [Od: Prop. 2.4]):

1.4. PROPOSITION. Soit XΔ une variete torique. Alors on a des isomorphismes

Mw\Mψ ^ ClDivS^) s Pic(^)

par consequent, ces groupes abέliens sont de rang r g M μ ] — d(Δ), et Us sont sans torsion

si A contient un cone de dimension d(A).

On peut donner une description directe de Γisomorphisme M[A]/M[Q]^Pic(XΔ):

pour une famille (χσ)σeZ |maχeM[zl], on considere les representants χσ comme functions

rationnelles dans X, et on utilise Γhomomorphisme

(1.D.5) χ σ h — ( ^ k ) z 1 pour tout σ e ^ m a x ,

definissant ainsi le faisceau inversible i f : = Θ(D) de functions rationnelles associe au

diviseur D = div(χσ).

E. «Formules de Kϋnneth» pour les diviseurs invariants: Dans le cas d'une

variete torique degέneree X=Zx T", chaque orbite Bτ est un produit B'τx Ί", ou B'τ
est une orbite du tore T operant dans Z. Alors on a des « formules de Kύnneth» au

niveau des diviseurs invariants, a savoir des isomorphismes:

(I.E.I) Div^(X) s Div^(Z)® Z\Ύ"^ s Div^(Z),
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donnes par D = D' x T" \-*Dr ® T" \-+D1. On a des isomorphismes analogues pour les
diviseurs de Cartier et les diviseurs principaux, et done, au niveau des classes de diviseurs,
des isomorphismes analogues

Z) et ClDivJ(X) ^ ClDiv£(Z).

F. Homomorphismes de Poincare: Les homomorphismes de Poincare

P2H-J(X) : H\X) —> Hf^j(X), ξ h-> ξ n [*]

sont analyses systematiquement et en toute generalite dans [KpJ et [Kp2]. En utilisant,
en particulier, le fait qu'une variete torique X est normale, et que son faisceau
d'homologie locale $f2n-i s'annule (voir 2.6), on obtient:

• Les homomorphismes P2n-j(X) sont des isomorphismes pour 7 = 0, 1, 2n,
• Γhomomorphisme P^X) est surjectif, et un ίsomorphisme modulo torsion,
• il exίste une suite exacte contenant P2n-2 et Pin-?,'-

(l.F.l) 0 —> H\X) ^ i H^_2(X) — H°{X9 ̂ 2n-2) — H\X) ^X H%

(cf. [Kpj: 2.4]). En particulier, a Γaide de [Kp2: 4.1] il vient:
• L'homomorphisme P2n_2(X) est injectif et P2(X, Q) est surjectif,

en outre, on sait que
• tous les homomorphismes P2k+γ{X, Q) s'annulent si X est projectif.

En effet, on a la factorisation H\X)-^UlHc£_j(X)-^HG£_.j(X) de P2n-j{X) par
Γhomologie d'intersection, d'oύ le resultat a Γaide de [Fi: Thm. 1.1, 1.2].—Notons
qu'on a des resultats analogues a supports compacts.

2. Le resultat principal. Dans cette section, nous enonςons d'abord le Theoreme
principal pour des varietes toriques arbitraires et reduisons la preuve au cas non degenerέ,
pour lequel le resultat est enonce dans Γintroduction. Nous donnons la demonstration
de ce resultat, le point principal en etant la discussion des varietes toriques non degenerecs
minimales. Notons que dans le cas des varietes toriques compactes lisses, le resultat
provient du Theoreme de Jurkiewicz-Danilov (cf. [Da: Thm. 10.8]). Pour le cas des
varietes toriques singulieres, on sait que la fleche c1: ClDivc(X)->//2(X) est un isomor-
phisme si Γadherence de chaque orbite contient un point fixe (cf. [Fu2: 3.4, Cor.]). En
particulier, ce resultat est valable si X est compacte; pour le cas projectif, voir [Ei2: 4.3].

A. Enonce du rέsultat et reduction au cas non degenere: Rappelons (O.C.I)
qu'une variete torique eventuellement degeneree se decompose en produit d'une variete
torique non degeneree et d'un tore.

2.1. THEOREME PRINCIPAL (cas general). Pour une variete torique X=XA, soit
Ί"=Ί"Δ le facteur torique de dimension n — d=n — d(Δ) dans la decomposition XA =
YΔ x T" de (O.C.I). Alors on a des isomorphismes
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( i ) H\X) s H%_ AX) S H\T") s H%_2d_ AT") s Z""«;

les homomorphismes c1 et K de (I.I) sont injectifs, et on a des isomorphismes

{ii) H2{X) s Cl DivJ(Z) φ //2(Γ") s Cl DivJ(JT) φ Z";

(iii) //c

2'π

d_2(*) s Cl Div&X) φ i/c

2

ld_2ί_2(Γ") s Cl Div&X) φ Z"

αvec i : = ( * j ), ήi« rendent commutatif le diagramme suivant:

C\ΌivUX)φH2(T") • ClDiv^XJΘ^-z^^Γ"

cι®pr* - Kφpr*

H2(X) ^ ^ H%_2(X).

La fleche horίzontale superίeure est somme directe de Γinclusion

CIDivwPO et de Visomorphisme de Poincare H2(T") J^> Hc

2

ι*_2d_2(T") pour la variete

lίsse T".

On en deduit, enparticulier, que Γhomomorphisme de Poincare P2n _ 2(X) est injectif.

Notons qu'il resulte du theoreme que les fleches c1 et K sont des isomorphismes

si et seulement si Ton a d>n—\.

La reduction au cas non degenere d=n se fait comme suit:

Les formules (i), (ii) et (iii) sont une consequence immediate des formules de

Kunneth appliquees a la decomposition (O.C.I), de Γisomorphisme

avec bj =

et de la formule (I.E.2).

Puisque Γhomomorphisme de Poincare est defini par le « cap»-produit par la classe

fondamentale [^] = [ Γ ] x [7"], sa decomposition resulte de la relation entre les

produits n et x :

pour des classes de cohomologie de degre pair ξίeH2'(Y) et ξ2eH2'(T") comme

indique dans [Sp: 5.6.21].

B. Varietes toriques non degenerees « minimales»: La demonstration de notre

resultat principal dans le cas non degenere est basee sur Γetude du cas particulier oύ

Γeventail A est un objet minimal, en tant qu'eventail non degenere. Un tel eventail

consiste done eu n rayons indέpendants p l 9 . . . , p n et du cone trivial 0 = {O}. Or ces

rayons engendrent un cone simplicial σ de dimension n dans NR—notons qu'un tel

cone est bien un objet minimal en tant que cone non degenere—, et XΔ s'identifie a

Γouvert invariant lisse \Jn

j=1Xp., reunion des orbites de codimension < 1, de la variete

torique affine Xσ. Le lemme suivant nous donne une description geometrique explicite

de Xσ qui nous sera utile dans Γetude de XΔ.
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Nous noterons 7 le tore standard (C*)π, plonge dans Cn en tant que grosse orbite

de son operation naturelle comme sous-groupe des matrices diagonales dans GLΠ(C).

Rappelons qu'un sous-groupe Γ de GLW(C) est dit petit s'il ne contient pas de reflexions

complexes, i.e. de transformations d'ordre fini admettant la valeur propre 1 avec

multiplicite n — 1.

2.2. LEMME. Soίt σc:NRun cone simplicial de dimension (reelle) maximale n. Alors

il existe un sous-groupe fini petit Γ: = Γσ du tore T et un homomorphisme surjectif de

tores φ: 7-> 7, de noyau Γ, admettant un prolongement φ: Cn-*Xσ ramifiέ au plus en

codimensίon 2; celuί-cί induit par passage au quotient un isomorphίsme de varietes toriques

equivariant relativement a Γisomorphisme f/Γ ~ΞL> 7 Le groupe Γ est unique a permuta-

tion de coordonnees pres; il est isomorphe au quotient N/N\ oύ N' dέsigne le sous-

rέseau de N engendrέ par la « base» P(σ) du cone σ.

DEMONSTRATION. Le fait qu'on ait une telle identification Xσ -ΞL> CnjΓ pour un

sous-groupe Γ ^ N/N' du tore 7 est montre dans [Fu 2 : §2.2]. Afin de voir que Γ est

un sous-groupe petit, nous en rappelons la construction: Soient vl9..., vn les vecteurs

de la «base» P(σ) de σ, et notons eί9..., en la base standard du reseau N: = Hom(C*, 7)

des sous-groupes a un parametre du tore 7, canoniquement identifie a Zn. L'homo-

morphisme injectif de reseaux φ: N^N donne par ^ i - ^ ^ pour / = 1 , . . . , « induit

un homomorphisme surjectif de tores φ: T^T, defini par φoe^Vi et dont le noyau

Γ: = ker φ peut etre decrit de la faςon suivante: Tout vecteur v e N s'ecrit d'une faςon

unique comme combinaison lineaire rationnelle v = Ύ^=ίλj(v)Vj. Alors Γ est Γimage

de Γhomomorphisme

/β™...> o
(2.2.1) γ:N—•f, v h — I

y Q e2πiλn{v) ^

dont le noyau est le sous-reseau Nr: = < t ; l 5 . . . , vn} de N. On a done les isomorphismes

(2.2.2) Γ ^ N/(vu ...,vn)^ coker φ ^ coker φtτ,

oύ la fleche φtr designe le transpose de Γhomomorphisme φ. Le dernier isomorphisme

provient du fait que φ et φtτ, homomorphismes injectifs entre reseaux du meme rang,

ont les memes facteurs invariants, ce qui implique que leurs conoyaux sont des groupes

de torsion isomorphes.

Le fait que Γ est un groupe petit provient alors de Γobservation suivante: Si les

coefficients λj: = λj(v)9 pouryV k, d'un vecteur v = £ " = x λjVj eN sont tous des en tiers,—en

d'autres termes, si au moins n—\ des elements diagonaux e2πιλj de la matrice γ(v) dans

(2.2.1) sont egaux a 1—alors λkvk = υ — Y.φkλjvj est un vecteur du reseau N. Comme
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tous les vecteurs Vj sont primitifs, le coefficient λk est egalement un entier et par consequent

γ(v) est la matrice unite. Ceci montre que JΓ est un groupe petit. II en resulte—en fait,

dans notre situation, on a meme une equivalence—que Γ opere librement dans Γouvert

J-invariant

(2.2.3) Z : = {z e Cn z£ = 0 pour un indice / au plus} .

Celui-ci est le complementary du ferme \J1<i<j<n{zeCn;zi = zj = 0} de codimension

deux dans Cn, et ce ferme continent done le lieu de ramification de la projection

L'unicite de Γ comme groupe abέlien abstrait est explicitee dans le corollaire 2.3

ci-dessous; Γegalite Γ = ker φ montre alors l'unicite de Γ comme sous-groupe du tore

T D

Les deux corollaires suivants du lemme 2.2 nous seront utiles. Bien que connus,

nous n'en avons pas trouve de reference appropriee. Etant donne que Γouvert Z de

(2.2.3) est simplement connexe, la demonstration du premier est evidente, celle du second

est explicitee puisque nous nous servirons de cette demonstration ulterieurement.

2.3. COROLLAIRE. Soit A Veventail non dέgέnere minimal donne par les rayons pt

du cone σ. Alors la variete torique XA, ouvert invariant de Xσ, s'identifie au quotient Z/Γ

de Γouvert invariant Z de Cn defini en (2.2.3), et la projection φ\z: Z-*XΔ est le revetement

universel. Enparticulier, le groupe Γ s'identifie au groupe fondamental πι(XA) {cf. (O.B.I)).

2.4. COROLLAIRE. Si A est un eventailsimplicial, alors la variete torique X=XΔ est

une variete d'homologie rationnelle; en particulier, tous les homomorphismes de Poincare

Pj(X, Q) sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION. Pour un point arbitrairement choisi x de X, soit Bσ Γunique

orbite qui contient x, et Yσ la variete affine «transversale » de dimension d comme dans

(O.A.2/3). Alors on a un isomorphisme Yσ^Cd/Γ, ce qui entraϊne bien

Q pour 7 = 0,

pour,

a Γaide de (0.C.4), Γisomorphisme du milieu provenant de [Bd: Thm. II. 19.1]. •

C. Preuve du theoreme principal pour les varietes toriques non degenerees: Nous

traitons d'abord la partie homologique:

2.5. PROPOSITION. Soit A un eventail non degέnέrέ dans NR . Alors on a

et I'homomorphisme naturel



378 G. BARTHEL, J.-P. BRASSELET, K.-H. FIESELER ET L. KAUP

est un isomorphίsme.

PREUVE. NOUS commenςons par le cas particulier oύ Peventail non degenere A

est minimal. La variete torique X: = XΔ correspondante est alors lisse, et par consequent,

les homomorphismes de Poincare P2n- . : H'(X)-+Hc

2

ι£_ .(X) s o n t des isomorphismes.

En particulier, Γannulation de Z / ^ - i P O vient de la remarque 0.1.

Afin de voir que K est un isomorphisme, montrons d'abord que son but Hc

2

ι^_2(X)

est un groupe de torsion. Soit alors σ le cone simplicial ayant les memes rayons que A.

Puisque le ferme Xσ \XΔ de Xσ est de dimension n — 2, la suite exacte

associee a Γinclusion implique Γegalite

H2£-j(X/ά) = Hc

2*_j(Xσ) pour j<2;

d'autre part, nous venons de voir dans la preuve du corollaire 2.4 que Γhomologie

rationelle Hc

2

ι£_j(Xσ, Q) s'annule pow7> 1, ce qui implique alors que Γhomologie entiere

Hc

2n_2(X) est un groupe de torsion.

Montrons maintenant que K est surjectif. Pour cela, considerons le diagramme

commutatif dont les lignes sont exactes:

Divτ(ΛΓ) — • ClDivΓ(X) —> 0

4
avec B: = \Ju

=1Dj. Puisque le groupe abelien HC

2£_2(X) est un groupe de torsion, et

que HC£_2{T) est libre, la fleche Hc

2™_2{X)->Hc

2

lZ_2(T) s'annule. On en deduit la

surjectivite de la fieche HC

2™_2(B)^>HC

2*_2(X) et done la surjectivite de K.

Comme le but de K est un groupe abelien fini, il suffit alors de montrer qu'il est

isomorphe a la source comme groupe abstrait. Pour cela, notons d'abord qu'on a une

suite d'isomorphismes

(2.5.1) HC£_2(X) ^ H2(X) ^ Hγ{X) ^ π^X) ^ Γ ^ coker^ = cokeri/^tr,

dont le premier provient de la dualite de Poincare (voir ci-dessus), le deuxieme, du

thέoreme des coefficients universels, le troisieme, de ce que le groupe fondamental

nι(X) = Γ (cf. 2.3) est abelien, enfin les deux derniers, de la formule (2.2.2), en utilisant

les notations φ et φtτ de la preuve de 2.2. De la description du groupe de diviseurs

invariants principaux donnee dans (0.C.4), il resulte que le dernier groupe abelien dans

la suite

(2.5.2) C\Όiγτ(X) = Όivτ(X)/Όivτ

0(X) = ( 0 Z - ^ j Σ <X, !>,>/>, χeAf

s'identifie a coker φι\ d'oύ le resultat.
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Ayant ainsi acheve la preuve dans le cas minimal, le cas general s'en deduit comme
suit: Choisissons des rayons independants pu..., pneA, notons Af c=A le sous-eventail
non degenέrέ minimal correspondant, et posons U: = XΔ>, ouvert invariant lisse de
X= XΔ. On a done ά\mc(X\ U) < n — 1, et la suite exacte longue en homologie a supports
fermes associee a Γinclusion du ferme X\U dans X donne en particulier

ce qui montre immediatement Γannulation du groupe i/lϊ-iPO Le fait que K est un
isomorphisme decoule d'une verision minimale du «lemme des cinq» appliquee au
diagramme suivant dont les lignes sont exactes:

®\=n + 1ZBi —> ClDiv^(X) —• ClDiv^((7) —> 0

oύ Bn+1,..., Bk sont les composantes irreductibles de X\U de codimension 1 dans

X. D

Si Γeventail A est regulier, la variete torique XΔ est lisse. Alors les notions de
diviseurs de Cartier et de Weil coincident, et les homomorphismes de Poincare P2n-j
sont des isomorphismes. Le theoreme principal est done valable, et toutes les fleches
dans le diagramme commutatif (DP) de Γintroduction sont des isomorphismes.

Pour montrer la partie cohomologique du theoreme principal dans le cas general,
nous avons besoin des enonces en homologie locale, analogues a ceux que nous venons
de montrer:

2.6. COROLLAIRE. Le faisceau d'homologie locale ffl2n-\ d'une variete torique X

s'annule; le faisceau ffl2n-2 est constant le long de chaque orbite Bσ, sa fibre s'identifie

au groupe C lDiv^ί^) , oύ Xσ est Γouvert affine invariant contenant Bσ comme orbite

fermee, et on a:

PREUVE. NOUS utilisons les identifications (Xσ, Bσ)^(Yσ, {yσ})x T'σ de (O.A.2/3).
D'apres (0.C.5), pour touty, le faisceau ^2n-^ est constant le long de Bσ, et de fibre
Hc

24_j(Yσ). II suffit alors d'appliquer la proposition 2.5: Pour7= 1, on en deduit que
la fibre s'annule; pour j =2, elle s'identifie a C\Όiv^(Yσ) et done, d'apres (1.E.2), au

groupe
Au niveau des sections globales, Γisomorphisme (0.C.3) fournit un isomorphisme

entre H°(Xσ, xJ^2n-2) et H°(Yσ, Ύσ^lά-^ Utilisant la formule (1.E.2), il suffit alors
d'identifier le dernier groupe et ClDiv^σ(Γσ), ce qui vient de la suite exacte (l.F.l),
appliquee a la variete contractile Yσ au lieu de X, et de la proposition 2.5. •
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Afin d'achever la preuve du theoreme principal pour des varietes toriques non

degenerees, il reste a montrer la partie cohomologique. Or le groupe H\X) s'annule si

et seulement si Γeventail A est non degenere. Notons que, dans le cas compact, le fait

que c1: ClΌiVc(X)^>H2(X) soit un isomorphisme decoule de resultats connus:

Γisomorphisme Cl Div^^O = Pic(Jf) se trouve dans [Od: Cor. 2.5]; Γannulation de

Hq(X, Θx) pour q>0 (voir [Od: Cor. 2.8]) et la version de GAGA pour les varietes

complexes completes (voir [Od: §2.2]) donnent alors Γisomorphisme Pic(X) -=> H2(X)

par la suite exacte exponentielle ([Ha: App. B.5]). On trouvera dans [Fu2: 3.4, Cor.]

une preuve dans le cas plus general oύ tous les cones maximaux sont de dimension

maximum n—en d'autres termes, Γadherence de chaque orbite contient un point fixe.

Nous obtenons le resultat en toute generalite, valable pour une variete torique non

degeneree arbitraire, comme consequence de la proposition 2.5, utilisant la theorie de

dualite de Poincare dans le cas singulier (cf. l.F).

2.7. PROPOSITION. Pour une variete torique non degeneree, on a

( i ) H\X) = 0,

(ii) I'homomorphisme c 1 : ClDiv£pO->//2(X) est un isomorphisme.

PREUVE. L'enonce (i) vient de la remarque 0.1. Pour (ii), notons que la suite exacte

(1 .F.I) nous fournit le premier isomorphisme et Γegalite dans la suite:

H\X) s im P2n_ 2 = ker [ff «£_ 2{X) — H°(X, Jf2n_ 2)]

S ker [9: Cl Div^X) —» © Cl D i v ^ ^ ) ]
σ

le dernier vient de Γinclusion de H°(X, ^f2n_2) dans le groupe ®σH°{Xσ, ^2n-i) qu'on

identifie finalement a ©^ClDiv^XJ par le corollaire 2.6. II reste a voir que le groupe

ker9 n'est rien d'autre que ClDivc(X). Soit DeΌiw^(X) un representant d'une classe

dans ker 9, alors pour tout ouvert affine invariant Xσ, la restriction D\Xσ est un diviseur

principal, et done Z), un diviseur de Cartier. L'inclusion dans Γautre sens vient

immediatement en utilisant la formule (1.D.4).

La preuve du theoreme principal est ainsi achevee. Π D

Nous notons une consequence du theoreme principal et de la suite exacte (l.F.l):

2.8. COROLLAIRE. Pour une variete torique X, on a une suite exacte

0 -> ClDivJ(X) -• C l D i v ^ ( X ) - H°(X, 3tf?

2n_2) -+ H3{X) -• Hc

2

ι

D. Application: Calcul explicite de Phomologie. Le theorέme principal permet

le calcul explicite du groupe d'homologie HC

2£_2(X) d'une variete torique en termes des

donnees de Γeventail correspondant. Nous precisons ce fait dans le cas non degenere,

en remarquant que la formule de Kunneth permet de conclure dans le cas degenere:
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2.9. PROPOSITION. Soit X=XΔ une variete torίque non dέgέnέrέe, alors on a un
isomorphisme

H%_2(X) s coker[Z" ("" ' ' ' ' "k), Z k ] s Z*~" Θ Z/(^)Φ

ow fc es/ /e nombre de rayons de Γeventail qui definit X, les vecteurs primitifs vu ..., vk

du rέseau N=Zn engendrent ces rayons, et I\d1\ - \dn_1 sont lesfacteurs invariants de

la matrice (υu...,vk)eZinXk).

PREUVE. Par le theoreme principal, le groupe d'homologie HC

2^_2(X) s'identifie a

div

Cl Div^(X) = coker[M —> Div^(X)] .

Par la numerotation choisie des rayons et le choix d'une base du reseau N et de la base
duale du reseau M, on a des isomorphismes explicites

Div^(X)^Z k et N^M^Zn.

II est alors facile de voir que Γhomomorphisme div est represente par la matrice dont
les lignes sont les coordonnes des vecteurs vt par rapport a la base choisie. Or on
sait (cf. [Bb: Ch. 7, §4.5]) qu'il existe des bases des reseaux consideres et une suite
d'entiers d0 \dί | |έ/Λ_ l5 appeles facteurs invariants ou diviseurs elementaires, tels

que Γhomomorphisme soit donne par la matrice diagonale diag(d0, dί9..., ί/π_i),
elargie par k — n colonnes nulles, matrice appelee aussi forme normale de Smith.
(L'entier d0 est le plus grand commun diviseur des coordonnees des vecteurs vh le
produit dod1 celui des mineurs d'ordre 2, etc.) Puisque les vecteurs vt sont primitifs, d0

prend la valeur 1. D

3. Applications: Proprietes d'invariance de nombres de Betti et relevement de la

classe « anticanonique ». Le rang du groupe de diviseurs de Weil invariants et le nombre
de Betti bC2*_2(X) d'une variete torique X=XΔ s'expriment immediatement en termes
d'un eventail non degenerέ A par les formules rgΌiy^(XΔ) = k(A) = k et rg//|1w

d_2(^) =
k — n. Cependant, la determination du rang du groupe Div£(X) et done du nombre de
Betti b2(X) n'est pas si facile. Au debut de cette section, nous explicitons une formule
pour calculer ce nombre en termes de A, et nous nous en servons pour etudier des
proprietes d'invariance. Nous discutons un exemple, montrant que b2 n'est pas un
invariant du type combinatoire de Γeventail, meme dans le cas complet. D'autre part,
nous montrons que tous les nombres de Betti d'une variete torique sont des invariants
du type lineaire de Γeventail. Nous explicitons ensuite la torsion du groupe d'homologie
HC2n-i(X) Finalement, nous discutons le probleme du relevement de la classe
anticanonique en cohomologie. Par le theoreme principal, ceci revient a chercher des
conditions pour que le diviseur de Weil invariant qui represente cette classe soit de
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Cartier. On retrouve ainsi la condition necessaire et suffisante, due a Ishida, pour que
les singularites d'une variete torique soient de Gorenstein. Nous considerons aussi le cas
particulier d'un eventail simplicial, oύ Γon dispose d'une autre condition equivalente
en termes de sous-groupes de GLn, due a K. Watanabe.

A. Les nombres de Betti bc

2

ι^2(X) et b2(X): D'apres les formules (l.C.l) et
(l.C.3), nous avons τgΌi\^(XΔ) = k(A) et rgDivl(XΔ) = d(A), ce qui, a Γaide du theoreme
fondamental 2.1, (iii), implique immediatement la formule

n A n A»cld (V\

Nous allons maintenant expliciter le nombre b2{XΔ) en termes de Γ even tail A. Grace
a la proposition 2.7 et la formule (l.C.3), il suffit de calculer le rang du groupe

\ Or, dans Όiv^XJ, nous avons l'egalite

Π Gσ9 posant Gσ: = {DeΌivKXΔ);D\XσeΌti&Xσ)} ,
σ ejmax

et utilisant la formule (1.D.4). Afin d'en deduire une formule de calcul du rang, il est
commode de passer, dans le groupe abelien libre dual Hom(Div^(Zj), Z), au sous-groupe
orthogonal Όi\c(XΔ)

± = YιG^. Par consequent, on a

resultat qui, a Γaide de la proposition 1.4 et de la formule (1.E.2), entraϊne la formule
suivante (cf. [Ew: V. 5.9]):

3.1. PROPOSITION. Avec les notations introduites ci-dessus, on a

3.2. REMARQUE. On peut calculer le rang du groupe abelien libre YJσeΔm^G^
comme rang d'une matrice entiere RΔ dont les lignes representent des relations linέaires
entre les generateurs primitifs des cones maximaux de A. Pour cela, notons d'abord
que chaque groupe G^ s'identifie au groupe de relations lineaires entre les elements de
la «base» P(σ) comme suit: Par rapport a Γidentification Obi^(XA)^Zp de (l.C.l), avec
P = P(A), et grace a (1.C.2) et (1.D.4), nous pouvons ecrire

Gσ = {(av)veP e Zp il existe χ e M tel que av = <χ, v) pour tout v e P(σ)} .

En notant {εv)veP la base canonique du groupe abelien libre Z p , oύ εv:=(δvw)wePeZp

est la fonction caracteristique de υ e P, montrons l'egalite suivante:

(3.2.1) G^{/GHom(Zp, Z);Σ, 6 P ( σ ) /(ε> = 0, l(εv) = 0 pour veP\σ} .

En eίfet, le groupe Gσ est engendre par les elements εv pour veP\σ et par les sommes
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σ)Os v}8v P o u r Z^M. Pour une telle somme et pour une forme lineaire /, on a

χ, v}εv) = (χ, ^ / ( ε j u ) , et cette expression est nulle pour tout caractere χeM si

et seulement si Γon a ^ / ( ε J i ^ O .

Aίin d'obtenir une matrice «de relations» RΔ avec rgRA = rg(YjG^), on parcourt

Γensemble des cones maximaux de A en ordre fixe {σ 1 ?..., σs}, et pour chaque tel cone

σv, on choisit d'abord d: = d(σv) vecteurs υ\,..., vv

d dans P(σv) qui sont lineairement

independants. II reste done k(σv) — d(σv) vecteurs υ\ dans P(σv). Pour chacun d'eux, on

a une seule relation lineaire entiere primitive (au signe pres) YJ

d

j=1a]jv) + a}iv
v

i=0.

Posant l](εΌ):=a}j pour v = vVj avec 7 = 1 , ...,d,i, et /J(εi;): = O pour ι;eP(zl)\{t;i, . . . ,

vv

d, υj}, on obtient ainisi une collection {/?} de formes lineaires 1}: Zp ^Z. devaluation

de ces formes lineaires sur les elements εVj de la base canonique de Zp fournit les elements

de la matrice de relations

a YJ

S

V = 1 (k(σv) — d(σv)) lignes et k(Δ) colonnes.

Comme application de la proposition 3.1, nous discutons ci-dessous le probleme de

Γinvariance de b2(XA) par rapport aux relations suivantes:

3.3. DEFINITION. Etant donnes deux eventails A et A dans NR, nous disons qu'ils

ont

• le meme type combίnatoίre s'ils sont isomorphes comme ensembles partiellement

ordonnes (par Pinclusion de cones),

• le meme type lineaire s'il existe un automorphisme ψ de Γespace vectoriel NR tel

que A = ψ(Δ): = {ψ(σ); σeΔ}.
Dans cette derniere definition, nous ne supposons pas que les reseaux N et φ(N) dans

NR soient commensurables, e'est-a-dire que Γon ait N®zQ = ψ(N)(g)zQ.

B. Proprietes d'invariance de b2 par rapport au type combinatoire: D'apres la

formule (3.A.I), le nombre de Betti b^^2(^a) n e depend que du nombre de rayons de

A et de la dimension d(A) et done, pour d(A) fixe, il est un invariant du type combinatoire

de Γeventail A. En genέral, ceci n'est pas vrai pour b2(XA), meme dans le cas complet—voir

Γexemple 3.5 ci-dessous. Cependant, on a le resultat suivant:

3.4. PROPOSITION. Pour un έventail simplicial A, on a G«= {0} pour tout cone σ et

done b2(XA) = bflϊ-2(XΔ) Par consequent, pour d{A)fixέ, le nombre b2(XΔ) est un invariant

du type combinatoire de Γέventail A.

PREUVE. En effet, d'apres (3.2.1), on a toujours G^ = {0} pour un cone simplicial

σ; la formule precedente pour b2 est done une consequence immediate de 3.1. •

Notons au passage que, dans le cas simplicial complet, on a la formule

V 0 et b2s+m=o
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pour les nombres de Betti de XΔ, qui sont done tous des invariants du type combinatoire

de A, voir [Da: Prop. 12.11]. En outre, notons qu'en dimension «<2, tout eventail A

est simplicial.

Pour n > 3 , on a des eventails complets A et A' ayant le meme type combinatoire,

mais tels que b2(XΔ) φ b2(XΔ). Dans le cas n = 3, un tel exemple avec deux varietes toriques

projectives, Tune ayant b2 = 2 et Γautre, b2 = 1, a ete donne par M. McConnell [MCo],

en utilisant la suite spectrale de Danilov [Da: §12] pour le calcul de b2. Dans une etude

systematique de ce probleme, M. Eikelberg a montre qu'on peut meme obtenir deux

varietes toriques compactes telle que pour Tune on ait b2 = 1 et pour Γautre, b2 = 0, ce

qui montre que cette derniere est done une variete non projective (voir [E^: Expl. 3.5]).

Le fait que le nombre k(A) = 6 soit le plus petit possible pour une telle construction (cf.

[Ei2: Cor. 3.9]), et Γunicite de son type combinatoire se voient par une estimation du

rang de la matrice RΔ. Nous discutons ici un exemple de ce type:

3.5. EXEMPLE. Dans le reseau N^Z3, considerons Γeventail A engendre par les

faces du prisme triangulaire dont les sommets sont les vecteurs primitifs v1: = e1+e2 + e39

v2 : = — e1-\-e2 + e3, v3:= — e2 + e3 et vi: = vi^3 — 2e3 p o u r z = 4, 5, 6. Les c o n e s d e

dimension maximale de A ont les bases suivantes:

(vl9 v2, v3), (υl9 v2, ι?4, v5), (v2, v3, v5, v6), (ι?3, vί9 υ6, v4), {v4, υs, v6).

Notons A' Γeventail obtenu de la meme faςon en remplaςant v1 par v'ί:=2v1—v2 =

3eί -\-e2-he3. En parcourant les bases dans cet ordre, on obtient les matrices de relations

/ 1 —1 0 — 2 2 0\

et RΔ, = i 0 1 - 1 0 - 1 1

\ - l 0 0 3 0 - 1 /

pour lesquelles on a τgRΔ = 2 et rgi?^ = 3, ce qui implique b2(X)= 1 et b2(Xr) = 0.

La remarque suivante nous donne les autres nombres de Betti de X et de X'\ en

particulier, on trouve /?3(X) = 0 et et b3(Xf)= 1:

3.6. REMARQUE. Pour une variete torique compacte X de dimension 3, notant

/ : = cardzl ( 3 ) le nombre de cones de dimension trois dans A, on a:

bo = b6 = l, b1=b5 = 0, b3 = b2-f+k-\, et b4r = k-3 .

PREUVE. L'egalite b1=b5 = 0 est une consequence de ce que P5 est un iso-

morphisme. Le seul nombre de Betti qui reste a determiner est b3, et celui-ci se calcule a

Γaide de la caractέristique dΈuler-Poincare topologique e(X). Or on a toujours l'egalite

) = e(Xτ),

oύ Xτ est le sous-espace des points fixes, et les points fixes d'une variέte torique

correspondent biunivoquement aux cones de dimension n de Γeventail, d'oύ Γenonce.
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Pour une autre preuve de Γegalite e(X)=f, voir [Fu2: 3.2. p. 59]. •

C. Invariance des nombres de Betti par rapport au type lineaire d'eventails: Dans

ce paragraphe, nous montrons le resultat suivant:

3.7. PROPOSITION. Tons les nombres de Betti bj(XA) et bfd(XΔ) d'une variέtέ torique

sont des invariants du type lineaire de Γeventail A, ou Men, ce qui revient au meme, des

invariants par rapport aux revetements ramifies finis et equivariants relativement a des

endomorphίsmes surjectίfs du tore T.

DEMONSTRATION. Afin de nous ramener au cas non degenere, notons que le nombre

d{A) est evidemment un invariant du type lineaire de Γeventail A. D'autre part, si X=XΔ

et X' — XΔ> sont des varietes toriques, alors un revetement ramifϊe fini X^X' et

equivariant relativement a un endomorphisme surjectif du tore T est donne par un

endomorphisme injectif N-+N dont Γextension a un automorphisme φ de NR envoie

tout cone σ de A dans un cone σ' = φ(σ) de A' (voir [Od: §1.5, Thm. 1.13, Cor. 1.16]),

fournissant ainsi Γequivalence lineaire entre A et A'. En outre, on en deduit directement

que le revetement X-*X' respecte necessairement les decompositions du type (O.C.I)

des varietes toriques X et X'. Nous venons done de voir Γune des implications du

resultat suivant:

3.8. LEMME. Deux even tails non dέgenέrέs A et A' dans NR ont le meme type lineaire

si et seulement sΊl existe des revetements ramifies finis XΔ -> XΔ, et XΔ> —• XΔ equivariants

relativement a des endomorphismes surjectifs du tore T.

DEMONSTRATION. II reste a montrer que Γegalite du type lineaire implique

Γexistence d'un tel revetement. Considerons un automorphisme φ de NR qui realise

Γequivalence des types lineaires, i.e. avec φ(A) = Af. Si φ provient d'un homomorphisme

(injectif) N^N, i.e. si φ(N)aN, il existe un endomorphisme surjectif associe du tore

T qui se prolonge au revetement XΔ^XΔ> cherche. (En multipliant φ par un entier

positif convenable, on peut se ramener a cette situation si les reseaux N et φ(N) sont

commensurables.) II suffit done de voir qu'on peut toujours remplacer φ par un

isomorphisme φ: NR^NR, satisfaisant aux deux proprietes φ(A) = Ar et φ(N)ciN.

On peut numeroter les collections P{A) = {vu . . . , vk} et P(Af) = {w1,..., wk} de

vecteurs primitifs telles que Γon ait φ(vi) = λiwi avec des nombres reels positifs λh et que

les vecteurs υu . . . , vn soient lineairement independants. On definit alors une partition

de Γensemble {vl9 ...,vn} par la condition que vt et Vj appartiennent a la meme partie

si et seulement si Γon a λJλjeQ*. Cette partition fournit une decomposition en somme

directe NR=φs

j=1Vj, oύ Vj est le sous-espace engendre par la y'-ieme partie de

{υu . . . , υn}. II est alors facile de voir que tout vecteur υm pour m = n+ 1,..., k(A) (s'il

y en a) appartient a Γun des Vf. en appliquant Γisomorphisme φ a vm = ̂ n

i = ίθίmivh

comparant les coefficients avec wOT = £"=1/?miw i5 et notant ocmi, βmieQ, on voit

irnmediatement les equivalences α ^ O o / L ^ O o ^ Λ e β * . Par consequent, tous les
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vt avec αmίτ^O, et done aussi vm, appartiennent au meme sous-espace V y

Pour tout7= 1,..., s, choisissons ξjeR>0 tel que ξj/λieQ* pour tout vte Vj. Alors

Γhomomorphisme

oύ m est un entier positif convenable, jouit des proprietes exigees. Π

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la proposition 3.7 comme suit:

Dans le cas d'un revetement equivariant fini XΔ-+XΔ. qui prolonge un endomorphisme

de T de noyau fini Γ c T, on a XΔ.^XJΓ.

Or, si un groupe fini Γ opere dans un espace topologique «raisonnable» X, alors

on a une operation induite en homologie rationnelle HΦ(X, Q) a supports dans les

families des fermes Φ = cld et des compacts Φ = c, et Γhomologie de Γespace

d'orbites HΦ(X/Γ, Q) est isomorphe a Γhomologie invariante HΦ(X, Q)Γ (voir [Bd: II,

Thm. 19.1]). Comme Γ est un sous-groupe d'un groupe connexe, Γoperation induite

dans HΦ{X, Q), espace vectoriel rationnel de dimension finie, est triviale. On en deduit

l'isomorphisme HΦ(X/Γ, Q)^HΦ(X, Q) et done, l'egalite des nombres de Betti bφ de

D. La torsion de Hf^_2(X): Dans ce paragraphe, nous montrons le resultat

suivant:

3.9. PROPOSITION. Soit Δ un eventail et X=XA la variete torique correspondante,

alors le sous-groupe de torsion de HC2n-2(X) est donne par

(3.9.1) ToΓstfSίf-Λ*) ^ {Nn\mΔ)l(Όu ...,vky

oύ <t; l5 . . . , vky '.^Y^Zvi est le sous-groupe de No lin A engendrέpar les vecteursprimitifs

DEMONSTRATION. Notons d'abord qu'il suffit de considerer le cas non degenere.

En outre, remplacer Γeventail A par son squelette A{- υ donne par les rayons ne change

pas les deux termes de la formule (3.9.1). Comme dans la preuve de la proposition 2.5,

nous avons alors un isomorphisme entre Tors/Z^f^PO e t l e groupe fondamental

), et Γenonce decoule de la formule (O.B.I).

3.10. REMARQUE. A Γaide de ce qui precede, on peut calculer explicitement le

groupe Tors//ξ!?-2pQ ^ partir de Γeventail. Par exemple, on trouve que les deux

varietes compactes X et A^.de dimension 3 considerees dans 3.5 ont la meme torsion

Tors H^X) ^ Tors H4(X') ^ Z/(2).

Dans sa these [Fs], Stephan Fischli a donne une methode explicite pour calculer

tous les nombres de Betti et tous les groupes de torsion d'une variete torique compacte

de dimension 3, en utilisant la suite spectrale associee a la filtration «torique » canonique
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par les fermes invariants \Jd(σ) = n-iBσ. Pour les deux exemples Xet X' de 3.5, on trouve

les autres groupes de torsion Tors H2(X) ^ Z/(2) et Tors H2{X') ^ Z/(2) 0 Z/(2), le groupe

//3 etant libre dans les deux cas.

E. Relevement de la classe «anticanonique». Etant donnee Γimportance des

diviseurs (anti-)canoniques dans la theorie des varietes algebriques, il est naturel de

rechercher des conditions pour qu'un tel diviseur de Weil soit de Cartier. Dans une

variete torique, il en est ainsi si et seulement si toutes les singularites sont de Gorenstein

(voir Γintroduction de [Is]), c'est-a-dire si chacun des anneaux de coordonnees

C\_Xσ~\ = C\_Mϊ\σ~\ est un anneau de Gorenstein.

Du point de vue de la (co-)homologie, pour une variete singuliere de dimension n,

la classe de Chern cn_1(X) au sens de M.-H. Schwartz [Sc] et R. MacPherson [MPh]

n'existe qu'en homologie, dans HC

2*_2(X\ et la question naturelle est de savoir si elle

se releve en cohomologie. Dans le cas torique, le theoreme principal montre que

cette question est equivalente a celle qui se pose du point de vue des diviseurs. Or

la classe de Chern se decrit explicitement comme classe du diviseur de Weil invariant

Σ*=i A ( v°i r [BBF]) Ce diviseur est de Cartier si et seulement si chaque anneau

C[J^σ] = C[Mn σ] est de Gorenstein. On retrouve ainsi, parmi les enonces du theoreme

suivant, la caracterisation de tels anneaux donnee par M.-N. Ishida dans [Is: §7]:

3.11. THEOREME ( [ I S ] pour Γessentiel). Etant donnee une variete torique X, alors les

conditions suivantes sont έquivalentes:

(1) La classe de Chern cn_ί(X)est dans Γimage de Γhomomorphisme de Poincare;

(2) le diviseur de Weil Σ ^ } A est un diviseur de Cartier,

(3) pour tout cone σeAmax, il existe un caractere χσeM tel que la «base» P(σ) soit

contenue dans Γhyperplan affine {veNR; <χσ, v} = 1} (en d'autres termes, pour

tout vecteur υieP(σ), on a <χσ, vty = 1);

(4) toutes les singularites sont de Gorenstein,

(5) le fibre «anticanonique» ΛnT(Xr^g) de la par tie lisse admet un prolongement,

comme fibre en droites, a la variete X tout entiere.

L'implication (2) => (3) est un cas particulier de la remarque suivante, laquelle donne

une caracterisation des classes d'homologie de HC

2^-2(X) dont un multiple non nul est

dans Γimage de Γhomomorphisme de Poincare:

3.12. REMARQUE. Etant donnee une classe de diviseurs de Weil invariants, soit

D = Yj

k

i=1aiDi un representant dont tous les coefficients ai sont non nuls, situation

a laquelle on peut toujours se ramener par Γaddition d'un diviseur principal

div(χ) = Σ/C=i <%> y i ) A convenable. Pour qu'un multiple mD avec mφ§ soit un diviseur

de Cartier, il faut et il suffit que, pour chaque cone σezlm a x, les multiples rationnels

(l/a^Vi de tous les vecteurs ^ e P n σ soient situes dans un hyperplan affine de NR: les

conditions <χσ, vi} = mai et <χσ, (l/ai)vi} = m sont trivialement equivalentes (voir aussi

[Ei: Lemma 2.2]).
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Dans certaines situations, les conditions du theoreme sont automatiquement

remplies: il est bien connu que les singularites d'hypersurfaces, et plus generalement,

les singularites d'intersections completes, sont de Gorenstein. On a done:

3.13. COROLLAIRE. Si une variete torique Xria que des singularites d'intersections

completes, alors elle satisfait les conditions (1) a (5) du theoreme 3.11.

Les singularites toriques d'intersection complete en dimension trois admettent une

belle caracterisation combinatoire en termes de polygones con vexes entiers dans R2,

explicitee dans Particle de Ishida [Is: §8].

Le cas d'une variete torique definie par un eventail simplicial est particuliement

interessant. Nous rappelons qu'une telle variete affine non degeneree Xσ est isomorphe

a un quotient de Cn par un sous-groupe fini petit Γ = Γσ de GLn(C); en d'autres termes,

son anneau de coordonnees est Γanneau des polynόmes invariants C\_xl9..., x j r . Une

caracterisation utile en termes du groupe Γ pour qu'un tel anneau soit de Gorenstein

est due a K. Watanabe:

3.14. PROPOSITION [Wa]. Soit Γ un sous-groupe fini petit de matrices diagonales

dans GLn(C), alors Γanneau C[x 1 ? . . . , xnY est de Gorenstein si et seulement si Γ est un

sous-groupe de SLn(C).

Ce resultat implique la specialisation suivante du theoreme 3.11:

3.15. COROLLAIRE. Pour une variete torique X definie par un eventail simplicial

satisfaisant a Amax = Λ{n\ les conditions (1) a (5) du theoreme 3.11, en particulier le fait

que la classe de Chern cn-x(X) soit dans Vimage de Γhomomorphisme de Poincarέ, sont

έquivalentes a la condition:

(6) Pour tout cone σ de zlmax, le sous-groupe fini petit Γσ des matrices diagonales

de GLn{C) tel que Xσ^Cn/Γσ est un sous-groupe de SLn(C).
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