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Resume. Bieberbach, Fatou et Picard avaient etudie une application biholomorphe

de Γespace entier de n variables complexes sur son domaine qui a un point exterieur. En

appliquant ces resultats au probleme de Cauchy pour Γoperateur differentiel a coefficients

des functions entieres, nous donnons une remarque sur le domaine d'holomorphie de

la solution.

Abstract. Bieberbach, Fatou and Picard studied a biholomorphic map from the

entire space of n complex variables onto its domain that has an exterior point. By

applying these results to the Cauchy problem for the differential operator with coefficients

of entire functions, we give a remark on the domain of holomorphy of the solution.

Introduction. Leray [L] a etudie les singularites et un prolongement analytique

de la solution du probleme de Cauchy dans le domaine complexe.

[HLT1, 2], [HT], [P] et [PW] ont etudie des prolongements analytiques de la

solution du probleme de Cauchy pour Γoperateur differentiel a coefficients des fonctions

entieres.

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d'existence de la

solution du probleme de Cauchy. Elle est un resultat immediat des etudes [B], [F] et

[Pi].

Je remercie vivement Toshio Nishino de ses suggestions tres precieuses.

1. Notations et resultats. Soit x = (x0, x'\ x'= {xu . . ., xn) un point de Cn+1.

On considere un operateur differentiel d'ordre m

a(x,D)= Σ ^{x)D\ D* = D$>' 'D?9 Dt = d/dxi9 0<ί<n.
| α | < m

Nous supposons que tous les coefficients de a sont des fonctions entieres sur C" + 1 et

queflmiOf....o(x)=l sur Cn + 1.
Soit S Γhyperplan x0 = 0, done non caracteristique pour a.

Etudions le probleme de Cauchy

(1) a(x,D)u(x) = v(x), Dh

ou(0,x') = wh(x'), 0<h<m-\ ,
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oύ v(x) et les wh(xf), 0<h<m — 1, sont des fonctions entieres sur Cn+1 et Cn respec-
tivement.

D'apres le theoreme de Cauchy-Kowalewski, il existe une unique solution
holomorphe au voisinage de S dans Cn + 1.

Nous etudions un prolongement analytique de cette solution. En general, des
diverses phenomenes y se passent.

Dans cet article, nous donnons un exemple tel que le domaine d'existence de la
solution a un point exterieur dans Cn+ί. Cet exemple est essentiellement du a un resultat
de [B] (aussi voir [F], [Pi] et [N]).

[B] a construit des fonctions entieres sur C 2, f^Xγ, x2\ ί = 1, 2, verifiant la condition
suivante:

CONDITION A. (i) Le determinant fonctionnel satisfait

u x2)
s u r

(ii) Notons T Γapplication uγ =fί(xί9 x2\ u2

 =f2{
χu xi) de C2 dans C 2 . L'image

Δ = T(C2) de C2 par Γa un point exterieur dans C2. Γest une application biholomorphe
de C2 sur Δ. T~ι est son application inverse x1 =gι(uί9 u2), x2 = g2(uι, u2) de Δ sur C2.
Δ est un domaine pseudoconvexe.

Soit H(uuu2) une fonction holomorphe dont le domaine d'holomorphie est A,
c'est-a-dire que H(uί9 u2) ne peut pas se prolonger analytiquement au dela de dΔ; dΔ
est la frontiere naturelle de H(uί9 u2).

Etudions le probleme de Cauchy

Γ LU{x) = φo + DJ2(xu x2)Dt -DJ2(xl9 x2)D2)U(x) = 0 ,

1 t/(0, xl9 x2) = H(/ 1(x1, x2\ f2(xu x2)).

Les coefficients de Γoperateur L et la donnee de Cauchy H(fx{xl9 x2\f2{x\, x2)) sont
des fonctions entieres sur C3et C2 respectivement.

Soit

J' u1=fί(xί,x2)-x0, u2=f2(xux2),

une application de C 3 dans C2.

Notons 3) la composante connexe contenant Γorigine O de Γouvert

J-\Δ) = {x = (x0, χl9 χ2); (/i(χl9 x 2)-x 0, f2(xl9 x2))eΔ] S<^9 .

Alors nous avons:

PROPOSITION 1. Le domaine d'holomorphie de la solution U(x) du probleme (2) est



PROBLEME DE CAUCHY 135

2 a un point extέrieur dans C 3 .
La fonction U(x) ne peut pas se prolonger analytiquement au delά de d2ι, c'est-ά-dire

que Θ2 est la frontiere naturelle de U(x).

Pour demontrer cette Proposition, nous avons d'abord:

LEMME 1. ( i ) 2eZD J~ 1(Ae), oύ Q)e et Ae sont les exterieurs respectifs de 2 et A.
(ii) Le domaine 2 a un point exterieur dans C 3 .
(iii) J(d2)cdΔ.

PREUVE DU LEMME 1. (i) et (iii) sont evidents. (ii) z Γ / 0 . Prenons un point
(u1,u2)eAe. En deplaςant u2 voisin si necessaire, on peut supposer qu'il existe
(yί9y2)eC2 tel que f2(yi,y2) = u2. Pour y = (y0, yu h J e C 3 , yo=fι(yi>y2)-uu on a
J(y) = (ul9u2). Done 2e=>Γ\Δe)Φ0. C.Q.F.D.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1. La solution U(x) du probleme (2) est

(3) U(x) = H(f1(xί, x2)-x0, f2(xί9 x2)) dans 2 .

Cette fonction est uniforme et holomorphe dans 2.
Nous allons demontrer que U(x) ne peut pas se prolonger analytiquement au dela

de d2.
Supposons U(x) holomorphe a un point y = (y0, yu y2)€d@. Prenons un voisinage

Fde (vί9v2) = J(y)edΔ, vί=fί(yί9y2)-y0, v2=f2(yί9y2)9 dans C2 tel que {{uγ+yOiu2)\
(uί,u2)eV}aΔ.

D'apres la condition A, pour ε > 0 et V suffisamment petit,

x2 = g2(uί + x0, u2), (κl9 u2)e V

est un voisinage de y dans C 3 .
Nous pouvons supposer que U(x) soit holomorphe sur W, en diminuant V si

necessaire.
Posons

i/(u1? u2) = U{y09 gMι+ yo> ui\ 9i(uι + Jo, M2)) P o u r (wi> wi)e F.
La fonction H(uuu2) est holomorphe sur F Vu que ye329 il existe un point
x = (xθ9xl9x2)e2ϊ\W et done on a (uί9 ύ2) = J(x)eA n F; Wi =/i(xi, x 2)-x 0, w2 =
/2(x l5 x2). II existe alors Fun voisinage connexe de (wl5 w2) dans C 2 tel que FcZl n Fet

(Xo, Xi, X2) j I Xo J o l ^ ^ ' "^1 =gAUl i -^0' W2>

x 2 = ^ 2 (wi +Xθ5 M 2 ) , (uuu2)eV

ίV QSt un ouvert connexe et xe W. Le point x est joint a O par un arc dans J~ι{A),
d'oύ ί^c: Wt\3). Sur JF, l/(x) est de la forme (3), done

H(ul9u2)=U(yO9Qi{u1+yO9u2)9g2(u1+yO9u2)) pour (ul9 u2)eV.
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II en resulte que

H(uί,u2) = H(uί,u2) ' sur V.

Alors H(uί9 u2) se prolonge analytiquement a (vu v2). Ceci est contradictoire a
Γhypothese que le domaine d'holomorphie de H(uu u2) est A. C.Q.F.D.

Pour les fonctions g1 et g2 dans la Condition A, nous avons:

PROPOSITION 2. Les domaines d'holomorphie de gί et g2 sont A.

PREUVE. L'idee de cette preuve est due a Toshio Nishino.
( i ) Soit (vuv2) un point quelconque de dA. Vu que T est une application

biholomorphe de C2 sur A, lorsqu'un point (wl5 u2) de A tend vers (vu v2\ \ gι(uu u2) | +
I g2(uu u2) I tend vers + oo.

(ii) Supposons que la fonction gt puisse se prolonger analytiquement a un point
(w°, u2)edA. Alors il existe une boule Q de centre (u°, u2) et de rayon p (>0) telle que
la g1 soit holomorphe et bornee dans Q.

N o t o n s sa = {(w1? u 2 ) E Q g^u^ u2) = a},oύa = g1{u°1, uζ).

On a alors:

LEMME 2. Tous les points de sa n dA sont isolέs.

PREUVE DU LEMME 2. Vu (i) et que la g1 est bornee dans β, lorsqu'un point de
A n β tend vers un point de dA n β, g2 tend vers oo. Pour p (>0) suffisamment petit,
posons

2(uί9u2)~1 pour (uί9 u2)eA nQ ,

. 0 pour (uuu2)eΔc(\Q.

G2(uί9u2) est une fonction continue dans β et holomorphe dans β\{(κi, w2)e

D'apres le theoreme de Radό (cf. [G], [N]), la fonction G2(uί9 u2) est holomorphe
dans β et Γon a dA n β<={(wl5 u2)eQ; G2(uu u2) = 0}. L'ensemble sandA dans β est
contenu dans

{(w1? u2)eQ; gι{uu u2) = a, G2(uu t/2) = 0} .

Ceci implique que tous les points de sandA dans β sont isoles. C.Q.F.D.

Fin de la Preuve de la Proposition 2. En prenant p (>0) suffisamment petit, on a

L'application x2 = G2(u1, u2) applique sa sur un voisinage de O dans le plan de la
variable complexe x2 de faςon biunivoque. Par la definition de G2(wl9 u2), en prenant
M( > 0) suffisamment grand, on a

{x2eC;(f1(a9x2)9f2(a9x2))eQ}^{x2eC;\x2\>M}.
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Alors les fonctions fi(a, x2), i = 1, 2, sont bornees dans C, done elles egalent identiquement

des constantes. C'est contradictoire a la Condition A. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Dans leprobleme (2), choisissons la donneede Cauchy £/(0, xί9 x2) = Xj,

j — 1, 2. Alors le domaine d'holomorphie de la solution a un point extέrieur dans C 3 .

PREUVE. En effet, choisissons gj(uu u2)J= 1, 2 pour H(uu u2). Vu les Propositions

1, 2, la solution U(x) = gj(fί(x1, x2) — *o> /2( xi ?

 X2% j= 1» 2, satisfait la condition du

corollaire. C.Q.F.D.

REMARQUE 1. Par le changement de coordonnees ux =fι{x1,x2), u2 =f2(xι, x2), le

probleme (2) se transforme en le probleme

(D0 + DUι)G(x09 ul9 u2) = 0 , G(0, ul9 u2) = H{ul9 u2).

REMARQUE 2. La courbe bicaracteristique de Γequation L U(x) = 0 issue d'un point

(0, yί9 y2\ {yuyi)eC2 e s t deίinie par Γequation

(4) /i(Xi,X2)-Xo=/i(3'i,)'2)> fii

ou bien

(5)

(5) est la solution du systeme des equations differentielles ordinaires

(6) ^ = 1 ^ ^
t

avec les donnees de Cauchy xo(0) =

Le domaine d'existence de la solution du systeme (6) est la composante connexe

contenant t = 0 de Γouvert

Ainsi, la solution du systeme (6) a la frontiere naturelle mobile dans {teC}.
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